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Дифференциальные операции векторного анализа
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Используемые обозначения

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ðàçäåëà 𝒱 � n�ìåðíîå åâêëèäîâî
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îáîçíà÷àåòñÿ òî÷êîé (·), äèàäà u⊗ v

âåêòîðîâ u, v ∈ 𝒱 åñòü îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíû

ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

(u⊗ v)·w = u(v·w), w·(u⊗ v) = v(u·w).

Â ïðîñòðàíñòâå 𝒱 âñåãäà ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ.

Îí îáîçíà÷àåòñÿ êàê (ik)nk=1
.

Íîðìà, ïîðîæäåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì îáîçíà÷àåòñÿ

êàê ‖ · ‖.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

декартовых координатах

Ââåäåì íàáëà-îïåðàòîð ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇ = ik
𝜕

𝜕xk

Îïåðàòîð ∇ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèìâîëè÷åñêèé âåêòîð; âìåñòå

ñ òåì ïðàâèëà äåéñòâèÿ ñ íèì îòëè÷íû îò ãåîìåòðè÷åñêèõ

âåêòîðîâ â 𝒱. Ñîãëàñíî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ äëÿ

äâóõ ðàçëè÷íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé v(r), v(r) ∈ 𝒱, r = ikx
k

âîîáùå ãîâîðÿ
(︀
∇⊗ v(r)

)︀
⊗w(r) ̸= ∇⊗

(︀
v(r) ⊗w(r)

)︀
.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

декартовых координатах

Åñëè â îáëàñòè Ω ⊂ 𝒱 îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïîëå 𝜑(r), ò.å.
îòîáðàæåíèå Ω → R, òî äåéñòâèå íàáëà-îïåðàòîðà ïðèâîäèò ê

âû÷èñëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ ãðàäèåíòà 𝜑(r):

grad 𝜑(r) = ∇𝜑(r) = ik
𝜕

𝜕xk
𝜑(r).
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Дифференциальные операции векторного анализа в

декартовых координатах

Åñëè â îáëàñòè Ω ⊂ 𝒱 îïðåäåëåíî âåêòîðíîå ïîëå

v(r) = ikv
k(r), ò.å. îòîáðàæåíèå Ω → 𝒱, òî äåéñòâèå

íàáëà-îïåðàòîðà ïðèâîäèò ê âû÷èñëåíèþ òåíçîðíîãî ïîëÿ

ãðàäèåíòà ïîëÿ v(r):

grad v(r) = ∇⊗ v(r) = ik ⊗ ip
𝜕

𝜕xk
vp;

äèâåðãåíöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ:

div v(r) = ∇ · v(r) = ik · ip
𝜕

𝜕xk
vp = 𝛿kp

𝜕

𝜕xk
vp =

𝜕

𝜕xk
vk ;

ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ:

rot v(r) = ∇× v(r) =

= i1

(︂
𝜕v3

𝜕x2
− 𝜕v2

𝜕x3

)︂
+ i2

(︂
𝜕v1

𝜕x3
− 𝜕v3

𝜕x1

)︂
+ i3

(︂
𝜕v2

𝜕x1
− 𝜕v1

𝜕x2

)︂
.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê òàê íàçûâàåìûì

êðèâîëèíåéíûì êîîðäèíàòàì, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ñîâîêóïíîñòü ïåðåìåííûõ âåëè÷èí qp (p = 1, . . . , n),
îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò

xk (k = 1, . . . , n) ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ:

xk(qp) : R3 ⊃ A → Rn (qp ∈ A, xk ∈ Rn),

êîòîðîå íåâûðîæäåíî ïî÷òè âñþäó â A, ò.å.

∃A0 mesA0 = 0 ∀qp ∈ A ∖ A0 J =

⃒⃒⃒⃒
𝜕xk

𝜕qp

⃒⃒⃒⃒
̸= 0.

Çäåñü mesA0 îçíà÷àåò ìåðó ìíîæåñòâà A0. Ïðè âûïîëíåíèè

ýòîãî óñëîâèÿ ïî÷òè âñþäó â A ñóùåñòâóåò îáðàòíîå

îòîáðàæåíèå

qp(xk) : Rn → A ∖ A0.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Âûÿñíèì, êàê çàïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàë âåêòîðà dv(r).
Ïîëàãàåì, ÷òî v(r) = ikx

k(r). Òîãäà dv(r) = ikdx
k . Íî

xk = xk(qp) è ñîãëàñíî öåïíîìó ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

ñëîæíîé ôóíêöèè

dxk =
𝜕xk

𝜕qp
dqp, dv = ik

𝜕xk

𝜕qp
dqp.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

ep = ik
𝜕xk

𝜕qp
.

Òåïåðü äèôôåðåíöèàë âåêòîðà ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

dv = epdq
p.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Ïîñêîëüêó ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì J ̸= 0

â A ∖ A0, âåêòîðû ep ïî÷òè âñþäó â A ëèíåéíî íåçàâèñèìû è

îáðàçóþò íåêîìïëàíàðíóþ òðîéêó, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè

ôèêñèðîâàííûõ qp ïðåäñòàâëÿåò íåêîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ,

íåîðòîãîíàëüíûé áàçèñ 𝒱.
×èñëà gpk = ep · ek îïðåäåëÿþò ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà 𝒱 â

îòíîøåíèè ê áàçèñó ep: òåïåðü íîðìà âåêòîðà v ∈ 𝒱
âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

v = epv
p, ‖v‖2 = (epv

p) · (ekv
k) = (ep · ek)vpvk = gpkv

pvk .

Îòìåòèì, ÷òî

gpk = ep · ek =
(︀
in
𝜕xn

𝜕qp
)︀
·
(︀
im
𝜕xm

𝜕qk
)︀

= in · im
𝜕xn

𝜕qp
𝜕xm

𝜕qk
=

= 𝛿nm
𝜕xn

𝜕qp
𝜕xm

𝜕qk
=
𝜕xn

𝜕qp
𝜕xn

𝜕qk
; |gpk | = J2.

Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë gpk ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ôîðìå ìàòðèöû(︀
gpk

)︀
, ýëåìåíòû êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþò êîîðäèíàòû òåíçîðà

âòîðîãî ðàíãà, íàçûâàåìîãî ìåòðè÷åñêèì.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå íàáëà-îïåðàòîðà íà âåêòîðíîå ïîëå,

çàäàííîå ïîñðåäñòâîì êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò. Íàïîìíèì,

÷òî

∇ = ik
𝜕

𝜕xk

Ñîãëàñíî öåïíîìó ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé

ôóíêöèè
𝜕

𝜕xk
=
𝜕qp

𝜕xk
𝜕

𝜕qp

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∇ = ik
𝜕qp

𝜕xk
𝜕

𝜕qp
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé:

e
p = ik

𝜕qp

𝜕xk
.

Òîãäà

∇ = e
p 𝜕

𝜕qp
.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Ïîñêîëüêó J ̸= 0 â A ∖ A0, mesA0 = 0, ïðè ïî÷òè âñåõ

ôèêñèðîâàííûõ qp òðîéêà âåêòîðîâ ep íåêîìïëàíàðíà è

ïðåäñòàâëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîðòîãîíàëüíûé áàçèñ 𝒱. ×èñëà
gpk = ep · ek îáðàçóþò ìàòðèöó

(︀
gpk

)︀
, îáðàòíóþ ê

(︀
gpk

)︀
Äåéñòâèòåëüíî,

gpk = e
p · ek =

(︀
in
𝜕qp

𝜕xn
)︀
·
(︀
im
𝜕qk

𝜕xm
)︀

= in · im
𝜕qp

𝜕xn
𝜕qk

𝜕xm
=

= 𝛿nm
𝜕qp

𝜕xn
𝜕qk

𝜕xm
=
𝜕qp

𝜕xm
𝜕qk

𝜕xm
; |gpk | = J−2.

gpkg
kt =

𝜕xn

𝜕qp
𝜕xn

𝜕qk
𝜕qk

𝜕xm
𝜕qt

𝜕xm
=
𝜕xn

𝜕qp
𝜕xn

𝜕xm
𝜕qt

𝜕xm
=

= 𝛿nm
𝜕xn

𝜕qp
𝜕qt

𝜕xm
=
𝜕xn

𝜕qp
𝜕qt

𝜕xn
=
𝜕qt

𝜕qp
= 𝛿pt .

Ïî ýòîé ïðè÷èíå áàçèñ ep ÿâëÿåòñÿ äóàëüíûì ê áàçèñó ep, ò.å.

ep · ek = 𝛿pk . Êðîìå òîãî, e
k = gkpep; ek = gkpe

p.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Ñôîðìóëèðóåì îïåðàöèè òåíçîðíîãî àíàëèçà â êðèâîëèíåéíûõ

êîîðäèíàòàõ. Ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè 𝜑(r) = 𝜑(qk)
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

grad𝜑(qk) = ∇𝜑(qk) = e
p 𝜕

𝜕qp
𝜑.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Ãðàäèåíò âåêòîðíîãî ïîëÿ v(r) = ekv(qk) ìîæåò áûòü çàïèñàí

â âèäå

grad v(r) = ∇⊗ v(r) = e
p 𝜕

𝜕qp
⊗ ekv

k .

Âûïîëíÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷èì

∇⊗ v(r) =
(︀
e
p ⊗ 𝜕

𝜕qp
ek

)︀
+ e

p ⊗ ek
𝜕

𝜕qp
vk .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 14/20



Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Çäåñü â âûðàæåíèÿõ ïîÿâëÿþòñÿ âåêòîðû âèäà
𝜕

𝜕qp
ek , ò.å.

ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòîâ êîâàðèàíòíîãî áàçèñà. Èõ óäîáíî

ïðåäñòàâëÿòü â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî òîìó æå êîâàðèàíòíîìó

áàçèñó, ò.å.:
𝜕

𝜕qp
ek = es

(︂
e
s · 𝜕

𝜕qp
ek

)︂
= Γs

kp,

ãäå Γs
kp = es · 𝜕

𝜕qp
ek - òàê íàçûâàåìûå ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ

II ðîäà. Ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ íåìûõ èíäåêñîâ, äëÿ ãðàäèåíòà

âåêòîðíîãî ïîëÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

∇⊗ v(r) = e
p ⊗ es

(︂
Γs
kpv

k +
𝜕

𝜕qp
v s
)︂
.

Ïîëó÷èëñÿ òåíçîð 2-ãî ðàíãà, 1 ðàç êîíòðàâàðèàíòíûé è 1 ðàç

êîâàðèàíòíûé. Â êîîðäèíàòíîé çàïèñè îí èìååò âèä v s.,p è

íàçûâàåòñÿ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ìîæíî âû÷èñëÿòü, äèôôåðåíöèðóÿ

êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà. Äåéñòâèòåëüíî, èç

ñîîòíîøåíèé

𝜕gps
𝜕qk

=
𝜕

𝜕qk
(︀
ep · es

)︀
=
𝜕ep
𝜕qk

· es + ep ·
𝜕es
𝜕qk

=
𝜕2r

𝜕qk𝜕qp
· es + ep ·

𝜕2r

𝜕qk𝜕qs
,

𝜕gsk
𝜕qp

=
𝜕

𝜕qp
(︀
es · ek

)︀
=
𝜕es
𝜕qp

· ek + es ·
𝜕ek
𝜕qp

=
𝜕2r

𝜕qp𝜕qs
· ek + es ·

𝜕2r

𝜕qp𝜕qk
,

𝜕gkp
𝜕qs

=
𝜕

𝜕qs
(︀
ek · ep

)︀
=
𝜕ek
𝜕qs

· ep + ek ·
𝜕ep
𝜕qs

=
𝜕2r

𝜕qs𝜕qk
· ep + ek ·

𝜕2r

𝜕qs𝜕qp
;

r = etq
t = itx

t ,

ìåíÿÿ ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ

ñèìâîëîâ Êðèñòîôôåëÿ I ðîäà:

es ·
𝜕ep
𝜕qk

= Γs,pk =
1

2

(︂
𝜕gps
𝜕qk

+
𝜕gsk
𝜕qp

−
𝜕gkp
𝜕qs

)︂
.

Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ II ðîäà òåïåðü íå ñîñòàâëÿåò òðóäà

âû÷èñëèòü, ïîñêîëüêó es = g snen è, ñëåäîâàòåëüíî,

e
s · 𝜕ep
𝜕qk

= Γs
pk = g snΓn,pk .
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v(r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëå

ñêàëÿðîâ, âû÷èñëÿåìûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

div v(r) = ∇ · v(r) = ∇ · v(qs).

Ïîñêîëüêó

∇ = e
k 𝜕

𝜕qk
, v(qk) = ekv

k ,

òî

∇ · v(qk) =
(︀
e
k 𝜕

𝜕qk
)︀
·
(︀
epv

p
)︀

= e
k · ep

𝜕vp

𝜕qk
+ e

k · 𝜕ep
𝜕qk

vp =

= e
k ·ep

𝜕vp

𝜕qk
+e

k ·esΓs
pkv

p = 𝛿kp
𝜕vp

𝜕qk
+𝛿ksΓs

pkv
p =

𝜕vk

𝜕qk
+Γk

pkv
p.
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Дифференциальные операции векторного анализа в

криволинейных координатах

Äèâåðãåíöèÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ T(r) = ek ⊗ ept
kp ÿâëÿåòñÿ

âåêòîðíûì ïîëåì:

divT(r) = ∇ ·
(︀
ek ⊗ ept

kp
)︀

=
(︀
e
s 𝜕

𝜕qs
)︀
·
(︀
ek ⊗ ept

kp
)︀

=

=
(︀
e
s · 𝜕ek
𝜕qs

)︀
ept

kp +
(︀
e
s · ek

)︀(︂𝜕ep
𝜕qs

tkp + ep
𝜕tkp

𝜕qs

)︂
=

= Γs
ksept

kp + 𝛿sk

(︂
etΓ

t
pst

kp + ep
𝜕tkp

𝜕qs

)︂
=

= Γs
ksept

kp + etΓ
t
pst

sp + ep
𝜕tsp

𝜕qs
=

= ep

(︂
𝜕tsp

𝜕qs
+ Γs

kst
kp + Γp

kst
sk

)︂
.
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Цилиндрические координаты

Òåïåðü 𝒱 � òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ â ïîëóñëîå A ⊂ R3:

A = [0,∞[× [0, 2𝜋[× ] −∞,∞[, A0 = [0]× [0, 2𝜋[× ] −∞,∞[.

Îáû÷íî èñïîëüçóþò îáîçíà÷åíèÿ

q1 = r , q2 = 𝜙, q3 = 𝜁; x1 = x , x2 = y , x3 = z .

Òîãäà J = Jc = r ,

x = r cos𝜙, y = r sin𝜙, z = 𝜁; r =
√︀

x2 + y2, 𝜙 = arctan
y

x
, z = 𝜁.

Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç 𝒱 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∀v ∈ 𝒱 ∃{r , 𝜙, 𝜁} ∈ A v = i1r cos𝜙+ i2r sin𝜙+ i3𝜁.

Îñåâàÿ ïðÿìàÿ r = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîâîêóïíîñòü îñîáûõ òî÷åê,

îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî A0.
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Сферические координаты

Òàêæå, 𝒱 � òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû {r , 𝜙, 𝜓} îïðåäåëÿþòñÿ â îáëàñòè:

A = [0,∞[× [0, 2𝜋[× [0, 𝜋], A0 = [0] × [0, 2𝜋[×
(︀
[0] ∪ [𝜋]

)︀
.

Ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ èìåþò âèä

q1 = r , q2 = 𝜙, q3 = 𝜓; x1 = x , x2 = y , x3 = z .

Òîãäà J = Js = −r2 sin𝜓,

x = r cos𝜙 sin𝜓, y = r sin𝜙 sin𝜓, z = r cos𝜓;

r =
√︀

x2 + y2 + z2, 𝜙 = arctan
y

x
, 𝜓 = arctan

√︀
x2 + y2

z
.

Òàêèì îáðàçîì,

∀v ∈ 𝒱 ∃{r , 𝜙, 𝜓} ∈ A v = i1r cos𝜙 sin𝜓+i2r sin𝜙 sin𝜓+i3r cos𝜓.

Îñîáûå òî÷êè, îáðàçóþùèå A0 - ýòî òî÷êè íà ïîëóîñÿõ 𝜓 = 0 è

𝜓 = 𝜋.
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