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ГЛАВА 1

Необходимые сведения из теории множеств

1. Замечания об использовании множеств

Â íàñòîÿùåé êíèãå ìû ñèñòåìàòè÷åñêè èñïîëüçóåì ìíîæåñòâà, àêñèî-
ìàòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ ìîæíî íàéòè â [1, 2]. Íèæå ïðèâåäåíû
çàìå÷àíèÿ îá îáîçíà÷åíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ìíîæåñòâàìè.

Îòíîøåíèå 𝑥 ∈ 𝑋 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑥 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
ìíîæåñòâà 𝑋. Åñëè ìíîæåñòâî 𝑌 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
𝑋, òî ýòî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå îòíîøåíèÿ 𝑌 ⊂ 𝑋.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∅. Ìíîæåñòâî, îïðåäåëåííîå
ñïèñêîì ìíîæåñòâ îáîçíà÷àåòñÿ ïåðå÷èñëåíèåì ýòèõ ìíîæåñòâ ìåæäó
ñêîáêàìè ¾{¿ è ¾}¿. Åñëè 𝑋 � ìíîæåñòâî, à 𝑃 (𝑥) � ïðåäëîæåíèå, êîòî-
ðîå ëèáî èñòèííî, ëèáî ëîæíî, ïðè 𝑥 ïðèíàäëåæàùåì 𝑋, òî åäèíñòâåí-
íîå ìíîæåñòâî âñåõ òåõ 𝑥 ∈ 𝑋, äëÿ êîòîðûõ 𝑃 (𝑥) èñòèííî, îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑃 (𝑥)}.

Îáúåäèíåíèå äâóõ ìíîæåñòâ 𝑋 è 𝑌 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝑋 ∪ 𝑌 , à èõ
ïåðåñå÷åíèå � ÷åðåç 𝑋 ∩ 𝑌 . Ñèìâîë 𝑋 ∖ 𝑌 îçíà÷àåò ðàçíîñòü ìíîæåñòâ
𝑋 è 𝑌 .

Ñèìâîëû N, Z, Q, R è C îáîçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâî íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ (äåéñòâèòåëüíûõ) ÷èñåë è ìíîæåñòâî êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë. Åñëè 𝑟, 𝑠 � öåëûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî 𝑟 ⩽ 𝑠, òî ìíîæåñòâî
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{𝑟, . . . , 𝑠} ⊂ Z îïðåäåëÿåòñÿ êàê

{𝑟, . . . , 𝑠} := {𝑘 ∈ Z | 𝑟 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑠}.

Åñëè 𝑎 < 𝑏 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà, òî èíòåðâàë îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ]𝑎, 𝑏[,
à îòðåçîê � ÷åðåç [𝑎, 𝑏]. Ïîëóèíòåðâàëû îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî,
÷åðåç [𝑎, 𝑏[ è ]𝑎, 𝑏].

2. Упорядоченные пары. Декартовы произ-

ведения. Отношения

2.1. Упорядоченная пара

Ïóñòü 𝑥 è 𝑦 � ìíîæåñòâà. Îíè îïðåäåëÿþò íîâîå ìíîæåñòâî (𝑥, 𝑦),
упорядоченную пару 𝑥 и 𝑦, ñëåäóþùèì îáðàçîì

(𝑥, 𝑦) := {{𝑥}, {𝑥, 𝑦}}.

Â îòëè÷èå îò ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùåãî èç 𝑥 è 𝑦, òî åñòü, îò {𝑥, 𝑦}, óïî-
ðÿäî÷åííàÿ ïàðà (𝑥, 𝑦) ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ î ïîðÿäêå åå ýëåìåíòîâ:
äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡,

(𝑥, 𝑦) = (𝑧, 𝑤) åñëè è òîëüêî åñëè (𝑥 = 𝑧) ∧ (𝑦 = 𝑤).

Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ óïîðÿäî÷åííîé ïàðû ìîæåò ïîâòîðÿòüñÿ èí-
äóêòèâíî. Äëÿ ìíîæåñòâ 𝑥, 𝑦, 𝑧 îïðåäåëèì óïîðÿäî÷åííóþ òðîéêó
(𝑥, 𝑦, 𝑧) := ((𝑥, 𝑦), 𝑧). Â îáùåì ñëó÷àå, óïîðÿäî÷åííûé íàáîð èç 𝑘 ýëå-
ìåíòîâ îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘) := ((𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘−1), 𝑥𝑘).

2.2. Декартово произведение

Ïóñòü 𝑋 è 𝑌 � ìíîæåñòâà. Декартовым произведением 𝑋 ×
𝑌 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (𝑥, 𝑦), ãäå
𝑥 ∈ 𝑋 è 𝑦 ∈ 𝑌 :

𝑋 × 𝑌 := {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 ∈ 𝑋 ∧ 𝑦 ∈ 𝑌 }.
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Èíäóêòèâíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî𝑋, 𝑌 , 𝑍 � ìíîæåñòâà. Òîãäà𝑋×𝑌×𝑍 :=
(𝑋×𝑌 )×𝑍. Â îáùåì ñëó÷àå, äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ
𝑋1, . . . , 𝑋𝑘 èõ äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

𝑋1 × · · · ×𝑋𝑘 := (𝑋1 × · · · ×𝑋𝑘−1)×𝑋𝑘 =

= {(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘) | 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘}.

2.3. Отношения

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî 𝑅 ⊂ 𝑋×𝑌 äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ íàçûâàåòñÿ
(бинарным) отношением. Åñëè 𝑅 � îòíîøåíèå, òî ìû ïèøåì 𝑥𝑅𝑦
âìåñòî (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅. Ïóñòü òåïåðü 𝑃 ⊂ 𝑋 × 𝑌 è 𝑅 ⊂ 𝑌 × 𝑍. Îòíîøåíèå

𝑃−1 := {(𝑦, 𝑥) ∈ 𝑌 ×𝑋 | 𝑥𝑅𝑦}

íàçûâàåòñÿ обратным к 𝑃 . Îòíîøåíèå

𝑅 ∘ 𝑃 := {(𝑥, 𝑧) ∈ 𝑋 × 𝑍 | ∃𝑦 ∈ 𝑌 : (𝑥𝑃𝑦 ∧ 𝑦𝑅𝑧)}

íàçûâàåòñÿ композицией 𝑃 и 𝑅.
Ïóñòü 𝑋 � ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ∼ (òî åñòü,

∼⊂ 𝑋×𝑋). Îòíîøåíèå ∼ íàçûâàåòñÿ отношением эквивалентности
на 𝑋, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì àêñèîìàì:

(i) ∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥 ∼ 𝑥;

(ii) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : (𝑥 ∼ 𝑦) ⇒ (𝑦 ∼ 𝑥);

(iii) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 : (𝑥 ∼ 𝑦) ∧ (𝑦 ∼ 𝑧) ⇒ (𝑥 ∼ 𝑧).

Åñëè 𝑥 ∈ 𝑋 òî ìíîæåñòâî

[𝑥] := {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑦 ∼ 𝑥}

íàçûâàåòñÿ классом эквивалентности 𝑥 по отношению ∼. Êëàñ-
ñû ýêâèâàëåíòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó: äëÿ ëþáûõ
𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ëèáî [𝑥] = [𝑦], ëèáî [𝑥] ∩ [𝑦] = ∅. Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè, òî åñòü,

𝑋/ ∼:= {[𝑥] | 𝑥 ∈ 𝑋},

íàçûâàåòñÿ фактормножеством 𝑋 по отношению ∼.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß20 Ãë. 1. Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ìíîæåñòâ

3. Функции

Ïóñòü𝑋 è 𝑌 � ìíîæåñòâà, à𝑅 ⊂ 𝑋×𝑌 � îòíîøåíèå. Îíî íàçûâàåòñÿ
функциональным, åñëè

∀𝑥 ∀𝑦1 ∀𝑦2 : (𝑥𝑅𝑦1 ∧ 𝑥𝑅𝑦2 ⇒ 𝑦1 = 𝑦2).

Ïóñòü îòíîøåíèå 𝑅 ⊂ 𝑋 ×𝑌 ôóíêöèîíàëüíî. Åñëè ìíîæåñòâî âñåõ ïåð-
âûõ ýëåìåíòîâ ïàð, ñîñòàâëÿþùèõ 𝑅, ñîâïàäàåò ñ 𝑋, òî åñòü,

𝑋 = {𝑥 ∈ 𝑋 | ∃𝑦 ∈ 𝑌 : 𝑥𝑅𝑦},

à ìíîæåñòâî âòîðûõ ýëåìåíòîâ ïàð, ñîñòàâëÿþùèõ 𝑅, ñîäåðæèòñÿ â 𝑌 ,
òî åñòü,

{𝑦 ∈ 𝑌 | ∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥𝑅𝑦},

òî óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà 𝑓 = (𝑋, 𝑅, 𝑌 ) íàçûâàåòñÿ отображением
(функцией, преобразованием, морфизмом) из 𝑋 в 𝑌 è îáîçíà÷à-
åòñÿ ÷åðåç 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 [1].

Â êíèãå ñèìâîë 𝑌 𝑋 îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ îòîáðàæåíèé èç 𝑋 â
𝑌 . Åñëè 𝑓 ∈ 𝑌 𝑋 , 𝑓 = (𝑋, 𝑅, 𝑌 ), è 𝑥 ∈ 𝑋, òî îïðåäåëåíèå 𝑓 âëå÷åò,
÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé 𝑦 ∈ 𝑌 , òàêîé, ÷òî 𝑥𝑅𝑦. Ýòîò ýëåìåíò 𝑦
íàçûâàåòñÿ значением 𝑓 в 𝑥 è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝑓(𝑥). Òàêèì îáðàçîì,
ðàâåíñòâî 𝑦 = 𝑓(𝑥) ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì àëüòåðíàòèâíîé çàïèñüþ òîãî,
÷òî 𝑥𝑅𝑦. Åñëè 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝑌 𝑋 , òî

(𝑓1 = 𝑓2) ⇔ ∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥).

Äëÿ 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , 𝐴 ⊂ 𝑋 è 𝐵 ⊂ 𝑌 îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

𝑓(𝐴) := {𝑦 ∈ 𝑌 | ∃𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑦 = 𝑓(𝑥)} = {𝑓(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝑋},
𝑓−1(𝐵) = {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵}.

Ìíîæåñòâà 𝑓(𝐴) è 𝑓−1(𝐵), íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, образом 𝐴 è
прообразом 𝐵 ïðè îòîáðàæåíèè 𝑓 .

Èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ ôóíêöèé. Ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝑋 → 𝑌
íàçûâàåòñÿ:

∙ сюръективной, åñëè 𝑓(𝑋) = 𝑌 ;



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ßÁèáëèîãðàôèÿ 21

∙ инъективной, åñëè

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : (𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦)) ⇒ (𝑥 = 𝑦);

∙ биективной, åñëè 𝑓 ñþðúåêòèâíà è áèåêòèâíà.

Ïóñòü 𝑓 = (𝑋, 𝑅, 𝑌 ) � áèåêòèâíàÿ ôóíêöèÿ èç 𝑋 â 𝑌 . Òîãäà îòíî-
øåíèå 𝑅−1 ôóíêöèîíàëüíî è 𝑓−1 := (𝑌, 𝑅−1, 𝑋) ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì
îòîáðàæåíèåì èç 𝑌 â 𝑋. Ôóíêöèÿ 𝑓−1 : 𝑌 → 𝑋 íàçûâàåòñÿ обратной
к 𝑓 .

Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝑌 𝑋 , 𝑓 = (𝑋, 𝑅, 𝑌 ) è 𝑔 ∈ 𝑍𝑌 , 𝑔 = (𝑌, 𝑆, 𝑍). Òîãäà
îòíîøåíèå 𝑆 ∘ 𝑅 ôóíêöèîíàëüíî è 𝑔 ∘ 𝑓 := (𝑋, 𝑆 ∘ 𝑅, 𝑍) ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé èç 𝑋 â 𝑍. Áîëåå òîãî,

∀𝑥 ∈ 𝑋 : (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)).

Ôóíêöèÿ 𝑔 ∘ 𝑓 : 𝑋 → 𝑍 íàçûâàåòñÿ композицией функций 𝑓 и 𝑔.
Îïåðàöèÿ êîìïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé: åñëè ℎ ∈ 𝑌 𝑋 , 𝑔 ∈ 𝑍𝑌 è
𝑓 ∈ 𝑊𝑍 , òî (𝑓 ∘ 𝑔) ∘ℎ = 𝑓 ∘ (𝑔 ∘ℎ). Â ýòîé ñâÿçè, ìîæíî îïóñêàòü ñêîáêè
è ïèñàòü 𝑓 ∘ 𝑔 ∘ ℎ.

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà 𝑋 îïðåäåëåíî тождественное отображе-
ние 𝑋, Id𝑋 : 𝑋 → 𝑋,

∀𝑥 ∈ 𝑋 : Id𝑋(𝑥) := 𝑥. (1.3.1)

Òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó 𝑓 ∘ Id𝑋 = Id𝑌 ∘ 𝑓
äëÿ êàæäîãî 𝑓 ∈ 𝑌 𝑋 . Áîëåå òîãî, ïóñòü 𝑓 ∈ 𝑌 𝑋 è 𝑔 ∈ 𝑋𝑌 . Òîãäà 𝑔 = 𝑓−1

åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíÿþòñÿ îáà ñîîòíîøåíèÿ 𝑔∘𝑓 = Id𝑋 è 𝑓∘𝑔 = Id𝑌
hold.

Ïóñòü 𝐴 ⊂ 𝑋 è 𝑓 ∈ 𝑌 𝑋 . Òîãäà îòîáðàæåíèå 𝑓 |𝐴 : 𝐴→ 𝑌 , îïðåäåëåí-
íîå ðàâåíñòâîì

∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓 |𝐴(𝑥) := 𝑓(𝑥),

íàçûâàåòñÿ ограничением (èëè сужением) 𝑓 на 𝐴.
Åñëè 𝐴 ⊂ 𝑋, òî îòîáðàæåíèå

𝜄𝐴 : 𝐴→ 𝑋, 𝜄𝐴(𝑝) := 𝑝, (1.3.2)

ÿâëÿþùååñÿ ñóæåíèåì òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ Id𝑋 íà 𝐴, íàçûâà-
åòñÿ канонической инъекцией 𝐴 в 𝑋 [3].
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ГЛАВА 2

Основы алгебры

1. Бинарная операция

Определение 2.1. Пусть 𝑋 — множество. Бинарная операция на
𝑋 (внутренний закон композиции на 𝑋) — это отображение вида

⊤ : 𝑋 ×𝑋 → 𝑋.

Будем использовать обозначение

𝑥⊤𝑦 := ⊤(𝑥, 𝑦).

Пример 2.1. (Операция, не являющаяся бинарной) Соответ-
ствие (𝑚, 𝑛) ↦→ 𝑚−𝑛 на N не является бинарной операцией, поскольку
ее результат, в общем случае, не лежит в N.

Определение 2.2. Бинарная операция ⊤ на множестве 𝑋 называется
ассоциативной, если

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 : (𝑥⊤𝑦)⊤𝑧 = 𝑥⊤(𝑦⊤𝑧).

Определение 2.3. Бинарная операция ⊤ на множестве 𝑋 называется
коммутативной, если

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑥⊤𝑦 = 𝑦⊤𝑥.

23
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Пример 2.2. (Независимость ассоциативности и коммута-
тивности) Пусть на Z задана операция 𝑥⊤𝑦 := −𝑥 − 𝑦. Операция
⊤ коммутативна, но не ассоциативна, поскольку

(1⊤2)⊤3 = 0 ̸= 4 = 1⊤(2⊤3).

Теорема 2.1. Если бинарная операция ⊤ на 𝑋 ассоциативна, то ре-
зультат ее последовательного применения к 𝑛 ∈ N элементам мно-
жества 𝑋 не зависит от расстановки скобок.

Доказательство. (Êîñòðèêèí) Áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêöèåé ïî 𝑛. Ïðè
𝑛 = 1, 2 äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïðè 𝑛 = 3 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñîâïàäàåò
ñ çàêîíîì àññîöèàòèâíîñòè. Ïóñòü òåïåðü 𝑛 > 3 è äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ
< 𝑛 ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ óñòàíîâëåíà. Íóæíî ëèøü ïîêàçàòü,
÷òî

(𝑥1⊤ · · ·⊤𝑥𝑘)⊤(𝑥𝑘+1⊤ · · ·⊤𝑥𝑛) = (𝑥1⊤ · · ·⊤𝑥𝑙)⊤(𝑥𝑙+1⊤ · · ·⊤𝑥𝑛)

äëÿ ëþáûõ 𝑘, 𝑙, ãäå 1 ⩽ 𝑘, 𝑙 ⩽ 𝑛−1. Áûëà âûïèñàíà òîëüêî âíåøíÿÿ ïàðà
ñêîáîê, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ðàññòàíîâêà âíóòðåííèõ
ñêîáîê íåñóùåñòâåííà. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:

(1) 𝑘 = 𝑛− 1. Òîãäà (𝑥1⊤ · · ·⊤𝑥𝑛−1)⊤𝑥𝑛 = (· · · (𝑥1⊤𝑥2)⊤ · · ·⊤𝑥𝑛−1)⊤𝑥𝑛.

(2) 𝑘 < 𝑛− 1. Òîãäà, â ñèëó àññîöèàòèâíîñòè,

(𝑥1⊤ · · ·⊤𝑥𝑘)⊤(𝑥𝑘+1⊤ · · ·⊤𝑥𝑛) =
= (𝑥1⊤ · · ·⊤𝑥𝑘)⊤((𝑥𝑘+1⊤ · · ·⊤𝑥𝑛−1)⊤𝑥𝑛) =
= ((𝑥1⊤ · · ·⊤𝑥𝑘)⊤(𝑥𝑘+1⊤ · · ·⊤𝑥𝑛−1))⊤𝑥𝑛 =
= (· · · ((· · · (𝑥1⊤𝑥2)⊤ · · ·⊤𝑥𝑘)⊤𝑥𝑘+1)⊤ · · ·⊤𝑥𝑛−1)⊤𝑥𝑛.

Ê òàêîìó æå âèäó ïðèâîäèòñÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà.

2. Основные алгебраические структуры

2.1. Полугруппы

Определение 2.4. Структура (𝑋,⊤), в которой 𝑋 — множество, а ⊤
— ассоциативная бинарная операция на 𝑋, называется полугруппой.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß2. Îñíîâíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñòðóêòóðû 25

Пример 2.3. (Пример полугруппы) Структура (𝑛Z, ·), в которой
𝑛Z := {𝑛𝑚 |𝑚 ∈ Z} — множество целых чисел, делящихся на 𝑛 ∈ N, а
(·) — умножение в Z, является полугруппой.

Определение 2.5. Элемент 1 ∈ 𝑋 называется нейтральным отно-
сительно бинарной операции ⊤, если

∀𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑥⊤1 = 1⊤𝑥 = 𝑥.

Ïóñòü 1, 1′ ∈ 𝑋 � íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû îòíîñèòåëüíî áèíàðíîé
îïåðàöèè ⊤. Òîãäà

1′ = 1′⊤1 = 1.

Определение 2.6. Полугруппа (𝑋, ⊤), в которой ⊤ обладает ней-
тральным элементом, называется полугруппой с единицей, или мо-
ноидом.

Пример 2.4. (Примеры моноидов)

∙ Пусть 𝑋 — множество, а 𝑋𝑋 — множество всех отображений
𝑋 в себя. Тогда структура (𝑋𝑋 , ∘), где ∘ — бинарная операция,
порожденная операцией композиции отображений, является мо-
ноидом; единица представлена тождественным отображением
Id𝑋 .

∙ Пусть M𝑛(R) — множество всех квадратных 𝑛 × 𝑛 матриц с
вещественными элементами, а (+) и (.) — операции сложения
и умножения матриц. Тогда (M𝑛(R), +) и (M𝑛(R), .) — монои-
ды. В первом случае нейтральным элементом является нулевая
матрица 0, а во втором случае — единичная матрица 𝐸.

2.2. Группы

Определение 2.7. Пусть (𝑋, ⊤) — моноид с нейтральным элементом
1. Элемент 𝑥 ∈ 𝑋 называется обратимым относительно бинарной
операции ⊤, если

∃𝑥′ ∈ 𝑋 : 𝑥⊤𝑥′ = 𝑥′⊤𝑥 = 1.

Åñëè 𝑥′, 𝑥′′ ∈ 𝑋 òàêîâû, ÷òî 𝑥⊤𝑥′ = 𝑥′⊤𝑥 = 1 è 𝑥⊤𝑥′′ = 𝑥′′⊤𝑥 = 1,
òî

𝑥′′ = 1⊤𝑥′′ = (𝑥′⊤𝑥)⊤𝑥′′ = 𝑥′⊤(𝑥⊤𝑥′′) = 𝑥′⊤1 = 𝑥′.
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Определение 2.8. Если 𝑥 ∈ 𝑋 — обратимый элемент относитель-
но операции ⊤, то тот единственный элемент 𝑥′ ∈ 𝑋, для которого
𝑥⊤𝑥′ = 𝑥′⊤𝑥 = 1, обозначается через 𝑥−1 и называется обратным к
𝑥.

Определение 2.9. Моноид (𝐺, ⊤), все элементы которого обратимы,
называется группой. Таким образом, группой называется структура
(𝐺, ⊤), удовлетворяющая следующим свойствам:

(𝐺0) ⊤ — бинарная операция на 𝐺.

(𝐺1) Операция ⊤ ассоциативна:

∀𝑔1, 𝑔2, 𝑔3 ∈ 𝐺 : (𝑔1⊤𝑔2)⊤𝑔3 = 𝑔1⊤(𝑔2⊤𝑔3).

(𝐺2) ⊤ обладает нейтральным элементом 1:

∀𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔⊤1 = 1⊤𝑔 = 𝑔.

(𝐺3) Для каждого элемента 𝑔 ∈ 𝐺 существует обратный 𝑔−1 ∈ 𝐺:

𝑔⊤𝑔−1 = 𝑔−1⊤𝑔 = 1.

Предложение 2.1. (Правило сокращения в группе) Пусть (𝐺, ⊤)
— группа. Если 𝑔⊤ℎ1 = 𝑔⊤ℎ2 или ℎ1⊤𝑔 = ℎ2⊤𝑔, то ℎ1 = ℎ2.

Доказательство. Ïîäåéñòâóåì íà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà 𝑔⊤ℎ1 = 𝑔⊤ℎ2
îòîáðàæåíèåì

𝑔−1⊤· : 𝐺→ 𝐺, 𝑔−1⊤ · (ℎ) := 𝑔−1⊤ℎ,

òîãäà èç ðàâåíñòâà àðãóìåíòîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî îáðàçîâ:

𝑔−1⊤(𝑔⊤ℎ1) = 𝑔−1⊤(𝑔⊤ℎ2).

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè, ïîëó÷àåì

(𝑔−1⊤𝑔)⊤ℎ1 = (𝑔−1⊤𝑔)⊤ℎ2.

Ïîñêîëüêó 𝑔−1⊤𝑔 = 1, òî ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 1⊤ℎ1 = 1⊤ℎ2, îòêóäà
ℎ1 = ℎ2. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà ℎ1⊤𝑔 = ℎ2⊤𝑔 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Определение 2.10. Пусть (𝐺, ⊤𝐺) — группа, а 𝐻 ⊂ 𝐺 — множество.
Структура (𝐻, ⊤𝐻) называется подгруппой группы (𝐺, ⊤𝐺), если:

(𝐻1) ⊤𝐻 — бинарная операция на 𝐻 и

∀ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 : ℎ1⊤𝐻ℎ2 = ℎ1⊤𝐺ℎ2.

(𝐻2) 1 ∈ 𝐻, где 1 — единица группы 𝐺.

(𝐻3) Если ℎ ∈ 𝐻, то ℎ−1 ∈ 𝐻, где ℎ−1 — элемент, обратный к ℎ
относительно ⊤𝐺.

Пример 2.5. (Примеры матричных групп)

∙ Пусть
GL(𝑛; R) := {𝐴 ∈ M𝑛(R) | det𝐴 ̸= 0}.

Тогда (GL(𝑛; R), .) — группа. Она называется полной (общей)
линейной группой ранга 𝑛.

∙ Пусть
SL(𝑛; R) := {𝐴 ∈ GL(𝑛; R) | det𝐴 = 1}.

Тогда (SL(𝑛; R), .) — подгруппа группы (GL(𝑛; R), .). Она назы-
вается специальной линейной группой ранга 𝑛.

∙ Положим
O(𝑛) := {𝐴 ∈ GL(𝑛; R) | 𝐴𝑇 .𝐴 = 𝐸},

тогда (O(𝑛), .) — подгруппа (GL(𝑛; R), .). Она называется орто-
гональной группой ранга 𝑛.

∙ Положим SO(𝑛) := O(𝑛) ∩ SL(𝑛; R), то есть,

SO(𝑛) = {𝐴 ∈ GL(𝑛; R) | (𝐴𝑇 .𝐴 = 𝐸) ∧ (det𝐴 = 1)}.

Структура (SO(𝑛), .) — подгруппа (O(𝑛), .), называемая специ-
альной ортогональной группой ранга 𝑛. Например, в случае
𝑛 = 2,

SO(2) =
{︁(︂

cos 𝑡 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡

)︂ ⃒⃒⃒
𝑡 ∈ R

}︁
.
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GL(𝑛; R)

SL(𝑛; R) O(𝑛)

SO(𝑛)

⊂ ⊃

⊃ ⊂

Пример 2.6. (Единичная окружность) Отождествляя R2 с C в
силу биекции (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥+ 𝑖𝑦, рассмотрим единичную окружность S1 ⊂
R2 с центром в нуле как множество

S1 = {𝑧 ∈ C | |𝑧| = 1}.

Тогда (S1, ·), где (·) — умножение комплексных чисел, является груп-
пой. Для проверки того, что (S1, ·) — группа, достаточно заметить,
что элемент 𝑧 ∈ S1 имеет вид 𝑧 = 𝑒𝑖𝜙, поэтому

(𝐺0) Если 𝑧1, 𝑧2 ∈ S1, то 𝑧1 = 𝑒𝑖𝜙1, 𝑧2 = 𝑒𝑖𝜙2 и 𝑧1 · 𝑧2 = 𝑒𝑖(𝜙1+𝜙2) ∈ S1.

(𝐺1) (·) — ассоциативная операция.

(𝐺2) 1 = 1.

(𝐺3) Если 𝑧 = 𝑒𝑖𝜙, то 𝑧−1 = 𝑒−𝑖𝜙 ∈ S1.

Пример 2.7. (Группа перестановок) Пусть 𝑋𝑛 = {1, . . . , 𝑛} ⊂ N.
Обозначим через 𝑆𝑛 множество всевозможных биекций (перестано-
вок)

𝜎 : 𝑋𝑛 → 𝑋𝑛, 𝜎𝑖 := 𝜎(𝑖).

Тогда (𝑆𝑛, ∘) — группа.

Ïóñòü (𝐺1, ⊤1) è (𝐺2, ⊤2) � ãðóïïû. Îïðåäåëèì áèíàðíóþ îïåðàöèþ
íà 𝐺1 ×𝐺2:

⊤ : (𝐺1×𝐺2)×(𝐺1×𝐺2) → 𝐺1×𝐺2, (𝑎1, 𝑎2)⊤(𝑏1, 𝑏2) := (𝑎1⊤1𝑏1, 𝑎2⊤2𝑏2).
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Òîãäà (𝐺1 ×𝐺2, ⊤) � ãðóïïà. Ïàðà (11, 12) ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëå-
ìåíòîì îòíîñèòåëüíî ⊤. Äàëåå, åñëè (𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝐺1 × 𝐺2, òî (𝑎1, 𝑎2)

−1 =
(𝑎−1

1 , 𝑎−1
2 ).

Пример 2.8. (Пример произведения групп) Множество T𝑛 :=
S1 × · · · × S1⏟  ⏞  

𝑛 раз

называется 𝑛-тором. Как произведение групп, T𝑛 — груп-

па.

Определение 2.11. Группа (𝐺, ⊤) называется коммутативной или
абелевой, если ⊤ — коммутативная операция

Пример 2.9. (Примеры абелевых групп) Группы (Z, +) и (S1, ·) —
абелевы.

Пример 2.10. (Пример неабелевой группы) Группа (GL(𝑛; R), .)
неабелева, поскольку произведение матриц некоммутативно.

Определение 2.12. Пусть (𝐺1,⊤1) и (𝐺2,⊤2) — группы, а 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2

— отображение. Тогда

∙ 𝑓 называется гомоморфизмом, если

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺1 : 𝑓(𝑎⊤1𝑏) = 𝑓(𝑎)⊤2𝑓(𝑏),

∙ 𝑓 называется изоморфизмом, если оно является биективным
гомоморфизмом,

∙ 𝑓 называется эндоморфизмом, если 𝐺1 = 𝐺2 и 𝑓 — гомомор-
физм,

∙ 𝑓 называется автоморфизмом, если оно является биективным
эндоморфизмом.

Пример 2.11. (Примеры гомоморфизмов) Пусть R* := R ∖ {0},
тогда (R*, ·) — группа. Отображение

exp : R → R*, exp(𝑡) := 𝑒𝑡,

является гомоморфизмом групп (R, +) и (R*, ·), а отображение

det : GL(𝑛; R) → R*,

является гомоморфизмом групп (GL(𝑛; R), .) и (R*, ·).
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Предложение 2.2. (Свойства гомоморфизмов групп) Пусть
(𝐺1, ⊤1), (𝐺2, ⊤2) — группы с единицами 11 и 12, соответственно,
а 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 — гомоморфизм. Тогда

(a) 𝑓(11) = 12,

(b) ∀𝑔 ∈ 𝐺1 : 𝑓(𝑔
−1) = 𝑓(𝑔)−1,

(c) если 𝑓 обратимо, то отображение 𝑓−1 : 𝐺2 → 𝐺1 является гомо-
морфизмом.

Доказательство. (a) Ïîñêîëüêó 11⊤111 = 11, òî 𝑓(11⊤111) = 𝑓(11).
Òîãäà, ïîñêîëüêó 𝑓 � ãîìîìîðôèçì, ïîëó÷àåì, ÷òî

𝑓(11)⊤2𝑓(11) = 𝑓(11)⊤212.

Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî ñîêðàùåíèÿ (Ïðåäëîæåíèå 2.1), ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
𝑓(11) = 12.

(b) Ïóñòü 𝑔 ∈ 𝐺1, òîãäà 𝑔⊤𝑔−1 = 11. Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåí-
ñòâà îòîáðàæåíèå 𝑓 è èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ãîìîìîðôèçìà, ïîëó÷àåì,
÷òî 𝑓(𝑔)⊤𝑓(𝑔−1) = 𝑓(11), èëè, â ñèëó (a),

𝑓(𝑔)⊤𝑓(𝑔−1) = 12.

Àíàëîãè÷íî, èç ðàâåíñòâà 𝑔−1⊤1𝑔 = 11 ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

𝑓(𝑔−1)⊤𝑓(𝑔) = 12.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè îáðàòíîãî ýëåìåíòà, 𝑓(𝑔−1) =
𝑓(𝑔)−1.

(c) Ïóñòü ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐺2. Â ñèëó áèåêòèâíîñòè 𝑓 , ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû
𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺1, òàêèå, ÷òî 𝑓(𝑔1) = ℎ1, 𝑓(𝑔2) = ℎ2. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ãî-
ìîìîðôèçìà, ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑓(𝑔1⊤1𝑔2) = 𝑓(𝑔1)⊤2𝑓(𝑔2) = ℎ1⊤2ℎ2. Òåïåðü,
ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ðàâåíñòâà 𝑓−1, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó ðå-
çóëüòàòó:

𝑓−1(ℎ1⊤2ℎ2) = 𝑔1⊤1𝑔2 = 𝑓−1(ℎ1)⊤1𝑓
−1(ℎ2).
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2.3. Кольца

Определение 2.13. Пусть (𝑋, ⊤, ⊥) — некоторая структура, в ко-
торой ⊤ и ⊥ — бинарные операции. Операция ⊥ называется дистри-
бутивной относительно ⊤, если

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 : (𝑥⊤𝑦)⊥𝑧 = (𝑥⊥𝑧)⊤(𝑦⊥𝑧),
∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 : 𝑧⊥(𝑥⊤𝑦) = (𝑧⊥𝑥)⊤(𝑧⊥𝑦).

Пример 2.12. (Пример дистрибутивной операции) Операция (.)
матричного умножения дистрибутивна относительно операции (+)
сложения матриц в M𝑛(R).

Пример 2.13. (Пример недистрибутивной операции) Пусть
(Z, +, ◇), где 𝑥 ◇ 𝑦 := 𝑥 + 𝑦 + 𝑥𝑦. Тогда ◇ не дистрибутивно отно-
сительно +:

(1 + 2) ◇ 3 = 15 ̸= 18 = (1 ◇ 3) + (2 ◇ 3).

Определение 2.14. Кольцом называется любая структура (𝑅,⊤,⊥),
в которой

(𝑅1) подструктура (𝑅, ⊤) является абелевой группой;

(𝑅2) подструктура (𝑅, ⊥) является полугруппой;

(𝑅3) выполняются соотношения дистрибутивности:

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 : (𝑥⊤𝑦)⊥𝑧 = (𝑥⊥𝑧)⊤(𝑦⊥𝑧),
∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 : 𝑧⊥(𝑥⊤𝑦) = (𝑧⊥𝑥)⊤(𝑧⊥𝑦).

Определение 2.15. Кольцо (𝑅,⊤,⊥) называется коммутативным,
если операция ⊥ коммутативна.

Определение 2.16. Кольцо (𝑅, ⊤, ⊥) называется кольцом с едини-
цей, если (𝑅, ⊥) — моноид.

Пример 2.14. (Кольцо целых чисел) Структура (Z, +, ·) — комму-
тативное кольцо с единицей. Нейтральным элементом группы (Z, +)
является 0, а нейтральным элементом полугруппы (Z, ·) является 1.
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Пример 2.15. (Кольцо квадратных матриц) Пара (M𝑛(R), +, .)
является кольцом с единицей. Оно некоммутативно, так как умно-
жение матриц некоммутативно. Нейтральным элементом группы
(M𝑛(R), +) является нулевая матрица 0, а нейтральным элементом
полугруппы (M𝑛(R), .) является единичная матрица 𝐸.

Пример 2.16. (Кольцо функций) Пусть 𝑋 — множество, а
(𝑅, ⊕, ⊙) — кольцо. На множестве 𝑅𝑋 = {𝑋 → 𝑅} всех отображений
из 𝑋 в 𝑅 можно ввести структуру кольца. Определим поточечную
сумму и поточечное произведение отображений 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑅𝑋 :

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) := 𝑓(𝑥)⊕ 𝑔(𝑥),

(𝑓 · 𝑔)(𝑥) := 𝑓(𝑥)⊙ 𝑔(𝑥).

Тогда (𝑅𝑋 , +, ·) — кольцо. Нейтральный элемент группы (𝑅𝑋 , +) —
отображение 0𝑋 : 𝑥 ↦→ 0, где 0 — нейтральный элемент группы (𝑅, ⊕).

Пример 2.17. (Кольца функций над R) Структура (R[0, 1], +, ·) —
коммутативное кольцо с единицей. Оно содержит:

∙ кольцо 𝑀([0, 1]; R) всех ограниченных функций;

∙ кольцо 𝐶([0, 1]; R) всех непрерывных функций;

∙ кольцо 𝐶1([0, 1]; R) всех непрерывно–дифференцируемых функций,

и т.д.

2.4. Поля

Ïóñòü (𝑅, +, ·) � êîëüöî. Íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî (+)
áóäåì íàçûâàòü нулем è îáîçíà÷àòü ÷åðåç 0, à íåéòðàëüíûé ýëåìåíò
îòíîñèòåëüíî (·) áóäåì íàçûâàòü единицей è îáîçíà÷àòü ÷åðåç 1.

Определение 2.17. Если 𝑥 · 𝑦 = 0 при 𝑥 ̸= 0 и 𝑦 ̸= 0, то 𝑥 называют
левым, а 𝑦 — правым делителем нуля. В случае коммутативно-
го кольца левый и правый делители нуля совпадают; тогда говорят о
делителях нуля.
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Пример 2.18. (Пример делителей нуля) В кольце (M2(R), +, .)
есть делители нуля:(︂

1 −1
−1 1

)︂
.

(︂
1 2
1 2

)︂
=

(︂
0 0
0 0

)︂
.

Определение 2.18. Коммутативное кольцо (𝐹, +, ·) с 1 ̸= 0, каж-
дый элемент 𝑎 ̸= 0 которого обратим относительно (·), называется
полем. Таким образом, если обозначить 𝐹 * := 𝐹 ∖ {0}, то (𝐹, +, ·) —
поле, если

(𝐹1) (𝐹, +) — абелева группа с нулем 0;

(𝐹2) (𝐹 *, ·) — абелева группа с единицей 1;

(𝐹3) операция (·) дистрибутивна относительно (+).

Пример 2.19. (Поле Q и его расширение) Структура (Q,+, ·) явля-
ется полем. Здесь (+) и (·) — операции сложения и умножения рацио-
нальных чисел. Расширим это поле на

√
2 (решение уравнения 𝑥2 = 2):

Q(
√
2) := {𝑎+ 𝑏

√
2 | 𝑎, 𝑏 ∈ Q}.

На Q(
√
2) определяются операции сложения

+ : Q(
√
2)×Q(

√
2) → Q(

√
2),

(𝑎1 + 𝑏1
√
2) + (𝑎2 + 𝑏2

√
2) := (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)

√
2,

и умножения

· : Q(
√
2)×Q(

√
2) → Q(

√
2),

(𝑎1 + 𝑏1
√
2) · (𝑎2 + 𝑏2

√
2) := (𝑎1𝑎2 + 2𝑏1𝑏2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1)

√
2,

превращающие его в поле.

Определение 2.19. Поле комплексных чисел C — это расширение
поля R на решение уравнения 𝑥2 + 1 = 0. Пусть 𝑖 — символ, обознача-
ющий решение этого уравнения, тогда

C := R(𝑖) = {𝑥+ 𝑖𝑦 | 𝑥, 𝑦 ∈ R}.
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На C вводятся операции сложения

+ : C× C → C,
(𝑥1 + 𝑖𝑦1) + (𝑥2 + 𝑖𝑦2) := (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 + 𝑦2),

и умножения

· : C× C → C,
(𝑥1 + 𝑖𝑦1) · (𝑥2 + 𝑖𝑦2) := (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) + 𝑖(𝑥2𝑦1 + 𝑥1𝑦2),

определяющие структуру (C, +, ·) — поле комплексных чисел.

Íà C ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ

C ∋ 𝑧 ↦→ 𝑧 ∈ C,

ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîìó êîìïëåêñíîìó ÷èñëó 𝑧 = 𝑥+𝑖𝑦 сопряженное
ê íåìó, 𝑧 := 𝑥− 𝑖𝑦. Ñâîéñòâà ñîïðÿæåíèÿ:

∙ ∀𝑧 ∈ C : ¯̄𝑧 = 𝑧,

∙ ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ C : 𝑧1 + 𝑧2 = 𝑧1 + 𝑧2,

∙ ∀𝑧1, 𝑧2 ∈ C : 𝑧1 · 𝑧2 = 𝑧1 · 𝑧2,

∙ ∀𝑧 ∈ C : 𝑧 · 𝑧 ⩾ 0.

2.5. Модули

Определение 2.20. Пусть (𝑅, ⊤, ⊥) — коммутативное кольцо с еди-
ницей 1, а 𝑋 — множество. Тогда 𝑅-модулем называется структура

(𝑋, 𝑅, ⊤, ⊥, +, ·),

в которой отображения

+ : 𝑋 ×𝑋 → 𝑋, (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥+ 𝑦,

· : 𝑅×𝑋 → 𝑋, (𝑟, 𝑦) ↦→ 𝑟 · 𝑦 = 𝑟𝑦,

таковы, что
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(i) (𝑋, +) — абелева группа;

(ii) для любых 𝑟, 𝑞 ∈ 𝑅 и для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 выполняются следующие
равенства:

𝑟 · (𝑥+ 𝑦) = (𝑟 · 𝑥) + (𝑟 · 𝑦), (𝑟⊤𝑞) · 𝑥 = (𝑟 · 𝑥) + (𝑞 · 𝑥),
(𝑟⊥𝑞) · 𝑥 = 𝑟 · (𝑞 · 𝑥), 1 · 𝑥 = 𝑥.

Пример 2.20. (Векторное пространство) Вещественное (соот-
ветственно, комплексное) векторное пространство — это R-модуль
(соответственно, C-модуль).

2.6. Алгебры

Определение 2.21. Алгебра над полем F — это структура
(𝑉, F, +, ·, [·, ·]), в которой подструктура (𝑉, F, +, ·) — векторное
пространство, а [·, ·] : 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 — билинейное (2-линейное) отобра-
жение.

Àëãåáðà (𝑉, F, +, ·, [·, ·]) íàçûâàåòñÿ

∙ коммутативной, åñëè

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 : [𝑢, 𝑣] = [𝑣, 𝑢],

∙ ассоциативной, åñëè

∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 : [[𝑢, 𝑣], 𝑤] = [𝑢, [𝑣, 𝑤]].

Определение 2.22. Алгебра Ли над полем F — это алгебра
(g, F, +, ·, [·, ·]) над F, такая, что

(1) ∀𝐴 ∈ g : [𝐴, 𝐴] = 0 (антисимметричность),

(2) ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ g : [𝐴, [𝐵, 𝐶]]+[𝐵, [𝐶, 𝐴]]+[𝐶, [𝐴, 𝐵]] = 0 (тождество
Якоби).

В таком случае отображение [·, ·] : g × g → g называется скобкой
Ли.
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Пример 2.21. (Матричная алгебра Ли) Структура (M𝑛(F),F,+, ·, [·, ·]),
в которой (+) и (·) — операции сложения матриц и умножения их на
скаляр, а [·, ·] — коммутатор,

[𝐴, 𝐵] := 𝐴.𝐵 −𝐵.𝐴,

является алгеброй Ли.

Пример 2.22. (Алгебра Ли геометрических векторов) Векторное
пространство геометрических векторов с векторным произведением
[·, ·] является алгеброй Ли.

Пример 2.23. (Алгебра Ли эндоморфизмов) На векторном про-
странстве Lin(𝑉 ; 𝑉 ) линейных отображений 𝐿 : 𝑉 → 𝑉 (эндомор-
физмов) можно ввести структуру алгебры Ли, определив коммута-
тор

[·, ·] : Lin(𝑉 ; 𝑉 )× Lin(𝑉 ; 𝑉 ) → Lin(𝑉 ; 𝑉 ),

[𝐿, 𝑀 ] := 𝐿 ∘𝑀 −𝑀 ∘ 𝐿.

Пример 2.24. (Алгебра кватернионов) Пусть H — вещественное
векторное пространство с базисом (1, 𝑖, 𝑗, 𝑘). Определим на H опера-
цию умножения

· : H×H → H,
так, чтобы

𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = −1,

𝑖𝑗 = −𝑗𝑖 = 𝑘,

𝑗𝑘 = −𝑘𝑗 = 𝑖,

𝑘𝑖 = −𝑖𝑘 = 𝑗.

Тогда H превращается в вещественную ассоциативную алгебру — ал-
гебру кватернионов. Вектор 1 является единицей относительно
умножения. Любой ненулевой элемент обратим относительно (·). В
этой связи, H — «почти» поле (умножение некоммутативно).

Пример 2.25. (Алгебра кватернионов и матрицы) Имеется со-
ответствие

H → M2(C),
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определенное следующим образом:

1 ↦→
(︂

1 0
0 1

)︂
,

𝑖 ↦→
(︂
𝑖 0
0 −𝑖

)︂
,

𝑗 ↦→
(︂

0 1
−1 0

)︂
,

𝑘 ↦→
(︂

0 𝑖
𝑖 0

)︂
.

Определение 2.23. Левый H-модуль — это вещественное вектор-
ное пространство 𝑉 с внешней операцией

· : H× 𝑉 → 𝑉, (𝑞, 𝑣) ↦→ 𝑞 · 𝑣,

удовлетворяющей условиям:

∙ (·) билинейна,

∙ ∀𝑝, 𝑞 ∈ H ∀𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑝 · (𝑞 · 𝑣) = (𝑝𝑞) · 𝑣.

Определение 2.24. Правый H-модуль — это вещественное вектор-
ное пространство 𝑉 с внешней операцией

· : 𝑉 ×H → 𝑉, (𝑣, 𝑞) ↦→ 𝑣 · 𝑞,

удовлетворяющей условиям:

∙ (·) билинейна,

∙ ∀𝑝, 𝑞 ∈ H∀𝑣 ∈ 𝑉 : (𝑣 · 𝑞) · 𝑝 = 𝑣 · (𝑞𝑝).

3. Векторные пространства

3.1. Аксиомы векторного пространства

Определение 2.25. Пусть (F, ⊕, ⊙) — поле с нулем 0 и единицей 1.
Здесь F ∈ {R, C}. Структура (𝑉, F, +, ·), в которой
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∙ 𝑉 — множество,

∙ + : 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 — внутренний закон композиции,

∙ · : F× 𝑉 → 𝑉 — внешний закон композиции,

называется векторным пространством над F, если для нее выпол-
няются следующие аксиомы:

(𝐶+) ∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 : 𝑣 + 𝑤 = 𝑤 + 𝑣,

(𝐴+) ∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 : (𝑢+ 𝑣) + 𝑤 = 𝑢+ (𝑣 + 𝑤),

(𝑁+) ∃0𝑉 ∈ 𝑉 ∀𝑣 ∈ 𝑉 : 𝑣 + 0𝑉 = 𝑣,

(𝐼+) ∀𝑣 ∈ 𝑉 ∃(−𝑣) ∈ 𝑉 : 𝑣 + (−𝑣) = 0𝑉 ,

(𝐴) ∀𝜆 , 𝜇 ∈ F∀𝑣 ∈ 𝑉 : 𝜆 · (𝜇 · 𝑣) = (𝜆⊙ 𝜇) · 𝑣,

(𝐷1) ∀𝜆, 𝜇 ∈ F∀𝑣 ∈ 𝑉 : (𝜆⊕ 𝜇) · 𝑣 = 𝜆 · 𝑣 + 𝜇 · 𝑣,

(𝐷2) ∀𝜆 ∈ F∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 : 𝜆 · 𝑣 + 𝜆 · 𝑤 = 𝜆 · (𝑣 + 𝑤),

(𝑈) ∀𝑣 ∈ 𝑉 : 1 · 𝑣 = 𝑣.

3.2. Базис и размерность

Определение 2.26. Пусть (𝑉, F, +, ·) — векторное пространство над
полем F. Подмножество 𝐵 ⊂ 𝑉 называется базисом, если

∀𝑣 ∈ 𝑉 ∃! конечный {𝑓1, . . . , 𝑓𝑛} ⊂ 𝐵 : ∃! 𝑣1, . . . , 𝑣𝑛 : 𝑣 = 𝑣1𝑓1+· · ·+𝑣𝑛𝑓𝑛.

Åñëè äëÿ çàäàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò áàçèñ 𝐵 ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì 𝑛 ýëåìåíòîâ, òî ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
𝑛-мерное:

dim𝑉 := 𝑛.

Âûáðàâ êîíêðåòíûé áàçèñ (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà (𝑉, F, +, ·), ìû ìîæåì åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü
âåêòîðó óïîðÿäî÷åííóþ 𝑛-êó ÷èñåë

𝑣 ↦→ (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛),
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òàê, ÷òîáû
𝑣1𝑒1 + · · ·+ 𝑣𝑛𝑒𝑛 = 𝑣.

×èñëî 𝑣𝑖 íàçûâàåòñÿ 𝑖-й компонентой вектора â âûáðàííîì áàçèñå.

3.3. Арифметическое векторное пространство

Íà ìíîæåñòâå

F𝑛 := {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) | 𝑥𝑖 ∈ F, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}

âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ èç 𝑛 ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä F ïîñðåäñòâîì îïåðàöèé ïîêîîðäèíàòíîãî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð:

+ : F𝑛 × F𝑛 → F𝑛,
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) + (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) := (𝑥1 + 𝑦1, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛);

· : F× F𝑛 → F𝑛,
𝜆 · (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) := (𝜆𝑥1, . . . , 𝜆𝑥𝑛).

Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà F𝑛 îáðàçóþò 𝑛 êîðòåæåé 𝐼𝑘 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),
𝑘 = 1, . . . , 𝑛, ãäå 1 ñòîèò íà 𝑘-ì ìåñòå. Ïîýòîìó dimF𝑛 = 𝑛.

3.4. Линейные и полилинейные отображения

Определение 2.27. Пусть (𝑉1, F, +1, ·1) и (𝑉2, F, +2, ·2) — векторные
пространства над одним и тем же полем F. Отображение 𝐿 : 𝑉1 → 𝑉2
называется линейным, если

(i) ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉1 : 𝐿(𝑢+1 𝑣) = 𝐿(𝑢) +2 𝐿(𝑣) (аддитивность),

(ii) ∀𝑢 ∈ 𝑉1 ∀𝜆 ∈ F : 𝐿(𝜆 ·1 𝑢) = 𝜆 ·2 𝐿(𝑢) (однородность).

Ïóñòü (𝑉1, F, +1, ·1) è (𝑉2, F, +2, ·2) � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä
ïîëåì F. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé

Lin(𝑉1; 𝑉2) := {𝐿 ∈ 𝑉 𝑉1
2 | 𝐿 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå}.
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Íàäåëèì ýòî ìíîæåñòâî îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî:

+ : Lin(𝑉1; 𝑉2)× Lin(𝑉1; 𝑉2) → Lin(𝑉1; 𝑉2),

(𝐿1, 𝐿2) ↦→ 𝐿1 + 𝐿2,

(𝐿1 + 𝐿2)(𝑢) := 𝐿1(𝑢) +2 𝐿2(𝑢);

· : F× Lin(𝑉1; 𝑉2) → Lin(𝑉1; 𝑉2),

(𝜆, 𝐿) ↦→ 𝜆 · 𝐿,
(𝜆 · 𝐿)(𝑢) := 𝜆 ·2 𝐿(𝑢).

Ñòðóêòóðà (Lin(𝑉1; 𝑉2), F, +, ·) � пространство линейных отобра-
жений.

Ïóñòü 𝑉1, . . . , 𝑉𝑘 è 𝑊 � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä F, à 𝐿 ∈
𝑊 𝑉1×···×𝑉𝑘 � îòîáðàæåíèå. Çàôèêñèðóåì 𝑘 âåêòîðîâ 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘,
è îïðåäåëèì ÷àñòíûå îòîáðàæåíèÿ:

𝐿(𝑣1, . . . , 𝑣𝑖−1, ·, 𝑣𝑖+1, . . . , 𝑣𝑘) : 𝑉𝑖 → 𝑊,

𝐿(𝑣1, . . . , 𝑣𝑖−1, ·, 𝑣𝑖+1, . . . , 𝑣𝑘) : 𝑢 ↦→ 𝐿(𝑣1, . . . , 𝑣𝑖−1, 𝑢, 𝑣𝑖+1, . . . , 𝑣𝑘).

Определение 2.28. Отображение 𝐿 ∈ 𝑊 𝑉1×···×𝑉𝑘 называется 𝑘-
линейным, если для любых векторов 𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, и для любого
𝑖 = 1, . . . , 𝑘, частное отображение 𝐿(𝑣1, . . . , 𝑣𝑖−1, ·, 𝑣𝑖+1, . . . , 𝑣𝑘) : 𝑉𝑖 →
𝑊 является линейным.

Ìíîæåñòâî âñåõ 𝑘-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç 𝑉1 × · · · × 𝑉𝑘 â 𝑊 îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Lin𝑘(𝑉1, . . . , 𝑉𝑘; 𝑊 ) := {𝐿 ∈ 𝑊 𝑉1×···×𝑉𝑘 | 𝐿 � 𝑘-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå}.

Íà Lin𝑘(𝑉1, . . . , 𝑉𝑘; 𝑊 ) ïîòî÷å÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (+)
è óìíîæåíèÿ (·) íà ñêàëÿð.

3.5. Изоморфизм векторных пространств

Определение 2.29. Пусть (𝑉1, F, +1, ·1) и (𝑉2, F, +2, ·2) — векторные
пространства над одним и тем же полем F. Отображение 𝜙 : 𝑉1 → 𝑉2
называется изоморфизмом, если
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(i) 𝜙 — биекция,

(ii) 𝜙 — линейное отображение.

Если 𝜙 : 𝑉1 → 𝑉2 — изоморфизм, то пространства 𝑉1 и 𝑉2 называются
изоморфными. Обозначение: 𝑉1 ∼= 𝑉2.

Теорема 2.2. Если 𝑉 — 𝑛-мерное векторное пространство над полем
F, то 𝑉 ∼= F𝑛.

Доказательство. Âûáåðåì áàçèñ (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Òîãäà èñêîìûé

èçîìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Φ : 𝑉 → F𝑛, Φ(𝑣) := (𝑣1, . . . , 𝑣𝑛), äëÿ 𝑣 = 𝑣𝑖𝑒𝑖.

Следствие 2.1. Если 𝑉1 и 𝑉2 — два векторных пространства одинако-
вой размерности над одним и тем же полем F, то 𝑉1 ∼= 𝑉2.

Доказательство. Ïóñòü dim𝑉1 = dim𝑉2 = 𝑛. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå
èçîìîðôíîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, òî èç 𝑉1 ∼= F𝑛 è
F𝑛 ∼= 𝑉2 ñëåäóåò 𝑉1 ∼= 𝑉2.

3.6. Дуальное векторное пространство

Ïóñòü (𝑉, F, +, ·) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

𝑉 * := Lin(𝑉 ; F) = {𝜙 ∈ F𝑉 | 𝜙 � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå}.

Определение 2.30. Элементы множества 𝑉 * называются ковекто-
рами или линейными функционалами.

Íà 𝑉 *, êàê è â îáùåì ñëó÷àå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, îïðåäåëÿþòñÿ
ïîòî÷å÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ (+) è óìíîæåíèÿ (·).

Определение 2.31. Векторное пространство (𝑉 *, F, +, ·) называется
векторным пространством, дуальным к 𝑉 .

Теорема 2.3. Пусть (𝑉, F, +, ·) — векторное пространство размер-
ности 𝑛. Тогда сопряженное пространство (𝑉 *, F, +, ·) имеет ту же
размерность 𝑛.
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Доказательство. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì 𝑉 * ∼= F𝑛. Âûáå-
ðåì áàçèñ (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1 â 𝑉 è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Φ : 𝑉 * → F𝑛, Φ(𝜙) := (𝜙(𝑒1), . . . , 𝜙(𝑒𝑛)).

Îòîáðàæåíèå Φ ëèíåéíî è èíúåêòèâíî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñþðúåêòèâ-
íîñòè âûáåðåì 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑛) ∈ F𝑛. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝜙𝑤 : 𝑉 → F, 𝜙𝑤(𝑥) = 𝑥𝑖𝑤𝑖,

ãäå 𝑥𝑖 � 𝑖-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà 𝑥 â áàçèñå (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1. Òîãäà 𝜙𝑤 ∈ 𝑉 * è

Φ(𝜙𝑤) = 𝑤, ÷òî âëå÷åò ñþðúåêòèâíîñòü Φ. Òàêèì îáðàçîì, Φ � èçîìîð-
ôèçì.

Следствие 2.2. Если 𝑉 конечномерно, то 𝑉 ∼= 𝑉 *.

Ïóñòü (𝑉, F, +, ·) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 𝑛. Âûáåðåì
áàçèñ (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1 â 𝑉 . Èçîìîðôèçì

Φ : 𝑉 * → F𝑛, Φ(𝜙) := (𝜙(𝑒1), . . . , 𝜙(𝑒𝑛)),

îïðåäåëÿåò áàçèñ (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1 ïðîñòðàíñòâà 𝑉
* ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì

𝑒𝑖 := Φ−1(0, . . . , 1, . . . , 0),

ãäå 1 ñòîèò íà 𝑖-ì ìåñòå. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííûé áàçèñ (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1 óäî-
âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

𝑒𝑖(𝑒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 =

{︃
1, 𝑖 = 𝑗

0, 𝑖 ̸= 𝑗.
.

Определение 2.32. Базис (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1 называется дуальным базисом.

Определение 2.33. Вторым сопряженным называется векторное
пространство

𝑉 ** := (𝑉 *)* = {𝑓 ∈ F𝑉 * | 𝑓 — линейное отображение}.

Êàê ñîïðÿæåííîå ê 𝑉 *, ïðîñòðàíñòâî 𝑉 ** èìååò îäíó è òó æå ñ íèì
ðàçìåðíîñòü.
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Теорема 2.4. Пусть 𝑉 — конечномерное векторное пространство. То-
гда 𝑉 и 𝑉 ** канонически изоморфны.

Èçîìîðôèçì ïðåäñòàâëåí каноническим отображением

𝜀 : 𝑉 → 𝑉 **, 𝜀(𝑢) = 𝜀𝑢,

ãäå 𝜀𝑢 : 𝑉 * → F � îòîáðàæåíèå, êîòîðîå äåéñòâóåò íà êîâåêòîð 𝜈 ïî
ïðàâèëó

𝜀𝑢(𝜈) := 𝜈(𝑢).

Ñîãëàøåíèå (äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ): Вектор 𝑢 отож-
дествляется с функционалом 𝜀𝑢 и используется запись 𝑢(𝜈) вместо
𝜀𝑢(𝜈).

Çíà÷åíèå 𝜈(𝑢) êîâåêòîðà 𝜈 íà âåêòîðå 𝑢 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

⟨𝜈, 𝑢⟩ = ⟨𝑢, 𝜈⟩ := 𝜈(𝑢).

Ñîîòâåòñòâèå ⟨·, ·⟩ íàçûâàåòñÿ каноническим спариванием.

3.7. Подпространство

Определение 2.34. Пусть 𝑉 — конечномерное векторное простран-
ство. Подмножество 𝑈 ⊂ 𝑉 , рассматриваемое с ограничениями на
нем операций (+) и (·), называется подпространством 𝑉 , если оно
замкнуто относительно этих ограничений, то есть,

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 : 𝑢+ 𝑣 ∈ 𝑈,

∀𝜆 ∈ F∀𝑢 ∈ 𝑈 : 𝜆𝑢 ∈ 𝑈.

3.8. Внешняя прямая сумма

Ïóñòü 𝑉1, . . . , 𝑉𝑘 � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä F. Äåêàðòîâî ïðî-
èçâåäåíèå 𝑉1 × · · · × 𝑉𝑘 ìîæåò áûòü ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä F ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ íà íåì ñëåäóþùèõ îïåðàöèé:

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) + (𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) := (𝑥1 + 𝑦1, . . . , 𝑥𝑘 + 𝑦𝑘),

𝜆(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) := (𝜆𝑥1, . . . , 𝜆𝑥𝑘),

ãäå 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 ∈ 𝑉𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 è 𝜆 ∈ F. Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì
ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ внешней прямой суммой 𝑉1, . . . , 𝑉𝑘 è îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝑉1 ⊕ · · · ⊕ 𝑉𝑘, èëè,

⨁︀𝑘
𝑖=1 𝑉𝑖.
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3.9. Внутренняя прямая сумма

Ïóñòü 𝑉 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝑈1, . . . , 𝑈𝑘 � åãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà 𝑣 ∈ 𝑉 ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ñîâîêóïíîñòü âåêòîðîâ 𝑢𝑖 ∈ 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, òàêèõ, ÷òî

𝑣 = 𝑢1 + · · ·+ 𝑢𝑘.

Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ внутренней прямой
суммой 𝑈1, . . . , 𝑈𝑘 è îáîçíà÷àåòñÿ êàê

𝑉 = 𝑈1 ⊕ · · · ⊕ 𝑈𝑘, èëè, 𝑉 =
𝑘⨁︁
𝑖=1

𝑈𝑖.

3.10. Факторпространство

Ïóñòü 𝑈 � ïîäïðîñòðàíñòâî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Ðàññìîòðèì
îòíîøåíèå ∼𝑈 íà 𝑉 :

∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 : (𝑢 ∼𝑈 𝑣) ⇔ (𝑢− 𝑣 ∈ 𝑈).

Îòíîøåíèå ∼𝑈 � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà 𝑉 . Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑉 , à [𝑥]
� ñîîòâåòñòâóþùèé êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà

[𝑥] = {𝑥+ 𝑢 | 𝑢 ∈ 𝑈}.

Ôàêòîðìíîæåñòâî 𝑉 ïî îòíîøåíèþ ∼𝑈 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

𝑉/𝑈.

Ïóñòü 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉/𝑈 , à 𝜆 ∈ F. Âûáèðàÿ 𝑢 ∈ 𝑎, 𝑣 ∈ 𝑏, ïîëîæèì

𝑎+ 𝑏 := [𝑢+ 𝑣],

𝜆𝑎 := [𝜆𝑢].

Ýòè îïðåäåëåíèÿ íå çàâèñÿò îò ïðåäñòàâèòåëåé 𝑢 è 𝑣. Òàêèì îáðàçîì,
êîððåêòíî îïðåäåëåíû îïåðàöèè

+ : 𝑉/𝑈 × 𝑉/𝑈 → 𝑉/𝑈, (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎+ 𝑏,

· : F× 𝑉/𝑈 → 𝑉/𝑈, (𝜆, 𝑎) ↦→ 𝜆𝑎.

Определение 2.35. Векторное пространство (𝑉/𝑈, F, +, ·) называ-
ется факторпространством.
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4. Тензорные произведения векторных прост-

ранств

4.1. Формальные линейные комбинации

Ïóñòü 𝑋 � ìíîæåñòâî, à F � ïîëå. Формальной линейной
комбинацией элементов 𝑋 íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ
𝑓 : 𝑋 → F, òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî

𝐾𝑓 := {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓(𝑥) ̸= 0} = 𝑓−1(F ∖ {0})

òî÷åê, â êîòîðûõ 𝑓 îòëè÷íà îò íóëÿ, ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì. Ìíîæåñòâî
𝑀(𝑋) âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáðàçóåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëü-
íî ïîòî÷å÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.

Áàçèñ𝑀(𝑋) îáðàçîâàí ôóíêöèÿìè (𝛿𝑥)𝑥∈𝑋 èç𝑀(𝑋), îïðåäåëåííûìè
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝛿𝑥(𝑦) :=

{︃
1, 𝑦 = 𝑥,

0, 𝑦 ̸= 𝑥.

Êàæäûé ýëåìåíò 𝑓 ∈ 𝑀(𝑋) èìååò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

𝑓 =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑎𝑖𝛿𝑥𝑖, ãäå 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 � ýëåìåíòû 𝑋, äëÿ êîòîðûõ 𝑓(𝑥) ̸= 0,
à 𝑎𝑖 = 𝑓(𝑥𝑖). Ïî îïðåäåëåíèþ 𝐾𝑓 , ýòà ñóììà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
ñëàãàåìûõ.

Êàê ïðàâèëî, ôóíêöèÿ 𝛿𝑥 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ 𝑥 è ìíîæåñòâî
𝑋 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïîäìíîæåñòâî 𝑀(𝑋). Â ýòîé ñâÿçè, ïèøóò

𝑓 =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑎𝑖𝑥𝑖.

4.2. Определение тензорного произведения прост-

ранств

Ïóñòü 𝑉1 è 𝑉2 � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä îäíèì è òåì æå ïîëåì F.
Ìíîæåñòâî 𝑉1×𝑉2 ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (𝑣1, 𝑣2),
𝑣𝑖 ∈ 𝑉𝑖, è íà íåì ìîæåò áûòü çàäàíà ñòðóêòóðà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà
𝑀(𝑉1 × 𝑉2) ôîðìàëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé. Òîãäà âûðàæåíèÿ (ãäå
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𝑣𝑖, 𝑣
′
𝑖, 𝑣

′′
𝑖 ∈ 𝑉𝑖, 𝜆 ∈ F)

(𝑣′1 + 𝑣′′1 , 𝑣2)− (𝑣′1, 𝑣2)− (𝑣′′1 , 𝑣2), (𝑣1, 𝑣
′
2 + 𝑣′′2)− (𝑣1, 𝑣

′
2)− (𝑣1, 𝑣

′′
2),

𝜆(𝑣1, 𝑣2)− (𝜆𝑣1, 𝑣2), 𝜆(𝑣1, 𝑣2)− (𝑣1, 𝜆𝑣2),
(2.4.1)

îòëè÷íû îò íóëÿ.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî𝑀(𝑉1×𝑉2) âñåâîçìîæíûõ ôîðìàëüíûõ ëè-

íåéíûõ êîìáèíàöèé. Ïóñòü 𝑁 � åãî ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà âñå-
âîçìîæíûå ðàçíîñòè (2.4.1).

Определение 2.36. Тензорным произведением 𝑉1 ⊗ 𝑉2 называется
факторпространство

𝑉1 ⊗ 𝑉2 :=𝑀(𝑉1 × 𝑉2)/𝑁.

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ýëåìåíòà (𝑣1, 𝑣2) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

𝑣1 ⊗ 𝑣2 := [(𝑣1, 𝑣2)],

è íàçûâàåòñÿ тензорным произведением 𝑣1 и 𝑣2. Äëÿ òåíçîðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ ⊗ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

(𝑣′1 + 𝑣′′1)⊗ 𝑣2 = 𝑣′1 ⊗ 𝑣2 + 𝑣′′1 ⊗ 𝑣2, 𝑣1 ⊗ (𝑣′2 + 𝑣′′2) = 𝑣1 ⊗ 𝑣′2 + 𝑣1 ⊗ 𝑣′′2 ,

𝜆(𝑣1 ⊗ 𝑣2) = (𝜆𝑣1)⊗ 𝑣2, 𝜆(𝑣1 ⊗ 𝑣2) = 𝑣1 ⊗ (𝜆𝑣2).

4.3. Ассоциативность

Ïóñòü 𝑈 , 𝑉 , 𝑊 � òðè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà íàä F. Ïîñêîëüêó
(𝑈 ⊗ 𝑉 )⊗𝑊 êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíî 𝑈 ⊗ (𝑉 ⊗𝑊 ), òî ìîæíî çàïèñàòü
𝑈 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝑊 äëÿ ýòèõ ìíîæåñòâ è 𝑢 ⊗ 𝑣 ⊗ 𝑤 äëÿ èõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì
îáðàçîì, èíäóêòèâíî ïðèõîäèì ê ïðîèçâåäåíèÿì 𝑉1⊗· · ·⊗𝑉𝑘 è 𝑣1⊗· · ·⊗𝑣𝑘
äëÿ 𝑘 âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ýëåìåíòîâ.

4.4. Базис и размерность

Ïóñòü 𝑉1 è 𝑉2 � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä F ðàçìåðíîñòåé 𝑛1 è 𝑛2.

Åñëè (𝑒
(𝑖)
𝑗 )𝑛𝑖𝑗=1 � áàçèñû 𝑉𝑖, 𝑖 = 1, 2, òî ñîâîêóïíîñòü

(𝑒
(1)
𝑖1

⊗ 𝑒
(2)
𝑖2
)1⩽𝑖1⩽𝑛1, 1⩽𝑖2⩽𝑛2,

îáðàçóåò áàçèñ 𝑉1 ⊗ 𝑉2. Òàêèì îáðàçîì, dim(𝑉1 ⊗ 𝑉2) = 𝑛1𝑛2.
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4.5. Тензорное произведение и линейные отображе-

ния

Ïóñòü 𝑉1, . . . , 𝑉𝑘 � êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä F.
Òîãäà èìåþòñÿ ñëåäóþùèå êàíîíè÷åñêèå èçîìîðôèçìû:

𝑉1 ⊗ · · · ⊗ 𝑉𝑘 ∼= Lin𝑘(𝑉
*
1 , . . . , 𝑉

*
𝑘 ; F),

𝑉 *
1 ⊗ · · · ⊗ 𝑉 *

𝑘
∼= Lin𝑘(𝑉1, . . . , 𝑉𝑘; F).

Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå 𝑘 âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ êàíî-
íè÷åñêè èçîìîðôíî âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó 𝑘-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé.

4.6. Типичные пространства

∙ Ïðîñòðàíñòâî 𝑇 𝑘(𝑉 ) := 𝑉 ⊗ · · · ⊗ 𝑉⏟  ⏞  
𝑘 раз

контравариантных тензо-

ров ранга 𝑘. Áàçèñ: (𝑒𝑖1 ⊗· · ·⊗𝑒𝑖𝑘)1⩽𝑖1, ..., 𝑖𝑘⩽𝑛. Çäåñü (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1 � áàçèñ
𝑉 .

∙ Ïðîñòðàíñòâî 𝑇 𝑘(𝑉 *) := 𝑉 * ⊗ · · · ⊗ 𝑉 *⏟  ⏞  
𝑘 раз

ковариантных тензоров

ранга 𝑘. Áàçèñ: (𝜗𝑖1 ⊗· · ·⊗𝜗𝑖𝑘)1⩽𝑖1, ..., 𝑖𝑘⩽𝑛. Çäåñü (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1 � áàçèñ 𝑉 *.

∙ Пространство смешанных тензоров типа (𝑘, 𝑙):

𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑉 ) := 𝑉 ⊗ · · · ⊗ 𝑉⏟  ⏞  
𝑘 раз

⊗𝑉 * ⊗ · · · ⊗ 𝑉 *⏟  ⏞  
𝑙 раз

.

Áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò âèä:

(𝑒𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝑒𝑖𝑘 ⊗ 𝜗𝑗1 ⊗ · · · ⊗ 𝜗𝑗𝑙)1⩽𝑖1, ..., 𝑖𝑘⩽𝑛, 1⩽𝑗1, ..., 𝑗𝑙⩽𝑛,

ãäå (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 � áàçèñ 𝑉 , à (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1 � äóàëüíûé áàçèñ 𝑉 *.

Ñîãëàøåíèÿ:

𝑇 0(𝑉 ) = 𝑇 0(𝑉 *) := F,
𝑇 (0, 𝑘)(𝑉 ) = 𝑇 𝑘(𝑉 *), 𝑇 (𝑘, 0)(𝑉 ) = 𝑇 𝑘(𝑉 ), . . .
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5. Внешние формы

Èñ÷èñëåíèå âíåøíèõ ôîðì áûëî ðàçâèòî â ðàáîòàõ F. Klein [1],
H. Weyl [2], E. Cartan [3] äëÿ ìàòåìàòè÷åñêè ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ îïå-
ðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ íà ìíîãîîáðàçèÿõ. Ñ ñåðåäèíû 20 âåêà âíåøíèå
ôîðìû èíòåíñèâíî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå äëÿ ôîðìà-
ëèçàöèè ïîëåé, çàäàííûõ â èñêðèâëåííîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè [4, 5].
Â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà èñ÷èñëåíèå âíåøíèõ ôîðì èñïîëüçóåòñÿ ñóùå-
ñòâåííî ðåæå: áîëüøèíñòâî çàäà÷ ñòàâèòñÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå è
íåò íåîáõîäèìîñòè óñëîæíÿòü òðàäèöèîííûé àïïàðàò òåîðèè èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Âìåñòå ñ òåì, íàñòîÿùàÿ ðàáîòà âûõîäèò çà ðàìêè êëàññè÷åñêèõ
åâêëèäîâûõ ïîñòàíîâîê è ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäîáíûì èñïîëüçîâàòü ýëåìåí-
òû èñ÷èñëåíèÿ âíåøíèõ ôîðì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ïëîòíîñòè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí: ìàññîâûå ñèëû, íàïðÿæåíèÿ è ò.ä.

5.1. Определение

Ïóñòü 𝑉 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä R. Â ñèëó êàíîíè÷åñêîãî
èçîìîðôèçìà óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàæäûé ýëåìåíò 𝑇 ∈ 𝑇 𝑘(𝑉 *) êàê
𝑘-ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

𝑇 : 𝑉 × · · · × 𝑉⏟  ⏞  
𝑘 раз

→ R.

Определение 2.37. Отображение 𝜔 ∈ 𝑇 𝑘(𝑉 *) называется внешней
𝑘-формой (или, антисимметричным тензором, если для любых
векторов 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑉 и любой пары различных индексов 𝑖, 𝑗 ∈
{1, . . . , 𝑘} справедливо равенство

𝜔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑖, . . . , 𝑢𝑗, . . . , 𝑢𝑘) = −𝜔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑗, . . . , 𝑢𝑖, . . . , 𝑢𝑘).

Ìíîæåñòâî Λ𝑘(𝑉 *) ⊂ 𝑇 𝑘(𝑉 *) âñåõ âíåøíèõ 𝑘-ôîðì ÿâëÿåòñÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì 𝑇 𝑘(𝑉 *).

5.2. Внешнее произведение

Îïåðàöèÿ⊗ íå ïåðåâîäèò âíåøíèå ôîðìû âî âíåøíþþ ôîðìó. Â ýòîé
ñâÿçè, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äðóãóþ îïåðàöèþ.
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Íàïîìíèì, ÷òî перестановка � ýòî áèåêöèÿ 𝜎 : {1, . . . , 𝑘} →
{1, . . . , 𝑘}, 𝑘 ∈ N. Ïóñòü 𝑆𝑘 � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê. Âìåñòå
ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè ∘ îíî îáðàçóåò ãðóïïó. Äëÿ ëþáîãî òåíçîðà
𝑇 ∈ 𝑇 𝑘(𝑉 *) ïåðåñòàíîâêà 𝜎 ∈ 𝑆𝑘 îïðåäåëÿåò íîâûé òåíçîð 𝜎𝑇 ∈ 𝑇 𝑘(𝑉 *):

∀𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑉 : 𝜎𝑇 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) := 𝑇 (𝑢𝜎(1), . . . , 𝑢𝜎(𝑘)).

Äëÿ ïåðåñòàíîâêè 𝜎 ∈ 𝑆𝑘 åå знак îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî

sgn𝜎 :=

{︃
1, åñëè 𝜎 ÷åòíàÿ,

−1, åñëè 𝜎 íå÷åòíàÿ.

Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå âíåøíåé ôîðìû: 𝜔 ∈ Λ𝑘(𝑉 *) åñëè è òîëü-
êî åñëè 𝜔 ∈ 𝑇 𝑘(𝑉 *) è äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑉 , è ëþáîé
ïåðåñòàíîâêè 𝜎 ∈ 𝑆𝑘 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝜔(𝑢𝜎(1), . . . , 𝑢𝜎(𝑘)) = (sgn 𝜎)𝜔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘).

Îòîáðàæåíèå Alt : 𝑇 𝑘(𝑉 *) → Λ𝑘(𝑉 *),

Alt𝑇 :=
1

𝑘!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑘

(sgn𝜎)(𝜎𝑇 ),

íàçûâàåòñÿ альтернированием. Â ÿâíîì âèäå, äëÿ âñåõ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑉
èìååì

Alt𝑇 (𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) =
1

𝑘!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑘

(sgn𝜎)𝑇 (𝑢𝜎(1), . . . , 𝑢𝜎(𝑘)).

Определение 2.38. Внешним произведением форм 𝜔 ∈ Λ𝑘(𝑉 *) и
𝜂 ∈ Λ𝑙(𝑉 *) называется форма 𝜔 ∧ 𝜂 ∈ Λ𝑘+𝑙(𝑉 *), определяемая равен-
ством

𝜔 ∧ 𝜂 :=
(𝑘 + 𝑙)!

𝑘!𝑙!
Alt (𝜔 ⊗ 𝜂). (2.5.1)

Пример 2.26. Пусть 𝛼, 𝛽 ∈ Λ1(𝑉 *) = 𝑉 *. Тогда 𝛼⊗ 𝛽 ∈ 𝑇 2(𝑉 *) и

Alt (𝛼⊗ 𝛽) =
1

2!

∑︁
𝜎∈𝑆2

(sgn𝜎)(𝜎(𝛼⊗ 𝛽)).
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Множество 𝑆2 состоит из двух перестановок:

𝑆2 = {(1, 2), (2, 1)},

поэтому

Alt (𝛼⊗ 𝛽) =
1

2!

(︀
(1, 2)(𝛼⊗ 𝛽)− (2, 1)(𝛼⊗ 𝛽)

)︀
.

Пусть 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑉 , тогда

(1, 2)(𝛼⊗ 𝛽)(𝑢1, 𝑢2) = 𝛼⊗ 𝛽(𝑢1, 𝑢2),
(2, 1)(𝛼⊗ 𝛽)(𝑢1, 𝑢2) = 𝛼⊗ 𝛽(𝑢2, 𝑢1) = 𝛽 ⊗ 𝛼(𝑢1, 𝑢2),

поэтому
(1, 2)(𝛼⊗ 𝛽) = 𝛼⊗ 𝛽, (2, 1)(𝛼⊗ 𝛽) = 𝛽 ⊗ 𝛼.

Таким образом,

Alt (𝛼⊗ 𝛽) =
1

2
(𝛼⊗ 𝛽 − 𝛽 ⊗ 𝛼).

Внешнее произведение 𝛼 ∧ 𝛽 имеет вид

𝛼 ∧ 𝛽 =
2!

1!1!
Alt (𝛼⊗ 𝛽) = 𝛼⊗ 𝛽 − 𝛽 ⊗ 𝛼.

Ïðèõîäèì ê îïåðàöèè ∧ : Λ𝑘(𝑉 *)× Λ𝑙(𝑉 *) → Λ𝑘+𝑙(𝑉 *). Åå ñâîéñòâà:

(∧1) Билинейность. Äëÿ 𝜔, 𝜔
′ ∈ Λ𝑘(𝑉 *), 𝜂, 𝜂′ ∈ Λ𝑙(𝑉 *) è 𝑎, 𝑎′ ∈ R,

(𝑎𝜔 + 𝑎′𝜔′) ∧ 𝜂 = 𝑎(𝜔 ∧ 𝜂) + 𝑎′(𝜔′ ∧ 𝜂),
𝜔 ∧ (𝑎𝜂 + 𝑎′𝜂′) = 𝑎(𝜔 ∧ 𝜂) + 𝑎′(𝜔 ∧ 𝜂′).

(∧2) Ассоциативность. Äëÿ 𝜔 ∈ Λ𝑘(𝑉 *), 𝜂 ∈ Λ𝑙(𝑉 *) è 𝜇 ∈ Λ𝑟(𝑉 *),

𝜔 ∧ (𝜂 ∧ 𝜇) = (𝜔 ∧ 𝜂) ∧ 𝜇.

(∧3) Антикоммутативность. Äëÿ 𝜔 ∈ Λ𝑘(𝑉 *), 𝜂 ∈ Λ𝑙(𝑉 *),

𝜔 ∧ 𝜂 = (−1)𝑘𝑙𝜂 ∧ 𝜔.

(∧4) Åñëè 𝜈1, . . . , 𝜈𝑘 ∈ 𝑉 * è 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑉 , òî

𝜈1 ∧ · · · ∧ 𝜈𝑘(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) = det[𝜈𝑖(𝑢𝑗)].
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5.3. Базис и размерность

Ïóñòü (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 � áàçèñ 𝑉 , à (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1 � áàçèñ 𝑉 *, äóàëüíûé ê (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1.

Ñîâîêóïíîñòü
(𝜗𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝜗𝑖𝑘)1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘⩽𝑛

îáðàçóåò áàçèñ Λ𝑘(𝑉 *). Äëÿ êàæäîé âíåøíåé 𝑘-ôîðìû 𝜔 ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå:

𝜔 =
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘⩽𝑛

𝜔𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝜗
𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝜗𝑖𝑘,

ãäå 𝜔𝑖1𝑖2...𝑖𝑘 = 𝜔(𝑒𝑖1, . . . , 𝑒𝑖𝑘). Â ýòîé ñâÿçè, dimΛ𝑘(𝑉 *) =
(︀
𝑛
𝑘

)︀
.

5.4. Связь с определителями

Äëÿ 𝜔 ∈ Λ𝑘(𝑉 *) è âåêòîðîâ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑉 èìååòñÿ ñâÿçü ìåæäó
çíà÷åíèåì âíåøíåé 𝑘-ôîðìû è îïðåäåëèòåëåì:

𝜔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) =
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘⩽𝑛

𝜔𝑖1𝑖2...𝑖𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑢

𝑖1
1 . . . 𝑢𝑖𝑘1
. . . . . . . . .

𝑢𝑖1𝑘 . . . 𝑢𝑖𝑘𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

ãäå 𝜗𝑖𝑗(𝑢𝑙) = 𝑢𝑗𝑙 . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 𝜔 ∈ Λ𝑛(𝑉 *) è âåêòîðîâ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛 ∈ 𝑉
èìååì

𝜔(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) = 𝜔1...𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑢

1
1 . . . 𝑢𝑛1

. . . . . . . . .
𝑢1𝑛 . . . 𝑢𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëèçì âíåøíåãî ïðîèçâåäåíèÿ, êàê è èñ÷èñëåíèå
âíåøíèõ ôîðì â öåëîì, òåñíî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé îïðåäåëèòåëåé, ðàçâè-
òèå êîòîðîé ïðèâåëî ê ïîÿâëåíèþ ãåîìåòðè÷åñêèõ êîíöåïöèé îðèåíòè-
ðîâàííîé ïëîùàäè è îáúåìà.

6. Аффинные пространства

6.1. Аксиомы Вейля

Определение 2.39. Пусть F ∈ {R,C}. Аффинным пространством

над полем F называется структура (A, A⃗, 𝜓), в которой:
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(A1) A — непустое множество;

(A2) A⃗ — векторное пространство над F;

(A3) 𝜓 : A×A → A⃗ — отображение, (a, b) ↦→
−→
ab, удовлетворяющее

аксиомам Вейля:

(𝑊1) каковы бы ни были элементы a, b, c ∈ A, выполняется

соотношение Шаля:
−→
ab +

−→
bc+−→ca = 0⃗;

(𝑊2) для любого элемента a ∈ A частичное отображение 𝜓a :

A → A⃗, x ↦→ −−→ax, является биекцией.

Элементы A — точки, элементы A⃗ — трансляционные векторы.

Ñëåäñòâèÿ èç àêñèîì Âåéëÿ:

∙ Ïîëàãàÿ â ñîîòíîøåíèè Øàëÿ a = b = c, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
−−→aa = 0⃗.

∙ Åñëè ïîëîæèòü â ñîîòíîøåíèè Øàëÿ a = c, òî òîãäà
−→
ab = −

−→
ba.

Â ýòîé ñâÿçè, ñîîòíîøåíèå Øàëÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

−→
ab +

−→
bc = −→ac.

∙ Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A îòîáðàæåíèå 𝜓a : A → A⃗

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, òî ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ áèåêöèÿ 𝜓−1
a : A⃗ → A.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà âíåøíÿÿ áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ

+ : A × A⃗ → A, + : (a, �⃗�) ↦→ a+ �⃗� := 𝜓−1
a (�⃗�),

ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïàðå (a, �⃗�) åäèíñòâåííóþ òî÷êó b ∈ A,

òàêóþ, ÷òî
−→
ab = �⃗�.

Ñâîéñòâà îïåðàöèè + : A × A⃗ → A:

(+1) åñëè a, b ∈ A � äâå òî÷êè, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé òðàíñëÿ-

öèîííûé âåêòîð �⃗� ∈ A⃗, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó a+ �⃗� = b;

(+2) äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî a+ 0⃗ = a;
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(+3) äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A è ëþáûõ âåêòîðîâ �⃗�, �⃗� ∈ A⃗ ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå (a+ �⃗�) + �⃗� = a+ (�⃗�+ �⃗�).

Ðàçìåðíîñòü àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà:

dimA := dim A⃗.

¾Ðàçíîñòü¿ òî÷åê: −−−→
b −a :=

−→
ab.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî � ÷àñòíûé ñëó÷àé àôôèííîãî: Åñëè 𝑉 �
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä F, òî ñòðóêòóðà (𝑉, 𝑉, 𝜓), â êîòîðîé îòîáðà-
æåíèå 𝜓 : 𝑉 ×𝑉 → 𝑉 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì 𝜓(𝑢, 𝑣) := 𝑣− 𝑢, ÿâëÿåòñÿ
àôôèííûì ïðîñòðàíñòâîì.

6.2. Векторизация и арифметизация

Êàæäîé òî÷êå 𝑛-ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà (A, A⃗, 𝜓) ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâèòü âåêòîð. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ôèêñè-
ðîâàííîé òî÷êè o ∈ A îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝑝 := 𝜓o : A → A⃗, 𝑝(x) :=
−−−−→
x− o, (2.6.1)

Îíî ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì è îñóùåñòâëÿåò векторизацию àôôèííîãî
ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü, ïåðåõîä îò òî÷åê ê âåêòîðàì.

Определение 2.40. Отображение 𝑝 : A → A⃗, определенное прави-
лом (2.6.1), называется полем векторов места.

Ïåðåõîä îò òî÷åê ê ÷èñëàì èç íåêîòîðîãî ïîëÿ K áóäåì íàçûâàòü
арифметизацией è îïðåäåëÿòü êàê áèåêöèþ

Ar : A → K𝑛.

Ñòðóêòóðà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿåò ââåñòè íà íåì åñòåñòâåí-
íóþ àðèôìåòèçàöèþ.

Определение 2.41. Пусть dimA = 𝑛. Общая (аффинная) систе-
ма координат — это пара (o, (�⃗�𝑖)

𝑛
𝑖=1), в которой o ∈ A — начало,
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а (�⃗�𝑖)
𝑛
𝑖=1 — базис A⃗. Любая точка x ∈ A единственным образом пред-

ставляется в виде
x = o + 𝑥𝑖�⃗�𝑖,

где (𝑥𝑖)𝑛𝑖=1 — компоненты вектора 𝑝(x), называемые координатами
точки x.

Ïóñòü (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1 � áàçèñ â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå A⃗*, äóàëüíûé ê
(�⃗�𝑖)

𝑛
𝑖=1, òî åñòü, ⟨𝑒𝑖, �⃗�𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Òîãäà 𝑥𝑖 = 𝑒𝑖(𝑝(x)) è,

òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíà áèåêöèÿ Ar(o, (�⃗�𝑖)𝑛𝑖=1)
: A → R𝑛,

Ar(o, (�⃗�𝑖)𝑛𝑖=1)
: x ↦→ (𝑒1(𝑝(x)), . . . , 𝑒𝑛(𝑝(x))), (2.6.2)

ÿâëÿþùàÿñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü òåðìèíîëîãèþ òåîðèè ìíîãîîáðàçèé, êî-
îðäèíàòíûì îòîáðàæåíèåì, ñîïîñòàâëÿþùèì êàæäîé òî÷êå åå êîîðäèíà-
òû îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (o, (�⃗�𝑖)

𝑛
𝑖=1). Â äàëüíåéøåì â êà÷åñòâå àðèô-

ìåòèçàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî îòîáðàæåíèå Ar(o, (�⃗�𝑖)𝑛𝑖=1)
. Â òîì

ñëó÷àå, êîãäà äâå àôôèííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò îäíîâðåìåííî íå èñ-
ïîëüçóþòñÿ, áóäåì èíîãäà îïóñêàòü íèæíèé èíäåêñ è ïèñàòü ïðîñòî Ar.
Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó Ar è 𝑝 ïîêàçàíû íà ñëåäóþùåé êîììóòàòèâíîé äèà-
ãðàììå:

A A⃗

R𝑛

𝑝

Ar

Φ
=
A
r ∘
𝑝
−1

Îòîáðàæåíèå Φ : A⃗ → R𝑛, èñïîëüçóåìîå â äèàãðàììå, ÿâëÿåòñÿ èçîìîð-
ôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

6.3. Прямые и плоскости

Ïóñòü (A, A⃗, 𝜓) � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè dimA = 𝑛.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U ⊂ A⃗ � ïîäïðîñòðàíñòâî V⃗, à a ∈ A � íåêîòîðàÿ
òî÷êà. Òîãäà ìíîæåñòâî

F := a+U = {a+ ℎ⃗ | ℎ⃗ ∈ U},
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íàçûâàåòñÿ аффинным подпространством ðàçìåðíîñòè dimU. Åñ-
ëè dimF = 1 òî F íàçûâàåòñÿ аффинной прямой. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîäïðîñòðàíñòâî U ïîðîæäàåòñÿ íåíóëåâûì âåêòîðîì ℎ⃗ ∈ U è ìîæíî
çàïèñàòü

F = {a+ 𝜆ℎ⃗ | 𝜆 ∈ F}.
Àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 2 íàçûâàåòñÿ аффинной
плоскостью. Åñëè dimU = 𝑛− 1 òî àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî íàçû-
âàþò аффинной гиперплоскостью. Òàêèì îáðàçîì, àôôèííîå ïðî-
ñòðàíñòâî � ýòî àáñîëþòíûé ìèð ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé; ìèð, êîòîðûé
ïðåäñòàâëåí â êëàññè÷åñêîé ñèíòåòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

7. Евклидовы векторные пространства

7.1. Скалярное произведение

Определение 2.42. Пусть (𝑉, R, +, ·) — векторное пространство над
R. Скалярное произведение на 𝑉 — это отображение

(·|·) : 𝑉 × 𝑉 → R,

удовлетворяющее условиям

(i) Симметричность. ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 : (𝑢|𝑣) = (𝑣|𝑢).

(ii) Линейность по первому аргументу.

∀𝑣1, 𝑣2, 𝑤 ∈ 𝑉 ∀𝜆1, 𝜆2 ∈ R : ((𝜆1𝑣1+𝜆2𝑣2)|𝑤) = 𝜆1(𝑣1|𝑤)+𝜆2(𝑣2|𝑤).

(iii) Положительная определенность. ∀𝑣 ∈ 𝑉 : (𝑣|𝑣) ⩾ 0. Более
того,

∀𝑣 ∈ 𝑉 : ((𝑣|𝑣) = 0 ⇔ 𝑣 = 0).

Íîðìà è óãîë:

∙ Норма вектора 𝑣: ÷èñëî ‖𝑣‖ :=
√︀

(𝑣|𝑣).

∙ Угол между векторами 𝑢 и 𝑣: ÷èñëî 𝜙 ∈ [0, 𝜋], òàêîå, ÷òî

cos𝜙 =
(𝑢|𝑣)
‖𝑢‖‖𝑣‖

.
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7.2. Дуальный базис

Определение 2.43. Пусть 𝑉 — 𝑛-мерное векторное пространство со
скалярным произведением (·|·). Если (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1 — базис 𝑉 , то можно по-

строить дуальный векторный базис (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1. Он определяется ра-
венствами

(𝑒𝑖|𝑒𝑗) = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Îáîçíà÷èì 𝑔𝑖𝑗 = (𝑒𝑖|𝑒𝑗), 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Òîãäà 𝑛×𝑛 ìàòðèöà [𝑔𝑖𝑗] ñèì-
ìåòðè÷íà, íåâûðîæäåíà è 𝑔 = det[𝑔𝑖𝑗] > 0. Ýëåìåíòû äóàëüíîãî áàçèñà
(𝑒𝑖)𝑛𝑖=1 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1:

𝑒𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝑒𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

ãäå [𝑔𝑖𝑗] îáðàòíàÿ ìàòðèöà: 𝑔𝑖𝑘𝑔𝑘𝑗 = 𝛿𝑖𝑗.
Âåêòîð 𝑣 ∈ 𝑉 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ëþáîìó èç áàçèñîâ (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1 è

(𝑒𝑖)𝑛𝑖=1:
𝑣 = 𝑣𝑖𝑒𝑖 = 𝑣𝑖𝑒

𝑖,

ãäå
𝑣𝑖 = (𝑣|𝑒𝑖), 𝑣𝑖 = (𝑣|𝑒𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

𝑣𝑖 � контравариантные компоненты 𝑣, à 𝑣𝑖 � ковариантные ком-
поненты 𝑣.

7.3. Музыкальные изоморфизмы

Теорема 2.5. (Рисс) Пусть 𝑉 — конечномерное вещественное вектор-
ное пространство со скалярным произведением (·|·). Для любого линей-
ного функционала 𝜈 ∈ 𝑉 * существует единственный вектор 𝑤 ∈ 𝑉 ,
такой, что

∀𝑣 ∈ 𝑉 : 𝜈(𝑣) = (𝑣|𝑤).

Доказательство. 1. Единственность. Ïóñòü 𝜈 ∈ 𝑉 *. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñóùåñòâóþò ïî ìåíüøåé ìåðå äâà âåêòîðà 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑉 , òàêèå, ÷òî
𝜈(𝑣) = (𝑣|𝑤1) = (𝑣|𝑤2), äëÿ ëþáîãî âåêòîðà 𝑣 ∈ 𝑉 . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî
ëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî (𝑣|(𝑤1 −𝑤2)) = 0
äëÿ ëþáîãî âåêòîðà 𝑣 ∈ 𝑉 . Â ÷àñòíîñòè, ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
𝑣 = 𝑤1 − 𝑤2 è òîãäà ñâîéñòâî ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè âëå÷åò,
÷òî 𝑤1 = 𝑤2. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.
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2. Существование. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ìîæíî ïðîâå-
ñòè ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Ïóñòü dim𝑉 = 𝑛. Âûáåðåì áàçèñ (𝑒𝑘)

𝑛
𝑘=1 ïðî-

ñòðàíñòâà 𝑉 è ñîîòâåòñòâóþùèå äóàëüíûå áàçèñû (𝑒𝑘)𝑛𝑘=1 ïðîñòðàíñòâà
𝑉 * è (𝑒𝑘)𝑛𝑘=1 ïðîñòðàíñòâà 𝑉 . Äëÿ êîâåêòîðà 𝜈 ∈ 𝑉 * èìååì 𝜈 = 𝜈𝑘𝑒

𝑘.
Åñëè 𝑣 ∈ 𝑉 , òî 𝜈(𝑣) = 𝑣𝑘𝜈𝑘, ãäå 𝑣 = 𝑣𝑘𝑒𝑘. Ïîëîæèì 𝑤 := 𝜈𝑘𝑒

𝑘. Òîãäà
(𝑣|𝑤) = 𝑣𝑘𝜈𝑘 è 𝑤 � èñêîìûé âåêòîð.

Âçàèìíî îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ

(·)♭ : 𝑉 → 𝑉 * è (·)♯ : 𝑉 * → 𝑉,

îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèÿìè

∀𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉 : ⟨𝑣♭, 𝑤⟩ = (𝑣|𝑤),

∀𝑤 ∈ 𝑉 ∀𝜈 ∈ 𝑉 * : (𝜈♯|𝑤) = ⟨𝜈, 𝑤⟩,

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè, çàâèñÿùèìè îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Îíè íàçûâàþòñÿ музыкальными изоморфизмами.

8. Эрмитовы векторные пространства

8.1. Скалярное произведение

Определение 2.44. Пусть (𝑉, C, +, ·) — векторное пространство над
C. Скалярное произведение на 𝑉 — это отображение

(·|·) : 𝑉 × 𝑉 → C,

удовлетворяющее условиям

(i) Эрмитовость. ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 : (𝑢|𝑣) = (𝑣|𝑢).

(ii) Линейность по первому аргументу.

∀𝑣1, 𝑣2, 𝑤 ∈ 𝑉 ∀𝜆1, 𝜆2 ∈ R : ((𝜆1𝑣1+𝜆2𝑣2)|𝑤) = 𝜆1(𝑣1|𝑤)+𝜆2(𝑣2|𝑤).

(iii) Положительная определенность. ∀𝑣 ∈ 𝑉 : (𝑣|𝑣) ⩾ 0. Более
того,

∀𝑣 ∈ 𝑉 : ((𝑣|𝑣) = 0 ⇔ 𝑣 = 0).
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Íîðìà è óãîë:

∙ Норма вектора 𝑣: ÷èñëî ‖𝑣‖ :=
√︀

(𝑣|𝑣).

∙ Угол между векторами 𝑢 и 𝑣: ÷èñëî 𝜙 ∈ [0, 𝜋], òàêîå, ÷òî

cos𝜙 =
|(𝑢|𝑣)|
‖𝑢‖‖𝑣‖

.

9. Перенос алгебраической структуры на

множество

Ïóñòü 𝑋, 𝑌 � ìíîæåñòâà, à 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 � áèåêöèÿ. Ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî íà 𝑌 çàäàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, ïåðåíåñåì åå íà ìíîæåñòâî
𝑋 ïîñðåäñòâîì áèåêöèè 𝜙.

9.1. Случай полугруппы

Ïóñòü (𝑌, ⊤𝑌 ) � ïîëóãðóïïà. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

⊤𝑋 : 𝑋 ×𝑋 → 𝑋, 𝑎⊤𝑋𝑏 := 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏)). (2.9.1)

Çäåñü 𝜙(𝑎), 𝜙(𝑏) � ýëåìåíòû 𝑌 , ïîýòîìó íà íèõ ìîæíî ïîäåéñòâîâàòü
îïåðàöèåé ⊤𝑌 . Ðåçóëüòàò, 𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏), ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì 𝑌 è ïîýòîìó
íà íåãî ìîæíî ïîäåéñòâîâàòü îòîáðàæåíèåì 𝜙−1. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîá-
ðàæåíèå ⊤𝑋 îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Предложение 2.3. Структура (𝑋, ⊤𝑋) является полугруппой.

Доказательство. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî (𝑋, ⊤𝑋) � ïîëóãðóï-
ïà, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ ⊤𝑋 ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé. Ïóñòü
𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋, òîãäà

(𝑎⊤𝑋𝑏)⊤𝑋𝑐 = {𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏))}⊤𝑋𝑐 = 𝜙−1[(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏))⊤𝑌𝜙(𝑐)],

𝑎⊤𝑋(𝑏⊤𝑋𝑐) = 𝑎⊤𝑋{𝜙−1(𝜙(𝑏)⊤𝑌𝜙(𝑐))} = 𝜙−1[𝜙(𝑎)⊤𝑌 (𝜙(𝑏)⊤𝑌𝜙(𝑐))].

Ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ ⊤𝑌 àññîöèàòèâíà, òî (𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏))⊤𝑌𝜙(𝑐) =
𝜙(𝑎)⊤𝑌 (𝜙(𝑏)⊤𝑌𝜙(𝑐)). Â ýòîé ñâÿçè, (𝑎⊤𝑋𝑏)⊤𝑋𝑐 = 𝑎⊤𝑋(𝑏⊤𝑋𝑐) è (𝑋, ⊤𝑋)
� ïîëóãðóïïà.
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9.2. Случай группы

Ïóñòü (𝑌, ⊤𝑌 ) � ãðóïïà, åäèíèöó êîòîðîé îáîçíà÷èì ÷åðåç 1𝑌 . Ñíîâà
îïðåäåëèì îïåðàöèþ ⊤𝑋 íà 𝑋 ïî ôîðìóëå (2.9.1).

Предложение 2.4. Структура (𝑋, ⊤𝑋) является группой, единица
которой равна 1𝑋 = 𝜙−1(1𝑌 ), а элемент, обратный к 𝑎 ∈ 𝑋, равен
𝑎−1 = 𝜙−1(𝜙(𝑎)−1).

Доказательство. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 2.9, íåîáõîäèìî ïðî-
âåðèòü âûïîëíåíèå àêñèîì (𝐺1)�(𝐺3). Ñâîéñòâî (𝐺1) ñëåäóåò èç Ïðåäëî-
æåíèÿ 2.3. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýëåìåíò 1𝑋 := 𝜙−1(1𝑌 ) ÿâëÿåòñÿ íåé-
òðàëüíûì îòíîñèòåëüíî ⊤𝑋 . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ 𝑎 ∈ 𝑋 èìååì

𝑎⊤𝑋1𝑋 = 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(1𝑋)) = 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌 1𝑌 ) = 𝑎,

1𝑋⊤𝑋𝑎 = 𝜙−1(𝜙(1𝑋)⊤𝑌𝜙(𝑎)) = 𝜙−1(1𝑌⊤𝑌𝜙(𝑎)) = 𝑎.

Â ýòîé ñâÿçè, 1𝑋 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò è ñâîéñòâî (𝐺2) âûïîëíåíî.
Ïóñòü òåïåðü 𝑎 ∈ 𝑋, òîãäà ïîëîæèì 𝑏 = 𝜙−1(𝜙(𝑎)−1), ãäå 𝜙(𝑎)−1 �
ýëåìåíò 𝑌 , îáðàòíûé ê 𝜙(𝑎) îòíîñèòåëüíî ⊤𝑌 . Äëÿ 𝑎 è 𝑏 ìû èìååì, ÷òî

𝑎⊤𝑋𝑏 = 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏)) = 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑎)
−1) = 1𝑋 ,

𝑏⊤𝑋𝑎 = 𝜙−1(𝜙(𝑏)⊤𝑌𝜙(𝑎)) = 𝜙−1(𝜙(𝑎)−1⊤𝑌𝜙(𝑎)) = 1𝑋 .

Â ýòîé ñâÿçè, 𝑏 = 𝑎−1 è ñâîéñòâî (𝐺3) âûïîëíåíî. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî (𝑋, ⊤𝑋) � ãðóïïà.

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ⊤𝑋 , îòîáðàæåíèå 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð (𝑋, ⊤𝑋) è (𝑌, ⊤𝑌 ):

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 : 𝜙(𝑎⊤𝑋𝑏) = 𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏).

Предложение 2.5. Структура (𝑋, ⊤𝑋) является единственной
структурой группы на 𝑋, для которой 𝜙 — изоморфизм.

Доказательство. Ïóñòü ̃︀⊤𝑋 � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ íà 𝑋, òàêàÿ, ÷òî 𝜙
� èçîìîðôèçì ãðóïï (𝑋, ̃︀⊤𝑋) è (𝑌, ⊤𝑌 ). Òîãäà äëÿ ëþáûõ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋,

𝜙(𝑎̃︀⊤𝑋𝑏) = 𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏),
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ïî îïðåäåëåíèþ èçîìîðôèçìà. Â ýòîé ñâÿçè,

𝑎̃︀⊤𝑋𝑏 = 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏)) = 𝑎⊤𝑋𝑏,

è òîãäà ̃︀⊤𝑋 = ⊤𝑋 .

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà çàìåòèì, ÷òî åñëè (𝑌,⊤𝑌 )� àáåëåâà ãðóïïà, òî
ãðóïïà (𝑋, ⊤𝑋) òàêæå ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋,
òî

𝑎⊤𝑋𝑏 = 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏)) = 𝜙−1(𝜙(𝑏)⊤𝑌𝜙(𝑎)) = 𝑏⊤𝑋𝑎.

9.3. Случай кольца

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àÿì ãðóïïû è ïîëóãðóïïû, íà ìíîæåñòâî ìîæíî ïå-
ðåíåñòè ñòðóêòóðó êîëüöà. Ïóñòü (𝑌, ⊤𝑌 , ⊥𝑌 ) � êîëüöî. Îïðåäåëèì áè-
íàðíûå îïåðàöèè íà 𝑋 â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.9.1):

⊤𝑋 : 𝑋 ×𝑋 → 𝑋, 𝑎⊤𝑋𝑏 := 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏)),

⊥𝑋 : 𝑋 ×𝑋 → 𝑋, 𝑎⊥𝑋𝑏 := 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊥𝑌𝜙(𝑏)).

Предложение 2.6. Структура (𝑋, ⊤𝑋 , ⊥𝑋) является кольцом.

Доказательство. Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2.4, ñòðóêòóðà (𝑋, ⊤𝑋) ÿâëÿ-
åòñÿ ãðóïïîé, ïðè÷åì, àáåëåâîé, à â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2.3, ñòðóêòóðà
(𝑋, ⊥𝑋) � ïîëóãðóïïà. Îñòàëîñü ëèøü ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñâîéñòâà
äèñòðèáóòèâíîñòè. Ïóñòü 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑋, òîãäà

(𝑎⊤𝑋𝑏)⊥𝑋𝑐 = 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏))⊥𝑋𝑐 = 𝜙−1((𝜙(𝑎)⊤𝑌𝜙(𝑏))⊥𝑌𝜙(𝑐)).

Â ñèëó äèñòðèáóòèâíîñòè ⊥𝑌 îòíîñèòåëüíî ⊤𝑌 ,

(𝑎⊤𝑋𝑏)⊥𝑋𝑐 = 𝜙−1{(𝜙(𝑎)⊥𝑌𝜙(𝑐))⊤𝑌 (𝜙(𝑏)⊥𝑌𝜙(𝑐))}.

Ïîñêîëüêó 𝜙−1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï (𝑌, ⊤𝑌 ) è (𝑋, ⊤𝑋), òî

(𝑎⊤𝑋𝑏)⊥𝑋𝑐 = 𝜙−1(𝜙(𝑎)⊥𝑌𝜙(𝑐))⊤𝑋𝜙
−1(𝜙(𝑏)⊥𝑌𝜙(𝑐)) =

= (𝑎⊥𝑋𝑐)⊤𝑋(𝑏⊥𝑋𝑐).

Àíàëîãè÷íî,
𝑐⊥𝑋(𝑎⊤𝑋𝑏) = (𝑐⊥𝑋𝑎)⊤𝑋(𝑐⊥𝑋𝑏).

Ñëåäîâàòåëüíî, (𝑋, ⊤𝑋 , ⊥𝑋) � êîëüöî.
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9.4. Случай векторного пространства

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ñëó÷àé. Ïóñòü 𝑋 � ìíîæåñòâî à
(𝑌, F, +𝑌 , ·𝑌 ) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì (F, ⊕, ⊙). Îïðå-
äåëèì îïåðàöèè íà 𝑋:

+𝑋 : 𝑋 ×𝑋 → 𝑋, 𝑢+𝑋 𝑣 := 𝜙−1(𝜙(𝑢) +𝑌 𝜙(𝑣)),

·𝑋 : F×𝑋 → 𝑋, 𝜆 ·𝑋 𝑢 := 𝜙−1(𝜆 ·𝑌 𝜙(𝑢)).
(2.9.2)

Предложение 2.7. Структура (𝑋, F, +𝑋 , ·𝑋) является векторным
пространством над F, а отображение 𝜙 — изоморфизмом векторных
пространств.

Доказательство. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå àêñèîì îïðåäåëå-
íèÿ 2.25. Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 2.4, ñòðóêòóðà (𝑋, +𝑋) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé,
ïðè÷åì, óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâó êîììóòàòèâíîñòè. Â ýòîé ñâÿçè, àê-
ñèîìû (𝐶+)�(𝐼+) óäîâëåòâîðÿþòñÿ. Îñòàëîñü ëèøü ïðîâåðèòü âûïîëíå-
íèå àêñèîì (𝐴)�(𝑈).

Ïóñòü 𝜆, 𝜇 ∈ F, à 𝑣 ∈ 𝑋, òîãäà

𝜆 ·𝑋 (𝜇 ·𝑋 𝑣) = 𝜆 ·𝑋 𝜙−1(𝜇 ·𝑌 𝜙(𝑣)) = 𝜙−1(𝜆 ·𝑌 (𝜇 ·𝑌 𝜙(𝑣))) =
= 𝜙−1((𝜆⊙ 𝜇) ·𝑌 𝜙(𝑣)) = (𝜆⊙ 𝜇) ·𝑋 𝑣,

÷òî âëå÷åò (𝐴). Äàëåå,

(𝜆⊕ 𝜇) ·𝑋 𝑣 = 𝜙−1((𝜆⊕ 𝜇) ·𝑌 𝜙(𝑣)) = 𝜙−1(𝜆 ·𝑌 𝜙(𝑣) +𝑌 𝜇 ·𝑌 𝜙(𝑣)).

Ïîñêîëüêó 𝜙−1 � ãîìîìîðôèçì ãðóïï (𝑌, +𝑌 ) è (𝑋, +𝑋), òî

(𝜆⊕ 𝜇) ·𝑋 𝑣 = 𝜙−1(𝜆 ·𝑌 𝜙(𝑣)) +𝑋 𝜙
−1(𝜇 ·𝑌 𝜙(𝑣))) = 𝜆 ·𝑋 𝑣 + 𝜇 ·𝑋 𝑣,

è ñïðàâåäëèâîñòü (𝐷1) óñòàíîâëåíà.
Ïóñòü 𝜆 ∈ F, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑋, òîãäà

𝜆 ·𝑋 (𝑣+𝑋 𝑤) = 𝜆 ·𝑋 𝜙−1(𝜙(𝑣) +𝑌 𝜙(𝑤)) = 𝜙−1(𝜆 ·𝑌 𝜙(𝑣) +𝑌 𝜆 ·𝑌 𝜙(𝑤)) =
= 𝜙−1(𝜆 ·𝑌 𝜙(𝑣)) +𝑋 𝜙

−1(𝜆 ·𝑌 𝜙(𝑤)) = 𝜆 ·𝑋 𝑣 +𝑋 𝜆 ·𝑋 𝑤,

è (𝐷2) óñòàíîâëåíî.
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Íàêîíåö, ïóñòü 𝑣 ∈ 𝑋, òîãäà

1 ·𝑋 𝑣 = 𝜙−1(1 ·𝑌 𝜙(𝑣)) = 𝑣,

è ìû óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü (𝑈). Òàêèì îáðàçîì, (𝑋, F, +𝑋 , ·𝑋) �
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Â ñèëó ôîðìóëû (2.9.2), äëÿ ëþáûõ 𝜆 ∈ F è 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

𝜙(𝑢+𝑋 𝑣) = 𝜙(𝑢) +𝑌 𝜙(𝑣),

𝜙(𝜆 ·𝑋 𝑢) = 𝜆 ·𝑌 𝜙(𝑢),

îçíà÷àþùèå, ÷òî 𝜙 � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ (𝑋, F, +𝑋 , ·𝑋)
è (𝑌, F, +𝑌 , ·𝑌 ).

Êàê è â ñëó÷àå ãðóïïû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñòðóêòóðà (𝑋,F,+𝑋 , ·𝑋),
îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (2.9.2), ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé, äëÿ êîòîðîé 𝜙
� èçîìîðôèçì.

Библиография

1. Klein F. Elementary Mathematics from a Higher Standpoint. Volume
II: Geometry. –– Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2016.

2. Âåéëü Ã. Ïðîñòðàíñòâî, âðåìÿ, ìàòåðèÿ. �Ì. : ßíóñ, 1996.

3. Cartan E. J. Sur certaines expressions différentielles et le probléme de
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ГЛАВА 3

Основы метрической топологии

1. Метрическое пространство

1.1. Прототипы метрического пространства

Пространство R

Â êëàññè÷åñêèõ êóðñàõ àíàëèçà îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè è íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì 𝜀-𝛿 ôîðìàëèçìà, ïðåäëîæåííîãî Î. Êîøè. Ïóñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1

� ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. ×èñëî 𝑥 ∈ R íàçûâàåòñÿ ïðåäåëîì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1, åñëè

∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ N∀𝑛 ∈ N : 𝑛 > 𝑁 ⇒ |𝑥𝑛 − 𝑥| < 𝜀.

Çäåñü ÷èñëî 𝑑(𝑥, 𝑦) := |𝑥−𝑦| èãðàåò ðîëü îòêëîíåíèÿ 𝑥 îò 𝑦, èëè ðàññòî-
ÿíèÿ îò 𝑥 äî 𝑦. Â ýòîé ñâÿçè, ñëîâåñíîå îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èìååò âèä: äëÿ ëþáîãî, ñêîëü óãîäíî ìàëîãî, ïîëîæèòåëüíîãî
÷èñëà 𝜀 íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî 𝑁 , òàêîå, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ëþáîãî
÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 𝑥𝑛 ñ íîìåðîì 𝑛 > 𝑁 äî ÷èñëà 𝑥 áóäåò ìåíüøå
𝜀.

Ïóñòü 𝑓 : R → R � ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà îíà íàçûâàåòñÿ íåïðå-

63
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ðûâíîé â òî÷êå 𝑥 ∈ R, åñëè

∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0∀𝑦 ∈ R : |𝑦 − 𝑥| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥)| < 𝜀.

Â ýòîé ñâÿçè, îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëà è íåïðåðûâíîñòè ñâÿçàíû ñ âîçìîæ-
íîñòüþ ôîðìàëèçîâàòü îòêëîíåíèå îäíîé òî÷êè îò äðóãîé. Â ñëó÷àå ìíî-
æåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îòêëîíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì ÷èñëà.

Пространство R𝑛

Ðàññìîòðèì ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå R𝑛 =
R× · · · × R⏟  ⏞  

𝑛∈N

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

R𝑛 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) | ∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} : 𝑥𝑖 ∈ R}

âñåâîçìîæíûõ óïîðÿäî÷åííûõ êîðòåæåé èç 𝑛 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ýëå-
ìåíò R𝑛 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç1 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) èëè ÷åðåç 𝑥. Èñïîëüçóåòñÿ ñî-
ãëàøåíèå: R0 = {0}.

Íà R𝑛 ââîäèòñÿ ñòðóêòóðà 𝑛-ìåðíîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèÿ íà íåì îïåðàöèé ïîêîîðäèíàòíîãî
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð:

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) + (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛),

𝜆(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = (𝜆𝑥1, . . . , 𝜆𝑥𝑛),

äëÿ âñåõ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛, 𝜆 ∈ R.
Íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå R𝑛 ââîäèòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(·) : R𝑛 × R𝑛 → R,
𝑥 · 𝑦 := 𝑥1𝑦1 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑦𝑛,

ãäå 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛. Òàêèì îáðàçîì, R𝑛 ñòàíîâèòñÿ
𝑛-ìåðíûì åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåò ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà R𝑛. Íà-
ïðèìåð, îíî ïîðîæäàåò íîðìó (äëèíó âåêòîðà) ‖·‖ : R𝑛 → R ïî ïðàâèëó:
‖𝑥‖ :=

√
𝑥 · 𝑥. Òî åñòü,

‖𝑥‖ =
√︀

(𝑥1)2 + · · ·+ (𝑥𝑛)2.

1Мы обозначаем элемент R𝑛 через (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), а не через (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), что согла-
суется с правилом суммирования Эйнштейна. Если 𝑛 = 3, то мы часто используем
обозначение (𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Åñëè 𝑥 è 𝑦 � íåíóëåâûå ýëåìåíòû R𝑛, òî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè 𝑥 è 𝑦
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷èñëî 𝜙 ∈ [0, 𝜋], òàêîå, ÷òî

cos𝜙 =
𝑥 · 𝑦

‖𝑥‖‖𝑦‖
.

Íîðìà ‖𝑥 − 𝑦‖ îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛. Â
ýòîé ñâÿçè, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè è íåïðåðûâ-
íîñòè.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑖)
∞
𝑖=1 òî÷åê R𝑛 ñõîäèòñÿ ê 𝑥 ∈ R𝑛, åñëè

∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ N∀𝑖 ∈ N : 𝑖 ⩾ 𝑁 ⇒ ‖𝑥𝑖 − 𝑥‖ < 𝜀.

Îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑈 → 𝑉 ïîäìíîæåñòâ 𝑈, 𝑉 ⊂ R𝑛 íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑈 , åñëè

∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0∀𝑦 ∈ 𝑈 : ‖𝑥− 𝑦‖ < 𝛿 ⇒ ‖𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)‖ < 𝜀.

Пространство 𝐶([𝑎, 𝑏]; R)

Ðàññìîòðèì áîëåå àáñòðàêòíûé ïðèìåð � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé.
Ïóñòü [𝑎, 𝑏] � îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè. Ñâîéñòâî ¾áûòü íåïðåðûâíûì
â êàæäîé òî÷êå [𝑎, 𝑏]¿ âûäåëÿåò èç ìíîæåñòâà R[𝑎, 𝑏] ïîäìíîæåñòâî

𝐶([𝑎, 𝑏]; R) := {𝑓 ∈ R[𝑎, 𝑏] | 𝑓 íåïðåðûâíî â êàæäîé òî÷êå [𝑎, 𝑏]}.

Ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà î íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿõ, êàæäûé ýëåìåíò
𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]; R) îãðàíè÷åí íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏] è äîñòèãàåò íà íåì ñâîèõ íàè-
ìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè
ñîõðàíÿåòñÿ ïðè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèÿõ, òî äëÿ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]; R)
ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî

𝑑(𝑓, 𝑔) := max
𝑥∈[𝑎, 𝑏]

|𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)|,

êîòîðîå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè 𝑓
è 𝑔. Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî ðàññòîÿíèÿ ìîòèâèðóåòñÿ ðåçóëüòàòîì, ïîëó-
÷åííûì Ê. Âåéåðøòðàññîì è èçâåñòíûì êàê òåîðåìà Âåéåðøòðàññà îá
àïïðîêñèìàöèè:

Теорема 3.1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐶([𝑎, 𝑏]; R), тогда для любого 𝜀 > 0 суще-
ствует такой многочлен 𝑝 с вещественными коэффициентами, что
𝑑(𝑓, 𝑝) < 𝜀.
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1.2. Аксиомы функции расстояния

Ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå îòêëîíåíèå (ðàññòîÿíèå) íà ìíîæåñòâàõ R,
R𝑛, 𝐶([𝑎, 𝑏];R) îáëàäàþò îáùèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ìû ñôîðìóëèðóåì
â âèäå àêñèîì.

Определение 3.1. Пусть 𝑋 — множество. Отображение

𝑑 : 𝑋 ×𝑋 → R, (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑑(𝑥, 𝑦),

называется функцией расстояния, если оно удовлетворяет следую-
щим условиям:

(𝑑1) симметрия:
∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥);

(𝑑2) положительность (дефинитность):

𝑑(𝑥, 𝑦) > 0, если 𝑥 ̸= 𝑦, и 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0;

(𝑑3) неравенство треугольника:

∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 : 𝑑(𝑥, 𝑧) ⩽ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧).

Àêñèîìû (𝑑1)�(𝑑3) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, èñïîëüçóÿ îáðàç ëèíåé-
êè, èçìåðÿþùåé ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòàìè íà ñòîëå. Òàê, ñîãëàñ-
íî (𝑑1), ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïðåäìåòàìè íå
çàâèñèò îò òîãî, ê ÷åìó ìû ïðèëîæèì íà÷àëî ëèíåéêè. Àêñèîìà (𝑑2)
óòâåðæäàåò, ÷òî ðàññòîÿíèå íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì. Ïðè ýòîì,
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðåäìåòîì è èì ñàìèì ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó ýòîìó
ñëó÷àþ ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî äåëåíèå ëèíåéêè. Íàêîíåö, (𝑑3) ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì íåðàâåíñòâà, ñâÿçûâàþùåãî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà:
íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà.

Пример 3.1. (Функции расстояния)

(a) Скалярное произведение (·) в евклидовом пространстве R𝑛 порож-
дает отображение 𝑑 : R𝑛 × R𝑛 → R,

𝑑(𝑥, 𝑦) := ‖𝑥− 𝑦‖ =
√︀

(𝑥1 − 𝑦1)2 + · · ·+ (𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)2,

являющееся функцией расстояния. Будем называть ее евклидо-
вой функцией расстояния.
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(b) Если [𝑎, 𝑏] ⊂ R — отрезок, то число 𝑑(𝑓, 𝑔) := max
𝑥∈[𝑎, 𝑏]

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|

определяет функцию расстояния на множестве 𝐶([𝑎, 𝑏];R) непре-
рывных отображений 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R.

(c) Пусть 𝑋 — произвольное множество. Определим функцию рассто-
яния на нем, полагая

𝑑(𝑥, 𝑦) =

{︃
1, если 𝑥 ̸= 𝑦,

0, если 𝑥 = 𝑦.

Построенная функция называется дискретной метрикой на
𝑋.

Ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ íàäåëÿåò ìíîæåñòâî 𝑋 ñòðóêòóðîé, èçó÷åíèå
êîòîðîé ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñâîéñòâà, ïðèìåíèìûå êî âñåì ÷àñòíûì ðå-
àëèçàöèÿì ñòðóêòóðû (íàïðèìåð, äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àåâ R,
R𝑛 è 𝐶([𝑎, 𝑏]; R)).

Определение 3.2. Если 𝑋 — множество, а 𝑑 — функция расстояния
на нем, то пара (𝑋, 𝑑) называется метрическим пространством.

1.3. Шары и сферы

Ïóñòü (𝑋, 𝑑) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Âûäåëèì â íåì ñïåöè-
àëüíûå ïîäìíîæåñòâà, îáîáùàþùèå ìíîæåñòâà òî÷åê â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè ìåíüøå çà-
äàííîãî ÷èñëà, ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè íå áîëü-
øå çàäàííîãî ÷èñëà, è ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè
ðàâíî çàäàííîìó ÷èñëó. Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑋 è 𝑟 > 0, òîãäà:

∙ Открытым шаром радиуса 𝑟 с центром в 𝑥 íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

𝐵𝑟(𝑥) := {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝑟}.

∙ Замкнутым шаром радиуса 𝑟 с центром в 𝑥 íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî

𝐵𝑟(𝑥) := {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑑(𝑦, 𝑥) ⩽ 𝑟}.
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∙ Сферой радиуса 𝑟 с центром в 𝑥 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

𝑆𝑟(𝑥) := {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑑(𝑦, 𝑥) = 𝑟}.

Предложение 3.1. Для множеств 𝐵𝑟(𝑥), 𝐵𝑟(𝑥) и 𝑆𝑟(𝑥) справедливы
утверждения:

(a) 𝑥 ∈ 𝐵𝑟(𝑥) и 𝑥 ∈ 𝐵𝑟(𝑥);

(b) 𝐵𝑟(𝑥) = 𝐵𝑟(𝑥) ∪ 𝑆𝑟(𝑥);

(c) если 0 < 𝑟1 ⩽ 𝑟2, то 𝐵𝑟1(𝑥) ⊂ 𝐵𝑟2(𝑥) и 𝐵𝑟1(𝑥) ⊂ 𝐵𝑟2(𝑥).

Доказательство. (a) Â ñèëó àêñèîìû (𝑑2), 𝑑(𝑥, 𝑥) = 0 < 𝑟, ïîýòîìó
𝑥 ∈ 𝐵𝑟(𝑥) è 𝑥 ∈ 𝐵𝑟(𝑥).

(b) Åñëè 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥), òî 𝑦 ∈ 𝑋 è 𝑑(𝑦, 𝑥) ⩽ 𝑟. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1)
𝑑(𝑦, 𝑥) ̸= 𝑟, òîãäà 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥); 2) 𝑑(𝑦, 𝑥) = 𝑟, òîãäà 𝑦 ∈ 𝑆𝑟(𝑥). Êàæäûé èç
ýòèõ ñëó÷àåâ âëå÷åò, ÷òî 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥) ∪ 𝑆𝑟(𝑥) è, â ýòîé ñâÿçè, ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå 𝐵𝑟(𝑥) ⊂ 𝐵𝑟(𝑥) ∪ 𝑆𝑟(𝑥).

Îáðàòíî, ïóñòü 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥) ∪ 𝑆𝑟(𝑥), òîãäà 𝑦 ∈ 𝑋 è èëè 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝑟,
èëè 𝑑(𝑦, 𝑥) = 𝑟. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑑(𝑦, 𝑥) ⩽ 𝑟 è 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥). Ìû äîêàçàëè
âêëþ÷åíèå 𝐵𝑟(𝑥) ∪ 𝑆𝑟(𝑥) ⊂ 𝐵𝑟(𝑥), à ñ íèì è ðàâåíñòâî.

(c) Ïóñòü 𝑦 ∈ 𝐵𝑟1(𝑥), òîãäà 𝑦 ∈ 𝑋 è 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝑟1. Ïîñêîëüêó 𝑟1 ⩽ 𝑟2,
òî 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝑟2, ÷òî âëå÷åò 𝑦 ∈ 𝐵𝑟2(𝑥) è æåëàåìîå âêëþ÷åíèå. Âòîðîé
ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, øàðû ñîäåðæàò ñâîé öåíòð, çàìêíóòûé øàð ÿâëÿåò-
ñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòîãî øàðà è ãðàíè÷íîé ñôåðû è øàð ìåíüøåãî
ðàäèóñà ñîäåðæèòñÿ â øàðå áîëüøåãî ðàäèóñà.

1.4. Сходимость и непрерывность

Çàäàíèå îäíîé ëèøü ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ íà ìíîæåñòâå ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü íà íåì ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè è íåïðåðûâíîñòè.

Определение 3.3. Пусть (𝑋, 𝑑) — метрическое пространство. После-
довательность (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 точек 𝑋 сходится к точке 𝑥 ∈ 𝑋, если

∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ N∀𝑛 ∈ N : 𝑛 > 𝑁 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀.

В таком случае 𝑥 называется пределом последовательности
(𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 и пишут 𝑥𝑛 → 𝑥 или lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥,
åñëè ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑑(𝑥𝑛, 𝑥))

∞
𝑛=1 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îïðå-

äåëåíèå 3.3 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ýêâèâàëåíòíî, èñïîëüçóÿ îòêðûòûå
øàðû:

Определение 3.4. Пусть (𝑋, 𝑑) — метрическое пространство. После-
довательность (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 точек 𝑋 сходится к точке 𝑥 ∈ 𝑋, если

∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ N ∀𝑛 ∈ N : 𝑛 > 𝑁 ⇒ 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝜀(𝑥).

Îòðèöàíèÿ ýòèõ îïðåäåëåíèé, ñîîòâåòñòâåííî, èìåþò âèä:

∃𝜀 > 0∀𝑁 ∈ N∃𝑛 ∈ N : (𝑛 > 𝑁) ∧ (𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ⩾ 𝜀),

∃𝜀 > 0∀𝑁 ∈ N∃𝑛 ∈ N : (𝑛 > 𝑁) ∧ (𝑥𝑛 /∈ 𝐵𝜀(𝑥)).

Замечание 3.1. Если заменить неравенства 𝑛 > 𝑁 и 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀
в определении 3.3 предела последовательности на, соответственно,
неравенства 𝑛 ⩾ 𝑁 и (или) 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ⩽ 𝜀, то придем к эквивалентным
определениям предела последовательности. Вместе с тем, необходимо
соблюдать осторожность при одновременном использовании определе-
ний с другими знаками. Например, отрицание определения со знаками
> и ⩽ имеет вид

∃𝜀 > 0∀𝑁 ∈ N∃𝑛 ∈ N : (𝑛 > 𝑁) ∧ (𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) > 𝜀).

Мы будем использовать определения с неравенствами 𝑛 > 𝑁 и 𝑛 ⩾ 𝑁
в зависимости от удобства, но при этом всегда будем использовать
знак строгого неравенства в 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ïðåäåëà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, îïðåäåëèì ïîíÿòèÿ ôèíàëüíî ïîñòîÿííîé è îãðàíè-
÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

∙ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 òî÷åê 𝑋 íàçûâàåòñÿ финально по-

стоянной, åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êà 𝑥 ∈ 𝑋 è íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêèå,
÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑛 ⩾ 𝑁 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 𝑥𝑛 = 𝑥. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè 𝑁 = 1, (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 � постоянная последовательность.

∙ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 òî÷åê 𝑋 íàçûâàåòñÿ ограниченной,

åñëè ñóùåñòâóþò òî÷êà 𝑥 ∈ 𝑋 è ÷èñëî 𝑟 > 0, òàêèå, ÷òî 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑟(𝑥)
äëÿ âñåõ 𝑛 ∈ N.
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Предложение 3.2. (a) Финально постоянная последовательность
сходится.

(b) Сходящаяся последовательность ограничена.

(c) Сходимость последовательности не зависит от перестановки ее
членов.

(d) Последовательность не может иметь более одного предела.

Доказательство. (a) Ïóñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 � ôèíàëüíî ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òî÷åê 𝑋. Òîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êà 𝑥 ∈ 𝑋 è íîìåð 𝑁 ∈ N,
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑛 ⩾ 𝑁 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 𝑥𝑛 = 𝑥. Åñëè 𝜀 > 0,
òî ïðè 𝑛 ⩾ 𝑁 , â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 3.1 (a), èìååì 𝑥𝑛 = 𝑥 ∈ 𝐵𝜀(𝑥), ÷òî
âëå÷åò lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥.

(b) Ïóñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 𝑋, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå

𝑥 ∈ 𝑋. Òîãäà íàéäåòñÿ íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 1 ïðè 𝑛 > 𝑁 .
Ïîëîæèì òåïåðü

𝑟 > max{𝑑(𝑥1, 𝑥), . . . , 𝑑(𝑥𝑁 , 𝑥), 1}.

Òîãäà 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑟(𝑥) äëÿ ëþáîãî 𝑛 ∈ N.
(c) Ïóñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 𝑋, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷-

êå 𝑥 ∈ 𝑋. Ïåðåñòàâèòü ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � îçíà÷àåò çàäàòü
áèåêöèþ 𝑝 : N → N, 𝑝𝑘 := 𝑝(𝑘) = 𝑛, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò íîâóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑝𝑘)

∞
𝑘=1. Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñõîäèòñÿ, è ïðè÷åì ê 𝑥.
Äëÿ 𝜀 > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ 𝑛 > 𝑁 ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀. Ïîñêîëüêó 𝑝 � áèåêöèÿ, òî ìíîæåñòâî
𝑝−1({1, . . . , 𝑁}), ÿâëÿþùååñÿ ïðîîáðàçîì êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, êîíå÷-
íî. Ïóñòü 𝐾 = max 𝑝−1({1, . . . , 𝑁}). Åñëè 𝑘 > 𝐾, òî 𝑝𝑘 > 𝑁 , è ïîýòîìó
𝑑(𝑥𝑝𝑘, 𝑥) < 𝜀. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑥𝑝𝑘 → 𝑥.

(d) Ïóñòü 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 � ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1, ïðè÷åì

𝑥 ̸= 𝑦. Ïîëîæèì 𝜀 = 𝑑(𝑥, 𝑦)/4 > 0. Òîãäà íàéäóòñÿ íîìåðà 𝑁1, 𝑁2 ∈ N,
òàêèå, ÷òî

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀 ïðè 𝑛 > 𝑁1,

𝑑(𝑥𝑛, 𝑦) < 𝜀 ïðè 𝑛 > 𝑁2.
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Åñëè 𝑛 > max{𝑁1, 𝑁2}, òî, â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà,

𝑑(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑦) < 2𝜀 =
1

2
𝑑(𝑥, 𝑦),

îòêóäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî 1 < 1/2. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò ïðåäåë, òî îí åäèíñòâåííûé.

Определение 3.5. Пусть (𝑋1, 𝑑1), (𝑋2, 𝑑2) — метрические простран-
ства, а 𝑥 ∈ 𝑋1. Отображение 𝑓 : 𝑋1 → 𝑋2 называется непрерывным
в точке 𝑥, если

∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0∀𝑦 ∈ 𝑋1 : 𝑑1(𝑥, 𝑦) < 𝛿 ⇒ 𝑑2(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) < 𝜀.

Отображение 𝑓 называется непрерывным, если оно непрерывно в
каждой точке 𝑋1.

Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü ýêâèâàëåíòíî, èñïîëüçóÿ îòêðûòûå øàðû.

Определение 3.6. Пусть (𝑋1, 𝑑1), (𝑋2, 𝑑2) — метрические простран-
ства, а 𝑥 ∈ 𝑋1. Отображение 𝑓 : 𝑋1 → 𝑋2 называется непрерывным
в точке 𝑥, если

∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0 : 𝑓(𝐵𝛿(𝑥)) ⊂ 𝐵𝜀(𝑓(𝑥)).

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå ñâÿçûâàåò ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè îòîáðà-
æåíèÿ è ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Предложение 3.3. Пусть (𝑋1, 𝑑1), (𝑋2, 𝑑2) — метрические простран-
ства, а 𝑓 : 𝑋1 → 𝑋2 — некоторое отображение. Оно является непре-
рывным в том и только в том случае, когда из 𝑥𝑛 → 𝑥 (в 𝑋1) следует
𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥) (в 𝑋2).

Доказательство. (⇒) Ïóñòü 𝑓 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå è ïóñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 òî÷åê 𝑋1 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑋1. Ïîêàæåì,

÷òî òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑓(𝑥𝑛))
∞
𝑖=1 òî÷åê 𝑋2 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå 𝑓(𝑥).

Ïóñòü 𝜀 > 0. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî, òî îíî íåïðå-
ðûâíî â òî÷êå 𝑥. Ïî 𝜀 íàéäåì 𝛿 > 0, òàêîå, ÷òî 𝑑2(𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥)) < 𝜀, åñëè
ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà 𝑦 ∈ 𝑋1 òàêîâà, ÷òî 𝑑1(𝑦, 𝑥) < 𝛿.
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Ïîñêîëüêó 𝑥𝑛 → 𝑥, òî äëÿ 𝛿 ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî
𝑑1(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝛿 ïðè 𝑛 > 𝑁 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî 𝑛 > 𝑁 ïîëó÷àåì,
÷òî 𝑑2(𝑓(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥)) < 𝜀. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥).

(⇐) Áóäåì ðàññóæäàòü ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓 íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑥 ∈ 𝑋1, â
êîòîðîé îòîáðàæåíèå 𝑓 íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∃𝜀 > 0∀𝛿 > 0∃𝑦 ∈ 𝑋1 : (𝑑1(𝑥, 𝑦) < 𝛿) ∧ (𝑑2(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ⩾ 𝜀).

Â ýòîé ñâÿçè, äëÿ ëþáîãî 𝑛 ∈ N ìû ìîæåì íàéòè òî÷êó 𝑥𝑛 ∈ 𝑋1, óäî-
âëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

𝑑1(𝑥, 𝑥𝑖) <
1

𝑛
è 𝑑2(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥𝑛)) ⩾ 𝜀.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑖=1 òî÷åê 𝑋1 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå

𝑥. Âìåñòå ñ òåì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑓(𝑥𝑛))
∞
𝑖=1 òî÷åê 𝑋2 íå ñõîäèòñÿ ê

òî÷êå 𝑓(𝑥). Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ Ïðåäëîæåíèÿ.

1.5. Метрическая топология

Çàäàíèå íà ìíîæåñòâå 𝑋 ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ 𝑑 ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü
î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèé. Âìåñòå
ñ òåì, ïîíÿòèÿ ñõîäèìîñòè è íåïðåðûâíîñòè íå ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìåòðè-
÷åñêèìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 ñõîäèòñÿ ïî

ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ 𝑑 ê òî÷êå 𝑥. Òîãäà, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, îíà áóäåò
ñõîäèòüñÿ è ïî ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ 𝑑′ = 𝑐 𝑑, ãäå 𝑐 > 0, ê òîé æå òî÷-
êå 𝑥. Ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð. Íà ìíîæåñòâå R𝑛, ïîìèìî åâêëèäîâîé
ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ 𝑑𝐸(𝑥, 𝑦) =

√︀
(𝑥1 − 𝑦1)2 + · · ·+ (𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)2, ìîæíî

çàäàòü äðóãóþ ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ, 𝑑(𝑥, 𝑦) = max1⩽𝑖⩽𝑛 |𝑥𝑖− 𝑦𝑖|. Ìåæäó
íèìè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

𝑑(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑑𝐸(𝑥, 𝑦) ⩽
√
𝑛 𝑑(𝑥, 𝑦),

äëÿ ëþáûõ 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛. Â ýòîé ñâÿçè, ñõîäèìîñòü è íåïðåðûâíîñòü ïî 𝑑𝐸
ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè è íåïðåðûâíîñòè ïî 𝑑.

Ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè è íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â áî-
ëåå îáùèõ òåðìèíàõ, íå èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ ÿâíî. Ïóñòü
(𝑋, 𝑑) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
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∙ Ìíîæåñòâî 𝑂 ⊂ 𝑋 íàçûâàåòñÿ открытым подмножеством 𝑋,
åñëè äëÿ ëþáîé åãî òî÷êè íàéäåòñÿ îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â ýòîé
òî÷êå, öåëèêîì ñîäåðæàùèéñÿ â 𝑂:

𝑂 îòêðûòî â 𝑋 ⇔ ∀𝑥 ∈ 𝑂 ∃𝑟 > 0 : 𝐵𝑟(𝑥) ⊂ 𝑂.

∙ Ìíîæåñòâî 𝐹 ⊂ 𝑋 íàçûâàåòñÿ замкнутым подмножеством 𝑋,
åñëè 𝑋 ∖ 𝐹 îòêðûòî â 𝑋.

Предложение 3.4. Пусть (𝑋, 𝑑) — метрическое пространство,
𝑥 ∈ 𝑋, а 𝑟 > 0. Тогда множество 𝐵𝑟(𝑥) является открытым подмно-
жеством 𝑋.

Доказательство. Ïóñòü 𝑦 ∈ 𝐵𝑟(𝑥). Âîçüìåì ÷èñëî 𝛿 òàê, ÷òîáû
0 < 𝛿 < 𝑟 − 𝑑(𝑥, 𝑦) è ðàññìîòðèì øàð 𝐵𝛿(𝑦). Äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑧 ∈ 𝐵𝛿(𝑦),
â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà, èìååì

𝑑(𝑧, 𝑥) ⩽ 𝑑(𝑧, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝛿 + 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝐵𝛿(𝑦) ⊂ 𝐵𝑟(𝑥). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑦 çàêëþ÷àåì,
÷òî 𝐵𝑟(𝑥) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑋.

Предложение 3.5. Пусть (𝑋, 𝑑) — метрическое пространство,
𝑥 ∈ 𝑋, а 𝑟 > 0. Тогда множество 𝐵𝑟(𝑥) является замкнутым под-
множеством 𝑋.

Доказательство. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

𝐺 = 𝑋 ∖𝐵𝑟(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑑(𝑦, 𝑥) > 𝑟}

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì. Ïóñòü 𝑦 ∈ 𝐺. Âîçüìåì 𝛿 òàê, ÷òîáû
0 < 𝛿 < 𝑑(𝑦, 𝑥)− 𝑟. Òîãäà, äëÿ 𝑧 ∈ 𝐵𝛿(𝑦), â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëü-
íèêà, ïîëó÷èì

𝑑(𝑦, 𝑥) ⩽ 𝑑(𝑦, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑥),

îòêóäà
𝑑(𝑦, 𝑥)− 𝑑(𝑦, 𝑧) ⩽ 𝑑(𝑧, 𝑥).

Ïîñêîëüêó 𝑑(𝑦, 𝑧) < 𝛿, òî 𝑑(𝑦, 𝑥) − 𝑑(𝑦, 𝑧) > 𝑟, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
𝑑(𝑧, 𝑥) > 𝑟. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐵𝛿(𝑦) ⊂ 𝐺. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑦, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐺 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî 𝐵𝑟(𝑥)
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋.
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Предложение 3.6. (Свойства открытых подмножеств мет-
рического пространства) Пусть (𝑋, 𝑑) — метрическое простран-
ство. Тогда совокупность T𝑑 всех его открытых подмножеств облада-
ет свойствами:

(a) 𝑋 и ∅ являются открытыми подмножествами 𝑋.

(b) Пересечение любого конечного семейства открытых подмножеств
𝑋 есть открытое подмножество 𝑋.

(c) Объединение любого семейства открытых подмножеств 𝑋 есть
открытое подмножество 𝑋.

Доказательство. Ìíîæåñòâî 𝑋 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, ïî-
ñêîëüêó ëþáîé îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì â ëþáîé òî÷êå 𝑋 ñîäåðæèòñÿ â
𝑋. Ðàññìîòðèì ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó óòâåðæäåíèå

(𝑥 ∈ ∅ → 𝑃 (𝑥)),

ãäå 𝑃 (𝑥) � ïðåäèêàò, âñåãäà èñòèííî, íåçàâèñèìî îò 𝑥, òî ∅ ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Óòâåðæäåíèå (a) äîêàçàíî.

Ïóñòü (𝑂𝑖)
𝑛
𝑖=1 � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ 𝑋. Ïîêàæåì, ÷òî

ïåðåñå÷åíèå 𝑂 =
⋂︀𝑛
𝑖=1𝑂𝑖 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋. Ïóñòü

𝑥 ∈ 𝑂. Òîãäà, äëÿ ëþáîãî 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}, 𝑥 ∈ 𝑂𝑖. Ïîñêîëüêó 𝑂𝑖 �
îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝑟𝑖 > 0, òàêîå, ÷òî 𝐵𝑟𝑖(𝑥) ⊂ 𝑂𝑖.
Ïîëîæèì 𝑟 = min𝑖∈{1, ..., 𝑛} 𝑟𝑖 è ðàññìîòðèì îòêðûòûé øàð 𝐵𝑟(𝑥). Ìû
èìååì, ÷òî

∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} : 𝐵𝑟(𝑥) ⊂ 𝐵𝑟𝑖(𝑥) ⊂ 𝑂𝑖,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝐵𝑟(𝑥) ⊂ 𝑂. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑥, ìû ïîëó÷àåì,
÷òî 𝑂 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋 è óòâåðæäåíèå (b) äîêàçà-
íî.

Ïóñòü (𝑂𝛼)𝛼∈𝐴 � ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Ïîêàæåì, ÷òî îáú-
åäèíåíèå 𝑂 =

⋃︀
𝛼∈𝐴𝑂𝛼 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋. Ïóñòü

𝑥 ∈ 𝑂, òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî 𝛼𝑥 ∈ 𝐴 áóäåì èìåòü, ÷òî 𝑥 ∈ 𝑂𝛼𝑥
. Ïî

îïðåäåëåíèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝑟𝑥 > 0, òàêîå, ÷òî
𝐵𝑟𝑥(𝑥) ⊂ 𝑂𝛼𝑥

. Íî òîãäà, ïîñêîëüêó 𝑂𝛼𝑥
⊂ 𝑂, ìû ïðèõîäèì ê âêëþ÷åíèþ

𝐵𝑟𝑥(𝑥) ⊂ 𝑂,

÷òî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑥, äîêàçûâàåò òî, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑂 îòêðûòî.
Óòâåðæäåíèå (c) äîêàçàíî, à âìåñòå ñ íèì, è Ïðåäëîæåíèå.
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Определение 3.7. Совокупность T𝑑 всех открытых подмножеств 𝑋
будем называть метрической топологией.

Ñ ïîìîùüþ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ìîæíî îïðåäåëèòü ñõîäèìîñòü è
íåïðåðûâíîñòü, íå èñïîëüçóÿ ÿâíî ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ. Ýòî ÿâëÿåò-
ñÿ îòïðàâíîé òî÷êîé ê èçó÷åíèþ ïðîèçâîëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà 𝑋, óäîâëåòâîðÿþùèì ñâîéñòâàì, óêàçàííûì â Ïðåäëî-
æåíèè 3.6.

Теорема 3.2. (Критерий непрерывности в терминах откры-
тых множеств) Отображение 𝑓 : 𝑋1 → 𝑋2 между метрическими
пространствами непрерывно в том и только в том случае, когда про-
образ каждого открытого подмножества открыт: если 𝑈 — открытое
подмножество 𝑋2, то его прообраз 𝑓

−1(𝑈) — открытое подмножество
𝑋1.

Доказательство. (⇒) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî è
ïóñòü 𝑈 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑋2. Åñëè 𝑥 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷-
êà 𝑓−1(𝑈), òî, ïîñêîëüêó 𝑈 îòêðûòî, ñóùåñòâóåò 𝜀 > 0, òàêîå, ÷òî
𝐵𝜀(𝑓(𝑥)) ⊂ 𝑈 . Èç íåïðåðûâíîñòè 𝑓 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò 𝛿 > 0,
òàêîå, ÷òî èç 𝑦 ∈ 𝐵𝛿(𝑥) ñëåäóåò 𝑓(𝑦) ∈ 𝐵𝜀(𝑓(𝑥)) ⊂ 𝑈 . Â ýòîé ñâÿçè,
𝐵𝛿(𝑥) ⊂ 𝑓−1(𝑈). Ïîñêîëüêó òî÷êà 𝑥 � ïðîèçâîëüíàÿ, òî 𝑓−1(𝑈) ÿâëÿåò-
ñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

(⇐) Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîîáðàç ëþáîãî îòðûòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà îòêðûò. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑥 ∈ 𝑋1 è ïóñòü
𝜀 > 0 ïðîèçâîëüíî. Ïîñêîëüêó øàð 𝐵𝜀(𝑓(𝑥)) îòêðûò â 𝑋2, òî,
ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, åãî ïðîîáðàç 𝑓−1(𝐵𝜀(𝑓(𝑥))) îòêðûò â 𝑋1.
Ïîñêîëüêó 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐵𝜀(𝑓(𝑥))), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
øàð 𝐵𝛿(𝑥) ⊂ 𝑓−1(𝐵𝜀(𝑓(𝑥))). Èíûìè ñëîâàìè, åñëè 𝑦 ∈ 𝐵𝛿(𝑥), òî
𝑓(𝑦) ∈ 𝐵𝜀(𝑓(𝑥)). Â ýòîé ñâÿçè, îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî â òî÷êå 𝑥. Â
ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑥 îòñþäà òîãäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑓 íåïðåðûâíî.

Ðàçëè÷íûå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ìîãóò ïîðîæäàòü îäíó è òó æå ìåò-
ðè÷åñêóþ òîïîëîãèþ íà 𝑋. Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå äàåò íåîáõîäèìîå è
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî äâå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ïîðîæäàþò îäíó
è òó æå òîïîëîãèþ.

Предложение 3.7. Пусть 𝑋 — множество, а 𝑑 и 𝑑′ — различные
функции расстояния на нем. Функции 𝑑 и 𝑑′ определяют одну и ту же



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß76 Ãë. 3. Îñíîâû ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè

метрическую топологию на 𝑋 в том и только в том случае, когда
выполнено условие:

∀𝑥 ∈ 𝑋 ∀𝑟 > 0∃𝑟1 > 0∃𝑟2 > 0 :(𝐵(𝑑′)
𝑟1

(𝑥) ⊂ 𝐵(𝑑)
𝑟 (𝑥))∧ (𝐵(𝑑)

𝑟2
(𝑥) ⊂ 𝐵(𝑑′)

𝑟 (𝑥)).

Здесь индекс 𝑑 в 𝐵
(𝑑)
𝑟 (𝑥) означает, что шар определяется в метрике 𝑑.

Доказательство. Îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ïîðîæ-
äåííûå ôóíêöèÿìè 𝑑 è 𝑑′, ÷åðåç T𝑑 è T𝑑′.

(⇒) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî T𝑑 = T𝑑′. Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑋 � ïðîèçâîëü-
íàÿ òî÷êà, à 𝑟 > 0 � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî

𝐵
(𝑑)
𝑟 (𝑥) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì øàðîì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè 𝑑 è, â ýòîé ñâÿ-

çè, 𝐵
(𝑑)
𝑟 (𝑥) ∈ T𝑑. Ýòî îçíà÷àåò, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî 𝐵

(𝑑)
𝑟 (𝑥) ∈ T𝑑′. Ïî

îïðåäåëåíèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, äëÿ 𝑥 ∈ 𝐵
(𝑑)
𝑟 (𝑥) ñóùåñòâóåò ÷èñëî

𝑟1 > 0, òàêîå, ÷òî 𝐵
(𝑑′)
𝑟1 (𝑥) ⊂ 𝐵

(𝑑)
𝑟 (𝑥).

Àíàëîãè÷íî, ìíîæåñòâî 𝐵
(𝑑′)
𝑟 (𝑥) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì øàðîì îòíîñè-

òåëüíî ìåòðèêè 𝑑′ è ïîòîìó � ýëåìåíòîì T𝑑′. Íî òîãäà 𝐵
(𝑑′)
𝑟 (𝑥) � îò-

êðûòîå ìíîæåñòâî â òîïîëîãèè T𝑑. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ 𝑥 ∈ 𝐵
(𝑑′)
𝑟 (𝑥)

ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝑟2 > 0, òàêîå, ÷òî 𝐵
(𝑑)
𝑟2 (𝑥) ⊂ 𝐵

(𝑑′)
𝑟 (𝑥). Íåîáõîäèìîñòü

äîêàçàíà.
(⇐) Ïóñòü 𝑂 ∈ T𝑑. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà 𝑂 ∈ T𝑑′. Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑂, òîãäà

íàéäåòñÿ ÷èñëî 𝑟 > 0, òàêîå, ÷òî 𝐵
(𝑑)
𝑟 (𝑥) ⊂ 𝑂. Äëÿ 𝑥 è 𝑟 íàéäóòñÿ ÷èñëà

𝑟1, 𝑟2 > 0, òàêèå, ÷òî 𝐵
(𝑑′)
𝑟1 (𝑥) ⊂ 𝐵

(𝑑)
𝑟 (𝑥) è 𝐵

(𝑑)
𝑟2 (𝑥) ⊂ 𝐵

(𝑑′)
𝑟 (𝑥). Èñïîëüçóåì

ïåðâîå âêëþ÷åíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ÷èñëî 𝑟1 > 0, òàêîå, ÷òî

𝐵(𝑑′)
𝑟1

(𝑥) ⊂ 𝐵(𝑑)
𝑟 (𝑥) ⊂ 𝑂.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑥, ïîëó÷àåì 𝑂 ∈ T𝑑′ è ìû äîêà-
çàëè âêëþ÷åíèå T𝑑 ⊂ T𝑑′.

Ïóñòü òåïåðü 𝑂 ∈ T𝑑′. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà 𝑂 ∈ T𝑑. Äëÿ 𝑥 ∈ 𝑂

ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝑟 > 0, òàêîå, ÷òî 𝐵
(𝑑′)
𝑟 (𝑥) ⊂ 𝑂. Êàê è â ïðåäûäóùåì

ðàññìîòðåíèè, äëÿ 𝑥 è 𝑟 íàéäóòñÿ ÷èñëà 𝑟1, 𝑟2 > 0, òàêèå, ÷òî 𝐵
(𝑑′)
𝑟1 (𝑥) ⊂

𝐵
(𝑑)
𝑟 (𝑥) è 𝐵

(𝑑)
𝑟2 (𝑥) ⊂ 𝐵

(𝑑′)
𝑟 (𝑥). Èñïîëüçóåì âòîðîå âêëþ÷åíèå. Òîãäà:

𝐵(𝑑)
𝑟2
(𝑥) ⊂ 𝐵(𝑑′)

𝑟 (𝑥) ⊂ 𝑂.

Îòñþäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑥, ñëåäóåò âêëþ÷åíèå 𝑂 ∈ T𝑑. Â ýòîé
ñâÿçè, T𝑑′ ⊂ T𝑑. Îêîí÷àòåëüíî, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó T𝑑 = T𝑑′.
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Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè 𝑑 � ôóíêöèÿ ðàñ-
ñòîÿíèÿ íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå 𝑋, òî êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
{𝑐 𝑑 | 𝑐 > 0} ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ íà 𝑋, ïîðîæäàþùåé òó æå
ìåòðè÷åñêóþ òîïîëîãèþ, ÷òî è èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ 𝑑.

Предложение 3.8. Пусть (𝑋, 𝑑) — метрическое пространство, а 𝑐 >
0. Определим функцию расстояния 𝑑′ на 𝑋, полагая

𝑑′(𝑥, 𝑦) := 𝑐 𝑑(𝑥, 𝑦).

Тогда 𝑑 и 𝑑′ порождают одну и ту же метрическую топологию на 𝑋.

Доказательство. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 𝑑′ ñèììåòðè÷íà, ïîëîæèòåëüíà è
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñ-
ñòîÿíèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà ìåòðè÷åñêèõ òîïîëîãèé, ïîðîæ-
äàåìûõ 𝑑 è 𝑑′, áóäåì èñïîëüçîâàòü Ïðåäëîæåíèå 3.7. Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑋 è 𝑟 > 0.

Ïîëîæèì 𝑟1 = 𝑐 𝑟, 𝑟2 = 𝑟/𝑐. Òîãäà, ïóñòü 𝑦 ∈ 𝐵
(𝑑′)
𝑟1 (𝑥). Äëÿ 𝑦, ïî îïðåäå-

ëåíèþ îòêðûòîãî øàðà, èìååì íåðàâåíñòâî 𝑑′(𝑥, 𝑦) < 𝑟1. Â ñèëó âûáîðà

𝑟1, îòñþäà òîãäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, òî åñòü, ÷òî 𝑦 ∈ 𝐵
(𝑑)
𝑟 (𝑥). Â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè 𝑦, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî 𝐵
(𝑑′)
𝑟1 (𝑥) ⊂ 𝐵

(𝑑)
𝑟 (𝑥). Àíàëîãè÷-

íî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî 𝐵
(𝑑)
𝑟2 (𝑥) ⊂ 𝐵

(𝑑′)
𝑟 (𝑥). Òàêèì îáðàçîì, ìåòðè÷åñêèå

òîïîëîãèè, ïîðîæäàåìûå ôóíêöèÿìè 𝑑 è 𝑑′, ñîâïàäàþò.

Èç Ïðåäëîæåíèÿ 3.8 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åâêëèäîâó òîïîëîãèþ
íà R𝑛 ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå ìíîæåñòâà ôóíêöèé âèäà 𝑐 𝑑, ãäå 𝑐 > 0,
à 𝑑 � åâêëèäîâà ìåòðèêà. Âìåñòå ñ òåì, ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ, ïîðîæäà-
þùóþ åâêëèäîâó òîïîëîãèþ, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå, îòëè÷íîì îò
𝑐 𝑑.

Предложение 3.9. Пусть 𝑑′ — функция расстояния на R𝑛, определен-
ная формулой

𝑑′(𝑥, 𝑦) = max{|𝑥1 − 𝑦1|, . . . , |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|}.

Тогда метрические топологии на R𝑛, порожденные евклидовой функци-
ей расстояния 𝑑 и функцией 𝑑′, совпадают.

Доказательство. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ðàâåíñòâà ìåòðè÷åñêèõ òîïîëîãèé,
ïîðîæäàåìûõ ôóíêöèÿìè 𝑑 è 𝑑′, áóäåì èñïîëüçîâàòü Ïðåäëîæåíèå 3.7.
Ïóñòü 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑟 > 0. Äëÿ ëþáûõ 𝑦, 𝑧 ∈ R𝑛 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

𝑑′(𝑦, 𝑧) ⩽ 𝑑(𝑦, 𝑧) ⩽
√
𝑛 𝑑′(𝑦, 𝑧). (3.1.1)
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Â ýòîé ñâÿçè, ïîëîæèì 𝑟1 = 𝑟/
√
𝑛, 𝑟2 = 𝑟.

Åñëè 𝑦 ∈ 𝐵
(𝑑′)
𝑟1 (𝑥), òî 𝑑′(𝑥, 𝑦) < 𝑟1, îòêóäà, â ñèëó (3.1.1), áóäåì èìåòü

íåðàâåíñòâî 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟, îçíà÷àþùåå, ÷òî 𝑦 ∈ 𝐵
(𝑑)
𝑟 (𝑥). Â ñèëó ïðîèçâîëü-

íîñòè 𝑦, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî 𝐵
(𝑑′)
𝑟1 (𝑥) ⊂ 𝐵

(𝑑)
𝑟 (𝑥).

Àíàëîãè÷íî, åñëè 𝑦 ∈ 𝐵
(𝑑)
𝑟2 (𝑥), òî 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑟2 = 𝑟. Ñîãëàñíî (3.1.1),

îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî 𝑑′(𝑥, 𝑦) < 𝑟. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑦 ∈ 𝐵
(𝑑′)
𝑟 (𝑥). Â

ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè 𝑦 ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî 𝐵
(𝑑)
𝑟2 (𝑥) ⊂ 𝐵

(𝑑′)
𝑟 (𝑥).

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 3.7, ìåòðè÷åñêèå òîïîëîãèè, ïî-
ðîæäàåìûå ôóíêöèÿìè ðàññòîÿíèÿ 𝑑 è 𝑑′, ñîâïàäàþò.

Íà îñíîâå Ïðåäëîæåíèÿ 3.7 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå, äîñòà-
òî÷íîå äëÿ òîãî, ÷òîáû äâå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ïîðîæäàëè îäíó è òó
æå ìåòðè÷åñêóþ òîïîëîãèþ.

Предложение 3.10. Пусть 𝑑 и 𝑑′ — функции расстояния на множе-
стве 𝑋. Предположим, что существуют числа 𝑘1, 𝑘2 > 0, такие, что

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑘1𝑑
′(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑑(𝑥, 𝑦) ⩽ 𝑘2𝑑

′(𝑥, 𝑦).

Тогда метрические топологии, порожденные функциями 𝑑 и 𝑑′, совпа-
дают.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò äî-
êàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ 3.9 è îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

1.6. Подпространство метрического пространства

Ïóñòü (𝑋, 𝑑) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝑌 ⊂ 𝑋 � íåêîòîðîå ïîä-
ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ 𝑑 èíäóöèðóåò ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó
íà 𝑌 , îïðåäåëÿÿ ôóíêöèþ 𝑑|𝑌 := 𝑑|𝑌×𝑌 ,

𝑑|𝑌 : 𝑌 × 𝑌 → R, 𝑑|𝑌 (𝑥, 𝑦) := 𝑑(𝑥, 𝑦).

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî 𝑑|𝑌 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ íà 𝑌 .

Определение 3.8. Метрическое пространство (𝑌, 𝑑|𝑌 ) называется
подпространством метрического пространства (𝑋, 𝑑).
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Ñèìâîëîì 𝐵 áóäåì îáîçíà÷àòü øàðû â 𝑋, à ñèìâîëîì 𝛽 � øàðû â
𝑌 . Åñëè 𝑥 ∈ 𝑌 , à 𝑟 > 0, òî

𝐵𝑟(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑋 | 𝑑(𝑦, 𝑥) < 𝑟},
𝛽𝑟(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑌 | 𝑑|𝑌 (𝑦, 𝑥) < 𝑟}.

Â ýòîé ñâÿçè, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝛽𝑟(𝑥) = 𝑌 ∩𝐵𝑟(𝑥).

Пример 3.2. Пусть 𝑋 = R, а 𝑌 = [0, 1]. Тогда 𝐵1/2(0) =]− 1/2, 1/2[,
а 𝛽1/2(0) = [0, 1/2[.

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó îòêðûòûìè
ïîäìíîæåñòâàìè ïðîñòðàíñòâà è åãî ïîäïðîñòðàíñòâà.

Предложение 3.11. Пусть (𝑋, 𝑑) — метрическое пространство, а
(𝑌, 𝑑|𝑌 ) — его подпространство. Множество 𝑈 ⊂ 𝑌 открыто в 𝑌
тогда и только тогда, когда

𝑈 = 𝑌 ∩𝑂,
для некоторого множества 𝑂 ⊂ 𝑋, открытого в 𝑋.

Доказательство. (⇒) Ïóñòü ìíîæåñòâî 𝑈 îòêðûòî â 𝑌 . Äëÿ òî÷êè
𝑥 ∈ 𝑈 íàéäåòñÿ ÷èñëî 𝑟𝑥 > 0, òàêîå, ÷òî 𝛽𝑟𝑥(𝑥) ⊂ 𝑈 . Ïîñêîëüêó
{𝑥} ⊂ 𝛽𝑟𝑥(𝑥), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝑈 =
⋃︁
𝑥∈𝑈

𝛽𝑟𝑥(𝑥).

Òîãäà, â ñèëó ðàâåíñòâà 𝛽𝑟𝑥(𝑥) = 𝑌 ∩𝐵𝑟𝑥(𝑥), ïîëó÷àåì

𝑈 =
⋃︁
𝑥∈𝑈

(𝑌 ∩𝐵𝑟𝑥(𝑥)) = 𝑌 ∩ 𝑉,

ãäå 𝑉 =
⋃︀
𝑥∈𝑈 𝐵𝑟𝑥(𝑥) � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî𝑋, áóäó÷è îáúåäèíåíèåì

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ.
(⇐) Ïóñòü 𝑈 = 𝑌 ∩ 𝑂, ãäå ìíîæåñòâî 𝑂 ⊂ 𝑋 îòêðûòî â 𝑋. Ïóñòü

𝑥 ∈ 𝑈 , òîãäà 𝑥 ∈ 𝑌 è 𝑥 ∈ 𝑂. Ïîñêîëüêó 𝑂 îòêðûòî â 𝑋, òî ñóùåñòâóåò
÷èñëî 𝑟 > 0, òàêîå, ÷òî 𝐵𝑟(𝑥) ⊂ 𝑂. Â ýòîé ñâÿçè,

𝛽𝑟(𝑥) = 𝑌 ∩𝐵𝑟(𝑥) ⊂ 𝑌 ∩𝑂 = 𝑈,

÷òî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑥, îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑈 îòêðûòî â
𝑌 .
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1.7. Произведение пространств

Ïóñòü (𝑋, 𝑑𝑋) è (𝑌, 𝑑𝑌 ) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Íà ìíîæåñòâå
𝑋 × 𝑌 ìîæíî îïðåäåëèòü îäíó èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé ðàññòîÿíèÿ:

𝛿1((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) := max{𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2), 𝑑𝑌 (𝑦1, 𝑦2)},
𝛿2((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) := 𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2) + 𝑑𝑌 (𝑦1, 𝑦2),

𝛿3((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) :=
√︀
𝑑𝑋(𝑥1, 𝑥2)2 + 𝑑𝑌 (𝑦1, 𝑦2)2,

äëÿ (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝑋 × 𝑌 . Ïîñêîëüêó

𝛿1((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) ⩽ 𝛿2((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) ⩽ 2𝛿1((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)),

𝛿1((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) ⩽ 𝛿3((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) ⩽
√
2𝛿1((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)),

òî âñå òðè ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ ïîðîæäàþò îäíó è òó æå ìåòðè÷åñêóþ
òîïîëîãèþ.

Определение 3.9. Любое из метрических пространств (𝑋 × 𝑌, 𝛿𝑖),
𝑖 = 1, 2, 3, будем называть произведением метрических прост-
ранств.

Åñëè ÷åðåç 𝐵
(𝛿𝑖)
𝑟 (𝑥, 𝑦) îáîçíà÷èòü îòêðûòûé øàð îòíîñèòåëüíî ôóíê-

öèè ðàññòîÿíèÿ 𝛿𝑖 ñ öåíòðîì â òî÷êå (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋×𝑌 , òî ìîæíî óñòàíîâèòü
ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

𝐵(𝛿1)
𝑟 (𝑥, 𝑦) = 𝐵(𝑑𝑋)

𝑟 (𝑥)×𝐵(𝑑𝑌 )
𝑟 (𝑦),

𝐵(𝛿𝑖)
𝑟 (𝑥, 𝑦) ⊂ 𝐵(𝑑𝑋)

𝑟 (𝑥)×𝐵(𝑑𝑌 )
𝑟 (𝑦), 𝑖 = 1, 2.

Çäåñü 𝐵
(𝑑𝑋)
𝑟 (𝑥) ⊂ 𝑋, 𝐵

(𝑑𝑌 )
𝑟 (𝑦) ⊂ 𝑌 � îòêðûòûå øàðû îòíîñèòåëüíî ôóíê-

öèé ðàññòîÿíèÿ 𝑑𝑋 è 𝑑𝑌 .
Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ â ïðîèçâåäåíèè

ïðîñòðàíñòâ.

Предложение 3.12. Пусть 𝑈 ⊂ 𝑋 и 𝑉 ⊂ 𝑌 — открытые множества.
Тогда множество 𝑈 × 𝑉 открыто в 𝑋 × 𝑌 .

Доказательство. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ 𝛿𝑖 ïîðîæäàþò îäíó
è òó æå ìåòðè÷åñêóþ òîïîëîãèþ, òî áóäåì äîêàçûâàòü óòâåðæäåíèå â
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ñëó÷àå 𝑖 = 1. Ïóñòü (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈 × 𝑉 , òîãäà 𝑥 ∈ 𝑈 è 𝑦 ∈ 𝑉 . Ïîñêîëüêó 𝑈
è 𝑉 îòêðûòû, òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà 𝑟1, 𝑟2 > 0, òàêèå, ÷òî

𝐵(𝑑𝑋)
𝑟1

(𝑥) ⊂ 𝑈, 𝐵(𝑑𝑌 )
𝑟2

(𝑦) ⊂ 𝑉.

Ïîëîæèì 𝑟 = min{𝑟1, 𝑟2}, òîãäà 𝐵(𝑑𝑋)
𝑟 (𝑥) ⊂ 𝑈 è 𝐵

(𝑑𝑌 )
𝑟 (𝑦) ⊂ 𝑉 , ÷òî âëå÷åò

âêëþ÷åíèå

𝐵(𝑑𝑋)
𝑟 (𝑥)×𝐵(𝑑𝑌 )

𝑟 (𝑦) ⊂ 𝑈 × 𝑉.

Â ýòîé ñâÿçè,𝐵
(𝛿1)
𝑟 (𝑥, 𝑦) ⊂ 𝑈×𝑉 , è ìíîæåñòâî 𝑈×𝑉 îòêðûòî â𝑋×𝑌 .

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî âñåâîçìîæíûå îáúåäèíåíèÿ âèäà⋃︀
(𝑈 × 𝑉 ), ãäå ìíîæåñòâà 𝑈 îòêðûòû â 𝑋, à ìíîæåñòâà 𝑉 îòêðûòû â 𝑌 ,

ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè 𝑋 × 𝑌 . Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþ-
ùåå Ïðåäëîæåíèå, òîëüêî òàêèìè ìíîæåñòâàìè è èñ÷åðïûâàåòñÿ ìåòðè-
÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ.

Предложение 3.13. Пусть множество 𝑂 ⊂ 𝑋×𝑌 открыто в произ-
ведении метрических пространств. Тогда 𝑂 =

⋃︀
(𝑈 × 𝑉 ), где множе-

ства 𝑈 открыты в 𝑋, а множества 𝑉 открыты в 𝑌 .

Доказательство. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ 𝛿1.
Äëÿ ëþáîé òî÷êè (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑂 ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝑟(𝑥, 𝑦) > 0, òàêîå, ÷òî

𝐵
(𝛿1)
𝑟(𝑥, 𝑦)(𝑥, 𝑦) ⊂ 𝑂. Òîãäà

𝑂 =
⋃︁

(𝑥, 𝑦)∈𝑂

𝐵(𝛿1)
𝑟(𝑥, 𝑦)

(𝑥, 𝑦) =
⋃︁

(𝑥, 𝑦)∈𝑂

(𝑈(𝑥, 𝑦) × 𝑉(𝑥, 𝑦)).

Çäåñü ìíîæåñòâî 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝐵
(𝑑𝑋)
𝑟(𝑥, 𝑦)(𝑥) îòêðûòî â 𝑋, à ìíîæåñòâî

𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝐵
(𝑑𝑌 )
𝑟(𝑥, 𝑦)(𝑦) îòêðûòî â 𝑌 .

Пример 3.3. Пространство R2 с евклидовой функцией расстояния
можно рассматривать как произведение пространств R×R. Множе-
ства вида ]𝑎1, 𝑏1[×]𝑎2, 𝑏2[ (открытые прямоугольники) открыты в R2,
как и их всевозможные объединения.
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2. Нормированное векторное пространство

2.1. Аксиомы нормы и метрическая структура

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ
ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíîé íàäñòðîéêîé â âèäå
ñòðóêòóðû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü F ∈ {R, C}. Ìû çíàåì,
÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·|·) : 𝑉 × 𝑉 → F äëÿ êàæäîãî âåêòîðà
�⃗� ∈ 𝑉 îïðåäåëÿåò âåùåñòâåííîå ÷èñëî ‖�⃗�‖ =

√︀
(�⃗�|�⃗�) � åãî äëèíó. ×èñëî

‖�⃗�‖ óäîâëåòâîðÿåò èíòóèòèâíûì ïðåäñòàâëåíèÿì î äëèíå: îíî íåîòðè-
öàòåëüíî, ìàñøòàáèðóåòñÿ ïðè ãîìîòåòèè è óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
òðåóãîëüíèêà. Â ýòîé ñâÿçè, îíî ÿâëÿåòñÿ óäîáíûì êàíäèäàòîì äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ñâîéñòâ ñõîäèìîñòè è íåïðåðûâíîñòè. Àáñòðàãèðóÿñü îò ïðîèñ-
õîæäåíèÿ ‖�⃗�‖, ïðèìåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Определение 3.10. Пусть (𝑉, F, +, ·) — векторное пространство над
F. Функция

‖ · ‖ : 𝑉 → R, �⃗� ↦→ ‖�⃗�‖,
называется нормой на 𝑉 , если выполнены условия:

(‖ · ‖1) положительность: ‖�⃗�‖ > 0, для �⃗� ̸= 0⃗, и ‖⃗0‖ = 0;

(‖ · ‖2) преобразование при гомотетии: ‖𝜆�⃗�‖ = |𝜆|‖�⃗�‖ для �⃗� ∈ 𝑉 и
𝜆 ∈ F;

(‖ · ‖3) условие выпуклости (треугольника): ‖�⃗� + �⃗�‖ ⩽ ‖�⃗�‖ + ‖�⃗�‖
для �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 .

Если ‖·‖ — норма на 𝑉 , то пара (𝑉, ‖·‖) называется нормированным
векторным пространством.

Íîðìà ‖ · ‖ èíäóöèðóåò ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ íà 𝑉 :

𝑑 : 𝑉 × 𝑉 → R, 𝑑(�⃗�, �⃗�) := ‖�⃗�− �⃗�‖.

Ïîëó÷åííàÿ ìåòðè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñîãëàñîâàíà ñ âåêòîðíîé:

(A) èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãà:

∀�⃗�, �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 : 𝑑(�⃗�− �⃗�, �⃗� − �⃗�) = 𝑑(�⃗�, �⃗�);



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß2. Íîðìèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 83

(B) ïðåîáðàçîâàíèå ïðè ãîìîòåòèè:

∀�⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 ∀𝜆 ∈ F : 𝑑(𝜆�⃗�, 𝜆�⃗�) = |𝜆|𝑑(�⃗�, �⃗�).

Çàäàíèå íîðìû íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå âñåãäà îïðåäåëÿåò íà íåì
ìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Óñëîâèÿ (A) è (B) ÿâëÿþòñÿ, ïðè ýòîì, íåîá-
õîäèìûìè. Âìåñòå ñ òåì, åñëè, îáðàòíî, çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ
ðàññòîÿíèÿ, òî îíà ìîæåò íå áûòü ïîðîæäåííîé íèêàêîé íîðìîé.

Пример 3.4. Пусть 𝑉 — векторное пространство. Дискретная мет-
рика 𝑑 не порождается никакой нормой на 𝑉 , поскольку не выполнено
условие (B) преобразования при гомотетии: 𝑑(2�⃗�, 2�⃗�) = 1 ̸= 2𝑑(�⃗�, �⃗�),
если 𝑥 ̸= 𝑦.

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî óñëîâèÿ (A) è (B) äîñòà-
òî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ ïîðîæäàëà íîðìó.

Предложение 3.14. Пусть 𝑉 — векторное пространство над F, а 𝑑 —
функция расстояния на 𝑉 . Если функция 𝑑 обладает свойствами (A)
и (B), то она определяет норму на 𝑉 по формуле

‖�⃗�‖ := 𝑑(⃗0, �⃗�).

Доказательство. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

‖ · ‖ : 𝑉 → R, ‖�⃗�‖ := 𝑑(⃗0, �⃗�),

è ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íà 𝑉 . Àêñèîìà (‖ · ‖1) ñëåäóåò èç
àêñèîìû (𝑑2) ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ. Ïóñòü �⃗� ∈ 𝑉 , à 𝜆 ∈ F, òîãäà, â ñèëó
(B),

‖𝜆�⃗�‖ = 𝑑(⃗0, 𝜆�⃗�) = |𝜆|𝑑(⃗0, �⃗�) = |𝜆|‖�⃗�‖,
÷òî äàåò (‖ · ‖2). Íàêîíåö, ïóñòü �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 , òîãäà, â ñèëó (𝑑3),

‖�⃗�+ �⃗�‖ = 𝑑(⃗0, �⃗�+ �⃗�) ⩽ 𝑑(⃗0, �⃗�) + 𝑑(�⃗�, �⃗�+ �⃗�).

Ïðèìåíÿÿ (A) ê ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

‖�⃗�+ �⃗�‖ ⩽ ‖�⃗�‖+ 𝑑(⃗0 + �⃗�, �⃗� + �⃗�) = ‖�⃗�‖+ ‖�⃗�‖,

÷òî äîêàçûâàåò (‖ · ‖3). Â ýòîé ñâÿçè, ‖ · ‖ � íîðìà íà 𝑉 .
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Íà îäíîì è òîì æå âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî
íåñêîëüêî íîðì. Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòà-
òî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî ìåòðè÷åñêèå òîïîëîãèè, ïîðîæäàåìûå äâóìÿ
íîðìàìè, ñîâïàäàþò.

Предложение 3.15. Пусть 𝑉 — векторное пространство. Две нормы
‖ · ‖1 и ‖ · ‖2 на 𝑉 порождают одну и ту же метрическую топологию
тогда и только тогда, когда существуют такие постоянные 𝑘1, 𝑘2 > 0,
что

∀�⃗� ∈ 𝑉 : 𝑘1‖�⃗�‖2 ⩽ ‖�⃗�‖1 ⩽ 𝑘2‖�⃗�‖2.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [1].

2.2. Сходимость и непрерывность по норме

Ïîñêîëüêó íîðìà ïîðîæäàåò ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ, òî îïðåäåëåíû ïî-
íÿòèÿ ñõîäèìîñòè è íåïðåðûâíîñòè. Ïóñòü (�⃗�𝑛)

∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

âåêòîðîâ 𝑉 . Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3.3, îíà ñõîäèòñÿ ê âåêòîðó
�⃗� ∈ 𝑉 , åñëè

∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ N∀𝑛 ∈ N : 𝑛 > 𝑁 ⇒ ‖�⃗�𝑛 − �⃗�‖ < 𝜀.

Â òàêîì ñëó÷àå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî �⃗� � предел последователь-
ности (�⃗�𝑛)

∞
𝑛=1 по норме ‖ · ‖.

Ïóñòü (𝑉1, ‖ · ‖1), (𝑉2, ‖ · ‖2) � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà,
â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 3.5, îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑉1 → 𝑉2 ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì, åñëè

∀𝜀 > 0∃𝛿 > 0∀�⃗� ∈ 𝑉1 : ‖�⃗�− �⃗�‖1 < 𝛿 ⇒ ‖𝑓(�⃗�)− 𝑓(�⃗�)‖2 < 𝜀.

Îòíîñèòåëüíî ìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ïîðîæäàåìîé íîðìîé ‖ ·‖, ñà-
ìà íîðìà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Предложение 3.16. Пусть (𝑉, ‖ · ‖) — векторное нормированное про-
странство над F. Тогда отображение ‖ · ‖ : 𝑉 → R векторного норми-
рованного пространства (𝑉, ‖·‖) в одномерное евклидово пространство
(R, | · |) является непрерывным.
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Доказательство. Â ñèëó àêñèîìû (‖ · ‖3), ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå íåðà-
âåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

∀�⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 : |‖�⃗�‖ − ‖�⃗�‖| ⩽ ‖�⃗�− �⃗�‖.

Ïóñòü �⃗� ∈ 𝑉 . Âûáåðåì 𝜀 > 0 è ïîëîæèì 𝛿 = 𝜀. Òîãäà, äëÿ âåêòîðà �⃗� ∈ 𝑉 ,
òàêîãî, ÷òî ‖�⃗� − �⃗�‖ < 𝛿, â ñèëó îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà
áóäåì èìåòü íåðàâåíñòâî |‖�⃗�‖ − ‖�⃗�‖| < 𝜀, îçíà÷àþùåå íåïðåðûâíîñòü
íîðìû â òî÷êå �⃗�. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè �⃗�, çàêëþ÷àåì îòñþäà, ÷òî ‖ · ‖
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Èç íåïðåðûâíîñòè íîðìû è Ïðåäëîæåíèÿ 3.3 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü (�⃗�𝑛)

∞
𝑛=1 âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà 𝑉 ñõîäèòñÿ ê âåêòîðó �⃗� èç

𝑉 , òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (‖�⃗�𝑛‖)∞𝑛=1 ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó ‖�⃗�‖:

(�⃗�𝑛 → �⃗�) ⇒ (‖�⃗�𝑛‖ → ‖�⃗�‖).

Êàê è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðåäåë ïî íîð-
ìå îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â Ïðåäëîæåíèè 3.2. Âìåñòå
ñ òåì, îïåðàöèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà òàêæå ñîãëàñîâàíà ñ îïåðàöèÿìè
ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ñêàëÿð.

Ïî çàäàííûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì (�⃗�𝑛)
∞
𝑛=1, (�⃗�𝑛)

∞
𝑛=1 ïðîñòðàíñòâà 𝑉

è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (𝜆𝑛)
∞
𝑛=1 ýëåìåíòîâ ïîëÿ F ìîæíî ïîñòðîèòü íîâûå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ñóììó (�⃗�𝑛+ �⃗�𝑛)
∞
𝑛=1 è ïðîèçâåäåíèå (𝜆𝑛𝑥𝑛)

∞
𝑛=1. Äëÿ

íèõ ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå.

Предложение 3.17. Пусть (�⃗�𝑛)
∞
𝑛=1, (�⃗�𝑛)

∞
𝑛=1 — последовательности

пространства 𝑉 , сходящиеся по норме к векторам �⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 соответ-
ственно, а (𝜆𝑛)

∞
𝑛=1 — последовательность элементов поля F, сходяща-

яся к 𝜆 ∈ F. Тогда

lim
𝑛→∞

(�⃗�𝑛 + �⃗�𝑛) = lim
𝑛→∞

�⃗�𝑛 + lim
𝑛→∞

�⃗�𝑛 = �⃗�+ �⃗�,

lim
𝑛→∞

(𝜆𝑛�⃗�𝑛) = ( lim
𝑛→∞

𝜆𝑛)( lim
𝑛→∞

�⃗�𝑛) = 𝜆�⃗�.

Доказательство. Â ñëó÷àå ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì îöåíêó

‖(�⃗�𝑛 + �⃗�𝑛)− (�⃗�+ �⃗�)‖ ⩽ ‖�⃗�𝑛 − �⃗�‖+ ‖�⃗�𝑛 − �⃗�‖.
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Âûáèðàÿ 𝜀 > 0, íàéäåì òàêèå 𝑁1, 𝑁2 ∈ N, ÷òî ‖�⃗�𝑛− �⃗�‖ < 𝜀/2 ïðè 𝑛 > 𝑁1

è ‖�⃗�𝑛 − �⃗�‖ < 𝜀/2 ïðè 𝑛 > 𝑁2. Òîãäà ïðè 𝑛 > 𝑁 = max{𝑁1, 𝑁2} áóäåì
èìåòü, ÷òî ‖(�⃗�𝑛+�⃗�𝑛)−(�⃗�+�⃗�)‖ < 𝜀. Â ýòîé ñâÿçè, lim𝑛→∞(�⃗�𝑛+�⃗�𝑛) = �⃗�+�⃗�.

Â ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìååì îöåíêó

‖(𝜆𝑛�⃗�𝑛)− (𝜆�⃗�)‖ ⩽ |𝜆𝑛 − 𝜆|‖�⃗�𝑛‖+ |𝜆|‖�⃗�𝑛 − �⃗�‖.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (‖�⃗�𝑛‖)∞𝑛=1 îãðàíè÷åíà, áóäó÷è ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòüþ. Òîãäà ïðîèçâåäåíèå |𝜆𝑛− 𝜆|‖�⃗�𝑛‖ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìà-
ëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, áóäó÷è ïðîèçâåäåíèåì áåñêîíå÷íî ìàëîé ÷èñ-
ëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà îãðàíè÷åííóþ. Ïðîèçâåäåíèå |𝜆|‖�⃗�𝑛 − �⃗�‖
òàêæå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Â ýòîé ñâÿçè,
ïðàâàÿ ÷àñòü ðàññìàòðèâàåìîãî íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ è ìû ïî-
ëó÷àåì, ÷òî lim𝑛→∞(𝜆𝑛�⃗�𝑛) = 𝜆�⃗�.

Äîêàçàííîå ïðåäëîæåíèå èìååò ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: îïåðà-
öèè + : 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 è · : F× 𝑉 → 𝑉 ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè.

2.3. Норма и скалярное произведение

Âîçâðàùàÿñü ê ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ, îòìåòèì óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ íîðìà ïîðîæäàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Теорема 3.3. Пусть (𝑉, ‖ · ‖) — векторное нормированное простран-
ство над R. Предположим, что норма ‖ · ‖ удовлетворяет правилу
параллелограмма:

∀�⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 : 2‖�⃗�‖2 + 2‖�⃗�‖2 = ‖�⃗�+ �⃗�‖2 + ‖�⃗�− �⃗�‖2.

Тогда на 𝑉 можно ввести скалярное произведение (·|·) так, что
‖�⃗�‖2 = (�⃗�|�⃗�) для всех �⃗� ∈ 𝑉 .

Èñêîìîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî поляриза-
ционному тождеству:

(�⃗�|�⃗�) := 1

4
(‖�⃗�+ �⃗�‖2 − ‖�⃗�− �⃗�‖2).
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Теорема 3.4. Пусть (𝑉, ‖ · ‖) — векторное нормированное простран-
ство над C. Предположим, что норма ‖ · ‖ удовлетворяет правилу
параллелограмма:

∀�⃗�, �⃗� ∈ 𝑉 : 2‖�⃗�‖2 + 2‖�⃗�‖2 = ‖�⃗�+ �⃗�‖2 + ‖�⃗�− �⃗�‖2.

Тогда на 𝑉 можно ввести скалярное произведение (·|·) так, что
‖�⃗�‖2 = (�⃗�|�⃗�) для всех �⃗� ∈ 𝑉 .

Èñêîìîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî поляриза-
ционному тождеству:

(�⃗�|�⃗�) := 1

4
(‖�⃗�+ �⃗�‖2 − ‖�⃗�− �⃗�‖2 + 𝑖‖�⃗�− 𝑖�⃗�‖2 − 𝑖‖�⃗�+ 𝑖�⃗�‖2).

2.4. Произведение нормированных векторных прост-

ранств

Ïóñòü (𝑉1, ‖ · ‖1), (𝑉2, ‖ · ‖2) � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà íàä
ïîëåì F. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå 𝑉1×𝑉2 ìîæíî ñíàáäèòü âåêòîðíîé
ñòðóêòóðîé íàä ïîëåì F, îïðåäåëÿÿ îïåðàöèè ïîêîîðäèíàòíîãî ñëîæåíèÿ
è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð:

(�⃗�1, �⃗�2) + (�⃗�1, �⃗�2) = (�⃗�1 + �⃗�1, �⃗�2 + �⃗�2),

𝜆(�⃗�1, �⃗�2) = (𝜆�⃗�1, 𝜆�⃗�2),

äëÿ (�⃗�1, �⃗�2), (�⃗�1, �⃗�2) ∈ 𝑉1 × 𝑉2 è 𝜆 ∈ F.
Íîðìû ‖·‖1 è ‖·‖2 èíäóöèðóþò ñòðóêòóðó íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà íà 𝑉1 × 𝑉2 ïî ëþáîé èç ôîðìóë

‖(�⃗�1, �⃗�2)‖ = max{‖�⃗�1‖1, ‖�⃗�2‖2},
‖(�⃗�1, �⃗�2)‖ = ‖�⃗�1‖1 + ‖�⃗�2‖2,

‖(�⃗�1, �⃗�2)‖ =
√︁
‖�⃗�1‖21 + ‖�⃗�2‖22.

Íîðìû, îïðåäåëÿåìûå ýòèìè ôîðìóëàìè, ïîðîæäàþò îäíó è òó æå ìåò-
ðè÷åñêóþ òîïîëîãèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíó èç íèõ íåëüçÿ ïðåäïî÷åñòü
äðóãîé.
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3. Полные метрические пространства

3.1. Последовательность Коши и ее свойства

Ïóñòü (𝑋, 𝑑) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Определение 3.11. Последовательность (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 точек 𝑋 называется

последовательностью Коши (или фундаментальной последова-
тельностью), если

∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ N∀𝑚, 𝑛 ∈ N : 𝑚, 𝑛 > 𝑁 ⇒ 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀.

Ýêâèâàëåíòíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ Êîøè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∀𝜀 > 0∃𝑁 ∈ N ∀𝑛, 𝑝 ∈ N : 𝑛 > 𝑁 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛) < 𝜀.

Ïåðåä ðàññìîòðåíèåì ïðîñòåéøèõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Êîøè
îïðåäåëèì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

Определение 3.12. Подпоследовательность последовательности
(𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 — это последовательность (𝑥𝑛𝑘)

∞
𝑘=1, являющаяся композицией

возрастающего отображения 𝑘 ↦→ 𝑛𝑘,

𝑛1 < 𝑛2 < · · · < 𝑛𝑘 < 𝑛𝑘+1 < · · · ,

из N в N и исходной последовательности 𝑛 ↦→ 𝑥𝑛.

Предложение 3.18. (a) Любая сходящаяся последовательность яв-
ляется последовательностью Коши.

(b) Последовательность Коши ограничена.

(c) Если в последовательности Коши есть сходящаяся подпоследова-
тельность, то исходная последовательность сходится.

(d) Если (𝑌, 𝑑|𝑌 ) — подпространство метрического пространства
(𝑋, 𝑑), то последовательность точек 𝑌 является последователь-
ностью Коши в 𝑌 тогда и только тогда, когда она является по-
следовательностью Коши в 𝑋.
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Доказательство. (a) Ïóñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 𝑋, ñõî-

äÿùàÿñÿ ê òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑋. Òîãäà äëÿ 𝜀 > 0 íàéäåòñÿ íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé,
÷òî ïðè 𝑛 > 𝑁 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀/2. Ïóñòü òåïåðü
𝑚, 𝑛 > 𝑁 , òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà,

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ⩽ 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè.

(b) Ïóñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè. Òîãäà ñóùåñòâóåò

íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî ïðè 𝑚, 𝑛 ⩾ 𝑁 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 1. Â ÷àñòíîñòè, òîãäà 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑁) < 1 ïðè 𝑛 ⩾ 𝑁 . Âîçüìåì

𝑅 > max{𝑑(𝑥1, 𝑥𝑁), . . . , 𝑑(𝑥𝑁−1, 𝑥𝑁), 1}.

Òîãäà 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝑅(𝑥𝑁) äëÿ âñåõ 𝑛 ∈ N. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 îãðàíè÷åíà.
(c) Ïóñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, à (𝑥𝑛𝑘)

∞
𝑘=1 � åå ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑋. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 ñõîäèòñÿ ê 𝑥.

Ïóñòü 𝜀 > 0. Ïîñêîëüêó (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Êîøè,

òî íàéäåòñÿ íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî äëÿ𝑚, 𝑛 > 𝑁 ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀/2. Äàëåå, èç ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (𝑥𝑛𝑘)

∞
𝑘=1

ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ íîìåð 𝐾 ∈ N, òàêîé, ÷òî ïðè 𝑘 > 𝐾 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî 𝑑(𝑥𝑛𝑘, 𝑥) < 𝜀/2. Ôóíêöèÿ 𝑘 ↦→ 𝑛𝑘 íå îãðàíè÷åíà ñâåðõó íà
ìíîæåñòâå {𝑘 ∈ N|𝑘 > 𝐾}, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑘0 > 𝐾, òàêîé, ÷òî
𝑛𝑘0 > 𝑁 . Ïóñòü òåïåðü 𝑛 > 𝑁 , òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà,

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ⩽ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛𝑘0) + 𝑑(𝑥𝑛𝑘0 , 𝑥) <
𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 ñõîäèòñÿ ê 𝑥.

(d) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â òî÷êàõ 𝑌 ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ 𝑑 è 𝑑|𝑌
ñîâïàäàþò.

Êàæäàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòüþ Êîøè. Âìåñòå ñ òåì, îáðàòíîå íå âñåãäà âåðíî.

Пример 3.5. (Последовательности Коши, не являющиеся схо-
дящимися)
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(a) Пусть 𝑋 =]0, 1] ⊂ R, а 𝑑 — сужение евклидовой функции рассто-

яния. Последовательность
(︁1
𝑛

)︁∞
𝑛=1

сходится к точке 0, поэтому

является последовательностью Коши. Вместе с тем, 0 /∈ 𝑋, по-
этому последовательность является расходящейся.

(b) Пусть 𝑋 = Q, а 𝑑 — сужение евклидовой функции расстояния.
Последовательность (𝑥𝑛)

∞
𝑛=0,

𝑥0 = 1, 𝑥𝑛+1 =
𝑥𝑛
2

+
1

𝑥𝑛

точек 𝑋 сходится к
√
2 в R, поэтому является последовательно-

стью Коши. Вместе с тем,
√
2 /∈ 𝑋, поэтому рассматриваемая

последовательность расходится.

(c) Рассмотрим пространство 𝐶([−1, 1]; R) непрерывных отображе-
ний с функцией расстояния

𝑑(𝑥, 𝑦) =

⎛⎝ 1∫︁
−1

(𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡))2 𝑑𝑡

⎞⎠1/2

.

Последовательность (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1,

𝑥𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−1, 𝑡 ∈

[︁
−1, −1

𝑛

]︁
,

𝑛𝑡, 𝑡 ∈
[︁
−1

𝑛
,
1

𝑛

]︁
,

1, 𝑡 ∈
[︁1
𝑛
, 1
]︁
,

является последовательностью Коши, поскольку

𝑑(𝑥𝑛+𝑝, 𝑥𝑛)
2 =

1/𝑛∫︁
−1/𝑛

(𝑥𝑛+𝑝(𝑡)− 𝑥𝑛(𝑡))
2 𝑑𝑡 ⩽ 4

1/𝑛∫︁
−1/𝑛

𝑑𝑡 =
8

𝑛
→ 0.

Вместе с тем, (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 сходится к разрывной функции

𝑥(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1, 𝑡 ∈ [−1, 0[,

0, 𝑡 = 0,

1, 𝑡 ∈]0, 1],
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не принадлежащей 𝐶([−1, 1]; R).

Âûäåëèì êëàññ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ êàæäàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü Êîøè ñõîäèòñÿ.

Определение 3.13. Метрическое пространство (𝑋, 𝑑) называется
полным, если любая последовательность Коши его точек сходится
в 𝑋.

Пример 3.6. (a) Пространства R, C с функциями расстояния, по-
рожденными модулем числа, являются полными.

(b) Пространства из Примера 3.5 не являются полными.

3.2. Теорема о неподвижной точке

Ðàññìîòðèì ñïåöèàëüíûé êëàññ îòîáðàæåíèé. Ïóñòü (𝑋, 𝑑) � ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Определение 3.14. Отображение 𝑓 ∈ 𝑋𝑋 называется сжимаю-
щим, если существует число 𝑘 ∈]0, 1[ (коэффициент сжатия),
такое, что

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 : 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ⩽ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦). (3.3.1)

Èñïîëüçóÿ òîëüêî îïðåäåëåíèå ñæèìàþùåãî îòîáðàæåíèÿ, ìû íåìåä-
ëåííî ïîëó÷àåì, ÷òî îíî íåïðåðûâíî.

Предложение 3.19. Сжимающее отображение является непрерыв-
ным отображением.

Доказательство. Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝑋𝑋 � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ñ êîýôôè-
öèåíòîì ñæàòèÿ 𝑘. Ïîêàæåì, ÷òî îíî íåïðåðûâíî â ëþáîé òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑋.
Äëÿ ëþáîãî 𝜀 > 0 ïîëîæèì 𝛿 = 𝜀/𝑘. Ïóñòü òåïåðü 𝑦 ∈ 𝑋 � òàêàÿ òî÷êà,
÷òî 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿. Òîãäà

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ⩽ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑘𝛿 = 𝜀.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî â òî÷êå 𝑥. Ïîñêîëüêó òî÷êà
𝑥 ∈ 𝑋 ïðîèçâîëüíà, òî 𝑓 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
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Определение 3.15. Пусть 𝑋 — множество, а 𝑓 ∈ 𝑋𝑋 — некоторое
отображение. Точка 𝑥 ∈ 𝑋 называется неподвижной точкой 𝑓 ,
если 𝑓(𝑥) = 𝑥.

Теорема 3.5. (Принцип сжимающих отображений) Любое сжи-
мающее отображение полного метрического пространства (𝑋, 𝑑) в се-
бя имеет неподвижную точку, и притом только одну.

Доказательство. Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝑋𝑋 � ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ñ êîýôôè-
öèåíòîì ñæàòèÿ 𝑘. Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑎 ∈ 𝑋.
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=0 òî÷åê 𝑋:

𝑥0 = 𝑎, 𝑥1 = 𝑓(𝑥0), 𝑥2 = 𝑓(𝑥1), . . . , 𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛).

Â äîêàçàòåëüñòâå óäîáíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: 𝑓 0 :=
Id𝑋 , 𝑓

1 := 𝑓 è
𝑓𝑛 = 𝑓 ∘ · · · ∘ 𝑓⏟  ⏞  

𝑛 раз

,

ïðè 𝑛 > 1. Òîãäà 𝑥𝑛 = 𝑓𝑛(𝑎). Ïîêàæåì, ÷òî (𝑥𝑛)
∞
𝑛=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Êîøè.
Ïóñòü 𝑛, 𝑝 ∈ N, òîãäà, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷à-

åì:

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) ⩽ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+𝑝) ⩽

⩽ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + 𝑑(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+𝑝) ⩽ · · · ⩽
⩽ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) + 𝑑(𝑥𝑛+1, 𝑥𝑛+2) + 𝑑(𝑥𝑛+2, 𝑥𝑛+3) + · · ·+ 𝑑(𝑥𝑛+𝑝−1, 𝑥𝑛+𝑝).

Ïóñòü 𝑚 ∈ N; îöåíèì çíà÷åíèå 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1), èñïîëüçóÿ òî, ÷òî 𝑓 � ñæè-
ìàþùåå îòîáðàæåíèå:

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1) = 𝑑(𝑓𝑚(𝑎), 𝑓𝑚+1(𝑎)) = 𝑑(𝑓(𝑓𝑚−1(𝑎)), 𝑓(𝑓𝑚(𝑎))) ⩽

⩽ 𝑘𝑑(𝑓𝑚−1(𝑎), 𝑓𝑚(𝑎)) = 𝑘𝑑(𝑓(𝑓𝑚−2(𝑎)), 𝑓(𝑓𝑚−1(𝑎))) ⩽

⩽ 𝑘2𝑑(𝑓𝑚−2(𝑎), 𝑓𝑚−1(𝑎)) ⩽ · · · ⩽ 𝑘𝑚𝑑(𝑓 0(𝑎), 𝑓 1(𝑎)) = 𝑘𝑚𝑑(𝑥1, 𝑎).

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1) ⩽ 𝑘𝑚𝑑(𝑥1, 𝑎), äëÿ
𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) ìû òîãäà èìååì

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) ⩽ 𝑑(𝑥, 𝑎){𝑘𝑛 + 𝑘𝑛+1 + · · ·+ 𝑘𝑛+𝑝−1} =

= 𝑘𝑛𝑑(𝑥, 𝑎){1 + 𝑘 + · · ·+ 𝑘𝑝−1} ⩽ 𝑘𝑛𝑑(𝑥, 𝑎)
∞∑︁
𝑚=0

𝑘𝑚 =
𝑘𝑛

1− 𝑘
𝑑(𝑥1, 𝑎).
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñëåäóþùóþ îöåíêó:

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑝) ⩽
𝑘𝑛

1− 𝑘
𝑑(𝑥1, 𝑎). (3.3.2)

Ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè 𝑛 → ∞, òî
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=0 ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ Êîøè. Èç ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà (𝑋, 𝑑) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî (𝑥𝑛)
∞
𝑛=0

ñõîäèòñÿ è èìååò ñâîèì ïðåäåëîì íåêîòîðóþ òî÷êó 𝑥 ∈ 𝑋.
Ïåðåéäåì â ðàâåíñòâå 𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛) ê ïðåäåëó ïðè 𝑛→ ∞:

𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛+1 = lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓( lim
𝑛→∞

𝑥𝑛) = 𝑓(𝑥),

ãäå èñïîëüçîâàíî òî, ÷òî 𝑓 íåïðåðûâíî. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîêàçàëè, ÷òî
𝑥 � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà 𝑓 .

Ïîêàæåì, ÷òî 𝑥 � åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà 𝑓 . Äåéñòâèòåëü-
íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê: 𝑓 èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó 𝑦 ̸= 𝑥.
Òîãäà

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ⩽ 𝑘𝑑(𝑥, 𝑦),

÷òî âëå÷åò íåðàâåíñòâî 1 ⩽ 𝑘, íåñîâìåñòèìîå ñ óñëîâèåì 𝑘 ∈]0, 1[. Òàêèì
îáðàçîì, 𝑥 � åäèíñòâåííàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà 𝑓 .

Замечание 3.2. Условие 𝑘 < 1 существенно как для доказатель-
ства существования неподвижной точки, так и для доказательства
ее единственности. Пусть 𝑋 = R. Отображение 𝑥 ↦→ 𝑥 + 1 удовле-
творяет условию (3.3.1) с 𝑘 = 1, но не имеет ни одной неподвижной
точки. С другой стороны, тождественное отображение метрического
пространства в себя удовлетворяет (3.3.1) при 𝑘 = 1 и каждая точка
пространства является для него неподвижной.

Замечание 3.3. Неравенство (3.3.2) позволяет получить оценку схо-
димости итерационного процесса 𝑥0 = 𝑎, 𝑥𝑛 = 𝑓𝑛(𝑎) по отысканию
неподвижной точки. Переходя в (3.3.2) к пределу при 𝑝 → ∞, получа-
ем желаемую оценку:

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) ⩽
𝑘𝑛

1− 𝑘
𝑑(𝑥1, 𝑎).
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4. Линейные и билинейные непрерывные

отображения

4.1. Критерий непрерывности линейного отображе-

ния

Õîòÿ ëþáîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå ìåæäó êîíå÷íîìåð-
íûìè âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, â ñëó÷àå áåñ-
êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ýòî íå òàê.

Пример 3.7. Пусть 𝑉1 — бесконечномерное векторное пространство
полиномов с вещественными коэффициентами над полем R. Определим
на нем норму по правилу

‖𝑃‖ := max
𝑥∈[0, 1]

|𝑃 (𝑥)|.

Норма определена корректно, поскольку полином 𝑃 — непрерывная
функция. Рассмотрим отображение 𝐿 : 𝑉1 → R, действующее по пра-
вилу

𝐿(𝑃 ) = 𝑃 (5).

Оно линейно. Вместе с тем, оно не является непрерывным отображе-
нием. Действительно, рассмотрим последовательность (𝑃𝑛)

∞
𝑛=1 эле-

ментов 𝑉1, общий член которой равен 𝑃𝑛(𝑥) =
(︁𝑥
4

)︁𝑛
. Поскольку

‖𝑃𝑛 − 0‖ =
(︁1
4

)︁𝑛
→ 0,

при 𝑛→ ∞, то последовательность (𝑃𝑛)
∞
𝑛=1 сходится к 0 ∈ 𝑉1. Если бы

отображение 𝐿 было непрерывным, то последовательность (𝐿(𝑃𝑛))
∞
𝑛=1

образов стремилась бы к 𝐿(0) = 0. Однако, это не так:

|𝐿(𝑃𝑛)− 𝐿(0)| =
(︁5
4

)︁𝑛
→ ∞,

при 𝑛 → ∞. Таким образом, хотя отображение 𝐿 линейно, оно не
является непрерывным.
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Ñëåäóþùàÿ Òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè ëèíåé-
íûõ îòîáðàæåíèé ìåæäó íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè2.

Теорема 3.6. Пусть (𝑉1, ‖·‖1) и (𝑉2, ‖·‖2) — нормированные векторные
пространства над полем F.

(a) Линейное отображение 𝐿 : 𝑉1 → 𝑉2, непрерывное в нуле простран-
ства, непрерывно всюду.

(b) Линейное отображение 𝐿 : 𝑉1 → 𝑉2 непрерывно тогда и только
тогда, когда существует число 𝑘 ⩾ 0, такое, что

∀�⃗� ∈ 𝑉1 : ‖𝐿(�⃗�)‖2 ⩽ 𝑘‖�⃗�‖1. (3.4.1)

Доказательство. (a) Ïóñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝐿 : 𝑉1 → 𝑉2 íåïðå-
ðûâíî â íóëå 0⃗ ∈ 𝑉1. Çàôèêñèðóåì �⃗� ∈ 𝑉1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 𝜀 > 0
íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî 𝛿 > 0, ÷òî åñëè âåêòîð �⃗� ∈ 𝑉1 óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó ‖𝑧‖1 < 𝛿, òî òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖𝐿(�⃗�)‖2 < 𝜀. Çäåñü
ó÷òåíî, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝐿(⃗01) = 0⃗2. Ïóñòü òåïåðü âåêòîð
�⃗� ∈ 𝑉1 òàêîâ, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ‖�⃗� − �⃗�‖1 < 𝛿. Òîãäà

‖𝐿(�⃗�)− 𝐿(�⃗�)‖2 = ‖𝐿(�⃗� − �⃗�)‖2 < 𝜀,

÷òî âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü 𝐿 â òî÷êå �⃗�. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëü-
íîñòè �⃗�, îòîáðàæåíèå 𝐿 íåïðåðûâíî.

(b) (⇒)Ïóñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝐿 : 𝑉1 → 𝑉2 íåïðåðûâíî. Â ÷àñò-
íîñòè, òîãäà îíî íåïðåðûâíî â íóëå ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîé ñâÿçè, íàéäåòñÿ
÷èñëî 𝛿 > 0, òàêîå, ÷òî åñëè âåêòîð �⃗� ∈ 𝑉1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

3

‖𝑧‖1 ⩽ 𝛿, òî òîãäà ‖𝐿(�⃗�)‖ ⩽ 1. Ïóñòü òåïåðü �⃗� ̸= 0⃗1 � ïðîèçâîëüíûé âåê-

òîð èç 𝑉1. Äëÿ âåêòîðà �⃗� = 𝛿
�⃗�

‖�⃗�‖1
ìû èìååì, ÷òî ‖�⃗�‖1 = 𝛿 ⩽ 𝛿. Çíà÷èò,⃦⃦⃦

𝐿
(︁
𝛿
�⃗�

‖�⃗�‖1

)︁⃦⃦⃦
⩽ 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

‖𝐿(�⃗�)‖2 ⩽
1

𝛿
‖�⃗�‖1.

2Всюду мы предполагаем, что нормированные пространства, между которыми
действуют отображения, не являются нульмерными, ибо случай нульмерных прост-
ранств тривиален.

3В открытом шаре всегда содержится замкнутый шар, поэтому мы можем перейти
к нестрогим неравенствам.
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Â ýòîé ñâÿçè, â êà÷åñòâå 𝑘 ìîæíî âûáðàòü ÷èñëî 1/𝛿. Åñëè æå �⃗� = 0⃗1,
òî íåðàâåíñòâî â (3.4.1) óäîâëåòâîðÿåòñÿ è ïîòîìó ìû äîêàçàëè åãî äëÿ
âñåõ �⃗� ∈ 𝑉1.

(⇐) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝑘 ⩾ 0, äëÿ êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿåò-
ñÿ (3.4.1). Âûáèðàÿ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî 𝜀 > 0 è ïîëàãàÿ 𝛿 = 𝜀/𝑘, ìû
ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè âåêòîð �⃗� ∈ 𝑉1 òàêîâ, ÷òî ‖�⃗�‖1 < 𝛿, òî

‖𝐿(�⃗�)‖2 ⩽ 𝑘‖�⃗�‖1 < 𝜀.

Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå 𝐿 íåïðåðûâíî â íóëå ïðîñòðàíñòâà. Íî òî-
ãäà, â ñèëó (a), îíî ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì âî âñåõ òî÷êàõ
𝑉1.

4.2. Норма непрерывного линейного отображения

Ïóñòü 𝐿 : 𝑉1 → 𝑉2 � ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå íîðìè-
ðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ (𝑉1, ‖ · ‖1) è (𝑉2, ‖ · ‖2). Â ñèëó Òåîðåìû 3.6,
ìíîæåñòâî

𝐴𝐿 = {𝑘 ⩾ 0 | ∀�⃗� ∈ 𝑉1 : ‖𝐿(�⃗�)‖2 ⩽ 𝑘‖�⃗�‖1}
íåïóñòî è îãðàíè÷åíî ñíèçó íóëåì.

Определение 3.16. Число ‖𝐿‖ := inf 𝐴𝐿 называется нормой линей-
ного отображения 𝐿.

Замечание 3.4. Как будет показано далее, точную нижнюю грань
можно заменить на min.

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü äðóãîå âûðàæåíèå äëÿ íîðìû. Ïóñòü

𝐵𝐿 =
{︁‖𝐿(�⃗�)‖2

‖�⃗�‖1

⃒⃒⃒
�⃗� ∈ 𝑉1 ∖ {⃗01}

}︁
.

Предложение 3.20. Множество 𝐵𝐿 ограничено сверху, причем

‖𝐿‖ = sup𝐵𝐿.

Доказательство. Ïóñòü 𝑘 ∈ 𝐴𝐿, òîãäà
‖𝐿(�⃗�)‖2
‖�⃗�‖1

⩽ 𝑘 äëÿ âñåõ �⃗� ∈

𝑉1 ∖ {⃗01}. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝐵𝐿 îãðàíè÷åíî ñâåðõó è, ïîòîìó, èìååò âåðõ-
íþþ ãðàíü 𝑠𝐿. Ïîñêîëüêó 𝑠𝐿 ⩽ 𝑘 äëÿ ëþáîãî 𝑘 ∈ 𝐴𝐿, òî 𝑠𝐿 ⩽ ‖𝐿‖, ïî
îïðåäåëåíèþ íèæíåé ãðàíè.
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Äàëåå, äëÿ ëþáîãî �⃗� ∈ 𝑉1 ∖ {⃗01}, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ âåðõíåé ãðàíè,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
‖𝐿(�⃗�)‖2
‖�⃗�‖1

⩽ 𝑠𝐿. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑠𝐿 ∈ 𝐴𝐿. Çíà-

÷èò, ‖𝐿‖ ⩽ 𝑠𝐿 è ìû äîêàçàëè, ÷òî 𝑠𝐿 = ‖𝐿‖. Êðîìå òîãî, ìû ïîïóòíî
óñòàíîâèëè, ÷òî ‖𝐿‖ = min𝐴𝐿.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü íîðìó 𝐿 ïî ëþáîé èç ôîðìóë

‖𝐿‖ = sup
�⃗�∈𝑉1∖{⃗01}

‖𝐿(�⃗�)‖2
‖�⃗�‖1

= sup
�⃗�∈𝑆1(⃗01)

‖𝐿(�⃗�)‖2.

Îòìåòèì, ÷òî â àíàëèçå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîãî
îòîáðàæåíèÿ.

Определение 3.17. Линейное отображение 𝐿 называется ограничен-
ным, если

sup
�⃗�∈𝑉1∖{⃗01}

‖𝐿(�⃗�)‖2
‖�⃗�‖1

< +∞.

Èç ðàññóæäåíèé âûøå ñëåäóåò, ÷òî ïîíÿòèÿ îãðàíè÷åííîñòè è íåïðå-
ðûâíîñòè â ñëó÷àå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ íîðìû îòîáðàæåíèÿ, äëÿ ëþáîãî �⃗� ∈ 𝑉1 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

‖𝐿(�⃗�)‖2 ⩽ ‖𝐿‖‖�⃗�‖1.

Пример 3.8. Пусть 𝑉1 = 𝑉2 = 𝑉 . Рассмотрим тождественное отоб-
ражение (единичный оператор)

Id𝑉 : 𝑉 → 𝑉, Id𝑉 (�⃗�) := �⃗�.

Если ‖�⃗�‖𝑉 = 1, то ‖Id𝑉 (�⃗�)‖ = ‖�⃗�‖𝑉 = 1 и тогда ‖Id𝑉 ‖ = sup‖�⃗�‖𝑉 =1{1} =
1. Таким образом,

‖Id𝑉 ‖ = 1.

Пример 3.9. Пусть 𝑊 = 𝐶([0, 1]; F) с нормой

‖𝑓‖∞ := max
𝑥∈[0, 1]

|𝑓(𝑥)|.

Через 𝑉 обозначим пространство 𝐶1([0, 1]; F) непрерывно-дифферен-
цируемых F-значных функций на отрезке [0, 1]. Тогда 𝑉 ⊂ 𝑊 (любая
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дифференцируемая функция непрерывна) и более того, 𝑉 является под-
пространством 𝑊 (сумма двух дифференцируемых функций — диффе-
ренцируемая функция; умножение на скаляр дифференцируемой функ-
ции — дифференцируемая функция). Индуцируем на 𝑉 норму из 𝑊 , то
есть на 𝑉 рассматривается сужение функции ‖ · ‖∞.

Рассмотрим отображение

𝑝 : 𝑉 → 𝑊, 𝑝(𝑓) := 𝑓 ′.

В силу линейности производной, 𝑝 линейно:

(i) аддитивность: 𝑝(𝑓 + 𝑔) = (𝑓 + 𝑔)′ = 𝑓 ′ + 𝑔′ = 𝑝(𝑓) + 𝑝(𝑔);

(ii) однородность: 𝑝(𝜆𝑓) = (𝜆𝑓)′ = 𝜆𝑓 ′ = 𝜆𝑝(𝑓).

Вместе с тем, 𝑝 не является непрерывным (ограниченным). Что-
бы это показать, достаточно подобрать такую последовательность
(𝑓𝑛)

∞
𝑛 функций из 𝑉 , чтобы последовательность их значений была

неограниченной. В качестве такой последовательности рассмотрим
функции

∀𝑛 ∈ N ∀𝑥 ∈ [0, 1] : 𝑓𝑛(𝑥) := sin(2𝜋𝑛𝑥).

Каждая функция 𝑓𝑛 действительно является элементом 𝑉 , и, кроме
того, ‖𝑓𝑛‖∞ = 1. Тогда последовательность значений (𝑝(𝑓𝑛))

∞
𝑛=1 опре-

делена формулой

∀𝑛 ∈ N∀𝑥 ∈ [0, 1] : 𝑝(𝑓𝑛)(𝑥) = 2𝜋𝑛 cos(2𝜋𝑛𝑥).

Таким образом, ‖𝑝(𝑓𝑛)‖∞ = 2𝜋𝑛. В этой связи,

‖𝑝‖ = sup
𝑓∈𝑉, ‖𝑓‖𝑉 =1

‖𝑝(𝑓)‖𝑊 ⩽ sup
𝑓∈{𝑓𝑛}

‖𝑝(𝑓)‖𝑊 = sup{2𝜋𝑛 | 𝑛 ∈ N} = +∞,

поскольку множество {2𝜋𝑛 |𝑛 ∈ N} не ограничено сверху. Отсюда сле-
дует, что оператор 𝑝 не является непрерывным (ограниченным).

Несмотря на кажущуюся искусственность подобного примера, та-
кие отображения сплошь и рядом встречаются в квантовой механике.
Например, неограниченным является оператор импульса

𝑝(𝜓) = −𝑖ℏ𝜓′.
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Поэтому, наряду с ограниченными операторами главную роль будут
играть и неограниченные операторы. Также отметим, что совокупно-
сти дифференциальных операторов, рассматриваемых в классической
механике (например, оператор в уравнении Ламе) являются неограни-
ченными.

4.3. Пространство линейных непрерывных отобра-

жений

4.4. Критерий непрерывности билинейного отобра-

жения

4.5. Норма непрерывного билинейного отображения

4.6. Канонический изоморфизм

5. Банахово пространство

5.1. Ряды в банаховом пространстве

5.2. Обратимые отображения в банаховых простран-

ствах
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ГЛАВА 4

Основы анализа

1. Дифференциальное исчисление в R: свод-
ка результатов

1.1. Производная функции

Ïóñòü 𝑋 ⊂ R � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî.

Определение 4.1. (Производная как линейное отображение)
Функция 𝑓 : 𝑋 → R, называется дифференцируемой в точке 𝑥 ∈ 𝑋,
предельной для 𝑋, если

𝑓(𝑥+ ℎ) = 𝑓(𝑥) + 𝐴𝑥ℎ+ 𝑜(ℎ),

где число ℎ ∈ R таково, что 𝑥 + ℎ ∈ 𝑋, 𝑜(ℎ) — бесконечно малая при
ℎ→ 0 функция, а 𝐴𝑥 — число, зависящее от 𝑥. Линейное отображение
ℎ ↦→ 𝐴𝑥ℎ называется производным отображением в точке 𝑥.

Определение 4.2. (Производная как предел отношения) Функция
𝑓 : 𝑋 → R имеет производную в точке 𝑥 ∈ 𝑋, предельной для 𝑋,
если предел

𝑓 ′(𝑥) = lim
ℎ→0, 𝑥+ℎ∈𝑋

𝑓(𝑥+ ℎ)− 𝑓(𝑥)

ℎ

101
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существует и конечен. Число 𝑓 ′(𝑥) называется производной 𝑓 в
точке 𝑥.

Îáà îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû:

𝑓 ′(𝑥) = 𝐴𝑥 ⇒ åäèíñòâåííîñòü ïðîèçâîäíîãî îòîáðàæåíèÿ.

1.2. Формула Тейлора

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèè 𝑓 : 𝑋 → R ïî ôîðìóëå Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
𝑥 ∈ 𝑋:

𝑓(𝑥+ ℎ) = 𝑓(𝑥) + 𝑓 ′(𝑥)ℎ+
𝑓 ′′(𝑥)

2!
ℎ2 + · · ·+ 𝑓 (𝑛)(𝑥)

𝑛!
ℎ𝑛 + 𝑟𝑛(𝑥; ℎ),

Ôîðìû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà:

∙ форма Шлёмильха –Роша:

𝑟𝑛(𝑥; ℎ) =
(︁ ℎ

𝑥+ ℎ− 𝜉

)︁𝑝 (𝑥+ ℎ− 𝜉)𝑛+1

𝑛!𝑝
𝑓 (𝑛+1)(𝜉),

ãäå 𝑝 > 0, à 𝜉 = 𝜉(𝑝);

∙ форма Лагранжа:

𝑟𝑛(𝑥; ℎ) =
ℎ𝑛+1

(𝑛+ 1)!
𝑓 (𝑛+1)(𝑥+ 𝜃ℎ),

ãäå 𝜃 ∈]0, 1[;

∙ форма Коши:

𝑟𝑛(𝑥; ℎ) =
ℎ𝑛+1(1− 𝜃)𝑛

𝑛!
𝑓 (𝑛+1)(𝑥+ 𝜃ℎ),

ãäå 𝜃 ∈]0, 1[;

∙ интегральная форма:

𝑟𝑛(𝑥; ℎ) =
1

𝑛!

𝑥+ℎ∫︁
𝑥

(𝑥+ ℎ− 𝑡)𝑛𝑓 (𝑛+1)(𝑡)𝑑𝑡;

∙ форма Пеано:
𝑟𝑛(𝑥; ℎ) = 𝑜(ℎ𝑛).
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2. Дифференциальное исчисление в R𝑛:

сводка результатов

3. Дифференциальное исчисление в норми-

рованных пространствах

3.1. Аффинное нормированное пространство

Определение 4.3. Аффинное нормированное пространство —
это структура (A, A⃗, 𝜓, ‖ · ‖), в которой (A, A⃗, 𝜓) — аффинное

пространство, а ‖ · ‖ — норма на A⃗.

Íîðìà îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ 𝑑 : A ×A → R ïî ïðàâèëó

𝑑(x, y) := ‖−−−→y −x‖.

Ñîãëàñîâàííîñòü ñ àôôèííîé ñòðóêòóðîé:

∙ èíâàðèàíòíîñòü ïðè ñäâèãå: 𝑑(x+ ℎ⃗, y + ℎ⃗) = 𝑑(x, y);

∙ èíâàðèàíòíîñòü ïðè ãîìîòåòèè x ↦→ x′ = o+𝜆(
−−−−→
x− o): 𝑑(x′, y′) =

𝑑(x, y).

Определение 4.4. Евклидово аффинное пространство — это
структура (E, E⃗, 𝜓, (·|·)), в которой (E, E⃗, 𝜓) — аффинное простран-

ство над R, а (·|·) : E⃗ × E⃗ → R — скалярное произведение на E⃗.

Норма трансляционного вектора 𝑣: ÷èñëî ‖𝑣‖ :=
√︀
(𝑣|𝑣).

Ïóñòü dimE = 𝑛. Â ïðîñòðàíñòâå E⃗ ìîæíî âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàí-
íûé áàçèñ (ïðîöåññ Ãðàìà �Øìèäòà) (𝑖𝑘)

𝑛
𝑘=1.

Определение 4.5. Аффинная система координат (o, (𝑖𝑘)
𝑛
𝑘=1) называ-

ется декартовой системой координат.

3.2. Тензоры

Ïóñòü 𝑉 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåêòîð 𝑢 ∈ 𝑉 è êîâåêòîð 𝜈 ∈ 𝑉 *

îïðåäåëÿþò ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝑢⊗ 𝜈 : 𝑉 → 𝑉 ïî äåéñòâèþ:

𝑢⊗ 𝜈(𝑣) := ⟨𝜈, 𝑣⟩𝑢.
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Определение 4.6. 𝑢⊗ 𝜈(𝑣) — диадное произведение.

Åñëè dim𝑉 = 𝑛, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 � áàçèñ 𝑉 , òî (𝑒𝑖⊗𝑒𝑗)𝑛𝑖, 𝑗=1 � áàçèñ Lin(𝑉 ; 𝑉 ).

Äëÿ 𝐿 ∈ Lin(𝑉 ; 𝑉 ) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

𝐿 = 𝐿𝑖 ··𝑗𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑗.

Åñëè 𝑉 � ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî èñïîëüçóÿ
îòîæäåñòâëåíèå âåêòîðà è êîâåêòîðà (ïî òåîðåìå Ðèññà), ìîæíî îïðåäå-
ëèòü äèàäó 𝑢⊗ 𝑣, ãäå 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 , êàê

𝑢⊗ 𝑣(𝑤) := (𝑣|𝑤)𝑢.

3.3. Производная Гато и Фреше

Ïóñòü (A1, A⃗1, 𝜓1, ‖ · ‖1) è (A2, A⃗2, 𝜓2, ‖ · ‖2) � êîíå÷íîìåðíûå àô-
ôèííûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, 𝑋 ⊂ A1 � íåïóñòîå ìíîæåñòâî,
à x ∈ 𝑋 � âíóòðåííÿÿ òî÷êà, ò.å. öåíòð íåêîòîðîãî îòêðûòîãî øàðà,
ñîäåðæàùåãîñÿ â 𝑋.

Определение 4.7. Отображение 𝑓 : 𝑋 → A2 называется диффе-
ренцируемым в точке x, если существует линейное отображение
𝐿x ∈ Lin(A⃗1; A⃗2), такое, что для любого ℎ⃗ ∈ A⃗1, x +1 ℎ⃗ ∈ 𝑋, выпол-
няется соотношение

𝑓(x+1 ℎ⃗) = 𝑓(x) +2 𝐿x[⃗ℎ] + �⃗�(‖ℎ⃗‖1),

где �⃗�(‖ℎ⃗‖1) — функция, бесконечно малая при ℎ⃗→ 0⃗. Отображение 𝐿x

называется производной Фреше.

Производная Гато

Îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑋 → A2 èìååò производную Гато 𝜕ℎ⃗𝑓(x) в

точке x вдоль вектора ℎ⃗ ∈ A⃗1, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë

𝜕ℎ⃗𝑓(x) := lim
𝑋

x; ℎ⃗∋𝑡→0

−−−−−−−−−−−−−−→
𝑓(x+1 𝑡ℎ)−2 𝑓(x)

𝑡
,

ãäå 𝑋
x; ℎ⃗ = {𝑡 ∈ R | 𝑡 ̸= 0, x+1 𝑡ℎ ∈ 𝑋}.
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Единственность производной Фреше

Åñëè îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑋 → A2 äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x, òî îíî
èìååò ïðîèçâîäíóþ Ãàòî âäîëü ëþáîãî âåêòîðà ℎ⃗ ∈ A⃗1, ïðè÷åì

𝐿x[⃗ℎ] = 𝜕ℎ⃗𝑓(x).

Â ýòîé ñâÿçè, ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå åäèíñòâåííà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç
𝑓 ′(x).

Фреше ⇒ непрерывность

Åñëè 𝑓 èìååò â òî÷êå x ïðîèçâîäíóþ Ôðåøå, òî, ïîñêîëüêó ïðè ℎ⃗→
0⃗ ñïðàâåäëèâî ñòðåìëåíèå 𝑓 ′(x)[⃗ℎ] → 0⃗, ïðèðàùåíèå

−−−−−−−−−−−−→
𝑓(x+1 ℎ⃗)− 𝑓(x)

òàêæå ñòðåìèòñÿ ê 0⃗ è îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî â òî÷êå x.

Контрпример: Гато ̸⇒ Фреше

Ôóíêöèÿ 𝑓 : R2 → R, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

𝑓(𝑥, 𝑦) =

⎧⎨⎩0, äëÿ (𝑥, 𝑦) = (0, 0),
𝑥5

(𝑦 − 𝑥2)2 + 𝑥8
, äëÿ (𝑥, 𝑦) ̸= (0, 0),

íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â íóëå è ïîýòîìó íå èìååò â ýòîé òî÷êå ïðîèç-
âîäíóþ Ôðåøå. Âìåñòå ñ òåì, îíà èìååò ïðîèçâîäíóþ Ãàòî â íóëå âäîëü
ëþáîãî âåêòîðà.

Координатное представление производных

Åñëè (�⃗�𝑖)
𝑛
𝑖=1 � áàçèñ A⃗1, (�⃗�𝑗)

𝑚
𝑗=1 � áàçèñ A⃗2, o ∈ A2 � ôèêñèðîâàííàÿ

òî÷êà, òî îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑋 → A2 ïðåäñòàâèìî â âèäå

𝑓 = o + 𝑓 𝑗 �⃗�𝑗,

ãäå 𝑓 𝑗 : 𝑋 → F � êîìïîíåíòû 𝑓 . Äëÿ ïðîèçâîäíîé Ãàòî 𝜕�⃗�𝑖𝑓
𝑗(x) ââåäåì

îáîçíà÷åíèå

𝜕𝑖𝑓
𝑗(x) := 𝜕�⃗�𝑖𝑓

𝑗(x) = lim
𝑡→0

𝑓 𝑗(x+1 𝑡�⃗�𝑖)− 𝑓 𝑗(x)

𝑡
,

òîãäà
𝑓 ′(x) = 𝜕𝑖𝑓

𝑗(x)�⃗�𝑗 ⊗ 𝑒𝑖.
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3.4. Тейлоризация

Производные высших порядков

Ïóñòü 𝑓 : 𝑋 → A2 � îòîáðàæåíèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà𝑋 âA2. Åñëè
îíî äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó â𝑋, òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå x ↦→ 𝑓 ′(x)

èç 𝑋 â Lin(A⃗1; A⃗2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå äèôôåðåíöè-
ðóåìî â íåêîòîðîé òî÷êå x ∈ 𝑋. Òîãäà åãî ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îáî-
çíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝑓 ′′(x) := (𝑓 ′)′(x) è ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà

Lin(A⃗1; Lin(A⃗1; A⃗2)). Â ñèëó êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà

Lin(A⃗1; Lin(A⃗1; A⃗2)) → Lin2(A⃗1, A⃗1; A⃗2), 𝑈 ↦→ 𝑢(⃗ℎ1, ℎ⃗2) = (𝑈ℎ⃗1)⃗ℎ2,

𝑓 ′′(x) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå. Âû÷èñëåíèå ÷åðåç
ïðîèçâîäíûå Ãàòî:

𝑓 ′′(x)(⃗ℎ1, ℎ⃗2) = 𝜕ℎ⃗1(𝜕ℎ⃗2𝑓)(x).

Åñëè óæå îïðåäåëåíà ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà 𝑚− 1 è ôóíêöèÿ 𝑓 (𝑚−1) :
x ↦→ 𝑓 (𝑚−1)(x) îïðåäåëåíà âñþäó â 𝑋 è äèôôåðåíöèðóåìà â x ∈ 𝑋,
òî ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà 𝑚 îïðåäåëÿåòñÿ êàê 𝑓 (𝑚)(x) := (𝑓 (𝑚−1))′(x) è

îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ 𝑚-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì èç Lin𝑚(A⃗1, . . . , A⃗1; A⃗2).

Формула Тейлора

Ïóñòü 𝑓 : 𝑋 → A2 � îòîáðàæåíèå, 𝑟 ðàç äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå
x ∈ 𝑋. Äëÿ ℎ⃗ ∈ A⃗1 áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

𝑓 (𝑘)(x)[⃗ℎ𝑘] := 𝑓 (𝑘)(x)[⃗ℎ, . . . , ℎ⃗].

Ñïðàâåäëèâà формула Тейлора

𝑓(x+ ℎ⃗) = 𝑓(x) + 𝑓 ′(x)[⃗ℎ] + · · ·+ 𝑓 (𝑟)(x)[⃗ℎ𝑟]

𝑟!
+ �⃗�(‖ℎ⃗‖𝑟).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðåçîê [x, x+ ℎ⃗] öåëèêîì ëåæèò â 𝑋 è 𝑓 èìååò

ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà (𝑟 + 1) â òî÷êàõ èíòåðâàëà ]x, x + ℎ⃗[, íå ïðåâîñ-
õîäÿùóþ ïî íîðìå ÷èñëà 𝑀 > 0. Òîãäà⃦⃦⃦−−−−−−−−−−−−→

𝑓(x+ ℎ⃗)− 𝑓(x)− 𝑓 ′(x)[⃗ℎ]− · · · − 𝑓 (𝑟)(x)[⃗ℎ𝑟]

𝑟!

⃦⃦⃦
⩽
𝑀‖ℎ⃗‖𝑟+1

(𝑟 + 1)!
.
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Åñëè A2 = R, îòðåçîê [x, x + ℎ⃗] öåëèêîì ëåæèò â 𝑋 è 𝑓 èìååò

ïðîèçâîäíóþ ïîðÿäêà (𝑟 + 1) â òî÷êàõ èíòåðâàëà ]x, x+ ℎ⃗[, òî

𝑓(x+ ℎ⃗) = 𝑓(x) + 𝑓 ′(x)[⃗ℎ] + · · ·+ 𝑓 (𝑟)(x)[⃗ℎ𝑟]

𝑟!
+
𝑓 (𝑟+1)(x+ 𝜃ℎ⃗)[⃗ℎ𝑟+1]

(𝑟 + 1)!
,

ãäå 𝜃 ∈]0, 1[.

Библиография
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ГЛАВА 5

Элементы векторного анализа

1. Векторные и тензорные поля в евклидо-

вом пространстве

ÏóñòüE � 𝑛-ìåðíîå åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (·|·), à 𝑂 ⊂ E � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü D : x ↦→
(𝑥𝑖)𝑛𝑖=1 � ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå òî÷êàì èç E ñîïîñòàâëÿåò èõ äåêàðòîâû
êîîðäèíàòû (äåêàðòîâà àðèôìåòèçàöèÿ).

1.1. Скалярное поле

Ôóíêöèÿ íà E � ýòî îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑂 → R. Åãî êîîðäèíàòíîå
ïðåäñòàâëåíèå ̃︀𝑓 = 𝑓 ∘ D−1 : D(𝑂) → R ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé ôóíê-
öèåé îò 𝑛 âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé (ïðè-

íàäëåæàùåé êëàññó 𝐶∞), åñëè îòîáðàæåíèå ̃︀𝑓 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, òî åñòü,̃︀𝑓 ∈ 𝐶∞(D(𝑂); R).

109
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Ñâÿçü ìåæäó 𝑓 è ̃︀𝑓 èëëþñòðèðóåòñÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé

𝑂 R

D(𝑂)

𝑓

D ̃︀𝑓

1.2. Векторное поле

Âåêòîðíîå ïîëå íà E � ýòî îòîáðàæåíèå 𝑢 : 𝑂 → E⃗. Åãî ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê âåêòîðíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ̃︀𝑢 = 𝑢 ∘ D−1 : D(𝑂) → E⃗

𝑛 âåùåñòâåííûõ àðãóìåíòîâ èëè êàê îòîáðàæåíèå ̃︀̃︀𝑢 = Φ ∘ 𝑢 ∘ D−1 :
D(𝑂) → R𝑛, ãäå Φ : E⃗ → R𝑛 � èçîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé äåêàðòîâîé

àðèôìåòèçàöèåé. Ãëàäêîñòü 𝑢 ðàâíîñèëüíî ãëàäêîñòè ̃︀̃︀𝑢
Ñâÿçü ìåæäó âåêòîðíûì ïîëåì è åãî êîîðäèíàòíûìè ïðåäñòàâëåíè-

ÿìè èëëþñòðèðóåòñÿ êîììóòàòèâíîé äèàãðàììîé

𝑂 E⃗

D(𝑂) R𝑛

𝑢

D ̃︀𝑢
Φ̃︀̃︀𝑢

1.3. Ковекторное поле

Êîâåêòîðíîå ïîëå íà E � ýòî îòîáðàæåíèå 𝜈 : 𝑂 → E⃗*. Äåêàðòîâà
àðèôìåòèçàöèÿ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

̃︀𝜈 = 𝜈 ∘D−1 : D(𝑂) → E⃗*.

Îïðåäåëÿÿ èçîìîðôèçì

Ψ : E⃗* → R𝑛, Ψ : 𝜈 = 𝜈𝑘𝑒
𝑘 ↦→ (𝜈1, . . . , 𝜈𝑛),

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîëå 𝜈 êàê âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ âåùåñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ ̃︀̃︀𝜈 = Ψ ∘ 𝜈 ∘D−1 : D(𝑂) → R𝑛.
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Ãëàäêîñòü êîâåêòîðíîãî ïîëÿ 𝜈 ðàâíîñèëüíà ãëàäêîñòè åãî êîîðäèíàòíî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ̃︀̃︀𝜈.
1.4. Тензорное поле

Òåíçîðû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ
E⃗, E⃗*. Ñìåøàííûå òåíçîðû òèïà (𝑘, 𝑙) � ýëåìåíòû

𝑇 (𝑘, 𝑙)(E⃗) := E⃗ ⊗ · · · ⊗ E⃗⏟  ⏞  
𝑘 раз

⊗E⃗* ⊗ · · · ⊗ E⃗*⏟  ⏞  
𝑙 раз

.

Ïîëå R, âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà E⃗ è E⃗* ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè òåíçîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ:

𝑇 (0, 0)(E⃗) = R, 𝑇 (1, 0)(E⃗) = E⃗, 𝑇 (0, 1)(E⃗) = E⃗*.

Ýêâèâàëåíòíî, òåíçîð òèïà (𝑘, 𝑙) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëèëèíåé-
íîå îòîáðàæåíèå èç

Lin𝑘+𝑙(E⃗
*, . . . , E⃗*⏟  ⏞  
𝑘 раз

, E⃗, . . . , E⃗⏟  ⏞  
𝑙 раз

; R).

Áàçèñ (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 è åãî äóàëüíûé, (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1, îïðåäåëÿþò èçîìîðôèçì Θ :

𝑇 (𝑘, 𝑙)(E⃗) → R𝑛𝑘+𝑙

,

Θ : 𝑇 = 𝑇 𝑖1...𝑖𝑘 · · ·
· · · 𝑗1...𝑗𝑙 𝑒𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝑒𝑖𝑘 ⊗ 𝑒𝑗1 ⊗ · · · ⊗ 𝑒𝑗𝑙 ↦→

↦→ (𝑇 𝑖1...𝑖𝑘 · · ·
· · · 𝑗1...𝑗𝑙 )1⩽𝑖1, ..., 𝑖𝑘⩽𝑛, 1⩽𝑗1, ..., 𝑗𝑙⩽𝑛.

Òåíçîðíîå ïîëå òèïà (𝑘, 𝑙) íàE � ýòî îòîáðàæåíèå 𝑇 : 𝑂 → 𝑇 (𝑘, 𝑙)(E⃗).
Àðèôìåòèçàöèÿ îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå̃︀𝑇 = 𝑇 ∘D−1 : D(𝑂) → 𝑇 (𝑘, 𝑙)(E⃗).

Ó÷èòûâàÿ èçîìîðôèçì Θ, ïðèõîäèì ê êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ

̃︀̃︀𝑇 = Θ ∘ 𝑇 ∘D−1 : D(𝑂) → R𝑛𝑘+𝑙

.

Ãëàäêîñòü 𝑇 ðàâíîñèëüíà ãëàäêîñòè
̃︀̃︀𝑇 .
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2. Градиенты скалярных полей

2.1. Градиент скалярного поля в R𝑛

Ñêàëÿðíîå ïîëå â R𝑛 � ýòî ôóíêöèÿ 𝑓 : 𝑂 → R, ãäå 𝑂 ⊂ R𝑛 �
îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Åñëè ïîëå 𝑓 äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑂, òî

𝑓(𝑥+ ℎ) = 𝑓(𝑥) + 𝑓 ′(𝑥)[ℎ] + 𝑜(‖ℎ‖),

ãäå ℎ ∈ R𝑛 � òàêîé ýëåìåíò, ÷òî 𝑥 + ℎ ∈ 𝑂, à ‖ · ‖ � íîðìà â åâêëè-
äîâîé òîïîëîãèè. Êîâåêòîð 𝑓 ′(𝑥) ∈ (R𝑛)* áóäåì íàçûâàòü градиентом
скалярного поля 𝑓 в точке 𝑥.

Â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå ïîä ãðàäèåíòîì ïîíèìàåòñÿ íå êîâåêòîð
𝑓 ′(𝑥), à àññîöèèðîâàííûé ñ íèì ïî ìóçûêàëüíîìó èçîìîðôèçìó âåêòîð
grad 𝑓(𝑥) ∈ R𝑛:

grad 𝑓(𝑥) := (𝑓 ′(𝑥))♯,

òî åñòü, 𝑓 ′(𝑥)[ℎ] = (grad 𝑓(𝑥)|ℎ)R𝑛.
Åñëè 𝑓 äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó â 𝑂, òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

𝑓 ′ : 𝑂 → (R𝑛)*, 𝑥 ↦→ 𝑓 ′(𝑥),

èëè, ýêâèâàëåíòíî, îòîáðàæåíèå (âåêòîðíîå ïîëå)

grad 𝑓 : 𝑂 → R𝑛, 𝑥 ↦→ grad 𝑓(𝑥).

2.2. Градиент скалярного поля в E⃗

Ñêàëÿðíîå ïîëå â åâêëèäîâîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå E⃗ � ýòî îòîá-
ðàæåíèå 𝑓 : 𝑂 → R, çàäàííîå íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝑂 ⊂ E⃗. Ôèçè-
÷åñêèé ñìûñë îòîáðàæåíèÿ 𝑓 : ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè, çàâèñÿùàÿ îò
ïåðåìåùåíèé. Åñëè ïîëå 𝑓 äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑂, òî

𝑓(𝑥+ ℎ) = 𝑓(𝑥) + 𝑓 ′(𝑥)[ℎ] + 𝑜(‖ℎ‖),

ãäå ℎ ∈ E⃗ � òàêîé âåêòîð, ÷òî 𝑥 + ℎ ∈ 𝑂, à ‖ · ‖ � íîðìà, ïîðîæ-

äåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Êîâåêòîð 𝑓 ′(𝑥) ∈ E⃗* áóäåì íàçûâàòü
градиентом скалярного поля 𝑓 в точке 𝑥.
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Ìóçûêàëüíûé èçîìîðôèçì ïîçâîëÿåò àññîöèèðîâàòü ñ êîâåêòîðîì
𝑓 ′(𝑥) âåêòîð grad 𝑓(𝑥) ∈ E⃗:

grad 𝑓(𝑥) := (𝑓 ′(𝑥))♯,

òî åñòü, 𝑓 ′(𝑥)[ℎ] = (grad 𝑓(𝑥)|ℎ).
Â ñëó÷àå, êîãäà 𝑓 äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó â 𝑂, îïðåäåëåíû êîâåê-

òîðíîå ïîëå
𝑓 ′ : 𝑂 → E⃗*, 𝑥 ↦→ 𝑓 ′(𝑥),

è âåêòîðíîå ïîëå

grad 𝑓 : 𝑂 → E⃗, 𝑥 ↦→ grad 𝑓(𝑥).

2.3. Градиент скалярного поля в E

Ïðîñòðàíñòâà R𝑛 è E⃗ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà E.
Ïóñòü 𝑂 ⊂E � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à 𝑓 : 𝑂 →E � ñêàëÿðíîå ïîëå. Ñ
ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ åãî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîëå òåìïå-
ðàòóð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå 𝑓 äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x ∈E:

𝑓(x+ ℎ) = 𝑓(x) + ⟨𝑓 ′(x), ℎ⟩+ 𝑜(‖ℎ‖),

ãäå ℎ ∈ E⃗ � òàêîé âåêòîð, ÷òî x + ℎ ∈ 𝑂, à ‖ · ‖ � íîðìà, ïîðîæ-

äåííàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Êîâåêòîð 𝑓 ′(x) ∈ E⃗* áóäåì íàçûâàòü
градиентом скалярного поля 𝑓 в точке x.

Èñïîëüçóÿ ìóçûêàëüíûé èçîìîðôèçì, àññîöèèðóåì ñ êîâåêòîðîì
𝑓 ′(x) âåêòîð grad 𝑓(x) ∈ E⃗:

grad 𝑓(x) := (𝑓 ′(x))♯.

Òîãäà ⟨𝑓 ′(x), ℎ⟩ = (grad 𝑓(x)|ℎ). Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
(o, (𝑖𝑘)

𝑛
𝑘=1) âåêòîð grad 𝑓(x) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

grad 𝑓(x) = 𝜕𝑘𝑓(x)𝑖𝑘,

ãäå 𝜕𝑘𝑓(x) � îáû÷íûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

𝜕𝑘𝑓(x) = lim
𝑡→0

̃︀𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 + 𝑡, . . . , 𝑥𝑛)− ̃︀𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, . . . , 𝑥𝑛)
𝑡

.
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Åñëè 𝑓 äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó â𝑂, òî îïðåäåëåíû êîâåêòîðíîå ïîëå

𝑓 ′ : 𝑂 → E⃗*, x ↦→ 𝑓 ′(x),

è âåêòîðíîå ïîëå

grad 𝑓 : 𝑂 → E⃗, x ↦→ grad 𝑓(x).

Определение 5.1. Гладкое векторное поле 𝑢 : 𝑂 → E⃗ потенциально,
если 𝑢 = grad 𝑓 для некоторого гладкого скалярного поля 𝑓 : 𝑂 → R.
Такое скалярное поле 𝑓 называется потенциалом 𝑢.

Ïîòåíöèàë îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî: åñëè 𝑓0
� ïîòåíöèàë 𝑢, à 𝑐 ∈ R, òî ïîëå 𝑓 = 𝑓0 + 𝑐 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì
𝑢.

Замечание 5.1. В физических приложениях часто используется опре-
деление со знаком «минус»: 𝐹 = − grad𝑈 для силы 𝐹 и потенциала 𝑈 .

Пример 5.1. Примеры сил, имеющих потенциал:

∙ Ньютонова гравитационная сила взаимодействия между двумя
материальными точками равна 𝐹 grav = − grad𝑈grav, где гравита-

ционный потенциал 𝑈grav имеет вид 𝑈grav(𝑟) = −𝐺𝑚1𝑚2

𝑟
, в кото-

ром 𝐺 — гравитационная постоянная, 𝑚1, 𝑚2 — массы частиц,
а 𝑟 = ‖𝑟‖ — длина радиус-вектора от одной частицы к другой.

∙ Гармоническая сила 𝐹 harm(𝑟) = −𝑘𝑟, где 𝑘 — постоянная, явля-

ется потенциальной: 𝐹 harm = − grad𝑈harm, где 𝑈harm =
1

2
𝑘𝑟2.

2.4. Градиент векторных и тензорных полей

Градиент векторного поля в R𝑛

Âåêòîðíîå ïîëå â R𝑛 � ýòî îòîáðàæåíèå 𝑢 : 𝑂 → R𝑛, çàäàííîå íà
îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝑂 ⊂ R𝑛. Åñëè îíî äèôôåðåíöèðóåìî â 𝑥 ∈ 𝑂, òî

𝑢(𝑥+ ℎ) = 𝑢(𝑥) + 𝑢′(𝑥)[ℎ] + 𝑜(‖ℎ‖),
ãäå 𝑢′(𝑥) ∈ Lin(R𝑛; R𝑛). Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝑢′(𝑥) íàçûâàåòñÿ гради-
ентом векторного поля 𝑢 в точке 𝑥. Åñëè 𝑢 äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó
íà 𝑂, òî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

𝑢′ : 𝑂 → Lin(R𝑛; R𝑛), 𝑢′ : 𝑥 ↦→ 𝑢′(𝑥).
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Градиент векторного поля в E⃗

Âåêòîðíîå ïîëå â E⃗ � ýòî îòîáðàæåíèå 𝑢 : 𝑂 → E⃗, çàäàííîå íà
îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝑂 ⊂ E⃗. Åñëè îíî äèôôåðåíöèðóåìî â 𝑥 ∈ 𝑂, òî

𝑢(𝑥+ ℎ) = 𝑢(𝑥) + 𝑢′(𝑥)[ℎ] + 𝑜(‖ℎ‖),

ãäå 𝑢′(𝑥) ∈ Lin(E⃗; E⃗). Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝑢′(𝑥) íàçûâàåòñÿ гра-
диентом векторного поля 𝑢 в точке 𝑥. Åñëè 𝑢 äèôôåðåíöèðóåìî
âñþäó íà 𝑂, òî îïðåäåëåíî òåíçîðíîå ïîëå

𝑢′ : 𝑂 → Lin(E⃗; E⃗), 𝑢′ : 𝑥 ↦→ 𝑢′(𝑥).

Градиент векторного поля в E

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé. Îòîáðàæåíèå 𝑢 : 𝑂 → E⃗, çàäàííîå íà
îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝑂 ⊂E, ïðåäñòàâëÿåò âåêòîðíîå ïîëå âE. Åñëè îíî
äèôôåðåíöèðóåìî â x ∈ 𝑂, òî

𝑢(x+ ℎ) = 𝑢(x) + 𝑢′(x)[ℎ] + 𝑜(‖ℎ‖),

ãäå 𝑢′(x) ∈ Lin(E⃗; E⃗). Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝑢′(x) íàçûâàåòñÿ гради-
ентом векторного поля 𝑢 в точке x.

Çíà÷åíèå ãðàäèåíòà íà âåêòîðå ℎ ∈ E⃗ åñòü ïðåäåë

𝑢′(x)[ℎ] = lim
𝑡→0

𝑢(x+ 𝑡ℎ)− 𝑢(x)

𝑡
.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (o, (𝑖𝑘)
𝑛
𝑘=1) ïîëå 𝑢 èìååò âèä 𝑢 = 𝑢𝑘𝑖𝑘,

à òåíçîð 𝑢′(x) èìååò ïðåäñòàâëåíèå

𝑢′(x) = 𝜕𝑗𝑢
𝑘(x)𝑖𝑘 ⊗ 𝑖𝑗,

ãäå 𝜕𝑗𝑢
𝑘(x) � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

𝜕𝑗𝑢
𝑘(x) = lim

𝑡→0

̃︀𝑢𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗 + 𝑡, . . . , 𝑥𝑛)− ̃︀𝑢𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗, . . . , 𝑥𝑛)
𝑡

.

Çäåñü ̃︀𝑢𝑘 � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ 𝑢𝑘.
Åñëè 𝑢 äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó íà 𝑂, òî îïðåäåëåíî òåíçîðíîå ïîëå

𝑢′ : 𝑂 → Lin(E⃗; E⃗), 𝑢′ : x ↦→ 𝑢′(x).
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Градиент тензорного поля

Ïóñòü 𝑂 ⊂ E � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, 𝑇 : 𝑂 → Lin(E⃗; E⃗) � òåí-
çîðíîå ïîëå âòîðîãî ðàíãà íà E. Åñëè îíî äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷-
êå x ∈ 𝑂, òî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå
𝑇 ′(x) ∈ Lin(E⃗; Lin(E⃗; E⃗)):

𝑇 (x+ ℎ) = 𝑇 (x) + 𝑇 ′(x)[ℎ] + 𝑜(‖ℎ‖),

ãäå òðàíñëÿöèîííûé âåêòîð ℎ ∈ E⃗ òàêîâ, ÷òî x+ℎ ∈ 𝑂. Áóäåì íàçûâàòü
ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝑇 ′(x) градиентом тензорного поля 𝑇 в точке
x. Èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì

Lin(E⃗; Lin(E⃗; E⃗)) → Lin2(E⃗, E⃗; E⃗), 𝑈 ↦→ 𝑢(⃗ℎ1, ℎ⃗2) = (𝑈 ℎ⃗1)⃗ℎ2,

ãðàäèåíò 𝑇 ′(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç

E⃗ × E⃗ â E⃗.
Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (o, (𝑖𝑘)

𝑛
𝑘=1) ïîëå 𝑇 èìååò âèä

𝑇 = 𝑇 𝑘 ··𝑠 𝑖𝑘 ⊗ 𝑖𝑠, à ãðàäèåíò 𝑇 ′(x) � ïðåäñòàâëåíèå

𝑇 ′(x) = 𝜕𝑗𝑇
𝑘 ·
·𝑠 (x)𝑖𝑘 ⊗ 𝑖𝑠 ⊗ 𝑖𝑗,

â êîòîðîì 𝜕𝑗𝑇
𝑘 ·
·𝑠 (x) � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:

𝜕𝑗𝑇
𝑘 ·
·𝑠 (x) = lim

𝑡→0

̃︀𝑇 𝑘 ··𝑠 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑗 + 𝑡, . . . , 𝑥𝑛)− ̃︀𝑇 𝑘 ··𝑠 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑗, . . . , 𝑥𝑛)
𝑡

.

Çäåñü ̃︀𝑇 𝑘 ··𝑠 � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëÿ 𝑇 𝑘 ··𝑠 .

3. Дивергенция векторных и тензорных по-

лей

3.1. Дивергенция векторного поля в R𝑛

Ïóñòü 𝑢 : 𝑂 → R𝑛 � âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå íà îòêðûòîì
ìíîæåñòâå 𝑂 ⊂ R𝑛 è äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑂. Îíî èìååò ïðåä-
ñòàâëåíèå 𝑢 = 𝑢𝑘𝐼𝑘, ãäå (𝐼𝑘)

𝑛
𝑘=1, 𝐼𝑘 = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), � áàçèñ R𝑛.

Дивергенцией 𝑢 в точке 𝑥 íàçûâàåòñÿ ñêàëÿð div 𝑢(𝑥), îïðåäåëåííûé
ðàâåíñòâîì:

div 𝑢(𝑥) = 𝜕𝑘𝑢
𝑘(𝑥),

ãäå 𝜕𝑖𝑢
𝑗(𝑥) � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå.
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3.2. Дивергенция векторного поля в E

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå 𝑢 : 𝑂 → E⃗, çàäàííîå íà îòêðûòîì ìíî-
æåñòâå 𝑂 ⊂ E è äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå x ∈ 𝑂. Дивергенция 𝑢 в
точке x � ýòî ñêàëÿð

div𝑢(x) := tr[𝑢′(x)],

îïðåäåëÿåìûé êàê ñëåä ãðàäèåíòà 𝑢′(x). Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò (o, (𝑖𝑘)

𝑛
𝑘=1) äèâåðãåíöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

div𝑢(x) = 𝜕𝑘𝑢
𝑘(x).

Åñëè 𝑢 äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó â𝑂, òî îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïîëå, ïîëå
äèâåðãåíöèè

div𝑢 : 𝑂 → R, x ↦→ div𝑢(x).

3.3. Дивергенция тензорного поля

Ïóñòü òåíçîðíîå ïîëå 𝑇 : 𝑂 → Lin(E⃗; E⃗), çàäàííîå íà îòêðûòîì
ìíîæåñòâå 𝑂 ⊂ E, äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x ∈ 𝑂. Òîãäà òðàíñïîíè-
ðîâàííîå òåíçîðíîå ïîëå 𝑇 T : 𝑂 → Lin(E⃗; E⃗) òàêæå äèôôåðåíöèðóåìî
â òî÷êå x ∈ 𝑂. Дивергенцией поля 𝑇 в точке x íàçûâàåòñÿ åäèí-
ñòâåííûé âåêòîð div𝑇 (x) ∈ E⃗, äëÿ êîòîðîãî ðàâåíñòâî

(𝑢| div𝑇 (x)) = div{𝑇 T(x)[𝑢]},

âûïîëíåíî ïðè ëþáîì âåêòîðå 𝑢 ∈ E⃗. Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà �
äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (o, (𝑖𝑘)
𝑛
𝑘=1), åñëè 𝑇 = 𝑇 𝑘·· 𝑙 𝑖𝑘 ⊗ 𝑖𝑙, òî

div𝑇 (x) = 𝜕𝑙𝑇
𝑘·
· 𝑙 𝑖𝑘. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà 𝑇 äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó â 𝑂,

îïðåäåëåíî âåêòîðíîå ïîëå

div𝑇 : 𝑂 → E⃗, x ↦→ div𝑇 (x).

3.4. Ротор (вихрь) векторных и тензорных полей

Â íàñòîÿùåì ïóíêòå 𝑛 = 3.
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3.5. Ротор векторного поля в R3

Ïóñòü 𝑢 : 𝑂 → R3 � âåêòîðíîå ïîëå, îïðåäåëåííîå íà îòêðûòîì ìíî-
æåñòâå 𝑂 ⊂ R3 è äèôôåðåíöèðóåìîå â òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑂. Äëÿ íåãî ñïðàâåä-
ëèâî ðàçëîæåíèå 𝑢 = 𝑢𝑘𝐼𝑘, ãäå 𝐼1 = (1, 0, 0), 𝐼2 = (0, 1, 0), 𝐼3 = (0, 0, 1).
Ротором (вихрем) 𝑢 в точке 𝑥 íàçûâàåòñÿ âåêòîð curl𝑢(𝑥), ðåçóëüòàò
âû÷èñëåíèÿ ôîðìàëüíîãî îïðåäåëèòåëÿ

curl𝑢(𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝐼1 𝐼2 𝐼3
𝜕1 𝜕2 𝜕3
𝑢1 𝑢2 𝑢3

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

3.6. Ротор векторного поля в E

Ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ â íåêîòîðîé òî÷êå � ýòî âåêòîð, êîòîðûé àññî-
öèèðóåòñÿ ñ àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòüþ ãðàäèåíòà âåêòîðíîãî ïîëÿ. Áî-
ëåå ôîðìàëüíî, ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå 𝑢 : 𝑂 → E⃗, çàäàííîå íà îòêðû-
òîì ìíîæåñòâå 𝑂 ⊂ E, äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x ∈ 𝑂. Ротором
(вихрем) 𝑢 в точке x íàçûâàåòñÿ âåêòîð curl𝑢(x), óäîâëåòâîðÿþùèé
ðàâåíñòâó

(𝑢′(x)− (𝑢′)T(x))𝑣 = (curl𝑢(x))× 𝑣,

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà 𝑣. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñèìâîë × îáîçíà÷àåò
âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (o, (𝑖𝑘)

3
𝑘=1),

åñëè 𝑢 = 𝑢𝑘𝑖𝑘, òî
curl𝑢(x) = 𝑒𝑠𝑘𝑞𝛿𝑞𝑙𝜕𝑘𝑢

𝑙(x)𝑖𝑠.

Åñëè ïîëå 𝑢 äèôôåðåíöèðóåìî âñþäó â 𝑂, òî îïðåäåëåíî âåêòîðíîå
ïîëå

curl𝑢 : 𝑂 → E⃗, x ↦→ curl𝑢(x).

3.7. Ротор тензорного поля в E

Ïóñòü òåíçîðíîå ïîëå âòîðîãî ðàíãà 𝑇 : 𝑂 → Lin(E⃗; E⃗) îïðåäåëåíî íà
îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝑂 ⊂ E è äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå x ∈ 𝑂. Òîãäà
ðîòîð (âèõðü) ïîëÿ 𝑇 â òî÷êå x � ýòî åäèíñòâåííûé òåíçîð âòîðîãî
ðàíãà curl𝑇 (x), óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

(curl𝑇 (x))𝑢 = curl{𝑇 T(x)[𝑢]},
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äëÿ ëþáîãî âåêòîðà 𝑢 ∈ E⃗. Åñëè 𝑇 = 𝑇 𝑠 ··𝑘 𝑖𝑠 ⊗ 𝑖𝑘, â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò (o, (𝑖𝑘)

3
𝑘=1), òî

curl𝑇 (x) = 𝑒𝑠𝑟𝑞𝛿𝑘𝑙𝜕𝑟𝑇
𝑙 ·
·𝑞 (x)𝑖𝑠 ⊗ 𝑖𝑘.

Åñëè 𝑇 äèôôåðåíöèðóåìî âî âñåõ òî÷êàõ 𝑂, òî îïðåäåëåíî òåíçîðíîå
ïîëå

curl𝑇 : 𝑂 → Lin(E⃗; E⃗), x ↦→ curl𝑇 (x).
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ГЛАВА 6

Геометрическая теория уравнений в частных

производных

1. Уравнения в частных производных: об-

щие определения и примеры

Ñîäåðæàíèå íàñòîÿùåé ãëàâû îñíîâàíî íà ìîíîãðàôèÿõ [1, 2].

Определение 6.1. Уравнением в частных производных называ-
ется уравнение вида

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧, . . . ; 𝑢; 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧, . . . , 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑦, . . .) = 0,

где

∙ 𝐹 — заданная функция; 𝐹 : R𝑘 → R или 𝐹 : C𝑘 → C;

∙ 𝑢 — искомая функция; 𝑢 : R𝑛 ⊃ 𝐷 → R или 𝑢 : C𝑛 ⊃ 𝐷 → C;

∙ 𝑢𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝑢𝑦 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
, . . ., 𝑢𝑥𝑥 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 𝑢𝑥𝑦 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
, . . .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè 𝐹 , 𝑢 òðåáóåìîå ÷èñëî ðàç íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû.
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Определение 6.2. Порядком уравнения называется порядок стар-
шей производной, входящей в 𝐹 .

Определение 6.3. Уравнение в частных производных называется:

∙ линейным, если функция 𝐹 линейна относительно 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, . . .

∙ квазилинейным, если функция 𝐹 линейна относительно стар-
ших производных.

Â ñëó÷àå äâóõ ïåðåìåííûõ ðåøåíèå 𝑢(𝑥, 𝑦) ãåîìåòðè÷åñêè ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ¾èíòåãðàëüíóþ ïîâåðõíîñòü¿ (ñì. Ðèñ. 6.1).

Ðèñ. 6.1. Èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü

Пример 6.1. Обыкновенное дифференциальное уравнение является
частным случаем уравнения в частных производных:

𝐹 (𝑥; 𝑢; 𝑢′, 𝑢′′, . . .) = 0.

Его решение зависит от постоянных интегрирования:

𝑢 = 𝜙(𝑥; 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛). (6.1.1)

Например,

𝑢′′ = 0 ⇒ 𝑢 = 𝑐1 + 𝑐2𝑥,

𝑢′′ + 𝜔2𝑢 = 0 ⇒ 𝑢 = 𝑐1 sin(𝜔𝑥) + 𝑐2 cos(𝜔𝑥),

𝑥2𝑢′′ + 𝑥𝑢′ + (𝑥2 − 𝛼2)𝑢 = 0 ⇒ 𝑢 = 𝑐1𝐽𝛼(𝑥) + 𝑐2𝑌𝛼(𝑥),

где последнее уравнение — уравнение Бесселя.
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Важно отметить, что по данному решению (6.1.1) можно одно-
значно определить 𝐹 , исключая постоянные интегрирования из ра-
венств:

𝑢 = 𝜙(𝑥; 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛),

𝑢′ = 𝜙′(𝑥; 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛),

. . .

𝑢(𝑛) = 𝜙(𝑛)(𝑥; 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐𝑛).

Например,

𝑢 = 𝑐1 sin(𝜔𝑥) + 𝑐2 cos(𝜔𝑥),

𝑢′ = 𝜔𝑐1 cos(𝜔𝑥)− 𝜔𝑐2 sin(𝜔𝑥),

𝑢′′ = −𝜔2𝑐1 sin(𝜔𝑥)− 𝜔2𝑐2 cos(𝜔𝑥),

поэтому 𝑢′′ + 𝜔2𝑢 = 0.

Â îòëè÷èå îò îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

1) àíàëîã ¾îáùåãî ðåøåíèÿ¿ ñîäåðæèò ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè,

2) ¾îáùåå ðåøåíèå¿ íå èñ÷åðïûâàåò âñå ðåøåíèÿ; ñóùåñòâóþò ¾îñîáûå
ðåøåíèÿ¿.

Пример 6.2. Уравнение 𝑢𝑦 = 0 имеет решение 𝑢 = 𝜔(𝑥), где 𝜔 —
произвольная функция.

Пример 6.3. Уравнение 𝑢𝑥𝑦 = 0 имеет решение 𝑢 = 𝜔(𝑥) + 𝜈(𝑦), в
котором 𝜔 и 𝜈 — произвольные функции.

Пример 6.4. Решение «неоднородного» дифференциального уравнения
𝑢𝑥𝑦 = 𝑓 имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑦) =

𝑥∫︁
𝑥0

𝑦∫︁
𝑦0

𝑓(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 + 𝜔(𝑥) + 𝜈(𝑦),
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где 𝜔(𝑥) + 𝜈(𝑦) — решение однородного дифференциального уравнения.
Решение неоднородного уравнения можно представить иначе:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁
𝐷

𝑓(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜉 𝑑𝜂 + 𝜔(𝑥) + 𝜈(𝑦).

Здесь 𝐷 — область, ограниченная кривой 𝐶 (Рис. 6.2).

Ðèñ. 6.2. Îáëàñòü 𝐷, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé 𝐶

Дифференцирование 𝑢 по 𝑥 и отдельно по 𝑦 дает

𝑢𝑥 =

𝑦∫︁
𝑔(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝜂) 𝑑𝜂 + 𝜔′(𝑥),

𝑢𝑦 =

𝑥∫︁
ℎ(𝑦)

𝑓(𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉 + 𝜈 ′(𝑦).

Если положить 𝜔(𝑥) = 𝜂(𝑦) = 0, то 𝑢 = 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦 = 0 для всех точек 𝐶.
Таким образом, мы получили решение начальной задачи (задачи Коши).

Пример 6.5. Рассмотрим уравнение 𝑢𝑥 = 𝑢𝑦. Произведем замену пе-
ременных:

𝜉 = 𝑥+ 𝑦, 𝜂 = 𝑥− 𝑦,

тогда 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜔(𝜉, 𝜂). Вычисляя производные, получаем:

𝑢𝑥 = 𝜔𝜉𝜉𝑥 + 𝜔𝜂𝜂𝑥 = 𝜔𝜉 + 𝜔𝜂,

𝑢𝑦 = 𝜔𝜉𝜉𝑦 + 𝜔𝜂𝜂𝑦 = 𝜔𝜉 − 𝜔𝜂.
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Тогда в новых переменных дифференциальное уравнение примет вид

𝜔𝜂 = 0.

Согласно полученному уравнению, 𝜔 является функцией только от 𝜉.
В этой связи,

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜔(𝜉) = 𝜔(𝑥+ 𝑦).

Установленный результат легко обобщить на уравнение

𝛼𝑢𝑥 + 𝛽𝑢𝑦 = 0,

в котором 𝛼 и 𝛽 — постоянные. Его решение имеет вид 𝑢 = 𝜔(𝛽𝑥−𝛼𝑦).

Пример 6.6. Якобиан функций 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑔(𝑥, 𝑦) равен

𝐽 =
𝜕(𝑢, 𝑔)

𝜕(𝑥, 𝑦)
=

⃒⃒⃒⃒
𝑢𝑥 𝑢𝑦
𝑔𝑥 𝑔𝑦

⃒⃒⃒⃒
= 𝑢𝑥𝑔𝑦 − 𝑢𝑦𝑔𝑥.

Полагая, что функция 𝑔 задана, получаем уравнение в частных произ-
водных, соответствующее 𝐽 = 0:

𝑢𝑥𝑔𝑦 − 𝑢𝑦𝑔𝑥 = 0.

Его решение имеет вид 𝑢 = 𝜔(𝑔(𝑥, 𝑦)), где 𝜔 — произвольная функция,
и характеризует зависимость между 𝑢 и 𝑔.

Пример 6.7. Обобщая дифференциальное уравнение из Примера 6.6,
рассмотрим квазилинейное уравнение:

𝜔𝑥𝑔𝑦(𝑥, 𝑦, 𝜔)− 𝜔𝑦𝑔𝑥(𝑥, 𝑦, 𝜔) = 0.

Здесь 𝑔 является функцией трех переменных: независимых переменных
𝑥, 𝑦 и искомой функции 𝜔(𝑥, 𝑦). Пусть 𝛾(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜔(𝑥, 𝑦)), тогда

𝜔𝑥𝛾𝑦 − 𝜔𝑦𝛾𝑥 = 𝜔𝑥𝑔𝑦 − 𝜔𝑦𝑔𝑥 + 𝜔𝑥𝑔𝜔𝜔𝑦 − 𝜔𝑦𝑔𝜔𝜔𝑥 = 0.

Таким образом,
𝜔(𝑥, 𝑦) = 𝑊 [𝑔(𝑥, 𝑦, 𝜔(𝑥, 𝑦))],

что является неявным способом задания функции 𝜔.
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Например, если
𝛼(𝜔)𝜔𝑥 − 𝛽(𝜔)𝜔𝑦 = 0,

то
𝜔 = 𝑊 [𝛼(𝜔)𝑦 + 𝛽(𝜔)𝑥].

В частном случае, если уравнение имеет вид 𝑣𝑡 + 𝑣𝑣𝑥 = 0 (ускорение
всех частиц равно нулю), то 𝑣 = 𝑊 (𝑡𝑣 − 𝑥).

Пример 6.8. Рассмотрим уравнение второго порядка:

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 = 0.

Производя замену переменных

𝜉 = 𝑥+ 𝑦, 𝜂 = 𝑥− 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜔(𝜉, 𝜂),

получаем упрощенное уравнение

𝜔𝜉𝜂 = 0.

Его решение имеет вид: 𝜔(𝜉, 𝜂) = 𝜈1(𝜉)+𝜈2(𝜂), где 𝜈1, 𝜈2 — произвольные
функции. Тогда

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜈1(𝑥+ 𝑦) + 𝜈2(𝑥− 𝑦).

Обобщением рассмотренного уравнения является уравнение колеба-
ний струны:

𝑢𝑥𝑥 −
1

𝜇2
𝑢𝑦𝑦 = 0.

Используя аналогичную замену переменных, приходим к решению
Д’Аламбера

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜈1(𝑥+ 𝜇𝑦) + 𝜈2(𝑥− 𝜇𝑦).

Пример 6.9. Возьмем в примере 6.7 𝜇 = 𝑖 =
√
−1, тогда получим

уравнение Лапласа
Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0.

В качестве функций 𝜈1 и 𝜈2 выберем функцию 𝑧𝑛, 𝑛 ∈ N. Тогда

(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛 = 𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑄𝑛(𝑥, 𝑦),

(𝑥− 𝑖𝑦)𝑛 = 𝑃𝑛(𝑥, 𝑦)− 𝑖𝑄𝑛(𝑥, 𝑦),
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где 𝑃𝑛 и 𝑄𝑛 — многочлены. Они также являются решениями уравне-
ния Лапласа (гармоническими функциями), поскольку оператор Δ ли-
неен, и

Δ(𝑥+ 𝑖𝑦)𝑛 = 0 ⇒ Δ(𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑄𝑛(𝑥, 𝑦)) = 0,

⇒ Δ𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑖Δ𝑄𝑛(𝑥, 𝑦) = 0,

⇒ Δ𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) = 0 и Δ𝑄𝑛(𝑥, 𝑦) = 0.

Перейдем в полярную систему координат

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃.

Многочлены 𝑃𝑛 и 𝑄𝑛 примут вид

𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝑛 cos(𝑛𝜃), 𝑄𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝑛 sin(𝑛𝜃),

а уравнение Лапласа —

Δ𝑢 = 𝑢𝑟𝑟 +
1

𝑟
𝑢𝑟 +

1

𝑟2
𝑢𝜃𝜃.

Обобщим рассмотренный пример, заменив 𝑛 ∈ N на 𝛼 ∈ R. Тогда
решения примут вид

𝑟𝛼 cos(𝛼𝜃), и 𝑟𝛼 sin(𝛼𝜃).

В силу линейности Δ, сумма решений также является решением.
Значит, интегралы — это тоже решения:

𝑏∫︁
𝑎

𝜔(𝛼)𝑟𝛼 cos(𝛼𝜃) 𝑑𝛼, и

𝑏∫︁
𝑎

𝜈(𝛼)𝑟𝛼 sin(𝛼𝜃) 𝑑𝛼.

Здесь 𝜔, 𝜈 — произвольные функции, такие, что интегралы дважды
непрерывно дифференцируемы.

Пример 6.10. Рассмотрим бигармоническое уравнение ΔΔ𝑢 = 0.
В явном виде оно имеет вид

𝑢𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑢𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑢𝑦𝑦𝑦𝑦 = 0.
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Замена переменных

𝜉 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝜂 = 𝑥− 𝑖𝑦,

преобразует уравнение к виду

𝑢𝜉𝜉𝜂𝜂 = 0.

Решение полученного уравнения имеет вид (Гурса):

𝑢(𝜉, 𝜂) = 𝜔(𝜂) + 𝜉𝜔1(𝜂) + 𝜈(𝜉) + 𝜂𝜈1(𝜉),

где 𝜔, 𝜔1, 𝜈, 𝜈1 — произвольные функции.

2. Уравнения в частных производных для

заданных семейств функций

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó: ìîæíî ëè ïîñòðîèòü óðàâíåíèå â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ 𝑛 íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, ðåøåíèåì êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ çàäàííîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé, çàâèñÿùåå îò произвольных
ôóíêöèé (𝑛− 1) ïåðåìåííûõ?

Ïóñòü äàíî: (𝑛 = 2)

𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜔(𝑔(𝑥, 𝑦))),

ãäå 𝑓 è 𝑔 � çàäàííûå ôóíêöèè, à 𝜔 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî
ïåðåìåííîãî. Äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷àåì:

𝑢𝑥 = 𝑓𝑥 + 𝑓𝜔𝜔
′𝑔𝑥,

𝑢𝑦 = 𝑓𝑦 + 𝑓𝜔𝜔
′𝑔𝑦.

Èñêëþ÷àÿ 𝑓𝜔𝜔
′, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

(𝑢𝑥 − 𝑓𝑥)𝑔𝑦 − (𝑢𝑦 − 𝑓𝑦)𝑔𝑥 = 0.

Замечание 6.1. Пришли к уравнению специального вида — линейно-
му. Следовательно, предложенное семейство не является достаточно
общим для того, чтобы прийти к произвольному уравнению первого
порядка.
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Пример 6.11. Рассмотрим функцию

𝑢 = 𝜔(𝑥𝑦),

где 𝜔 — произвольная функция одного переменного. Геометрически, 𝑢
является поверхностью, линии уровня которой — равносторонние ги-
перболы. Дифференцируя, получаем

𝑢𝑥 = 𝑦𝜔′, 𝑢𝑦 = 𝑥𝜔′.

Исключая 𝜔′, приходим к уравнению

𝑥𝑢𝑥 − 𝑦𝑢𝑦 = 0.

Пример 6.12. Рассмотрим совокупность всех поверхностей враще-
ния:

𝑢 = 𝜔(𝑥2 + 𝑦2).

Выполняя дифференцирование, приходим к дифференциальному уравне-
нию

𝑦𝑢𝑥 − 𝑥𝑢𝑦 = 0.

Пример 6.13. Линейчатые поверхности могут быть описаны в общем
виде функцией

𝑢 = 𝜔
(︁𝑥
𝑦

)︁
Ей соответствует уравнение

𝑥𝑢𝑥 + 𝑦𝑢𝑦 = 0.

Пример 6.14. Развертывающиеся поверхности — это огибающие
однопараметрического семейства плоскостей. За исключением цилин-
дров с осью, перпендикулярной плоскости 𝑥0𝑦, все такие поверхности
задаются уравнением:

𝑢 = 𝛼𝑥+ 𝜔(𝛼)𝑦 + 𝜈(𝛼),

где функция 𝛼 = 𝛼(𝑥, 𝑦) такова, что 𝑥+ 𝜔′(𝛼)𝑦+ 𝜈 ′(𝛼). Первые произ-
водные 𝑢 имеют вид:

𝑢𝑥 = 𝛼, 𝑢𝑦 = 𝜔(𝛼).
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Следовательно, 𝑢𝑦 = 𝜔(𝑢𝑥). Дифференцируя еще раз, получаем:

𝑢𝑦𝑦 = 𝜔′𝑢𝑥𝑦, 𝑢𝑥𝑦 = 𝜔′𝑢𝑥𝑥.

Окончательно,
𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦 − 𝑢2𝑥𝑦 = 0.

3. Системы уравнений

3.1. Взаимосвязь систем с уравнениями более высо-

кого порядка

Äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèÿ ñèñòåì ýê-
âèâàëåíòíà òåîðèè îäíîãî îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ. Íàïðèìåð, îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦′′) = 0

çàìåíîé 𝑦′ = 𝑧 ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà:

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑧′) = 0,

𝑦′ − 𝑧 = 0.

Îáðàòíî, ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèé 𝑦, 𝑧,

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑦′, 𝑧′) = 0,

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑦′, 𝑧′) = 0,
(6.3.1)

ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê îäíîìó îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ îòíîñèòåëüíî 𝑦, åñëè

𝑓𝑧𝑔𝑧′ − 𝑓𝑧′𝑔𝑧 ̸= 0.

Ïðè ýòîì óñëîâèè óðàâíåíèÿ (6.3.1) ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî 𝑧 è
𝑧′:

𝑧′ = 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑦′), 𝑧 = 𝜓(𝑥, 𝑦, 𝑦′).

Äèôôåðåíöèðóÿ âòîðîå óðàâíåíèå è èñêëþ÷àÿ 𝑧′, ïîëó÷èì

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑦′)− 𝜓𝑥 − 𝜓𝑦𝑦
′ − 𝜓𝑦′𝑦

′′ = 0.
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Äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñèòóàöèÿ ñëîæíåå. Ñèñòåìà
óðàâíåíèé ìîæåò íå èìåòü ýêâèâàëåíòíîãî óðàâíåíèÿ áîëåå âûñîêîãî
ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà:

𝐹 (𝑥, 𝑦; 𝑢; 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑦, 𝑢𝑦𝑦) = 0.

Ïîäñòàíîâêà 𝑢𝑥 = 𝑝, 𝑢𝑦 = 𝑞 ïðèâîäèò ê ñèñòåìå⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹 (𝑥, 𝑦; 𝑢; 𝑝, 𝑞, 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, 𝑞𝑦) = 0,

𝑢𝑥 − 𝑝 = 0,

𝑢𝑦 − 𝑞 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê ñè-
ñòåìå óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (âåñüìà ñïåöèàëüíîãî âèäà). Âìåñòå ñ
òåì, îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, â îáùåì ñëó÷àå, íåâåðíî. Ðàññìîòðèì êîíòð-
ïðèìåð.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èìååò âèä:{︃
𝑢𝑥 + 𝑣𝑦 = −𝑦𝑢,
𝑢𝑦 + 𝑣𝑥 = 𝑦𝑣.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü 𝑣, ïîâûñèì ïîðÿäîê ñèñòåìû:{︃
𝑢𝑥𝑥 + 𝑣𝑥𝑦 = −𝑦𝑢𝑥,
𝑢𝑦𝑦 + 𝑣𝑥𝑦 = 𝑣 + 𝑦𝑣𝑦.

Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑣 + 𝑦𝑣𝑦 + 𝑦𝑢𝑥.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû âûðàçèì 𝑣𝑦 è ïîäñòàâèì â ïî-
ëó÷åííîå ðàâåíñòâî. Ýòî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

𝑣 = 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑦2𝑢.

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ äëÿ 𝑣 â êàæäîå óðàâíåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû
äàåò äâà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

𝜕

𝜕𝑦
(𝑦2𝑢+ 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥) + 𝑢𝑥 + 𝑦𝑢 = 0

è
𝜕

𝜕𝑥
(𝑦2𝑢+ 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥) + 𝑢𝑦 − 𝑦(𝑦2𝑢+ 𝑢𝑦𝑦 − 𝑢𝑥𝑥) = 0.
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3.2. Исключение неизвестных из линейной системы

с постоянными коэффициентами

Ïóñòü

∙ 𝑢, 𝑣, 𝑤, . . . � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè (𝑛 øòóê),

∙ 𝑥, 𝑦, 𝑧, . . . � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå,

∙ 𝑃1, 𝑄𝑖, . . . � ôîðìàëüíûå ïîëèíîìû îò ñèìâîëîâ
𝜕

𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
, . . .,

òî åñòü

𝑃𝑖

(︁ 𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
, . . .

)︁
=
∑︁

𝑎𝑖𝜈1𝜈2...
𝜕𝜈1+𝜈2+𝜈3+···

𝜕𝑥𝜈1𝜕𝑦𝜈2𝜕𝑧𝜈3 . . .
,

ãäå 𝑎𝑖𝜈1𝜈2... � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû.

Ñèñòåìà 𝑛 óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 𝑛 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé èìååò
âèä:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑃1

(︁ 𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
, . . .

)︁
𝑢+𝑄1

(︁ 𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
, . . .

)︁
𝑣+· · ·=𝑔1(𝑥, 𝑦, . . .),

𝑃2

(︁ 𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
, . . .

)︁
𝑢+𝑄2

(︁ 𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
, . . .

)︁
𝑣+· · ·=𝑔2(𝑥, 𝑦, . . .),

. . .

𝑃𝑛

(︁ 𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
, . . .

)︁
𝑢+𝑄𝑛

(︁ 𝜕
𝜕𝑥
,
𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
, . . .

)︁
𝑣+· · ·=𝑔𝑛(𝑥, 𝑦, . . .).

Ðåøèòü ñèñòåìó ìîæíî ìåòîäîì ôîðìàëüíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî èñêëþ÷å-
íèÿ, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Êðàìåðà:

𝐷𝑢 = 𝐺1, 𝐷𝑣 = 𝐺2, . . . ,

ãäå

𝐷 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑃1 𝑄1 . . .
𝑃2 𝑄2 . . .
. . . . . . . . .
𝑃𝑛 𝑄𝑛 . . .

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , 𝐺1 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑔1 𝑄1 . . .
𝑔2 𝑄2 . . .
. . . . . . . . .
𝑔𝑛 𝑄𝑛 . . .

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ , è ò.ä.
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Определенные, переопределенные и недоопределенные систе-
мы

Ïóñòü èìåþòñÿ ℎ íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ñ 𝑚 íåèçâåñòíûìè ôóíê-
öèÿìè. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

∙ ℎ = 𝑚 � определенная система;

∙ ℎ > 𝑚 � переопределенная система;

∙ ℎ < 𝑚 � недоопределенная система.

Пример 6.15. Система Коши–Римана относительно 𝑢(𝑥, 𝑦) и 𝑣(𝑥, 𝑦)
имеет вид:

𝑢𝑥 − 𝑣𝑦 = 0,

𝑢𝑦 + 𝑣𝑥 = 0,

и является определенной системой. Дифференцирование каждого урав-
нения по 𝑥 и по 𝑦 приводит к двум системам:{︃

𝑢𝑥𝑥 − 𝑣𝑥𝑦 = 0,

𝑢𝑦𝑦 + 𝑣𝑥𝑦 = 0,

{︃
𝑢𝑥𝑦 − 𝑣𝑦𝑦 = 0,

𝑢𝑥𝑦 + 𝑣𝑥𝑥 = 0.

Каждая из полученных систем сводится к уравнению Лапласа отно-
сительно 𝑢 (соответственно, 𝑣):

Δ𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0,

Δ𝑣 = 𝑣𝑥𝑥 + 𝑣𝑦𝑦 = 0.

Пример 6.16. Примером переопределенной системы является систе-
ма

𝑢𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑢𝑦 = 𝑔(𝑥, 𝑦).

Условие разрешимости (интегрируемости) может быть получены на
основании того, что 𝑢𝑥𝑦 = 𝑢𝑦𝑥:

𝑓𝑦 = 𝑔𝑥.

Пример 6.17. Примером недоопределенной системы является якобиан
двух функций:

𝑢𝑥𝑣𝑦 − 𝑢𝑦𝑣𝑥 = 0.

Из него следует, что функции 𝑢 и 𝑣 являются зависимыми: 𝜔(𝑢, 𝑣) = 0.
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4. Частные методы интегрирования уравне-

ний в частных производных

Ðàññìîòðèì ìåòîäû, îñíîâàííûå íà ðàçäåëåíèè ïåðåìåííûõ. Åñëè
𝑢(𝑥, 𝑦) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ, òî, â çàâèñèìîñòè îò óðàâíåíèÿ, ïîëàãà-
þò ëèáî 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑦), ëèáî 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜓(𝑦), ãäå 𝜙 è 𝜓 �
íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñâîäèò-
ñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèé 𝜙 è 𝜓.

Пример 6.18. Рассмотрим уравнение

𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦 = 1.

Предположим, что 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑦). Тогда

(𝜙′)2 + (𝜓′)2 = 1,

или (𝜙′)2 = 1− (𝜓′)2. Поскольку левая часть нового уравнения зависит
только от 𝑥, а правая — от 𝑦, то для выполнения равенства обе части
должны быть равны константе, 𝛼2:

(𝜙′)2 = 𝛼2 ⇒ 𝜙 = 𝛼𝑥+ 𝑐1,

1− (𝜓′)2 = 𝛼2 ⇒ 𝜓 =
√︀
1− 𝛼2𝑦 + 𝑐2.

Тогда решение исходного уравнения равно

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑥+
√︀

1− 𝛼2𝑦 + 𝛽,

где 𝛽 = 𝑐1 + 𝑐2 — постоянная.

Пример 6.19. Уравнение 𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦 + 𝑢2𝑧 = 1 решается по аналогии с
Примером 6.18. Разделение переменных имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑦) + 𝜒(𝑧).

Решение:
𝑢 = 𝛼𝑥+ 𝛽𝑦 +

√︀
1− 𝛼2 − 𝛽2𝑧 + 𝛾,

где 𝛼, 𝛽, 𝛾 — постоянные.
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Пример 6.20. Рассмотрим уравнение

𝑓(𝑥)𝑢2𝑥 + 𝑔(𝑦)𝑢2𝑦 = 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑦),

в котором 𝑓 , 𝑔, 𝑎, 𝑏 — заданные функции. Используем метод разделения
переменных: 𝑢 = 𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑦). Решение имеет вид:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

𝑥∫︁
𝑥0

√︃
𝑎(𝜉) + 𝛼

𝑓(𝜉)
𝑑𝜉 +

𝑦∫︁
𝑦0

√︃
𝑏(𝜂)− 𝛼

𝑔(𝜂)
𝑑𝜂 + 𝛽,

где 𝛼 и 𝛽 — постоянные.

Пример 6.21. Рассмотрим пример уравнения, в котором полезно сде-
лать предварительное преобразование переменных:

𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦 =
𝑘√︀

𝑥2 + 𝑦2
− ℎ,

где 𝑘 и ℎ — постоянные. Перейдем к полярным координатам:

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃.

Уравнение примет вид

𝑟2𝑢2𝑟 + 𝑢2𝜃 = 𝑘𝑟 − ℎ𝑟2.

Мы свели задачу к уравнению, общий вид которого был рассмотрен в
Примере 6.20. В рассматриваемом случае решение имеет вид

𝑢(𝑟, 𝜙) =

𝑟∫︁
0

√︃
𝑘

𝜌
− ℎ− 𝛼2

𝜌2
𝑑𝜌+ 𝛼𝜃 + 𝛽.

Пример 6.22. Рассмотрим «уравнение теплопроводности»:

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 = 0.

Положим 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜓(𝑦). Подстановка в уравнение дает

𝜙′′(𝑥)𝜓(𝑦)− 𝜙(𝑥)𝜓′(𝑦) = 0.
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Отсюда следует, что
𝜙′′

𝜙
=
𝜓′

𝜓
= 𝜆,

где 𝜆 — постоянная. Удобно положить 𝜆 = ±𝜈2. Приходим к двум се-
мействам дифференциальных уравнений и соответствующим семей-
ствам решений1:

𝜙′′(𝑥) = 𝜈2𝜙(𝑥) ⇒ 𝜙(𝑥) = 𝑎 sh 𝜈(𝑥− 𝑏),

𝜙′′(𝑥) = −𝜈2𝜙(𝑥) ⇒ 𝜙(𝑥) = 𝑎 sin 𝜈(𝑥− 𝑏),

𝜓′(𝑦) = 𝜈2𝜓(𝑦) ⇒ 𝜓(𝑦) = 𝑒𝜈
2𝑦,

𝜓′(𝑦) = −𝜈2𝜓(𝑦) ⇒ 𝜓(𝑦) = 𝑒−𝜈
2𝑦.

Собирая решения, получаем

𝑢1 = 𝑎 sh 𝜈(𝑥− 𝑏)𝑒𝜈
2𝑦,

𝑢2 = 𝑎 sin 𝜈(𝑥− 𝑏)𝑒−𝜈
2𝑦,

где распределение температуры 𝑢2 стремится к нулю с течением вре-
мени.

Поскольку исходное уравнение линейно, то сумма решений также
является решением. Выберем второе решение и проинтегрируем его по
параметру 𝜈, положив 𝑎 = 1 и 𝑏 = 𝜋/2:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∞∫︁
−∞

𝑒−𝜈
2𝑦 cos(𝜈𝑥) 𝑑𝜈.

Мы получили новое решение. Покажем, что интеграл можно вычис-
лить, причем

∞∫︁
−∞

𝑒−𝜈
2𝑦 cos(𝜈𝑥) 𝑑𝜈 =

√︂
𝜋

𝑦
exp
(︁
−𝑥

2

4𝑦

)︁
.

Для этого сделаем подстановку 𝜆 = 𝜈
√
𝑦. Тогда 𝜈𝑥 =

𝑥
√
𝑦
𝜆 и 𝑑𝜈 =

1Напомним, что sh𝑥 = (𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)/2, ch𝑥 = (𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)/2.
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1
√
𝑦
𝑑𝜆. Решение 𝑢(𝑥, 𝑦) можно представить в виде

𝑢 =
1
√
𝑦
𝐽(𝑎), 𝑎 =

𝑥
√
𝑦
, 𝐽(𝑎) =

∞∫︁
−∞

𝑒−𝜆
2

cos(𝑎𝜆) 𝑑𝜆.

Таким образом, задача сводится к вычислению интеграла 𝐽(𝑎).
Дифференцирование под знаком интеграла (по 𝑎) дает

𝐽 ′(𝑎) = −
∞∫︁

−∞

𝜆𝑒−𝜆
2

sin(𝑎𝜆) 𝑑𝜆.

Проинтегрируем полученное выражение по частям:

𝐽 ′(𝑎) =

∞∫︁
−∞

1

2

(︁
𝑒−𝜆

2
)︁′
𝜆
sin(𝑎𝜆) 𝑑𝜆 = −1

2

∞∫︁
−∞

𝑒−𝜆
2
(︁
sin(𝑎𝜆)

)︁′
𝜆
𝑑𝜆 = −𝑎

2
𝐽(𝑎).

Таким образом, мы пришли к дифференциальному уравнению

𝐽 ′(𝑎) = −𝑎
2
𝐽(𝑎),

решение которого имеет вид

𝐽(𝑎) = 𝑐 exp
𝑎2

4
.

Для определения постоянной 𝑐, вернемся к исходному выражению для
𝐽 и вычислим его значение при2 𝑎 = 0:

𝐽(0) =

∞∫︁
−∞

𝑒−𝜆
2

𝑑𝜆 =
√
𝜋.

2Интеграл 𝐽(0) называется интегралом Пуассона, который может быть вычис-
лен различными способами. Один из них принадлежит Фубини и использует переход
к полярным координатам:

𝐽(0)2 =

∞∫︁
−∞

𝑒−𝜆2

𝑑𝜆

∞∫︁
−∞

𝑒−𝜆2

𝑑𝜆 =

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑥2

𝑑𝑥

∞∫︁
−∞

𝑒−𝑦2 𝑑𝑦 =

2𝜋∫︁
0

∞∫︁
0

𝑒−𝑟2𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜙 = 𝜋.
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Учитывая равенство 𝐽(0) =
√
𝜋, получаем решение 𝐽(𝑎) =

√
𝜋 exp

𝑎2

4
.

Таким образом, мы окончательно установили, что

𝑢(𝑥, 𝑦) =

√︂
𝜋

𝑦
exp
(︁
−𝑥

2

4𝑦

)︁
.

Пример 6.23. Рассмотрим уравнение теплопроводности 𝑢𝑡 = 𝑎2𝑢𝑥𝑥,
где 𝑎 — постоянная, на интервале ]0, 𝑙[ с граничными условиями

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,

и начальным условием 𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥). Используя метод разделения
переменных 𝑢 = 𝑠(𝑡)𝑘(𝑥), рассмотренный в Примере 6.22, получаем за-
дачу на собственные значения

𝑘′′ + 𝜆𝑘 = 0, 𝑘(0) = 0, 𝑘(𝑙) = 0,

для функции 𝑘. Ее нетривиальные решения имеют вид

𝑘𝑛 = sin
𝜋𝑛

𝑙
𝑥, 𝜆𝑛 =

(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
, 𝑛 ∈ N.

Тогда решение 𝑢 может быть представлены в виде ряда

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 exp
(︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2𝑡
)︁
sin

𝜋𝑛

𝑙
𝑥,

в котором 𝑐𝑛 — неизвестные коэффициенты (коэффициенты Фурье).
Определим их из начальных условий:

𝜙(𝑥) = 𝑢(𝑥, 0) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 sin
𝜋𝑛

𝑙
𝑥.

Домножим обе части равенства на sin
𝜋𝑚

𝑙
𝑥 и проинтегрируем по 𝑥 от

0 до 𝑙. Справедливо равенство (ортогональность тригонометрической
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системы):

𝑙∫︁
0

sin
𝜋𝑛

𝑙
𝜉 sin

𝜋𝑚

𝑙
𝜉 𝑑𝜉 =

=
1

2

𝑙∫︁
0

[︁
cos

(𝑛−𝑚)𝜋

𝑙
𝜉 − cos

(𝑛+𝑚)𝜋

𝑙
𝜉
]︁
𝑑𝜉 =

⎧⎨⎩0, 𝑚 ̸= 𝑛,
𝑙

2
, 𝑚 = 𝑛.

В этой связи,

𝑐𝑛 =
2

𝑙

𝑙∫︁
0

𝜙(𝜉) sin
𝜋𝑛

𝑙
𝜉 𝑑𝜉.

Подставляя выражения для коэффициентов 𝑐𝑛 в решение 𝑢, приходим
к равенствам

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

[︁2
𝑙

𝑙∫︁
0

𝜙(𝜉) sin
𝜋𝑛

𝑙
𝜉 𝑑𝜉

]︁
exp
(︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2𝑡
)︁
sin

𝜋𝑛

𝑙
𝑥 =

=

𝑙∫︁
0

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉,

где

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑡) =
2

𝑙

∞∑︁
𝑛=1

exp
(︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2𝑡
)︁
sin

𝜋𝑛

𝑙
𝑥 sin

𝜋𝑛

𝑙
𝜉

называется функцией мгновенного точечного источника.
Для обоснования того, что построенный формально ряд являет-

ся решением, покажем, что ряды
∑︀∞

𝑛=1

𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑡

,
∑︀∞

𝑛=1

𝜕2𝑢𝑛
𝜕𝑥2

производных

сходятся равномерно. Рассмотрим первый ряд. Его общий член имеет
оценку⃒⃒⃒𝜕𝑢𝑛

𝜕𝑡

⃒⃒⃒
=
⃒⃒⃒
−𝑐𝑛

(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2 exp

(︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2𝑡
)︁
sin

𝜋𝑛

𝑙
𝑥
⃒⃒⃒
<

< |𝑐𝑛|
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2 exp

(︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2𝑡
)︁
.
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Будем полагать, что функция 𝜙 ограничена на интервале ]0, 𝑙[, то
есть, существует число 𝑀 > 0, такое, что |𝜙(𝑥)| < 𝑀 для всех 𝑥 ∈
]0, 𝑙[. Тогда

|𝑐𝑛| =
2

𝑙

⃒⃒⃒ 𝑙∫︁
0

𝜙(𝜉) sin
𝜋𝑛

𝑙
𝜉 𝑑𝜉

⃒⃒⃒
< 2𝑀.

Следовательно, ⃒⃒⃒𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
< 2𝑀

(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2 exp

(︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2𝑡
)︁
.

Аналогично получается оценка⃒⃒⃒𝜕2𝑢𝑛
𝜕𝑥2

⃒⃒⃒
< 2𝑀

(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2 exp

(︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2𝑡
)︁
.

В обоих случаях имеем мажорантный ряд с общим членом вида

𝛼𝑛 = 𝑁𝑛2 exp
(︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2𝑡
)︁
.

Применим к нему признак Даламбера:

lim
𝑛→∞

⃒⃒⃒𝛼𝑛+1

𝛼𝑛

⃒⃒⃒
= lim

𝑛→∞

(𝑛+ 1)2

𝑛2

exp
(︁
−
(︁𝜋
𝑙

)︁2
(𝑛+ 1)2𝑎2𝑡

)︁
exp
(︁
−
(︁𝜋
𝑙

)︁2
𝑛2𝑎2𝑡

)︁ =

= lim
𝑛→∞

(︁
1 +

1

𝑛

)︁2
exp
(︁
−
(︁𝜋
𝑙

)︁2
𝑎2(2𝑛+ 1)𝑡

)︁
= 0.

Таким образом, ряды производных сходятся и ряд для 𝑢 действительно
является решением исходной начально краевой задачи.

Пример 6.24. Получим решение краевой задачи для уравнения Лапласа
Δ𝑢 = 0 в круге 𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 < 1; при 𝑟 = 1 задается граничное зна-
чение 𝑔(𝜃). Разложим функцию 𝑔 в ряд Фурье по тригонометрической
системе. Коэффициенты Фурье имеют вид

𝑎𝑛 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑔(𝜙) cos𝑛𝜙𝑑𝜙,

𝑏𝑛 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑔(𝜙) sin𝑛𝜙𝑑𝜙.
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Тогда решение является рядом

𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛 cos𝑛𝜃 + 𝑏𝑛 sin𝑛𝜃)𝑟
𝑛

=
𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑛=1

(𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) + 𝑏𝑛𝑄𝑛(𝑥, 𝑦)).

Заменяя порядок суммирования и интегрирования, получаем

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑔(𝜙)
[︁1
2
+

∞∑︁
𝑛=1

𝑟𝑛 cos𝑛(𝜃 − 𝜙)
]︁
𝑑𝜙 =

=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

1− 𝑟2

1− 2𝑟 cos(𝜃 − 𝜙) + 𝑟2
𝑔(𝜙) 𝑑𝜙.

В правой части — интеграл Пуассона.

5. Геометрическая интерпретация уравне-

ния в частных производных первого по-

рядка с двумя независимыми переменны-

ми

Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

𝐹 (𝑥, 𝑦; 𝜔; 𝑝, 𝑞) = 0,

ãäå 𝑝 = 𝜔𝑥, 𝑞 = 𝜔𝑦. Íà 𝐹 íàëîæåíî óñëîâèå: 𝐹 2
𝑝 + 𝐹 2

𝑞 ̸= 0. Òîãäà, åñëè
àññîöèèðîâàòü 𝑢 = 𝜔(𝑥, 𝑦) ñ ïîâåðõíîñòüþ â R3, òî 𝑝 è 𝑞 îïðåäåëÿþò
ïîëîæåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè (Ðèñ. 6.3).

Äëÿ çàäàííîé òî÷êè 𝑃 = (𝑥, 𝑦; 𝜔) ìíîæåñòâî âñåõ 𝑝 è 𝑞 ÿâëÿåòñÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì. Íàïðèìåð, åñëè 𝑝2 + 𝑞2 = 1, òî 𝑝 =
sin 𝑡, 𝑞 = cos 𝑡, ãäå 𝑡 � ïàðàìåòð.

Åñëè ôóíêöèÿ 𝐹 ëèíåéíà ïî 𝑝 è 𝑞 (êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå), òî ñå-
ìåéñòâî âîçìîæíûõ ïëîñêîñòåé îáðàçóåò ïó÷îê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ïðÿ-
ìóþ, íàçûâàåìóþ осью Монжа. Â îáùåì ñëó÷àå, îãèáàþùàÿ ýòèõ ïëîñ-
êîñòåé � конус Монжа.
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Ðèñ. 6.3. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè

Â ñëó÷àå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìû èìååì
ïîëå íàïðàâëåíèé, à â ñëó÷àå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ � ïîëå êîíóñîâ Ìîíæà. Èëëþñòðàöèÿ ïðèâåäåíà íà
Ðèñ. 6.4.

Ðèñ. 6.4. Ïîëå íàïðàâëåíèé vs ïîëå êîíóñîâ Ìîíæà

Предложение 6.1. Если семейство 𝜔 = 𝑓(𝑥, 𝑦; 𝑎) решений уравнения
в частных производных 𝐹 (𝑥, 𝑦; 𝜔; 𝑝, 𝑞) = 0, зависящее от параметра
𝑎, имеет огибающую, то она — тоже решение3.

Êàê âûðàçèòü îãèáàþùóþ àíàëèòè÷åñêè? Åñëè âûðàçèòü 𝑎 êàê ôóíê-
öèþ 𝑎(𝑥, 𝑦) èç óðàâíåíèÿ

𝑓𝑎(𝑥, 𝑦; 𝑎) = 0,

è ïîäñòàâèòü 𝑎(𝑥, 𝑦) â 𝑓 ,

𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦; 𝑎(𝑥, 𝑦)) = 𝜓(𝑥, 𝑦),

3Поскольку она касается конуса Монжа.
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òî ïîëó÷èì óðàâíåíèå îãèáàþùåé. Äåéñòâèòåëüíî,

𝜓𝑥 = 𝑓𝑥 + 𝑓𝑎𝑎𝑥 = 𝑢𝑥,

𝜓𝑦 = 𝑓𝑦 + 𝑓𝑎𝑎𝑦 = 𝑢𝑦.

6. Полный интеграл

Ïóñòü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

𝐹 (𝑥, 𝑦; 𝜔; 𝑝, 𝑞) = 0,

èìååò ðåøåíèå
𝑢 = 𝜙(𝑥, 𝑦; 𝑎, 𝑏),

ãäå 𝑎 è 𝑏 � ïàðàìåòðû. Ýòî ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ полным интегралом,
åñëè ðàíã ìàòðèöû

𝑀 =

(︂
𝜙𝑎 𝜙𝑥𝑎 𝜙𝑦𝑎
𝜙𝑏 𝜙𝑥𝑏 𝜙𝑦𝑏

)︂
ðàâåí äâóì.

Замечание 6.2. Это означает, что 𝜙 существенно зависит от двух
параметров и их нельзя заменить одним, 𝛾 = 𝛾(𝑎, 𝑏).

Ïîëíûé èíòåãðàë äàåò ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ñâÿçàòü äâà ïàðàìåòðà (ïðîèçâîëüíîé) ôóíêöèåé:
𝑏 = 𝜔(𝑎) è ïîñòðîèòü îãèáàþùóþ.

Îïðåäåëèì 𝑎:
𝜙𝑎 + 𝜙𝑏 𝜔

′(𝑎) = 0

è ïîäñòàâèì åãî â ðåøåíèå:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥, 𝑦; 𝑎, 𝜔(𝑎)) = 𝜓(𝑥, 𝑦).

Пример 6.25. Пусть семейство функций соответствует множеству
всех сфер единичного радиуса с центрами на плоскости 𝑥0𝑦:

(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 + 𝑢2 = 1.

Эти функции определяют полный интеграл уравнения в частных про-
изводных

𝑢2(1 + 𝑝2 + 𝑞2) = 1.
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Если мы положим 𝑏 = 𝜔(𝑎), то выделим из всех таких сфер однопара-
метрическое семейство, центры которого лежат на кривой 𝑦 = 𝜔(𝑥).
Огибающая этого семейства — поверхность, полученная исключением
𝑎 из уравнений

(𝑥− 𝑎)2 + (𝑦 − 𝜔(𝑎))2 + 𝑢2 = 1,

(𝑥− 𝑎) + 𝜔′(𝑦 − 𝜔(𝑎)) = 0.

Это — трубчатая поверхность с осью 𝑦 = 𝜔(𝑥). Особые решения
— плоскости 𝑢 = ±1.

7. Преобразование Лежандра

Ïóñòü �̄�, 𝑦, �̄� � êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè, òîãäà óðàâíåíèå ïëîñêîñòè
â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìååò âèä

�̄�− 𝜉�̄�− 𝜂𝑦 + 𝜔 = 0.

Çäåñü 𝜉, 𝜂, 𝜔 � ¾êîîðäèíàòû¿ ïëîñêîñòè. Ïîñêîëüêó îáùåå óðàâíåíèå
ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåíî âûðàæåíèåì

�̄�− 𝑢− (�̄�− 𝑥)𝑢𝑥 − (𝑦 − 𝑦)𝑢𝑦 = 0,

ãäå (𝑥, 𝑦, 𝑢) � òî÷êà êàñàíèÿ (Ðèñ. 6.5), òî êîîðäèíàòû ïëîñêîñòè ïðåä-
ñòàâëåíû âûðàæåíèÿìè

𝜉 = 𝑢𝑥, 𝜂 = 𝑢𝑦,

𝜔 = 𝑥𝑢𝑥 + 𝑦𝑢𝑦 − 𝑢.

Ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó: êàê îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè ïî
êîîðäèíàòàì êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè?

Òàê êàê 𝜉 = 𝑢𝑥, 𝜂 = 𝑢𝑦, òî

𝜔𝜉 = 𝑥+ 𝜉𝑥𝜉 + 𝜂𝑦𝜉 − 𝑢𝑥𝑥𝜉 − 𝑢𝑦𝑦𝜉 = 𝑥.

Àíàëîãè÷íî,

𝜔𝜂 = 𝑦.
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Ðèñ. 6.5. Ñíîâà: èíòåãðàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü è êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ïðåîáðàçîâàíèå

𝜔(𝜉, 𝜂) + 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝜉 + 𝑦𝜂,

𝜉 = 𝑢𝑥, 𝜂 = 𝑢𝑦,

𝑥 = 𝜔𝜉, 𝑦 = 𝜔𝜂.

Ïîëó÷åííîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ преобразованием Лежанд-
ра.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà íåâîçìîæíî, åñëè

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦 − 𝑢2𝑥𝑦 = 0,

òî åñòü, äëÿ ðàçâåðòûâàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé4.
Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ê óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñëåäóåò âû÷èñëèòü âòîðûå ïðîèçâîäíûå.
Äèôôåðåíöèðóåì: 𝜉 = 𝑢𝑥, 𝜂 = 𝑢𝑦,

1 = 𝑢𝑥𝑥𝜔𝜉𝜉 + 𝑢𝑥𝑦𝜔𝜉𝜂,

0 = 𝑢𝑥𝑦𝜔𝜉𝜉 + 𝑢𝑦𝑦𝜔𝜉𝜂,

0 = 𝑢𝑥𝑥𝜔𝜉𝜂 + 𝑢𝑥𝑦𝜔𝜂𝜂,

1 = 𝑢𝑥𝑦𝜔𝜉𝜂 + 𝑢𝑦𝑦𝜔𝜂𝜂,

èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå,(︂
𝑢𝑥𝑥 𝑢𝑥𝑦
𝑢𝑥𝑦 𝑢𝑦𝑦

)︂(︂
𝜔𝜉𝜉 𝜔𝜉𝜂
𝜔𝜉𝜂 𝜔𝜂𝜂

)︂
=

(︂
1 0
0 1

)︂
.

4Ибо для них нельзя единственным образом определить точку касания.
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Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

𝜔𝜉𝜉𝜔𝜂𝜂 − 𝜔2
𝜉𝜂 =

1

𝜌
,

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦 − 𝑢2𝑥𝑦 = 𝜌,

òî

𝑢𝑥𝑥 = 𝜌𝜔𝜂𝜂,

𝑢𝑥𝑦 = −𝜌𝜔𝜉𝜂,
𝑢𝑦𝑦 = 𝜌𝜔𝜉𝜉.

Óðàâíåíèå
𝐹 (𝑥, 𝑦; 𝑢; 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑦, 𝑢𝑦𝑦) = 0,

ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ïðåîáðàçóåòñÿ â

𝐺(𝜉, 𝜂; 𝜔; 𝜔𝜉, 𝜔𝜂, 𝜔𝜉𝜂, 𝜔𝜉𝜉, 𝜔𝜂𝜂) =

= 𝐹 (𝜔𝜉, 𝜔𝜂; 𝜉𝜔𝜉 + 𝜂𝜔𝜂 − 𝜔; 𝜉, 𝜂, 𝜌𝜔𝜂𝜂, −𝜌𝜔𝜉𝜂, 𝜌𝜔𝜉𝜉) = 0.

Пример 6.26. Уравнение минимальной поверхности — это диф-
ференциальное уравнение

(1 + 𝑢2𝑦)𝑢𝑥𝑥 − 2𝑢𝑥𝑢𝑦𝑢𝑥𝑦 + (1 + 𝑢2𝑥)𝑢𝑦𝑦 = 0.

Результат применения преобразования Лежандра:

(1 + 𝜂2)𝜔𝜂𝜂 + 2𝜉𝜂𝜔𝜉𝜂 + (1 + 𝜉2)𝜔𝜉𝜉 = 0.

8. Уравнения в частных производных пер-

вого порядка

8.1. Линейные и квазилинейные уравнения в част-

ных производных

Определение 6.4. Линейное неоднородное уравнение в частных
производных первого порядка — это уравнение вида

𝐴(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝐵(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝐶1(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝐶0(𝑥, 𝑦),
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где 𝐴, 𝐵, 𝐶1, 𝐶0 — вещественные функции двух вещественных пере-
менных.

Определение 6.5. Квазилинейное уравнение в частных произ-
водных первого порядка — это уравнение, имеющее вид

𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑢)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑢),

где 𝐴, 𝐵, 𝐶 — вещественные функции.

Замечание 6.3. Любое линейное уравнение является квазилинейным,
поскольку можно положить

𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑢) = 𝐶0(𝑥, 𝑦)− 𝐶1(𝑥, 𝑦)𝑢.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑢|𝛾 = 𝑢0,

ãäå 𝛾 � îáðàç êðèâîé íà ïëîñêîñòè5 0𝑥𝑦, à 𝑢0 � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ íà
𝛾.

Пример 6.27. ∙ 𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2 (𝛾 — ось 0𝑥);

∙ 𝑢(0, 𝑦) = 𝑦 sin 𝑦 (𝛾 — ось 0𝑦);

∙ 𝑢(𝑥, 𝑥3 − 𝑥2) = 𝑒𝑥 (𝛾 — график функции 𝑥 ↦→ 𝑦 = 𝑥3 − 𝑥2);

Ìîæåò áûòü óêàçàíà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ, íàïðèìåð,
{(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | −∞ < 𝑥 <∞, 𝑦 > 0}, {(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | −∞ < 𝑥 < 𝑦 <∞} è
ò.ä. Åñëè æå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå óêàçàíà, òî ðåøåíèå îòûñêèâàåòñÿ
â íàèáîëüøåé èç âîçìîæíûõ.

Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå òåõíèêè ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ðåøåíèå 𝑢(𝑥, 𝑦)
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ åãî ãðàôèêîì, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõ-
íîñòü â R3, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì

𝑧 = 𝑢(𝑥, 𝑦).

Ïðè ýòîì:

5То есть, 𝛾 = 𝜒(I), где 𝜒 : I → R2, I ⊂ R.
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∙ Íà÷àëüíûå äàííûå âäîëü 𝛾 îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñòâåííóþ êðèâóþ
Γ, êîòîðàÿ äîëæíà ëåæàòü íà ïîâåðõíîñòè (Γ � начальная кри-
вая ðåøåíèÿ).

∙ Áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîñòðîèòü îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ, ¾âûïóñêàÿ¿ êðèâûå
èç òî÷åê Γ (ñì. Ðèñ. 6.6).

Ðèñ. 6.6. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èäåÿ

Ïåðåéäåì ê ðåàëèçàöèè ãåîìåòðè÷åñêîé èäåè. Ïîâåðõíîñòü 𝑧 =
𝑢(𝑥, 𝑦) ìîæåò áûòü çàäàíà ïàðàìåòðè÷åñêè â âèäå 𝑟(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 𝑢(𝑥, 𝑦)).
Âåêòîðû, êàñàòåëüíûå ê ïîâåðõíîñòè, ïðåäñòàâëåíû â êîìïîíåíòàõ êàê

𝑟1 =
(︁
1, 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
, 𝑟1 =

(︁
0, 1,

𝜕𝑢

𝜕𝑦

)︁
,

à íîðìàëü 𝑁 ê ïîâåðõíîñòè èìååò ïðåäñòàâëåíèå

𝑁 = (𝑝, 𝑞, −1) =
(︁𝜕𝑢
𝜕𝑥
,
𝜕𝑢

𝜕𝑦
, −1

)︁
.

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïîëå 𝐹 = (𝐴, 𝐵, 𝐶). Òîãäà, ñêàëÿðíî ïåðåìíîæàÿ
𝐹 è 𝑁 , ïîëó÷àåì

𝐹 ·𝑁 = 𝐴
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝐶.

Â ýòîé ñâÿçè, êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ôîðìó-
ëèðîâêîé òîãî, ÷òî

𝐹 ·𝑁 = 0,
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òî åñòü, ÷òî 𝐹⊥𝑁 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå 𝐹 ÿâëÿåòñÿ êàñà-
òåëüíûì ê 𝑧 = 𝑢(𝑥, 𝑦). Òàêèì îáðàçîì,

∙ Ïîâåðõíîñòü ðåøåíèÿ 𝑢(𝑥, 𝑦) îáðàçóåòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè
âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝐹 .

∙ Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîé ïîâåðõíîñòè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
èíòåãðàëüíûå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç Γ.

Çàäà÷à î ðåøåíèè êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, òàêèì îáðàçîì, ýêâèâà-
ëåíòíà ðåøåíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:

(1) Ïàðàìåòðèçóåì Γ,

Γ :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 = 𝑥0(𝑎),

𝑦 = 𝑦0(𝑎),

𝑧 = 𝑧0(𝑎),

ãäå 𝑎 � ïàðàìåòð, à 𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 � çàäàííûå ôóíêöèè.

(2) Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ 𝑎 íàéäåì èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿ-
ùóþ ÷åðåç Γ(𝑎). Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑧),

𝑥(0) = 𝑥0(𝑎), 𝑦(0) = 𝑦0(𝑎), 𝑧(0) = 𝑧0(𝑎),

ãäå 𝑥 = 𝑥(𝑎, 𝑠), 𝑦 = 𝑦(𝑎, 𝑠), 𝑧 = 𝑧(𝑎, 𝑠).

(3) Ðàçðåøèòü ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ 𝑎, 𝑠:

𝑎 = Λ(𝑥, 𝑦), 𝑠 = 𝑆(𝑥, 𝑦).

(4) Ïîäñòàâèòü 𝑎, 𝑠 â ðåøåíèå:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑧(Λ(𝑥, 𝑦), 𝑆(𝑥, 𝑦)).

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû íà ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà.
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Пример 6.28. Квазилинейное уравнение и начальное условие имеют
вид

𝑥
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 2𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢2, 𝑢(𝑥, 𝑥) = 𝑥3.

Коэффициенты этого уравнения, соответственно, равны

𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥, 𝐵(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −2𝑦, 𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧2,

а кривая Γ определена формулой:

Γ :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 = 𝑎,

𝑦 = 𝑎,

𝑧 = 𝑎3.

Приходим к следующей задаче Коши:

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 𝑥,

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= −2𝑦,

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 𝑧2,

𝑥(0) = 𝑎, 𝑦(0) = 𝑎, 𝑧(0) = 𝑎3.

Каждое уравнение системы — уравнение с разделяющимися перемен-
ными. Решения первых двух уравнений, соответственно, имеют вид

𝑥(𝑠) = 𝑎𝑒𝑠, 𝑦(𝑠) = 𝑎𝑒−2𝑠.

Для решения третьего уравнения, разделим переменные:

𝑑𝑧

𝑧2
= 𝑑𝑠,

что после интегрирования дает −1

𝑧
= 𝑠 + 𝑐, где 𝑐 — постоянная ин-

тегрирования. Выражая 𝑧, получаем 𝑧 = − 1

𝑠+ 𝑐
. Используя начальное

условие, запишем

𝑧(0) = −1

𝑐
= 𝑎3,

что дает значение 𝑐 = − 1

𝑎3
. В этой связи,

𝑧 =
𝑎3

1− 𝑠𝑎3
.
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Следуя алгоритму, выразим 𝑎 и 𝑠, используя решения первых двух

уравнений. Из 𝑥 = 𝑎𝑒𝑠 мы получаем, что
𝑥

𝑎
= 𝑒𝑠. Тогда

𝑦 = 𝑎𝑒−2𝑠 = 𝑎(𝑒𝑠)−2 = 𝑎
(︁𝑥
𝑎

)︁−2

=
𝑎3

𝑥2
,

откуда
𝑎 = 𝑥2/3𝑦1/3.

Возвращаясь к решению первого уравнения и используя установленное
равенство для 𝑎, получим, что

𝑒𝑠 =
𝑥

𝑎
=
(︁𝑥
𝑦

)︁1/3
.

Следовательно,

𝑠 =
1

3
ln
𝑥

𝑦
.

Теперь мы можем записать решение исходного квазилинейного
уравнения:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
𝑥2𝑦

1− 1

3
𝑥2𝑦 ln

𝑥

𝑦

.

Замечание 6.4. Пример 6.28 показывает, что возможны две основных
сложности:

∙ Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

∙ Выражение параметров в явном виде.

Пример 6.29. Рассмотрим следующую краевую задачу для линейного
дифференциального уравнения в частных производных:

(𝑥− 𝑦)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥).

В этом случае коэффициенты уравнения имеют вид

𝐴 = 𝑥− 𝑦, 𝐵 = 1, 𝐶 = 𝑥,
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а кривая Γ имеет следующее параметрическое представление:

Γ :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 = 𝑎,

𝑦 = 0,

𝑧 = 𝑓(𝑎).

Задача Коши в этом случае имеет вид:

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 𝑥− 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 1,

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 𝑥,

𝑥(0) = 𝑎, 𝑦(0) = 0, 𝑧(0) = 𝑓(𝑎).

Интегрируя второе уравнение системы, получаем, что 𝑦(𝑠) = 𝑠. Под-
ставляя полученное решение в первое уравнение системы, приходим к
линейному обыкновенному дифференциальному уравнению:

𝑑𝑥

𝑑𝑠
− 𝑥 = −𝑠.

Интегрирующий множитель для полученного уравнения равен 𝑒−𝑠:

𝑒−𝑠
(︁𝑑𝑥
𝑑𝑠

− 𝑥
)︁
=

𝑑

𝑑𝑠
(𝑥𝑒−𝑠)− 𝑠𝑒−𝑠.

Интегрируя обе части уравнения, получаем:

𝑥𝑒−𝑠 = −
∫︁
𝑠𝑒−𝑠𝑑𝑠 =

∫︁
𝑠𝑑𝑒−𝑠 =

= 𝑠𝑒−𝑠 −
∫︁
𝑒−𝑠𝑑𝑠 = (𝑠+ 1)𝑒−𝑠 + 𝑐,

где 𝑐 — постоянная интегрирования. Таким образом,

𝑥𝑒−𝑠 = (𝑠+ 1)𝑒−𝑠 + 𝑐,

откуда 𝑥 = 𝑠+1+𝑐𝑒𝑠. Используя начальное условие, согласно которому
𝑥(0) = 1 + 𝑐 = 𝑎, получаем, что 𝑐 = 𝑎− 1. Следовательно,

𝑥 = 𝑠+ 1 + (𝑎− 1)𝑒𝑠.
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Теперь решим третье уравнение. Используя уже полученные решения,
приходим к дифференциальному уравнению

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 1 + 𝑠+ (𝑎− 1)𝑒𝑠, 𝑧(0) = 𝑓(𝑎).

Общее решение дифференциального уравнения имеет вид:

𝑧 = 𝑠+
𝑠2

2
+ (𝑎− 1)𝑒𝑠 + 𝑐′,

где 𝑐′ — постоянная интегрирования. Используя начальное условие, по-
лучаем

𝑧(0) = 𝑎− 1 + 𝑐′ = 𝑓(𝑎),

что дает 𝑐′ = 𝑓(𝑎)− (𝑎− 1). Таким образом,

𝑧 = 𝑠+
𝑠2

2
+ (𝑎− 1)(𝑒𝑠 − 1) + 𝑓(𝑎).

Переходя к следующей части алгоритма, выразим 𝑠 и 𝑎 из решений
первых двух уравнений. Для 𝑠 имеем соотношение 𝑠 = 𝑦, а для 𝑎:

𝑥 = 𝑦 + 1 + (𝑎− 1)𝑒𝑦,

что дает

𝑎 = 1 + (𝑥− 𝑦 − 1)𝑒−𝑦.

Таким образом, решение краевой задачи для исходного дифференциаль-
ного уравнения в частных производных имеет вид:

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑦 +
𝑦2

2
+ (𝑥− 𝑦 − 1)𝑒−𝑦(𝑒𝑦 − 1) + 𝑓(1 + (𝑥− 𝑦 − 1)𝑒−𝑦).

Замечание 6.5. ∙ Если уравнение в частных производных линейно,
то характеристическое обыкновенное дифференциальное уравне-
ние для 𝑥 и 𝑦 никогда не содержит 𝑧.

∙ Характеристическое обыкновенное дифференциальное уравнение
для 𝑧 всегда линейно.
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Пример 6.30. Рассмотрим краевую задачу для квазилинейного уравне-
ния:

𝑦
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑒𝑢, 𝑢(0, 𝑦) = 𝑦2 − 1.

Сопоставляя с общим видом уравнения, получаем

𝐴 = 𝑦, 𝐵 = −𝑥, 𝐶 = 𝑒𝑧.

Начальная кривая Γ имеет представление

Γ :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 = 0,

𝑦 = 𝑎,

𝑧 = 𝑎2 − 1.

Задача Коши для характеристик имеет вид:

𝜕𝑥

𝜕𝑠
= 𝑦,

𝜕𝑦

𝜕𝑠
= −𝑥, 𝜕𝑧

𝜕𝑠
= 𝑒𝑧,

𝑥(0) = 0, 𝑦(0) = 𝑎, 𝑧(0) = 𝑎2 − 1.

Первые два уравнения связаны между собой. Чтобы их «развязать»,
продифференцируем обе части первого уравнения по 𝑠:

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
=
𝑑𝑦

𝑑𝑠
.

Учитывая второе уравнение
𝜕𝑦

𝜕𝑠
−𝑥, приходим к линейному обыкновен-

ному дифференциальному уравнению второго порядка:

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
+ 𝑥 = 0.

Его характеристическое уравнение имеет вид:

𝑟2 + 1 = 0,

откуда 𝑟 = ±𝑖. В этой связи, общее решение может быть представ-
лено в форме

𝑥(𝑠) = 𝑐1 cos 𝑠+ 𝑐2 sin 𝑠.
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Подставляя полученное решение в первое уравнение системы, получаем

𝑦(𝑠) = −𝑐1 sin 𝑠+ 𝑐2 cos 𝑠.

Начальные условия 𝑥(0) = 0 и 𝑦(0) = 𝑎 дают, что 𝑐1 = 0, а 𝑐2 = 𝑎. В
этой связи,

𝑥(𝑠) = 𝑎 sin 𝑠, 𝑦(𝑠) = 𝑎 cos 𝑠.

Следуя алгоритму, получим соотношения для 𝑎 и 𝑠:

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2,
𝑥

𝑦
= tg 𝑠.

Получим решение третьего уравнения. Разделяя переменные, при-
ходим к уравнению

𝑑𝑧

𝑒𝑧
= 𝑑𝑠.

Интегрирование обеих частей уравнения дает

−𝑒−𝑧 = 𝑠+ 𝑐,

где 𝑐 — постоянная интегрирования. Отсюда получаем

𝑧 = − ln(−𝑠− 𝑐).

Используя начальные данные, определяем значение 𝑐:

𝑧(0) = − ln(−𝑐) = 𝑎2 − 1,

что дает 𝑐 = −𝑒1−𝑎2. Таким образом, решение задачи Коши для 𝑧 имеет
вид

𝑧 = − ln(𝑒1−𝑎
2 − 𝑠).

Используя соотношения для 𝑎 и 𝑠, получаем решение квазилинейно-
го уравнения:

𝑢 = − ln
(︁
𝑒1−𝑥

2−𝑦2 − arctg
𝑥

𝑦

)︁
.

Замечание 6.6. Можно рассматривать решение первых двух харак-
теристических уравнений как замену переменных

𝑥 = 𝑋(𝑎, 𝑠), 𝑦 = 𝑌 (𝑎, 𝑠).

Тогда Пример 6.30 соответствует переходу к полярной системе коор-
динат.
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Пример 6.31. Рассмотрим следующую краевую задачу для квазили-
нейного уравнения:

(𝑢+ 2𝑦)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0, 𝑢(𝑥, 1) =

1

𝑥
.

Коэффициенты уравнения равны, соответственно,

𝐴 = 𝑢+ 2𝑦, 𝐵 = 𝑢, 𝐶 = 0,

а начальная кривая имеет представление

Γ :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 = 𝑎,

𝑦 = 1,

𝑧 =
1

𝑎
.

Приходим к следующей задаче Коши:

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 𝑧 + 2𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 𝑧,

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0,

𝑥(0) = 𝑎, 𝑦(0) = 1, 𝑧(0) =
1

𝑎
.

Сначала решим уравнение относительно 𝑧. Поскольку
𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 0, то 𝑧 =

const. Из начального условия тогда следует, что

𝑧 =
1

𝑎
.

Теперь решим оставшиеся уравнения. Уравнение
𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 𝑧 =

1

𝑎
, вместе с

начальным условием 𝑦(0) = 1, дает

𝑦 =
𝑠

𝑎
+ 1.

Наконец, уравнение
𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 𝑧 + 2𝑦, с учетом полученных соотношений

для 𝑦 и 𝑧, сводится к
𝑑𝑥

𝑑𝑠
=

1

𝑎
+ 2

𝑠

𝑎
+ 2.
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Выполняя интегрирование и учитывая начальное условие 𝑥(0) = 𝑎,
приходим к соотношению

𝑥 =
𝑠

𝑎
+
𝑠2

𝑎
+ 2𝑠+ 𝑎.

Выразим 𝑠 и 𝑎 через 𝑥 и 𝑦. Из равенства 𝑦 =
𝑠

𝑎
+ 1 следует, что

𝑠 = 𝑎(𝑦 − 1).

Подставляя полученное равенство в выражение для 𝑥, получаем:

𝑥 =
𝑠

𝑎
+
𝑠2

𝑎
+ 2𝑠+ 𝑎 =

=
𝑎(𝑦 − 1)

𝑎
+
𝑎2(𝑦 − 1)2

𝑎
+ 2𝑎(𝑦 − 1) + 𝑎 = 𝑎𝑦2 + 𝑦 − 1.

Следовательно,

𝑎 =
𝑥+ 1− 𝑦

𝑦2
,

и мы получаем решение исходной задачи:

𝑢 =
𝑦2

𝑥+ 1− 𝑦
.

8.2. Общий нелинейный случай уравнений в част-

ных производных первого порядка

Îáùèé âèä óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦) = 0.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîëû 𝑝 è 𝑞 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ 𝑢𝑥 è 𝑢𝑦. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñþäó
âûïîëíÿåòñÿ условие невырожденности:

𝐹 2
𝑝 + 𝐹 2

𝑞 ̸= 0. (6.8.1)
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Замечание 6.7. Что будет, если 𝐹 2
𝑝 + 𝐹 2

𝑞 = 0? Из этого равенства
получим, что 𝐹 2

𝑝 = −𝐹 2
𝑞 . Но это возможно лишь при 𝐹𝑝 = 𝐹𝑞 = 0. Та-

ким образом, исчезает зависимость от 𝑝 и 𝑞 и уравнение становится
нулевого порядка.

Åñëè óñëîâèå (6.8.1) âûïîëíåíî, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0),
ãäå 𝑧0 = 𝑢(𝑥0, 𝑦0), óðàâíåíèå 𝐹 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0, 𝑝, 𝑞) = 0 ìîæíî ðàçðåøèòü
îòíîñèòåëüíî 𝑝 ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè: 𝑞 = 𝑞(𝑝).

Пример 6.32. В квазилинейном случае, если 𝑎𝑢𝑥+𝑏𝑢𝑦 = 𝑐, то 𝑎𝑝+𝑏𝑞 =

𝑐 и 𝑞 =
𝑐− 𝑎𝑝

𝑏
.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ãðàôèêó 𝑧 = 𝑢(𝑥, 𝑦), ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) è îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó (𝑝, 𝑞, −1) èìååò âèä:

(𝑝, 𝑞, −1) · (𝑥− 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0, 𝑧 − 𝑧0) = 0,

èëè

𝑧 − 𝑧0 = 𝑝(𝑥− 𝑥0) + 𝑞(𝑝)(𝑦 − 𝑦0).

Ýòî � êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê âîçìîæíûì ðåøåíèÿì. Îãèáàþùàÿ âñåõ
òàêèõ ïëîñêîñòåé íàçûâàåòñÿ конусом Монжа (ñì. Ðèñ. 6.7).

Ðèñ. 6.7. Êîíóñ Ìîíæà
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Метод характеристик

Ïóñòü 𝑆𝑎 � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå íåïðåðûâíîå ñåìåéñòâî ïîâåðõíî-
ñòåé â R3, çàäàâàåìîå ôóíêöèåé

𝑧 = 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑎).

Çäåñü 𝑎 � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð. Äëÿ äâóõ áëèçêèõ ýëåìåíòîâ ñå-
ìåéñòâà:

𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑎) = 𝑧,
𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑎+Δ) = 𝑧

}︂
⇒ 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑎+Δ)− 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑎) = 0.

Огибающая 𝛾𝑎 îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé{︂
𝑧 = 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑎),
0 = 𝜕𝑎𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑎)

Êàê íàéòè îãèáàþùóþ äëÿ ïëîñêîñòåé (êîíóñ Ìîíæà) E?

(1) Íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå 𝜕𝑎𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑎) = 0 îòíîñèòåëüíî 𝑎:

𝑎 = 𝑓(𝑥, 𝑦).

(2) Ïîäñòàâèòü ðåçóëüòàò â 𝜔:

𝑧 = 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦)).

Замечание 6.8. Вдоль 𝛾𝑎 параметр 𝑎 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = const и

𝑑𝑧 = 𝜔𝑥𝑑𝑥+ 𝜔𝑦𝑑𝑦,

0 = 𝜔𝑎𝑥𝑑𝑥+ 𝜔𝑎𝑦𝑑𝑦.

Åñëè ïðèìåíèòü ýòè ðåçóëüòàòû ê ñåìåéñòâó ïëîñêîñòåé

𝑧 − 𝑧0 = 𝑝(𝑥− 𝑥0) + 𝑞(𝑝)(𝑦 − 𝑦0),

ãäå 𝑝 � ïàðàìåòð, òî ïîëó÷èì

𝑑𝑧 = 𝑝𝑑𝑥+ 𝑞(𝑝)𝑑𝑦,

0 =
𝜕𝑝

𝜕𝑝
𝑑𝑥+

𝜕𝑞

𝜕𝑝
𝑑𝑦,

= 𝑑𝑥+
𝑑𝑞

𝑑𝑝
𝑑𝑦. (6.8.2)
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Åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑝, 𝑞) = 0,

ïî 𝑝, òî ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

𝐹𝑝 + 𝐹𝑞
𝑑𝑞

𝑑𝑝
= 0. (6.8.3)

Èç (6.8.2) è (6.8.3) âûòåêàåò, ÷òî

𝑑𝑥

𝐹𝑝
=
𝑑𝑦

𝐹𝑞
.

Òîãäà, â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹𝑝,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐹𝑞,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑝𝐹𝑝 + 𝑞𝐹𝑞.

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîñòî-
ÿùóþ èç òðåõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïÿòè ôóíêöèé. Она недоопре-
делена! Íóæíû åùå äâà óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî 𝑝 è 𝑞.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî 𝑥 óðàâíåíèå

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑝, 𝑞) = 0,

ïîëó÷èì
𝐹𝑥 + 𝐹𝑧𝑝+ 𝐹𝑝𝑝𝑥 + 𝐹𝑞𝑞𝑥 = 0.

Â ïîëó÷åííîì óðàâíåíèè:

𝑞𝑥 = 𝑢𝑦𝑥 = 𝑢𝑥𝑦 = 𝑝𝑦.

Ïîñêîëüêó
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹𝑝,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐹𝑞,

òî

𝐹𝑥 + 𝐹𝑧𝑝+
𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑝𝑥 +

𝑑𝑦

𝑑𝑡
𝑝𝑦⏟  ⏞  

𝑑𝑝

𝑑𝑡

= 0.
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Îêîí÷àòåëüíî, ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 − 𝐹𝑧𝑝.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

𝑑𝑞

𝑑𝑡
= −𝐹𝑦 − 𝐹𝑧𝑞.

Ïîëó÷èëè ïîëíóþ ñèñòåìó èç ïÿòè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé:

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹𝑝,

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐹𝑞,

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑝𝐹𝑝 + 𝑞𝐹𝑞,

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 − 𝐹𝑧𝑝,

𝑑𝑞

𝑑𝑡
= −𝐹𝑦 − 𝐹𝑧𝑞.

Åå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ характеристической полосой (ñì. Ðèñ. 6.8).

Ðèñ. 6.8. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ïîëîñà

Пример 6.33. Рассмотрим краевую задачу для нелинейного обыкновен-
ного дифференциального уравнения первого порядка:

𝑢𝑥𝑢𝑦 = 𝑢, 𝑢(0, 𝑦) = 𝑦2.

Здесь: 𝐹 = 𝑝𝑞 − 𝑧 = 0,

Γ :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 = 0,

𝑦 = 𝑎,

𝑧 = 𝑎2.
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Требуется задать направления на касательной полосе!

Γ : (𝑓(𝑎), 𝑔(𝑎), ℎ(𝑎), Φ(𝑎), Ψ(𝑎)).

Касательная полоса должна изменяться непрерывно:

𝑑𝑧

𝑑𝑎
= 𝑝

𝑑𝑥

𝑑𝑎
+ 𝑞

𝑑𝑦

𝑑𝑎
.

Следовательно,
ℎ′(𝑎) = Φ(𝑎)𝑓 ′(𝑎) + Ψ(𝑎)𝑔′(𝑎).

В примере: Φ(𝑎)Ψ(𝑎)− 𝑎2 = 0, откуда

2𝑎 = Φ(𝑎)0 + Ψ(𝑎)1.

В этой связи, Φ(𝑎) =
𝑎

2
, Ψ(𝑎) = 2𝑎.

Система характеристических уравнений имеет вид:

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 𝑞,

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 𝑝,

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 𝑝𝑞 + 𝑞𝑝 = 2𝑝𝑞 = 2𝑧,

𝑑𝑝

𝑑𝑠
= 𝑝,

𝑑𝑞

𝑑𝑠
= 𝑞.

Используя начальные данные, получаем:

𝑧(𝑎, 𝑠) = 𝑐1(𝑎)𝑒
2𝑠 ⇒ 𝑧(𝑎, 𝑠) = 𝑎2𝑒2𝑠,

𝑝(𝑎, 𝑠) = 𝑐2(𝑎)𝑒
𝑠 ⇒ 𝑝(𝑎, 𝑠) =

𝑎

2
𝑒𝑠,

𝑞(𝑎, 𝑠) = 𝑐3(𝑎)𝑒
𝑠 ⇒ 𝑞(𝑎, 𝑠) = 2𝑎𝑒𝑠.

Из уравнения
𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 2𝑎𝑒𝑠 получаем 𝑥(𝑎, 𝑠) = 2𝑎𝑒𝑠 + 𝑐4(𝑎). Условие

𝑥|𝑠=0 = 0 приводит к равенству

𝑥(𝑎, 𝑠) = 2𝑎𝑒𝑠 − 2𝑎.

Уравнение
𝑑𝑦

𝑑𝑠
=
𝑎

2
𝑒𝑠 имеет общее решение 𝑦(𝑎, 𝑠) =

𝑎

2
𝑒𝑠 + 𝑐5(𝑎). На-

чальное условие 𝑦|𝑠=0 = 𝑠 дает

𝑦(𝑎, 𝑠) =
𝑎

2
(𝑒𝑠 + 1).
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Поскольку
𝑥

2
+ 2𝑦 = 2𝑎𝑒𝑠,

то
(︁𝑥
4
+ 𝑦
)︁2

= 𝑎2𝑒2𝑠 = 𝑧. Окончательно, мы получаем следующее реше-

ние исходной краевой задачи:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
(︁𝑥
4
+ 𝑦
)︁2
.

Замечание 6.9. Функции Φ и Ψ, удовлетворяющие условиям

𝐹 (𝑓(𝑎), 𝑔(𝑎), ℎ(𝑎), Φ(𝑎), Ψ(𝑎)) = 0,

ℎ′(𝑎) = Φ(𝑎)𝑓 ′(𝑎) + Ψ(𝑎)𝑔′(𝑎),

могут быть не единственными, или могут не существовать. Это
означает, что начальная задача может не иметь решений, либо их
может быть много. Вместе с тем, если Φ и Ψ зафиксированы, то ин-
тегральная поверхность всегда существует и определена однозначно
— это следствие теоремы существования и единственности решений
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Пример 6.34. Рассмотрим нелинейное дифференциальное уравнение с
начальным условием:

𝑢 = 𝑢2𝑥 − 3𝑢2𝑦, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑥2.

Здесь 𝐹 = 𝑝2 − 3𝑞2 − 𝑢 = 0. Характеристическая система имеет вид:

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 2𝑝,

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= −6𝑞,

𝑑𝑧

𝑑𝑠
= 2𝑝2 − 6𝑞2 = 2𝑧,

𝑑𝑝

𝑑𝑠
= 𝑝,

𝑑𝑞

𝑑𝑠
= 𝑞.

Параметризация начальной кривой имеет вид:

Γ :

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥 = 𝑓(𝑎) = 𝑎,

𝑦 = 𝑔(𝑎) = 0,

𝑧 = ℎ(𝑎) = 𝑎2.
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Дополнительные условия для полосы представлены равенствами{︂
Φ2 − 3Ψ2 = 𝑎2,

Φ = 2𝑎,

что влечет Φ = 2𝑎 и Ψ = ±𝑎.
Если выбрать Ψ(𝑎) = 𝑎, то

𝑝(𝑎, 𝑠) = 2𝑎𝑒𝑠, 𝑞(𝑎, 𝑠) = 𝑎𝑒𝑠,

𝑥(𝑎, 𝑠) = 4𝑎(𝑒𝑠 − 1) + 𝑎, 𝑦(𝑎, 𝑠) = −6𝑎(𝑒𝑠 − 1), 𝑧(𝑎, 𝑠) = 𝑎2𝑒2𝑠.

Тогда

𝑢(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑥+

2

𝑦

)︁2
.

Если же выбрано Ψ(𝑎) = −𝑎, то аналогичными рассуждениями полу-
чается, что

𝑢(𝑥, 𝑦) =
(︁
𝑥− 2

𝑦

)︁2
.

9. Теорема Коши–Ковалевской

9.1. Аналитические функции

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 : R → R íàçûâàåòñÿ гладкой в точке 𝑥0,
åñëè îíà äèôôåðåíöèðóåìà â íåé ñêîëü óãîäíîå ÷èñëî ðàç. Â ýòîì ñëó÷àå
ïèøóò 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑥0). Åñëè æå 𝑓 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé âî âñåõ òî÷êàõ èíòåðâàëà
]𝑎, 𝑏[, òî ãîâîðÿò, ÷òî 𝑓 ãëàäêàÿ íà ]𝑎, 𝑏[ è ïèøóò 𝑓 ∈ 𝐶∞(]𝑎, 𝑏[; R). Äëÿ
òàêèõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ïîñòðîåí ðÿä Òåéëîðà.

Определение 6.6. Рядом Тейлора функции 𝑓 ∈ 𝐶∞(]𝑎, 𝑏[; R) назы-
вается формальное выражение

𝑓(𝑥) :=
∞∑︁
𝑛=0

𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛, 𝑥0 ∈]𝑎, 𝑏[. (6.9.1)

¾Ôîðìàëüíîå ïîñòðîåíèå¿ îñòàâëÿåò îòêðûòûìè äâà âîïðîñà:

1) Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä (6.9.1)? È åñëè ñõîäèòñÿ, òî êàêîâà åãî îáëàñòü ñõî-
äèìîñòè?
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2) Åñëè ðÿä (6.9.1) ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè, òî ñõîäèòñÿ ëè îí ê
èñõîäíîé ôóíêöèè 𝑓?

Äëÿ îòâåòà íà ïåðâûé âîïðîñ äîñòàòî÷íî îñóùåñòâèòü îöåíêó ðàäèó-
ñà ñõîäèìîñòè èçâåñòíûìè ìåòîäàìè àíàëèçà. Âòîðîé âîïðîñ áîëåå äåëè-
êàòíûé. Êàê ïîêàçàë Êîøè, ñóùåñòâóþò ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðóåìûå
ñêîëü óãîäíîå ÷èñëî ðàç â òî÷êå 𝑥0, òàêèå, ÷òî èõ ôîðìàëüíî ïîñòðîåííûå
ðÿäû Òåéëîðà íå ñõîäÿòñÿ ê çíà÷åíèÿì èñõîäíîé ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè
òî÷êè 𝑥0.

Пример 6.35. Пусть функция 𝑓 задана равенством (Рис. 6.9)

𝑓(𝑥) =

{︃
𝑒−1/𝑥, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 ⩽ 0.

Тогда 𝑓 является гладкой; ее производные представлены равенством

𝑓 (𝑛)(𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑃𝑛(𝑥)

𝑥2𝑛
𝑓(𝑥), 𝑥 > 0,

0, 𝑥 ⩽ 0,

где где 𝑃𝑛(𝑥) — многочлены степени (𝑛− 1), определяемые следующим
рекуррентным соотношением:

𝑃1(𝑥) = 1, 𝑃𝑛+1(𝑥) = 𝑥2𝑃 ′
𝑛(𝑥)− (2𝑛𝑥− 1)𝑃𝑛(𝑥).

Например, для 𝑥 > 0,

𝑓 ′(𝑥) =
1

𝑥2
𝑒−1/𝑥,

𝑓 ′′(𝑥) =
1

𝑥4
𝑒−1/𝑥(1− 2𝑥),

𝑓 ′′′(𝑥) =
1

𝑥6
𝑒−1/𝑥(6𝑥2 − 6𝑥+ 1),

. . .

Поскольку lim
𝑥→+0

𝑒−1/𝑥

𝑥𝑛
= 0 для 𝑛 ⩾ 0, то

∀𝑛 ⩾ 0 : 𝑓 (𝑛)(0) = 0.
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Следовательно, в окрестности 0 формальный ряд Тейлора (6.9.1) функ-
ции 𝑓 определяет функцию, тождественно равную нулю: 𝑓(𝑥) ≡ 0,
поэтому

𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑥) в окрестности 0.

Ðèñ. 6.9. Êîíòðïðèìåð Êîøè: ãëàäêàÿ, íî íå àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Îïðåäåëèì ôîðìàëüíûé ðÿä Òåéëîðà äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ äåé-
ñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓 : R𝑚 ⊃ 𝐷 → R èìååò âñå
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑥0 = (𝑥10, . . . , 𝑥

𝑚
0 ).

Определение 6.7. Рядом Тейлора функции 𝑓 называется формаль-
ное выражение

𝑓(𝑥) :=
∞∑︁

𝑛1=0

∞∑︁
𝑛2=0

. . .

∞∑︁
𝑛𝑚=0

𝐶𝑓 ; 𝑥0
𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑚

(𝑥1 − 𝑥10)
𝑛1(𝑥2 − 𝑥20)

𝑛2 · · · (𝑥𝑚 − 𝑥𝑚0 )
𝑛𝑚,

где 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)

𝐶𝑓 ; 𝑥0
𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑚

=
1

𝑛1!𝑛2! · · ·𝑛𝑚!
𝜕𝑛1+𝑛2+···+𝑛𝑚

(𝜕𝑥1)𝑛1(𝜕𝑥2)𝑛2 . . . (𝜕𝑥𝑚)𝑛𝑚
𝑓(𝑥0).

Замечание 6.10. Если использовать оператор ∇ для R𝑚, то это вы-
ражение может быть записано в более лаконичном виде:

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

1

𝑛!
∇⊗𝑛𝑓(𝑥0) ·(𝑛) (𝑥− 𝑥0)

⊗𝑛,

или, раскрыв сумму,

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)+∇𝑓(𝑥0) · (𝑥−𝑥0)+
1

2!
∇⊗∇𝑓(𝑥0) : (𝑥−𝑥0)⊗ (𝑥−𝑥0)+ · · ·



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß9. Òåîðåìà Êîøè�Êîâàëåâñêîé 167

Определение 6.8. Пусть 𝐷 ⊂ R𝑚 — открытое подмножество R𝑚.
Функции из 𝐶∞(𝐷; R), такие, что их ряды Тейлора сходятся, причем,
к самим этим функциям, называются аналитическими. Класс ана-
литических функций будем обозначать через 𝐶𝜔(𝐷; R). Пример Коши
показывает, что

𝐶𝜔(𝐷; R) ̸⊂ 𝐶∞(𝐷; R).

Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷íîñòè íà ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðå-
ìåííîãî ïðèâîäèò ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè, àíàëèòè÷íîé â êîìïëåêñíîì
ñìûñëå, èëè голоморфной ôóíêöèè. Ïóñòü 𝑓 : C → C � êîìïëåêñíî-
çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî:

𝑓 : 𝐷 ∋ 𝑥+ 𝑖𝑦 ↦→ 𝑢+ 𝑖𝑣 ∈ C.

Åñëè 𝑓 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì Êîøè�Ðèìàíà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ïðîèçâîäíûå ñóùåñòâóþò)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣

𝜕𝑦
,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝜕𝑣

𝜕𝑥
,

â íåêîòîðîé îáëàñòè 𝐷, òî â òî÷êàõ 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 ýòîé îáëàñòè ìîæåò
áûòü ïîñòðîåí ôîðìàëüíûé ðÿä Òåéëîðà

𝑓(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓 (𝑛)(𝑧0)

𝑛!
(𝑧 − 𝑧0)

𝑛, 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑧0 = 𝑥0 + 𝑖𝑦0,

è ýòîò ðÿä â îêðåñòíîñòè 𝐷 òî÷êè 𝑧0 ñõîäèòñÿ ê 𝑓(𝑧). Â äàëüíåéøåì
óäîáíî áóäåò ñ÷èòàòü ýòó îêðåñòíîñòü äèñêîì, ðàäèóñ êîòîðîãî áóäåì
íàçûâàòü радиусом сходимости 6.10.

Ðèñ. 6.10. Îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑧0
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9.2. Метод мажорант Коши для обыкновенного

дифференциального уравнения

Построение формального решения

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

𝑑𝑤

𝑑𝑧
= 𝑓(𝑧, 𝑤), (6.9.2)

â êîòîðîì 𝑧 ∈ C � íåçàâèñèìàÿ êîìïëåêñíàÿ ïåðåìåííàÿ, 𝑤 = 𝑤(𝑧) �
èñêîìàÿ ôóíêöèÿ 𝑤 : C → C, 𝑓(·, ·) � çàäàííàÿ êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ äâóõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ 𝑓 : C× C → C. Ïîëàãàåì, ÷òî
𝑓 � àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè (𝑧0, 𝑤0). Òðåáóåòñÿ
âûÿñíèòü, ñóùåñòâóåò ëè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.9.2) â ýòîé
îêðåñòíîñòè.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê èññëåäîâàíèþ ýòîãî âîïðîñà, óïðîñòèì ïîñòà-
íîâêó çàäà÷è, ïåðåéäÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì 𝑧 = 𝑧 − 𝑧0, �̂� = 𝑤 − 𝑤0. Â
íîâûõ ïåðåìåííûõ ðåøåíèå îòûñêèâàåòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ (òî åñòü,
òî÷êè (0, 0) ∈ C × C). Ïîñêîëüêó äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïå-
ðåìåííûå 𝑧, �̂�, òî êðûøêè â èõ îáîçíà÷åíèÿõ áóäåì îïóñêàòü.

Óòî÷íèì óñëîâèÿ äëÿ 𝑓(𝑧, 𝑤). Ðàäèóñ îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè îòíîñè-
òåëüíî ïåðâîãî àðãóìåíòà îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑎, à âòîðîãî � ÷åðåç 𝑏. Êðîìå
òîãî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 íåïðåðûâíà íà ãðàíèöàõ ýòèõ îáëà-
ñòåé (îêðóæíîñòè 𝐶 è Γ íà Ðèñ. 6.11). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà
𝑀 > 0, ÷òî

|𝑓(𝑧, 𝑤)| ⩽𝑀 ïðè |𝑧| ⩽ 𝑎, |𝑤| ⩽ 𝑏.

Ðèñ. 6.11. Îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè 𝑓

Èäåÿ, ëåæàùàÿ â îñíîâå ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ (6.9.2) (ìåòîä ïðåäåëîâ), ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äèôôåðåíöèðóÿ
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óðàâíåíèå (6.9.2), íàéäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâîäíûå

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
,

𝑑3𝑤

𝑑𝑧3
, . . .

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
=
𝜕𝑓

𝜕𝑧
+
𝜕𝑓

𝜕𝑤

𝑑𝑤

𝑑𝑧
,

𝑑3𝑤

𝑑𝑧3
=
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
+ 2

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑤

𝑑𝑤

𝑑𝑧
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑤2

(︁𝑑𝑤
𝑑𝑧

)︁2
+
𝜕𝑓

𝜕𝑤

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
,

. . .

Ïóòåì ïîäñòàíîâîê ïðèäåì ê âûðàæåíèÿì, ñîäåðæàùèì òîëüêî çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè 𝑓 è åå ïðîèçâîäíûõ:

𝑑𝑤

𝑑𝑧
= 𝑓,

𝑑2𝑤

𝑑𝑧2
=
𝜕𝑓

𝜕𝑤
𝑓 +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
,

𝑑3𝑤

𝑑𝑧3
=
𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑤
+
𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
+ 𝑓
(︁(︁𝜕𝑓

𝜕𝑤

)︁2
+ 2

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑤
+ 𝑓

𝜕2𝑓

𝜕𝑤2

)︁
,

. . .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 𝑓 çàäàíà, òî âñå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ èñêîìîé
ôóíêöèè 𝑤 â òî÷êå 𝑧 = 0, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 𝑤(0) = 0, ìîãóò áûòü
íàéäåíû ïî ýòèì ôîðìóëàì. Òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ôîðìàëüíî ïî-
ñòðîåí ðÿä Òåéëîðà

�̃� =
𝑑𝑤

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

𝑧 +
𝑑2𝑤

𝑑𝑧2

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

𝑧2

2!
+ · · ·+ 𝑑𝑛𝑤

𝑑𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

𝑧𝑛

𝑛!
+ · · · , (6.9.3)

ïðåäñòàâëÿþùèé èñêîìîå ðåøåíèå. Äëÿ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ ñõîäè-
ìîñòü ðÿäà (6.9.3) ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà íåïîñðåäñòâåííî.

Пример 6.36. Рассмотрим задачу Коши

𝑦′ = 𝑦𝑥+ 1, 𝑦(0) = 0.

Решение этой задачи может быть получено аналитически:

𝑦 =

√︂
𝜋

2
exp
(︁𝑥2
2

)︁
erf
(︁ 𝑥√

2

)︁
, (6.9.4)
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где erf — функция ошибок. Применяя алгоритм, описанный выше,
приходим к формальному ряду Тейлора, совпадающему с разложени-
ем (6.9.4). На Рис. 6.12 приведены графики аналитического решения и
частичной суммы решения, полученного методом пределов.

Ðèñ. 6.12. Ñðàâíåíèå ðåøåíèÿ (6.9.4) (ñèíÿÿ êðèâàÿ) ñ ðåøåíèåì,
ïîëó÷åííûì ìåòîäîì ïðåäåëîâ (êîðè÷íåâàÿ êðèâàÿ)

Пример 6.37. Решение краевой задачи

𝑦′ = sin 𝑦𝑥+ 1, 𝑦(0) = 0, (6.9.5)

не удается получить в аналитической форме. Вместе с тем, алго-
ритм, описанный выше, дает формальный ряд

𝑦 = 𝑥+
𝑥3

3
+
𝑥5

15
− 𝑥7

50
− 19𝑥9

945
+ · · · (6.9.6)

На Рис. 6.13 показаны кривые, определяемые решением (6.9.5), получен-
ным численно, и частичной суммой ряда (6.9.6).

Ïðîâåðêà â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå, êðîìå òîãî, ÷òî îíà ÿâëÿ-
åòñÿ óòîìèòåëüíîé ïðîöåäóðîé, íå ïîçâîëÿåò ñ îáùèõ ïîçèöèé îòâåòèòü
íà âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ (6.9.2). Îäíàêî, ïîñêîëüêó äëÿ ôîð-
ìàëüíîãî ðåøåíèÿ äàí îáùèé àëãîðèòì, âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê îáîñíîâàíèþ
ñõîäèìîñòè ôîðìàëüíîãî ðÿäà (6.9.3).

Метод мажорант

Äëÿ âûÿñíåíèÿ âîïðîñà î ñõîäèìîñòè ðÿäà (6.9.3) è îöåíêå ðàäèóñà
åãî ñõîäèìîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàæîðàíò, ïðåäëîæåííûì Êîøè.
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Ðèñ. 6.13. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.9.5) (ñèíÿÿ êðèâàÿ)
ñ ðåøåíèåì, ïîëó÷åííûì ìåòîäîì ïðåäåëîâ (êîðè÷íåâàÿ êðèâàÿ)

Èäåÿ ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ðÿäà, ìàæîðèðóþùåãî (6.9.3),
êîòîðûé áûë áû ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òèïà (6.9.2), íî ñ ôóíêöèåé â ïðà-
âîé ÷àñòè, äîïóñêàþùåé ïîñòðîåíèå òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 𝑓 àíàëèòè÷íà, òî îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
ðÿäîì Òåéëîðà

𝑓(𝑧, 𝑤) =
∞∑︁
𝑝=0

∞∑︁
𝑞=0

𝐴𝑝, 𝑞𝑧
𝑝𝑤𝑞,

ãäå

𝐴𝑝, 𝑞 =
1

𝑝!𝑞!

𝜕𝑝+𝑞

𝜕𝑧𝑝𝜕𝑤𝑞
𝑓

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0, 𝑤=0

.

Íî, ïîñêîëüêó ïðè |𝑧| < 𝑎 è |𝑤| < 𝑏 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |𝑓 | < 𝑀 ,
òî ⃒⃒⃒ 𝜕𝑝+𝑞

𝜕𝑧𝑝𝜕𝑤𝑞
𝑓
⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧=0, 𝑤=0

<
𝑝!𝑞!

𝑎𝑝𝑏𝑞
𝑀.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|𝐴𝑝, 𝑞| <
𝑀

𝑎𝑝𝑏𝑞
.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè, ìàæîðèðóþùåé 𝑓 , âîñïîëüçóåìñÿ ðàçëîæåíè-
åì

1

1− 𝑥
𝑞

=
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑞𝑛
= 1 +

𝑥

𝑞
+
𝑥2

𝑞2
+
𝑥3

𝑞3
+ · · · , (6.9.7)

è îïðåäåëèì íîâóþ ôóíêöèþ 𝐹 (𝑧, 𝑤) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐹 (𝑧, 𝑤) =
∞∑︁
𝑝=0

∞∑︁
𝑞=0

𝑀

𝑎𝑝𝑏𝑞
𝑧𝑝𝑤𝑞. (6.9.8)
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Ïðè ýòîì, ⃒⃒⃒ 𝜕𝑝+𝑞

𝜕𝑧𝑝𝜕𝑤𝑞
𝑓
⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧=0, 𝑤=0

⩽
⃒⃒⃒ 𝜕𝑝+𝑞

𝜕𝑧𝑝𝜕𝑤𝑞
𝐹
⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧=0, 𝑤=0

.

Êðîìå òîãî, â ñèëó (6.9.7), ðÿä (6.9.8) ìîæíî ñóììèðîâàòü â êîíå÷íîì
âèäå:

𝐹 (𝑧, 𝑤) =
𝑀(︁

1− 𝑧

𝑎

)︁(︁
1− 𝑤

𝑏

)︁ . (6.9.9)

Åñëè

𝑊 (𝑧) =
𝑑𝑊

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

𝑧 +
𝑑2𝑊

𝑑𝑧2

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

𝑧2

2!
+ · · ·+ 𝑑𝑛𝑊

𝑑𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

𝑧𝑛

𝑛!
+ · · · ,

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

𝑑𝑊

𝑑𝑧
= 𝐹 (𝑧, 𝑊 ),

ðàâíûì íóëþ ïðè 𝑧 = 0, òî⃒⃒⃒𝑑𝑛𝑤
𝑑𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

⩽
⃒⃒⃒𝑑𝑛𝑊
𝑑𝑧𝑛

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

,

ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé
(︁𝑑𝑛𝑊
𝑑𝑧𝑛

⃒⃒⃒
𝑧=0

)︁
îáðàçóåòñÿ èç êîýô-

ôèöèåíòîâ
𝜕𝑝+𝑞

𝜕𝑧𝑝𝜕𝑤𝑞
𝐹

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0, 𝑤=0

ñîãëàñíî òîìó æå àëãîðèòìó, ÷òî èñïîëü-

çîâàëñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ
(︁𝑑𝑛𝑤
𝑑𝑧𝑛

⃒⃒⃒
𝑧=0

)︁
èç êîýôôèöèåíòîâ

𝜕𝑝+𝑞

𝜕𝑧𝑝𝜕𝑤𝑞
𝑓

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0, 𝑤=0

.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä 𝑊 ìàæîðèðóåò ðÿä 𝑤. Íî äëÿ 𝑊 ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå

𝑑𝑊

𝑑𝑧
=

𝑀(︁
1− 𝑧

𝑎

)︁(︁
1− 𝑊

𝑏

)︁ ,
äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ(︁

1− 𝑊

𝑏

)︁
𝑑𝑊 =

(︁
1− 𝑧

𝑎

)︁
𝑑𝑧.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑊 − 𝑊 2

2𝑏
=𝑀

∫︁
𝑑𝑧

1− 𝑧

𝑎

= −𝑀𝑎

∫︁ 𝑑
(︁
1− 𝑧

𝑎

)︁
1− 𝑧

𝑎

= −𝑀𝑎 ln
(︁
1− 𝑧

𝑎

)︁
+ 𝐶,

ïðè÷åì ïîñòîÿííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ 𝐶 ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé íóëþ, ïî-
ñêîëüêó ðàçëîæåíèå âåäåòñÿ â îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ðåøàÿ ïîëó÷åííîå òà-
êèì îáðàçîì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

𝑊 2 − 2𝑏𝑊 + 2𝑏𝑀𝑎 ln
(︁
1− 𝑧

𝑎

)︁
= 0,

è âûáèðàÿ ãëàâíîå çíà÷åíèå ðàäèêàëà, êîòîðîå ïðè 𝑧 = 0 ñòàíîâèòñÿ
ðàâíûì 1, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

𝑊 = 𝑏− 𝑏

√︂
1 + 2

𝑎

𝑏
𝑀 ln

(︁
1− 𝑧

𝑎

)︁
.

Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè 𝜌 > |𝑧| îïðåäåëÿåòñÿ ïîýòîìó èç óðàâíåíèÿ

1 + 2
𝑎

𝑏
𝑀 ln

(︁
1− 𝑧

𝑎

)︁
= 0,

òî åñòü,

𝜌 = 𝑎(1− exp
(︁
− 𝑏

2𝑀𝑎

)︁
).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíî ïîñòðîåííûé ðÿä àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî
ñõîäèòñÿ âíóòðè êðóãà |𝑧| = 𝜌. Èç åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ àíàëèòè-
÷åñêîé ôóíêöèè ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå
òåïåðü ïîëó÷àåò ïðàâî íàçûâàòüñÿ èñòèííûì.

9.3. Теорема Коши–Ковалевской

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáñóæäåíèþ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû-
ìè.

Нормальные системы уравнений

Ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè çà ñ÷åò çàìåíû çàâè-
ñèìûõ è íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê ðàçëè÷-
íûì ôîðìàì. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå íàì ïîíàäîáèòñÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà
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îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé âûäåëåííîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, êîòîðóþ
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 𝑡.

Определение 6.9. Система уравнений с частными производными от-
носительно 𝑝 неизвестных функций, зависящих от (𝑛+1) переменных,
нормальна относительно 𝑡, если ее можно записать в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑟1𝑢1
𝜕𝑡𝑟1

= 𝐹1

(︁
𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝; . . . ,

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑠

, . . .
)︁
,

𝜕𝑟2𝑢2
𝜕𝑡𝑟2

= 𝐹2

(︁
𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝; . . . ,

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑠

, . . .
)︁
,

. . .
𝜕𝑟𝑝𝑢𝑝
𝜕𝑡𝑟𝑝

= 𝐹𝑝

(︁
𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝; . . . ,

𝜕𝑢𝑘
𝜕𝑥𝑠

, . . .
)︁
,

причем в правые части уравнений системы входят частные производ-
ные по выделенной переменной 𝑡 порядка не старше 𝑟𝑖−1, где 𝑖 — номер
уравнения, а по остальным переменным — не старше 𝑟𝑖.

Если существует такая замена переменных, в результате которой
система преобразуется к нормальной форме относительно некоторой
переменной, то говорят, что она нормальна относительно этой пе-
ременной.

Â ÷àñòíîñòè, íîðìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé 𝑡 ñèñòåìà ïåðâîãî
ïîðÿäêà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑢1
𝜕𝑡

= 𝐹1

(︁
𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝;

𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

, . . . ,
𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑛

, . . . ,
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

)︁
,

𝜕𝑢2
𝜕𝑡

= 𝐹2

(︁
𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝;

𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

, . . . ,
𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑛

, . . . ,
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

)︁
,

. . .
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑡

= 𝐹𝑝

(︁
𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝;

𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

, . . . ,
𝜕𝑢1
𝜕𝑥𝑛

, . . . ,
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

)︁
.

(6.9.10)

Пример 6.38. Уравнение одномерных колебаний (колебаний струны)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= −𝑓(𝑥, 𝑡)

𝑎2
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может быть записано как в нормальной форме относительно пере-
менной 𝑥,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝐹

(︁
𝑡, 𝑥,

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

)︁
, 𝐹

(︁
𝑡, 𝑥,

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

)︁
=

1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝑓(𝑥, 𝑡)

𝑎2
,

так и в нормальной форме относительно переменной 𝑡:

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝐹

(︁
𝑡, 𝑥,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

)︁
, 𝐹

(︁
𝑡, 𝑥,

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

)︁
= 𝑎2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑓(𝑥, 𝑡).

Таким образом, уравнение одномерных колебаний является нормальным
относительно обеих переменных.

Пример 6.39. Уравнение

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
− 𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 0

не является нормальным ни относительно 𝑥, ни относительно 𝑡.

Задача Коши

Ïðè ïîñòàíîâêå íà÷àëüíîé çàäà÷è (èëè çàäà÷è Êîøè) òðåáóåòñÿ íàé-
òè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì óñëîâèÿì⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢1|𝑡=𝑡0 = 𝜙0
1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

𝜕𝑢1
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜙1
1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . ,

𝜕𝑟1−1𝑢1
𝜕𝑡𝑟1−1

⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜙𝑟1−1
1 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

𝑢2|𝑡=𝑡0 = 𝜙0
2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

𝜕𝑢2
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜙1
2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . ,

𝜕𝑟2−1𝑢2
𝜕𝑡𝑟2−1

⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜙𝑟2−1
2 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

. . . ,

𝑢𝑝|𝑡=𝑡0 = 𝜙0
𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜙1
𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . ,

𝜕𝑟𝑝−1𝑢𝑝
𝜕𝑡𝑟𝑝−1

⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜙
𝑟𝑝−1
𝑝 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

ãäå 𝜙𝑗𝑖 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑟𝑖 − 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑝, � çàäàííûå
ôóíêöèè.
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Â ñëó÷àå ñèñòåìû ïåðâîãî ïîðÿäêà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò
áîëåå ïðîñòîé âèä: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑢1|𝑡=𝑡0 = 𝜙0
1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

𝑢2|𝑡=𝑡0 = 𝜙0
2(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

. . . ,

𝑢𝑝|𝑡=𝑡0 = 𝜙0
𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

(6.9.11)

Теорема Коши–Ковалевской для систем первого порядка

Теорема 6.1. Пусть начальные условия (6.9.11) задачи Коши для нор-
мальной системы уравнений (6.9.10) являются аналитическими функ-
циями независимых переменных в окрестности точки (𝑡0, 𝑥01, . . . , 𝑥

0
𝑛).

Тогда, если правые части уравнений являются аналитическими функ-
циями всех своих аргументов в окрестности точки их числовых зна-
чений, соответствующих точке (𝑡0, 𝑥01, . . . , 𝑥

0
𝑛) в силу начальных усло-

вий, то в окрестности этой точки существует аналитическое реше-
ние задачи Коши, и это решение будет единственным в классе анали-
тических функций.

Доказательство. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôîðìàëüíîãî ðÿäà Òåéëîðà, ïðåä-
ñòàâëÿþùåãî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí àëãîðèòì
ìåòîäà ïðåäåëîâ, îïèñàííûé âûøå:

𝑢1 =
∞∑︁
𝑘0=0

∞∑︁
𝑘1=0

· · ·
∞∑︁

𝑘𝑛=0

𝐶1
𝑘0, 𝑘1, ..., 𝑘𝑛

(𝑡− 𝑡0)𝑘0(𝑥− 𝑥01)
𝑘1 · · · (𝑥− 𝑥0𝑛)

𝑘𝑛,

𝑢2 =
∞∑︁
𝑘0=0

∞∑︁
𝑘1=0

· · ·
∞∑︁

𝑘𝑛=0

𝐶2
𝑘0, 𝑘1, ..., 𝑘𝑛

(𝑡− 𝑡0)𝑘0(𝑥− 𝑥01)
𝑘1 · · · (𝑥− 𝑥0𝑛)

𝑘𝑛,

...

𝑢𝑝 =
∞∑︁
𝑘0=0

∞∑︁
𝑘1=0

· · ·
∞∑︁

𝑘𝑛=0

𝐶𝑝
𝑘0, 𝑘1, ..., 𝑘𝑛

(𝑡− 𝑡0)𝑘0(𝑥− 𝑥01)
𝑘1 · · · (𝑥− 𝑥0𝑛)

𝑘𝑛,

(6.9.12)

ãäå 𝐶 𝑖
𝑘0, 𝑘1, ..., 𝑘𝑛

� ïîñòîÿííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèé, ñî-

äåðæàùèõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèé 𝜙0
𝑖 è 𝐹𝑖 â òî÷êå (𝑡

0, 𝑥01, . . . , 𝑥
0
𝑛) è èõ ïðîèç-

âîäíûõ. Åñëè ôîðìàëüíûé ðÿä ñõîäèòñÿ, òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè åäèí-
ñòâåííî (â êëàññå àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé), ïîñêîëüêó àëãîðèòì ìåòîäà
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ïðåäåëîâ åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòû åãî ðàçëî-
æåíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ôîð-
ìàëüíûå ðÿäû (6.9.12) ñõîäÿòñÿ. Äëÿ ýòîé öåëè âîñïîëüçóåìñÿ ìîäèôè-
êàöèåé ìåòîäà ìàæîðàíò, êîòîðûé óæå èñïîëüçîâàëñÿ âûøå äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, îïðåäåëÿåìîé îáûêíî-
âåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.

Ïðåæäå, ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó ê áîëåå ïðîñòîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî ââå-
äåì íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå

𝑡 = 𝑡− 𝑡0, �̂�1 = 𝑥1 − 𝑥01, . . . , �̂�𝑛 = 𝑥− 𝑥0𝑛,

è íîâûå çàâèñèìûå ïåðåìåííûå (èñêîìûå ôóíêöèè)

�̂�1 = 𝑢1 − 𝜙0
1 − 𝐴1𝑡, �̂�2 = 𝑢2 − 𝜙0

2 − 𝐴2𝑡, . . . , �̂�𝑝 = 𝑢𝑝 − 𝜙0
𝑝 − 𝐴𝑝𝑡,

ãäå 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑝 � çíà÷åíèÿ ôóíêöèé 𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑝 â òî÷êå
(𝑡0, 𝑥01, . . . , 𝑥

0
𝑛), òî åñòü

𝐴𝑖 = 𝐹𝑖

(︁
𝑡0, 𝑥01, . . . , 𝑥

0
𝑛; 𝜙

0
1, . . . , 𝜙

0
𝑝;
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

⃒⃒⃒
0
, . . . ,

𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

⃒⃒⃒
0

)︁
.

Çäåñü
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

⃒⃒⃒
0
, . . . ,

𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

⃒⃒⃒
0
� çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ, âû÷èñëåííûõ ïî àëãî-

ðèòìó ìåòîäà ïðåäåëà.
Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ íîâûìè ïåðåìåííûìè, ïîýòîìó ñèì-

âîëû êðûøêè íàä íèìè óêàçûâàòü íå áóäåì. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ ìàæîðèðóþò çàäàííûå ôóíê-
öèè 𝐹𝑖. Â êà÷åñòâå ìàæîðàíòû, îáùåé äëÿ âñåõ 𝐹𝑖, âîçüìåì ôóíêöèþ

𝑀

(1− 𝑡
𝜌)(1−

𝑥1
𝜌 ) · · · (1−

𝑥𝑛
𝜌 )(1−

𝑢1
𝜌 ) · · · (1−

𝑢𝑝
𝜌 )(1−

1
𝜌
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

) · · · (1− 1
𝜌
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

)
−𝑀,

ãäå𝑀 � ÷èñëî, òàêîå, ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ ïðàâûõ ÷àñòåé

ñèñòåìû, 𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝,
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

, . . . ,
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñ-

õîäÿùèõ íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî 𝜌, âñå ÷ëåíû ïî ìîäóëþ ðÿäîâ
ðàçëîæåíèé 𝐹𝑖 íå ïðåâîñõîäÿò 𝑀 . ßñíî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðà-
çîì ìàæîðàíòà îáîáùàåò ìàæîðàíòó (6.9.9), èñïîëüçîâàííóþ ðàíåå äëÿ
îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Îäíàêî åå ñòðóêòóðà âñå
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åùå äîñòàòî÷íî ñëîæíà äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà, â ÷àñòíîñòè, ââèäó
áîëüøåãî, ÷åì â (6.9.9), êîëè÷åñòâà ñîìíîæèòåëåé â çíàìåíàòåëå. Óïðî-
ùåíèå ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî çà ñ÷åò íåðàâåíñòâà, êîòîðîå ìû ïîÿñíèì,
äëÿ êðàòêîñòè, òîëüêî äëÿ äâóõ ñîìíîæèòåëåé:

1

(1− 𝑡
𝜌)(1−

𝑥
𝜌)

=
(︁
1 +

𝑡

𝜌
+
𝑡2

𝜌2
+ · · ·

)︁(︁
1 +

𝑥

𝜌
+
𝑥2

𝜌2
+ · · ·

)︁
=

= 1+
(︁ 𝑡
𝜌
+
𝑥

𝜌

)︁
+
(︁ 𝑡2
𝜌2

+
𝑥2

𝜌2
+
𝑡𝑥

𝜌2

)︁
+· · · = 1+

1

𝜌
(𝑡+𝑥)+

1

𝜌2
(𝑡2+𝑥2+𝑡𝑥)+· · · ⩽

⩽ 1 + 1 +
1

𝜌
(𝑡+ 𝑥) +

1

𝜌2
(𝑡+ 𝑥)2 + · · · =

∞∑︁
𝑚=0

1

𝜌𝑚
(𝑡+ 𝑥)𝑚.

Ñëåäîâàòåëüíî,

1

(1− 𝑡
𝜌)(1−

𝑥1
𝜌 ) · · · (1−

𝑥𝑛
𝜌 )(1−

𝑢1
𝜌 ) · · · (1−

𝑢𝑝
𝜌 )

⩽

⩽
∞∑︁
𝑚=0

(𝑡+ 𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑛 + 𝑢1 + · · ·+ 𝑢𝑝)
𝑚

𝜌𝑚
=

1

1− 𝑡+𝑥1+···+𝑥𝑛+𝑢1+···+𝑢𝑝
𝜌

.

Çàìåòèì, ÷òî ìû âíîâü âîñïîëüçîâàëèñü ðàçëîæåíèåì (6.9.7). Ðàññóæäàÿ
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

1

(1− 1
𝜌
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

) · · · (1− 1
𝜌
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

)
⩽

1

1−
𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

+···+
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

𝜌

.

Ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü áîëåå ïðîñòóþ (íî áîëåå
ãðóáóþ) ìàæîðàíòó ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (6.9.10):

𝑀

(1− 𝑡+𝑥1+···+𝑥𝑛+𝑢1+···+𝑢𝑝
𝜌 )

(︃
1−

𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

+···+
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

𝜌

)︃ −𝑀.

Åùå áîëåå ãðóáóþ, íî, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, âåñüìà ïîëåçíóþ ìàæî-
ðàíòó ìîæíî çàïèñàòü, çàìåíèâ 𝑡 íà 𝑡/𝛼, ãäå 0 < 𝛼 < 1:

𝑀

(1− 𝑡/𝛼+𝑥1+···+𝑥𝑛+𝑢1+···+𝑢𝑝
𝜌 )

(︃
1−

𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

+···+
𝜕𝑢𝑝
𝜕𝑥𝑛

𝜌

)︃ −𝑀.
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Òåïåðü âñå ïîäãîòîâëåíî äëÿ íàèáîëåå âàæíîãî øàãà äîêàçàòåëüñòâà.
Ââåäåì íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ

𝑥 = 𝑡/𝛼 + 𝑥1 + · · ·+ 𝑥𝑛,

è ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíê-
öèé 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝, ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ � ïîëó÷åííûå âûøå ìàæî-
ðàíòû:

𝜕𝑈𝑖
𝜕𝑡

=
𝑀

(1− 𝑥+𝑈1+···+𝑈𝑝

𝜌 )

(︃
1−

𝜕𝑈1

𝜕𝑥1
+···+

𝜕𝑈𝑝

𝜕𝑥𝑛
𝜌

)︃ −𝑀, (6.9.13)

𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑝. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ëèøü
èíäåêñàìè ôóíêöèé â ëåâûõ ÷àñòÿõ, ìû çàïèñàëè ñèñòåìó â êðàòêîé
ôîðìå.

Ðåøåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû áóäåì èñêàòü â âèäå (âñå èñêîìûå
ôóíêöèè ðàâíû è ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèåé îò 𝑥)

𝑈1(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑈2(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = . . . = 𝑈𝑝(𝑡, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑈(𝑥).

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó
𝜕𝑈

𝜕𝑡
=

1

𝛼

𝑑𝑈

𝑑𝑥
,

òî âñå óðàâíåíèÿ ñîâïàäóò ñ îäíèì åäèíñòâåííûì:

1

𝛼

𝑑𝑈

𝑑𝑥
=

𝑀

(1− 𝑥+𝑝𝑈
𝜌 )

(︂
1− 𝑛𝑝

𝑑𝑈
𝑑𝑥
𝜌

)︂ −𝑀. (6.9.14)

Â óðàâíåíèè (6.9.14) ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ è îíî ìîæåò áûòü ðåøå-
íî â çàìêíóòîì âèäå. Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè

óðàâíåíèÿ íà
(︁
1− 𝑛𝑝

𝑑𝑈
𝑑𝑥
𝜌

)︁
, è ïåðåãðóïïèðîâûâàÿ ñëàãàåìûå, ïðèõîäèì ê

óðàâíåíèþ

𝑑𝑈

𝑑𝑥

(︁ 1
𝛼
−𝑀

𝑛𝑝

𝜌

)︁
=

𝑀

1− 𝑥+𝑝𝑈
𝜌

−𝑀 +
𝑛𝑝

𝜌𝛼

(︂
𝑑𝑈

𝑑𝑥

)︂2

. (6.9.15)



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß180 Ãë. 6. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Åñëè âûáðàòü 𝛼 íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû
1

𝛼
− 𝑀

𝑛𝑝

𝜌
> 0, òî ëåâóþ è

ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.9.15) ìîæíî ðàçäåëèòü íà ýòî âûðàæåíèå è
ïðèéòè ê óðàâíåíèþ

𝑑𝑈

𝑑𝑥
= 𝐴

(︁𝑑𝑈
𝑑𝑥

)︁2
+ Φ, (6.9.16)

â êîòîðîì

𝐴 =
𝑛𝑝

𝜌−𝑀𝛼𝑛𝑝
, Φ =𝑀

𝑥+ 𝑝𝑈

(𝜌− 𝑥− 𝑝𝑈)
(︁ 1
𝛼
−𝑀

𝑛𝑝

𝜌

)︁ .

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå (6.9.16) îòíîñèòåëüíî
𝑑𝑈

𝑑𝑥
, ïîëó÷èì

𝑑𝑈

𝑑𝑥
=

1

2𝐴
±
√︂

1

4𝐴
− Φ

𝐴
. (6.9.17)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ (6.9.17), êîòîðîå, áóäó÷è äîïîëíåíî íà÷àëüíûì óñëîâèåì, ïðèâî-
äèò ê çàäà÷å Êîøè. Âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ íóëåâûå óñëîâèÿ è âûáðàâ
çíàê ¾−¿ ïåðåä ðàäèêàëîì, ïîëó÷èì çàäà÷ó Êîøè

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 𝑓(𝑈, 𝑥), 𝑈 |𝑥=0 = 0,

ãäå 𝑓(𝑈, 𝑥) =
1

2𝐴
−
√︂

1

4𝐴
− Φ

𝐴
� ôóíêöèÿ, àíàëèòè÷åñêàÿ ïî îáîèì ïåðå-

ìåííûì, ÷òî ñëåäóåò èç ñïîñîáà åå ïîñòðîåíèÿ è àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé
𝜙0
𝑖 è 𝐹𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑝, âõîäÿùèõ â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ è íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ. Ñîãëàñíî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáûê-
íîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ýòà çàäà÷à èìååò åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå 𝑈(𝑥). Îñòàëîñü ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî îíî ìàæîðèðóåò ðåøå-
íèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (6.9.10) ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ïîñêîëü-
êó ïðàâûå ÷àñòè âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû ìàæîðèðóþò ïðàâûå ÷àñòè
èñõîäíûõ óðàâíåíèé, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ïîëîæèòåëüíîñòü íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèé 𝑈(𝑥)|𝑡=0 = 𝑈(0 + 𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛). Ýòî ìîæíî ïîêàçàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ïîñêîëüêó ïåðåä ðàäèêàëîì â (6.9.17) áûë âûáðàí çíàê ¾−¿ è

Φ|𝑥=0, 𝑈=0 = 0, òî
𝑑𝑈

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ïî (6.9.16),

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
= 2𝐴

𝑑𝑈

𝑑𝑥

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2
+
𝜕Φ

𝜕𝑥
+
𝜕Φ

𝜕𝑡

𝑑𝑈

𝑑𝑥
,

òî

𝑑2𝑈

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

=
𝜕Φ

𝜕𝑥
> 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ðàçëî-
æåíèÿ 𝑈(𝑥) â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑥 = 0 ïîëîæèòåëüíû, è, â ÷àñòíîñòè,
ôóíêöèÿ �̃� = 𝑈 |𝑡=0 = 𝑈(0+𝑥1+𝑥2+ · · ·+𝑥𝑛) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî ñòåïå-
íÿì 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñîâîêóïíîñòü ôóíêöèé 𝑈1 = 𝑈2 = . . . = 𝑈𝑝 = 𝑈(𝑡+𝑥1+· · ·+𝑥𝑛) áóäåò àíà-
ëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.9.13) ïðè
òàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå ìàæîðèðóþò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èñ-
õîäíîé ñèñòåìû, òàê êàê ïîñëåäíèå ïðåäïîëàãàëèñü íóëåâûìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôîðìàëüíî ïîñòðîåííûé ðÿä (6.9.12) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé àíà-
ëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

10. Приведение квазилинейных систем к

нормальному виду

10.1. Общий случай

Îáùèé âèä êâàçèëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ 𝑝 íåèçâåñòíûìè
ôóíêöèÿìè 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑝 îòíîñèòåëüíî 𝑛 íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ñî ñòàðøèìè ïîðÿäêàìè ïðîèçâîäíûõ 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑝 ñî-
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îòâåòñòâåííî, ìîæåò áûòü çàïèñàí ñëåäóþùèì îáðàçîì:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝∑︁
𝑗=1

𝐿1𝑗𝑢𝑗 + 𝑓1 = 0,

𝑝∑︁
𝑗=1

𝐿2𝑗𝑢𝑗 + 𝑓2 = 0,

...
𝑝∑︁
𝑗=1

𝐿𝑝𝑗𝑢𝑗 + 𝑓𝑝 = 0,

(6.10.1)

ãäå

𝐿𝑖𝑗 =
∑︁

𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛=𝑟𝑗

𝐴𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛
𝑖𝑗

𝜕𝑟𝑗

𝜕𝑥𝑘11 𝜕𝑥
𝑘2
2 . . . 𝜕𝑥

𝑘𝑛
𝑛

,

𝐴𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛
𝑖𝑗 = 𝐴𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛

𝑖𝑗

(︂
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝;

𝜕𝑢1
𝜕𝑥1

, . . . ,
𝜕𝑟𝑖−1𝑢𝑝

𝜕𝑥𝑟𝑖−1
𝑛

)︂
,

à 𝑓𝑖 � ôóíêöèè òåõ æå ïåðåìåííûõ, òî åñòü,

𝑓𝑖 = 𝑓𝑖

(︂
𝑥1, . . . ,

𝜕𝑟𝑖−1𝑢𝑝

𝜕𝑥𝑟𝑖−1
𝑛

)︂
.

Â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ èíäåêñ 𝑖 èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî 𝑝.
Ñèñòåìó óðàâíåíèé (6.10.1) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê èíîìó âèäó, åñ-

ëè ââåñòè íîâûå íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛, ñâÿçàííûå ñî
ñòàðûìè ïåðåìåííûìè 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ñîîòíîøåíèÿìè

𝜉1 = 𝜓1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),

𝜉2 = 𝜓2(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),
...

𝜉𝑛 = 𝜓𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),

(6.10.2)

ãäå 𝜓𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 � äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóå-
ìûå ôóíêöèè, òàêèå, ÷òî ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→
(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) îòëè÷åí îò íóëÿ â îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè (𝜉01 , . . . , 𝜉

0
𝑛),

𝜉0𝑘 = 𝜓𝑘(𝑥
0
1, . . . , 𝑥

0
𝑛), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Ñðåäè âñåõ ïðåîáðàçîâàíèé (6.10.2) íàñ
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èíòåðåñóþò òå, ÷òî ïðèâîäÿò ñèñòåìó (6.10.1) ê íîðìàëüíîé ôîðìå îò-
íîñèòåëüíî âûáðàííîé ïåðåìåííîé, ñêàæåì, 𝜉1. Îäíàêî, â îáùåì ñëó÷àå
òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü. Â ýòîé ñâÿçè, âîçíèêàåò
âîïðîñ: ìîæåò ëè ñèñòåìà (6.10.1) áûòü íîðìàëüíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè
(𝜉01 , . . . , 𝜉

0
𝑛) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé 𝜉1 ïðè некотором ïðåîáðàçîâà-

íèè (6.10.2)?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íóæíî îñóùåñòâèòü çàìåíó ïåðåìåí-
íûõ (6.10.2) â îáùåì âèäå è ðàçðåøèòü ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå óðàâ-
íåíèÿ îòíîñèòåëüíî чистых ïðîèçâîäíûõ (òî åñòü, íå ñìåøàííûõ) ïî
ïåðåìåííîé 𝜉1 ïîðÿäêîâ 𝑟1, 𝑟2, . . . , 𝑟𝑝 ñîîòâåòñòâåííî. Â ðåçóëüòàòå çà-
ìåíû ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

=
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝜉1

𝜕𝜉1
𝜕𝑥1

+ 𝑐𝑖, 1,

𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑥1 𝜕𝑥2

=
𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝜉21

𝜕𝜉1
𝜕𝑥1

𝜕𝜉1
𝜕𝑥2

+ 𝑐𝑖, 1, 2,

...

𝜕𝑟𝑖𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑘11 . . . 𝜕𝑥
𝑘𝑛
𝑛

=
𝜕𝑟𝑖𝑢𝑖
𝜕𝜉𝑟𝑖1

(︂
𝜕𝜉1
𝜕𝑥1

)︂𝑘1
· · ·
(︂
𝜕𝜉1
𝜕𝑥𝑛

)︂𝑘𝑛
+ 𝑐𝑖, 𝑘1, ..., 𝑘𝑛,

ãäå 𝑐𝑖, 1, 𝑐𝑖, 1, 2, 𝑐𝑖, 𝑘1, ..., 𝑘𝑛, ñîîòâåòñòâåííî, ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå ïðîèç-
âîäíîé îò 𝑢𝑖 ïî 𝜉1, ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå ÷èñòîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî
ïîðÿäêà îò 𝑢𝑖 ïî 𝜉1 è ÷ëåíû, íå ñîäåðæàùèå ÷èñòîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà
𝑟𝑖 îò 𝑢𝑖 ïî 𝜉1. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.10.1) ïðèíèìàåò
âèä ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜕𝑟𝑗𝑢𝑗

𝜕𝜉
𝑟𝑗
1

𝐵1𝑗𝑢𝑗 + 𝑓1 = 0,

𝑝∑︁
𝑗=1

𝜕𝑟𝑗𝑢𝑗

𝜕𝜉
𝑟𝑗
1

𝐵2𝑗𝑢𝑗 + 𝑓𝑝 = 0,

...
𝑝∑︁
𝑗=1

𝜕𝑟𝑗𝑢𝑗

𝜕𝜉
𝑟𝑗
1

𝐵𝑝𝑗𝑢𝑗 + 𝑓𝑝 = 0,

(6.10.3)
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ãäå

𝐵𝑖𝑗 =
∑︁

𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛=𝑟𝑗

𝐴𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛
𝑖𝑗

(︂
𝜕𝜉1
𝜕𝑥1

)︂𝑘1 (︂𝜕𝜉1
𝜕𝑥2

)︂𝑘2
· · ·
(︂
𝜕𝜉1
𝜕𝑥𝑛

)︂𝑘𝑛
,

ïðè÷åì ôóíêöèè 𝐴𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛
𝑖𝑗 è 𝑓𝑖 íå çàâèñÿò îò ñòàðøèõ ÷èñòûõ ïðîèç-

âîäíûõ
𝜕𝑟𝑖𝑢𝑖
𝜕𝜉𝑟𝑖1

. Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, äëÿ òîãî, ÷òî-

áû ïðèâåñòè ñèñòåìó (6.10.3) ê íîðìàëüíîìó âèäó в точке (𝜉01 , . . . , 𝜉
0
𝑛)

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé 𝜉1, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé 𝐵𝑖𝑗 â ýòîé òî÷êå óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ 𝐵
0
11 𝐵0

12 . . . 𝐵0
1𝑝

𝐵0
21 𝐵0

22 . . . 𝐵0
2𝑝

. . . . . . . . . . . .
𝐵0
𝑝1 𝐵0

𝑝2 . . . 𝐵0
𝑝𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ̸= 0. (6.10.4)

çäåñü

𝐵0
𝑖𝑗 = 𝐵𝑖𝑗|𝜉1=𝜉01 , 𝜉2=𝜉02 , ..., 𝜉𝑛=𝜉0𝑛.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ
𝜕𝜉1
𝜕𝑥𝑘

â òî÷êå (𝜉01 , . . . , 𝜉
0
𝑛) êàê

÷èñëîâûå ïàðàìåòðû:

𝛼𝑘 =
𝜕𝜉1
𝜕𝑥𝑘

⃒⃒⃒⃒
𝜉1=𝜉01 , 𝜉2=𝜉

0
2 , ..., 𝜉𝑛=𝜉

0
𝑛

,

òî èõ çíà÷åíèÿ, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò íàðóøåíèå óñëîâèÿ (6.10.4), îïðå-
äåëÿþòñÿ êàê êîðíè óðàâíåíèÿ

Δ(𝛼) = 0, ãäå Δ(𝛼) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝐵11(𝛼) . . . 𝐵1𝑝(𝛼)

. . . . . . . . .
𝐵𝑝1(𝛼) . . . 𝐵𝑝𝑝(𝛼)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , (6.10.5)

ïðè óñëîâèè |𝛼1|2 + |𝛼2|2 + · · ·+ |𝛼𝑛|2 = 1. Çäåñü 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛).

Определение 6.10. Уравнение (6.10.5) называется характеристи-
ческим.
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Определение 6.11. Если �̂�1, �̂�2, �̂�𝑛 — корни характеристического урав-
нения, то плоскости

𝑛∑︁
𝑖=1

�̂�𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 ) = 0

называются характеристическими направлениями.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ îïðåäåëÿþò ëîêàëüíûå óñëîâèÿ íà-
ðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà (6.10.4) â çàäàííîé òî÷êå. Ïîâåðõíîñòè, êàñàþùè-
åñÿ ýòèõ íàïðàâëåíèé â области, íàçûâàþòñÿ характеристическими
поверхностями èëè характеристиками. Óðàâíåíèå äëÿ õàðàêòåðè-
ñòèê ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

∑︁
𝑘1···+𝑘𝑛=𝑟1

𝐴𝑘1, ..., 𝑘𝑛
11

(︁
𝜕𝜙1
𝜕𝑥1

)︁𝑘1
· · ·

(︁
𝜕𝜙1
𝜕𝑥𝑛

)︁𝑘𝑛
. . .

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛=𝑟𝑝

𝐴𝑘1, ..., 𝑘𝑛
1𝑝

(︁
𝜕𝜙1
𝜕𝑥1

)︁𝑘1
· · ·

(︁
𝜕𝜙1
𝜕𝑥𝑛

)︁𝑘𝑛

. . . . . . . . .∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛=𝑟1

𝐴𝑘1, ..., 𝑘𝑛
𝑝1

(︁
𝜕𝜙1
𝜕𝑥1

)︁𝑘1
· · ·

(︁
𝜕𝜙1
𝜕𝑥𝑛

)︁𝑘𝑛
. . .

∑︁
𝑘1+···+𝑘𝑛=𝑟𝑝

𝐴𝑘1, ..., 𝑘𝑛
𝑝𝑝

(︁
𝜕𝜙1
𝜕𝑥1

)︁𝑘1
· · ·

(︁
𝜕𝜙1
𝜕𝑥𝑛

)︁𝑘𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 0,

ïðè óñëîâèè ⃒⃒⃒ 𝜕𝜙
𝜕𝑥1

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒ 𝜕𝜙
𝜕𝑥2

⃒⃒⃒2
+ · · ·+

⃒⃒⃒ 𝜕𝜙
𝜕𝑥𝑛

⃒⃒⃒2
̸= 0.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿþò âàðèàíòû ïîñòàíîâîê çà-
äà÷ Êîøè, äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ òåîðåìû Êîøè�Êîâàëåâñêîé íå âûïîë-
íÿþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå èõ àíà-
ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîâåðõíîñòü

Ψ(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)− 𝜉01 = 0, (6.10.6)

ñîäåðæàùàÿ òî÷êó (𝜉01 , . . . , 𝜉
0
𝑛), íå ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé, òî åñòü,

Δ(Ψ) ̸= 0 â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (6.10.1) ïðè-
âîäèòñÿ â íåé ê íîðìàëüíîìó âèäó, è, ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ
àíàëèòè÷íîñòè ôóíêöèé, çàäàþùèõ ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû è íà÷àëüíûå
äàííûå, â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè (𝜉01 , . . . , 𝜉

0
𝑛) ñóùåñòâóåò àíàëè-

òè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî åñòü, êîãäà ïî-
âåðõíîñòü (6.10.6) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ, ëåâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (6.10.3)
â òî÷êå (𝜉01 , . . . , 𝜉

0
𝑛) îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Ïðè ýòîì îêàçû-

âàþòñÿ âîçìîæíû àëüòåðíàòèâû:

(1) Åñëè ïðàâûå ÷àñòè (òî åñòü, ôóíêöèè 𝑓1, . . . , 𝑓𝑝) ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (6.10.3) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè íå ñóùåñòâóåò.
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(2) Åñëè æå ïðàâûå ÷àñòè ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî ðåøåíèé.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Пример 6.40. Пусть задача Коши определена такими уравнениями и
начальными условиями:

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 0, 𝑢|𝑥=0 = 𝜙(𝑦),

𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 𝜙1(𝑦). (6.10.7)

Будем исследовать разрешимость этой задачи в точке (𝑥, 𝑦) = (0, 0).
Корни характеристического уравнения

Δ = 𝛼1𝛼2 = 0,

при условии |𝛼1|2 + |𝛼2|2 = 1, определяют два характеристических на-
правления 𝑥 = const, 𝑦 = const. Характеристики представляют собой
прямые и совпадают с характеристическими направлениями. Таким
образом, начальные условия заданы на характеристике 𝑥 = 0.

Уравнение, рассматриваемое в этом примере, является настолько
простым, что возможно сразу выписать его общее решение:

𝑢(𝑥, 𝑦) = Φ(𝑥) + Ψ(𝑦),

которое, без потери общности, можно подчинить условию Φ(0) = 0.
Из первого начального условия (6.10.7) вытекает, что Ψ(𝑦) = 𝜙(𝑦), а

из второго —
𝑑Φ(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝜙1(𝑥). Таким образом, если 𝜙1(𝑥) ̸= const, то

решений не существует, в если 𝜙1(𝑥) = const, то решений бесконечно

много, поскольку
𝑑2Φ(𝑥)

𝑑𝑥2

⃒⃒⃒
𝑥=0

может быть произвольным.

Íàèáîëåå ïðîñòàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ çàäàåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðà-
çîâàíèåì. Âìåñòå ñ òåì, òàêàÿ çàìåíà ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ î
âîçìîæíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû ê íîðìàëüíîé ôîðìå â
îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè è íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ
â íåé. Ïóñòü â ñèñòåìó (6.10.1) ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî íåâûðîæäåííîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ ââîäÿòñÿ íîâûå ïåðåìåííûå:

𝜉1 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎1𝑖𝑥𝑖, 𝜉2 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎2𝑖𝑥𝑖, . . . 𝜉𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑛𝑖𝑥𝑖,
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ãäå ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑎11 . . . 𝑎1𝑛
. . . . . . . . .
𝑎𝑛1 . . . 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ̸= 0.

Òîãäà çàìåíà ïàðàìåòðîâ â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì îïðåäåëèòåëå çàäàåòñÿ
ñîþçíûì ïðåîáðàçîâàíèåì

𝛼1 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘1𝜆𝑘, 𝛼2 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘2𝜆𝑘, . . . 𝛼𝑛 =
𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘𝑛𝜆𝑘,

ãäå 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛 � íîâûå ïàðàìåòðû. Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû ïðèíèìàþò âèä

𝐿𝑖𝑗 =
∑︁

𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛=𝑟𝑗

𝐴𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛
𝑖𝑗

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1
𝜕

𝜕𝜉𝑖

)︃𝑘1

· · ·

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑛
𝜕

𝜕𝜉𝑖

)︃𝑘𝑛

,

à ýëåìåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

𝐵𝑖𝑗 =
∑︁

𝑘1+𝑘2+···+𝑘𝑛=𝑟𝑗

𝐴𝑘1, 𝑘2, ..., 𝑘𝑛
𝑖𝑗

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖1𝜆𝑖

)︃𝑘1

· · ·

(︃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑛𝜆𝑖

)︃𝑘𝑛

.

Çàìåòèì, ÷òî çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðîâ 𝐿𝑖𝑗 ïðè çàìåíå ïåðåìåí-
íûõ òàêîé æå, êàê è çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ 𝐵𝑖𝑗 ïðè ñîþçíîé çàìåíå ïàðà-
ìåòðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü êëàññèôèêàöèþ óðàâíåíèé (â òî÷êå),
îïèðàÿñü íà àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Определение 6.12. (1) Если посредством невырожденного линейно-
го преобразования характеристический определитель Δ(𝛼) приво-
дится к определителю, который зависит от числа параметров,
меньших 𝑛, то система уравнений классифицируется как пара-
болическая в данной точке, а характеристический определитель
— как вырожденный.

(2) Если характеристический определитель невырожден, а все корни
характеристического уравнения комплексны (при условии |𝛼1|2 +
|𝛼2|2+ · · ·+ |𝛼𝑛|2 = 1), то уравнение в данной точке эллиптиче-
ское.
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(3) Если характеристический определитель не является вырожден-
ным и уравнение Δ(𝛼) = 0, 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛), сформулированное
относительно некоторого 𝛼𝑗, при любых фиксированных значени-
ях остальных 𝛼𝑖 (𝑖 ̸= 𝑗) имеет 𝑁 = 𝑟1+𝑟2+· · ·+𝑟𝑛 вещественных
корней, то уравнение классифицируется как гиперболическое.

Замечание 6.11. В общем случае коэффициенты характеристическо-
го определителя Δ(𝛼) зависят не только от независимых переменных
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, но и от выбора решения! Вместе с тем, тип уравнения не
зависит от выбора решения для линейных систем.

10.2. Линейные уравнения первого порядка

Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà èìååò âèä

𝑝∑︁
𝑗=1

(︃
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘
𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑥𝑘

)︃
𝑢𝑗 + 𝑓𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑝.

Çäåñü 𝑓𝑖 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖𝑗𝑢𝑗 + 𝐷𝑖, à 𝐴
𝑘
𝑖𝑗, 𝐶𝑖𝑗, 𝐷𝑖 � ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ïå-

ðåìåííûõ. Â ëèíåéíîì ñëó÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü èìååò
âèä

Δ(𝛼) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘
11𝛼𝑘 . . .

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘
1𝑝𝛼𝑘

. . . . . . . . .
𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘
𝑝1𝛼𝑘 . . .

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘
𝑝𝑝𝛼𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒

10.3. Примеры

Пример 6.41. Квазилинейное уравнение первого порядка имеет вид (в
обозначениях Монжа)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑝𝑖 − 𝑎 = 0, 𝑝𝑖 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
.
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Ему соответствует уравнение характеристических переменных

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖
= 0,

⃒⃒⃒ 𝜕𝜙
𝜕𝑥1

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒ 𝜕𝜙
𝜕𝑥2

⃒⃒⃒2
+ · · ·+

⃒⃒⃒ 𝜕𝜙
𝜕𝑥𝑛

⃒⃒⃒2
̸= 0.

Характеристику 𝜙(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 0 можно записать в параметри-
ческой форме

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛−1),

где 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛−1 — параметры. Тогда вектор

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥1
,
𝜕𝜙

𝜕𝑥2
, . . . ,

𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑛

)︂
орто-

гонален (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) Следовательно, вектор (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛) лежит к
касательной плоскости к характеристике, то есть, должен быть ли-

нейной комбинацией векторов

(︂
𝜕𝑥1
𝜕𝑡𝑖

,
𝜕𝑥2
𝜕𝑡𝑖

, . . . ,
𝜕𝑥𝑛
𝜕𝑡𝑖

)︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛−1.

Для этого необходимо и достаточно, чтобы

𝛿 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑛
𝜕𝑥1
𝜕𝑡1

𝜕𝑥2
𝜕𝑡1

. . .
𝜕𝑥𝑛
𝜕𝑡1

. . . . . . . . . . . .
𝜕𝑥1
𝜕𝑡𝑛−1

𝜕𝑥2
𝜕𝑡𝑛−1

. . .
𝜕𝑥𝑛
𝜕𝑡𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 0.

Пример 6.42. Трехмерное уравнение Пуассона в декартовых координа-
тах имеет вид (︂

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2

)︂
𝑢 = 𝑓.

Ему соответствует характеристическое уравнение
Δ(𝛼) = 𝛼2

1 + 𝛼2
2 + 𝛼2

3 = 0 и |𝛼1|2 + |𝛼2|2 + |𝛼3|2 = 1. Уравнение характе-
ристик:(︂

𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑧

)︂2

= 0,
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑥

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑦

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑧

⃒⃒⃒2
̸= 0.

Характеристики: 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. Вещественных характеристик нет
(эллиптический тип).
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Пример 6.43. Трехмерное уравнение теплопроводности(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
− 𝜕

𝜕𝑡

)︂
𝑢 = 𝑓.

Ему соответствует характеристическое уравнение
Δ(𝛼) = 𝛼2

1 + 𝛼2
2 + 𝛼2

3 = 0 с условием |𝛼1|2 + |𝛼2|2 + |𝛼3|2 + |𝛼4|2 = 1. Им
соответствуют соотношения для характеристик:(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑧

)︂2

= 0,
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑥

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑦

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑧

⃒⃒⃒2
+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑡

)︂2

̸= 0.

Характеристики: 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0. Вещественные характеристические
направления: 𝑡− 𝑡0 = 0 (параболический тип).

Пример 6.44. Трехмерное волновое уравнение(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
− 𝜕2

𝜕𝑡2

)︂
𝑢 = 𝑓.

Ему соответствует характеристическое уравнение
Δ(𝛼) = 𝛼2

1 + 𝛼2
2 + 𝛼2

3 − 𝛼2
4 = 0 с условием |𝛼1|2 + |𝛼2|2 + |𝛼3|2 + |𝛼4|2 = 1.

Им соответствуют соотношения для характеристик:(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑦

)︂2

+

(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑧

)︂2

−
(︂
𝜕𝜙

𝜕𝑡

)︂2

= 0,
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑥

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑦

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑧

⃒⃒⃒2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒2
̸= 0.

Характеристики: 𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0. Характеристические направления:
составляющие с осью 𝑡 угол 𝜋

4 гиперплоскости и огибающие их гипер-
конусы с углом при вершине 𝜋

2 (гиперболический тип).

Пример 6.45. Дифференциальное уравнение(︂
Δ− 𝜕2

𝜕𝑡2

)︂(︂
Δ− 2

𝜕2

𝜕𝑡2

)︂
𝑢 = 0, Δ =

𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
+

𝜕2

𝜕𝑧2
,

является гиперболическим, поскольку его характеристическое уравне-
ние

Δ(𝛼) =

(︃
3∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖 − 𝛼2

0

)︃(︃
3∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖 − 2𝛼2

0

)︃
= 0,
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в котором параметру 𝛼0 соответствует переменная 𝑡, при любых фик-
сированных 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 будет иметь четыре (возможно, кратных) кор-
ня, если его рассматривать как алгебраическое уравнение относитель-
но 𝛼0.

Пример 6.46. Небольшое изменение уравнения, рассмотренного выше,
а именно, (︂

Δ− 𝜕2

𝜕𝑡2

)︂(︂
Δ+

𝜕2

𝜕𝑡2

)︂
𝑢 = 0,

приводит к случаю, который не может быть классифицирован ни как
гиперболическое, ни как эллиптическое, ни как параболическое уравне-
ние. Действительно, характеристическое уравнение

Δ(𝛼) =

(︃
3∑︁
𝑖=1

𝛼2
𝑖

)︃2

− 𝛼4
0 = 0,

имеет лишь два, а не четыре действительных корня при фиксирован-
ных 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3. Таким уравнения будем называть уравнениями про-
межуточного типа.

10.4. Линейные уравнения второго порядка

Îáùèé âèä:
𝑛∑︁

𝑖, 𝑗=1

𝐴𝑖𝑗
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖 𝜕𝑥𝑗
+ 𝑓 = 0,

ãäå 𝑓 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝐵𝑖
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
+𝐵𝑢+𝐶, à 𝐴𝑖𝑗, 𝐵𝑖, 𝐵, 𝐶 � ôóíêöèè íåçàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìîé:

Δ(𝛼) =
𝑛∑︁

𝑖, 𝑗=1

𝐴𝑖𝑗𝛼𝑖𝛼𝑗,

è ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

Δ(𝛼) = Δ(𝜆) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝜀𝑖𝜆
2
𝑖 ,
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ãäå

𝜀𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0,

+1,

−1.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå:

∙ ýëëèïòè÷åñêîå, åñëè âñå 𝜀𝑖 ̸= 0 è îäíîãî çíàêà,

∙ ãèïåðáîëè÷åñêîå, åñëè âñå 𝜀𝑖 ̸= 0 è âñå, êðîìå îäíîãî, îäíîãî çíàêà,

∙ óëüòðàãèïåðáîëè÷åñêîå, åñëè âñå 𝜀𝑖 ̸= 0, íî ðàçíûõ çíàêîâ,

∙ ïàðàáîëè÷åñêîå, åñëè ñóùåñòâóåò 𝜀𝑖 = 0.

11. Приведение линейного уравнения второ-

го порядка с двумя независимыми пере-

менными к каноническому виду в обла-

сти

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè 𝑢(𝑥, 𝑦):

𝐴
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑓 = 0, (6.11.1)

ãäå 𝑓 = 𝐷
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝐸

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝐹𝑢+𝐺, à 𝐴, 𝐵, . . . , 𝐺 � ôóíêöèè 𝑥 è 𝑦. Õàðàê-

òåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü Δ(𝛼) ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

Δ(𝛼) = 𝐴𝛼2
1 + 2𝐵𝛼1𝛼2 + 𝐶𝛼2

2.

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ äèñêðèìèíàíòà 𝛿,

𝛿 = 𝐵2 − 𝐴𝐶,

óðàâíåíèå (6.11.1) ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü â çàäàííîé òî÷êå êàê

∙ ãèïåðáîëè÷åñêîå (ïðè 𝛿 > 0),
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∙ ïàðàáîëè÷åñêîå (ïðè 𝛿 = 0),

∙ ýëëèïòè÷åñêîå (ïðè 𝛿 < 0).

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ïðèâåäåíèå óðàâíåíèÿ (6.11.1) ê êàíîíè÷åñêî-
ìó âèäó в точке îñóùåñòâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì íåçàâèñè-
ìûõ ïåðåìåííûõ. Äëÿ óðàâíåíèé îáùåãî âèäà ïðîöåäóðà ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â äðóãîé òî÷êå ïîòðåáóåò ïîñòðîåíèÿ èíîãî
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, òî åñòü, â îáùåì ñëó÷àå, ïðèâåäåíèå ê êàíî-
íè÷åñêîé ôîðìå îñóùåñòâëÿåòñÿ ëîêàëüíî. Îäíàêî, óðàâíåíèÿ ÷àñòíîãî
âèäà (6.11.1), à èìåííî, ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðî-
ãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, äîïóñêàþò îáîáùåíèå
ýòîé ïðîöåäóðû: äëÿ íèõ ïðåîáðàçîâàíèå ê êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíî в области. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ òàêîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ïîäðîáíåå.

11.1. Случай 𝐴 = 𝐶 = 0

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé 𝐴 = 𝐶 = 0. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ñðàçó ïðèâîäÿò óðàâíåíèå (6.11.1) ê îäíîé èç êàíîíè÷åñêèõ ôîðì
ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 𝑓 = 0, 𝑓 =

𝑓

2𝐵
. (6.11.2)

Âòîðàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå çàìåíû
ïåðåìåííûõ

𝜉 = 𝑥+ 𝑦, 𝜂 = 𝑥− 𝑦.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

𝜕2𝑢

𝜕𝜉2
− 𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
+ 𝑓1 = 0, 𝑓1(𝜉, 𝜂) =

𝑓
(︁
𝜉+𝜂
2 ,

𝜉−𝜂
2

)︁
2𝐵
(︁
𝜉+𝜂
2 ,

𝜉−𝜂
2

)︁ .
11.2. Случай 𝐴 ̸= 0

Ðàññìîòðåâ îòäåëüíî ñëó÷àé 𝐴 = 𝐶 = 0, ìû òåïåðü ìîæåì ïîëàãàòü,
÷òî 𝐴 ̸= 0 (â óðàâíåíèè (6.11.1) êîýôôèöèåíòû 𝐴 è 𝐶 âñåãäà ìîæíî
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ïîìåíÿòü ðîëÿìè, à ñëó÷àé 𝐴 = 𝐶 = 0 áûë ðàçîáðàí âûøå). Ââåäåì
çàìåíó ïåðåìåííûõ îáùåãî âèäà:

𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦), 𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦),

ñ óñëîâèåì, ÷òî ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (𝑥, 𝑦) ↦→ (𝜉, 𝜂) â ðàññìàòðèâà-
åìîé îáëàñòè îòëè÷åí îò íóëÿ, òî åñòü,

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝜕𝜉𝜕𝑥 𝜕𝜉

𝜕𝑦
𝜕𝜂

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦
− 𝜕𝜂

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦
̸= 0.

Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
(𝜉, 𝜂) ↦→ (𝑥, 𝑦). Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíê-
öèè, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (6.11.1) ê íîâûì ïåðåìåííûì:

𝐴1
𝜕2𝑢

𝜕𝜉2
+ 2𝐵1

𝜕2𝑢

𝜕𝜉 𝜕𝜂
+ 𝐶1

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
+ 𝑓1 = 0, (6.11.3)

ãäå 𝑓1 = 𝐷1
𝜕𝑢

𝜕𝜉
+ 𝐸1

𝜕𝑢

𝜕𝜂
+ 𝐹1𝑢+𝐺1, à 𝐴1, 𝐵1, . . . , 𝐺1 îïðåäåëåíû ðàâåí-

ñòâàìè

𝐴1 = 𝐴
(︁𝜕𝜉
𝜕𝑥

)︁2
+ 2𝐵

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑦
+ 𝐶

(︁𝜕𝜉
𝜕𝑦

)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂),

𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂)

,

𝐵1 = 𝐴
𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑥
+𝐵

(︁𝜕𝜉
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦
+
𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑥

)︁
+ 𝐶

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂),

𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂)

,

𝐶1 = 𝐴
(︁𝜕𝜂
𝜕𝑥

)︁2
+ 2𝐵

𝜕𝜂

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦
+ 𝐶

(︁𝜕𝜂
𝜕𝑦

)︁2 ⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂),

𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂)

,

𝐷1 = 𝐴
𝜕2𝜉

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2𝜉

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2𝜉

𝜕𝑦2
+𝐷

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+ 𝐸

𝜕𝜉

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂),

𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂)

,

𝐸1 = 𝐴
𝜕2𝜂

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2𝜂

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2𝜂

𝜕𝑦2
+𝐷

𝜕𝜂

𝜕𝑥
+ 𝐸

𝜕𝜂

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂),

𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂)

,

𝐹1 = 𝐹

⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂),

𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂)

, 𝐺1 = 𝐺

⃒⃒⃒⃒
𝑥 = 𝑥(𝜉, 𝜂),

𝑦 = 𝑦(𝜉, 𝜂)

.

(6.11.4)
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Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü çàïèñàíî
äëÿ óðàâíåíèÿ (6.11.1) â âèäå

𝐴
𝜕2𝜙

𝜕𝑥2
+ 2𝐵

𝜕2𝜙

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 𝐶

𝜕2𝜙

𝜕𝑦2
= 0, (6.11.5)

ïðè óñëîâèè ⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑥

⃒⃒⃒2
+
⃒⃒⃒𝜕𝜙
𝜕𝑦

⃒⃒⃒2
̸= 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.11.5) ðàññìîòðèì åãî âíà÷àëå êàê

êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
𝜕𝜙

𝜕𝑥
. Åãî ðåøåíèÿ

𝜕𝜙

𝜕𝑥
=

(︃
−𝐵𝜕𝜙

𝜕𝑦
±

√︃
𝐵2
(︁𝜕𝜙
𝜕𝑦

)︁2
− 𝐴𝐶

(︁𝜕𝜙
𝜕𝑦

)︁2)︃ 1

𝐴
=

= −𝐵 ±
√
𝛿

𝐴

𝜕𝜙

𝜕𝑦
, 𝛿 = 𝐵2 − 𝐴𝐶,

ïðèâîäÿò ê äâóì óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà:

𝐴
𝜕𝜙

𝜕𝑥
+
(︁
𝐵 +

√︀
𝐵2 − 𝐴𝐶

)︁ 𝜕𝜙
𝜕𝑦

= 0,

𝐴
𝜕𝜙

𝜕𝑥
+
(︁
𝐵 −

√︀
𝐵2 − 𝐴𝐶

)︁ 𝜕𝜙
𝜕𝑦

= 0.

(6.11.6)

Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ðåøåíû ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝐵 +

√
𝐵2 − 𝐴𝐶

𝐴
,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝐵 −

√
𝐵2 − 𝐴𝐶

𝐴
.

Ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ïðè 𝛿 = 𝐵2−𝐴𝐶 > 0 (ãèïåðáîëè÷åñêèé
ñëó÷àé) îïðåäåëÿþò äâà ñåìåéñòâà âåùåñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê

𝜉 = 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜂 = 𝜓(𝑥, 𝑦),

à ïðè 𝛿 = 0 (ïàðàáîëè÷åñêèé ñëó÷àé) � îäíî ñåìåéñòâî

𝜉 = 𝜙(𝑥, 𝑦), (6.11.7)
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ãäå 𝜙, 𝜓 � äâàæäû íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Çàìåòèì,
÷òî ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî ýòèìè ôóíêöèÿìè,

𝐽 =
𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜕𝜓

𝜕𝑦
− 𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕𝜙

𝜕𝑦
,

îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê óãëîâûå êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
êðèâûõ 𝜙(𝑥, 𝑦) − 𝜉 = 0 è 𝜓(𝑥, 𝑦) − 𝜂 = 0, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñîîòíîøå-
íèÿìè

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝐵 +

√
𝛿

𝐴
,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝐵 −

√
𝛿

𝐴
,

îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà íà íåíóëåâóþ âåëè÷èíó. Â ýòîé ñâÿçè, â ãèïåð-
áîëè÷åñêîì ñëó÷àå äëÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíê-
öèè 𝜙 è 𝜓. Ïðè ýòîì èç ñîïîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ïåðåìåííûõ (6.11.5) è âûðàæåíèé äëÿ 𝐴1 è 𝐶1 (6.11.4) ñëåäóåò, ÷òî
â íîâûõ ïåðåìåííûõ 𝐴1 = 𝐶1 = 0. Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò 𝐵1 íå ìîæåò
òîæäåñòâåííî ðàâíÿòüñÿ íóëþ â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ïîðÿäêà óðàâíå-
íèÿ ïî îòíîøåíèþ ê çàìåíå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Òàêèì îáðàçîì,
óðàâíåíèå (6.11.3) ïîñëå äåëåíèÿ ëåâîé è ïðàâîé åãî ÷àñòåé íà 2𝐵1 ïðå-
îáðàçóåòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (6.11.2).

Â ñëó÷àå ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (𝛿 = 0) äëÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ôóíêöèÿ 𝜙 (6.11.7) è ïðîèçâîëüíàÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ 𝜁(𝑥, 𝑦), òàêàÿ, ÷òî ÿêîáèàí, îïðåäåëÿåìûé äâóìÿ
ýòèìè ôóíêöèÿìè, îòëè÷åí îò íóëÿ:

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜕𝜁

𝜕𝑦
− 𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝜕𝜁

𝜕𝑥
̸= 0.

Òàêèì îáðàçîì, íîâûå ïåðåìåííûå çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

𝜉 = 𝜙(𝑥, 𝑦), 𝜂 = 𝜁(𝑥, 𝑦).

Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, 𝐴1 = 0. Êîýôôèöèåíò 𝐵1 ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐵1 = 𝐴
𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑥
+𝐵

(︁𝜕𝜉
𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦
+
𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑥

)︁
+ 𝐶

𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑦
=

=
𝜕𝜂

𝜕𝑥

(︁
𝐴
𝜕𝜉

𝜕𝑥
+𝐵

𝜕𝜉

𝜕𝑦

)︁
+
𝜕𝜂

𝜕𝑦

(︁
𝐵
𝜕𝜉

𝜕𝑥
+ 𝐶

𝜕𝜉

𝜕𝑦

)︁
.
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Íî, ïîñêîëüêó 𝛿 = 𝐵2 − 𝐴𝐶 = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, 𝐶 = 𝐵2/𝐴, òî

𝐴
𝜕𝜉

𝜕𝑥
+𝐵

𝜕𝜉

𝜕𝑦
= 0,

ïîñêîëüêó 𝜉 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6.11.6), è òàêæå

𝐵
𝜕𝜉

𝜕𝑥
+ 𝐶

𝜕𝜉

𝜕𝑦
=
𝐵

𝐴

(︁
𝐴
𝜕𝜉

𝜕𝑥
+𝐵

𝜕𝜉

𝜕𝑦

)︁
= 0.

Òàêèì îáðàçîì, 𝐵1 = 0 è óðàâíåíèå (6.11.3), ïîñëå äåëåíèÿ åãî ëåâîé è
ïðàâîé ÷àñòåé íà 𝐶1 (îòëè÷íûé îò íóëÿ â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ïîðÿäêà
óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàìåíû ïåðåìåííûõ) ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷å-
ñêîìó âèäó ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
+ 𝑓 = 0,

ãäå 𝑓 =
𝑓1
𝐶1

= 𝑓(𝜉, 𝜂, 𝑢, 𝜕𝑢
𝜕𝜉 ,

𝜕𝑢
𝜕𝜂 ).

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, òî åñòü, êî-
ãäà 𝛿 < 0. Óðàâíåíèÿ (6.11.6) îêàçûâàþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè è
èõ ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû â ôîðìå

𝜙 = 𝜉 ± 𝑖𝜂,

ãäå 𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦), 𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦) � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè îò 𝑥, 𝑦. Âûäåëÿÿ
âåùåñòâåííóþ è ìíèìóþ ÷àñòè óðàâíåíèé (6.11.6), ïîëó÷èì

𝜕𝜉

𝜕𝑥
= −𝐵

𝐴

𝜕𝜉

𝜕𝑦
+

√︀
|𝛿|
𝐴

𝜕𝜂

𝜕𝑦
,

𝜕𝜂

𝜕𝑥
= −𝐵

𝐴

𝜕𝜂

𝜕𝑦
−
√︀

|𝛿|
𝐴

𝜕𝜉

𝜕𝑦
.

Â ñèëó ýòèõ óðàâíåíèé ÿêîáèàí ôóíêöèé 𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦) è 𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦)
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒ 𝜕𝜉𝜕𝑥 𝜕𝜉

𝜕𝑦
𝜕𝜂

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = √︀

|𝛿|
𝐴

(︂(︁𝜕𝜉
𝜕𝑦

)︁2
+
(︁𝜕𝜂
𝜕𝑦

)︁2)︂
̸= 0.
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Âîñïîëüçóåìñÿ ôóíêöèÿìè 𝜉 = 𝜉(𝑥, 𝑦) è 𝜂 = 𝜂(𝑥, 𝑦) äëÿ çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ. Ïîñêîëüêó 𝜙 = 𝜉 ± 𝑖𝜂 � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (6.11.6), òî, èìåÿ
â âèäó (6.11.4), íàõîäèì, ÷òî 𝐴1 = 𝐶1, 𝐵1 = 0. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (6.11.3) íà 𝐴1 (îòëè÷íûé îò íóëÿ), ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó
ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

𝜕2𝑢

𝜕𝜉2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝜂2
+ 𝑓1 = 0,

ãäå 𝑓1 =
𝑓1
𝐴1

= 𝑓1(𝜉, 𝜂, 𝑢,
𝜕𝑢
𝜕𝜉 ,

𝜕𝑢
𝜕𝜂 ).

Пример 6.47. Пусть дано уравнение

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 4

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0. (6.11.8)

Здесь 𝐴 = 1, 𝐵 = 2, 𝐶 = 0. Дискриминант 𝛿 = 𝐵2 − 𝐴𝐶 = 4 > 0.
Следовательно, уравнение (6.11.8) является гиперболическим, на всей
плоскости 0𝑥𝑦. Уравнения характеристик:

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+ 4

𝜕𝜉

𝜕𝑦
= 0,

𝜕𝜂

𝜕𝑥
= 0.

Их решения имеют вид

𝜉 = 𝑓(4𝑥− 𝑦), 𝜂 = 𝑔(𝑦),

где 𝑓 и 𝑔 — произвольные дифференцируемые функции. Выберем наибо-
лее простой вариант:

𝜉 = 4𝑥− 𝑦, 𝜂 = 𝑦.

В новых переменных:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕�̂�

𝜕𝜉

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+
𝜕�̂�

𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥
= 4

𝜕�̂�

𝜕𝜉
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 4

[︂
𝜕2�̂�

𝜕𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑥
+

𝜕2�̂�

𝜕𝜉 𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑥

]︂
= 16

𝜕2�̂�

𝜕𝜉2
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑦
= 4

[︂
𝜕2�̂�

𝜕𝜉2
𝜕𝜉

𝜕𝑦
+

𝜕2�̂�

𝜕𝜉 𝜕𝜂

𝜕𝜂

𝜕𝑦

]︂
= −4

𝜕2�̂�

𝜕𝜉2
+ 4

𝜕2�̂�

𝜕𝜉 𝜕𝜂
,
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где �̂�(𝜉, 𝜂) = 𝑢(𝑥(𝜉, 𝜂), 𝑦(𝜉, 𝜂)). Таким образом, уравнение (6.11.8) пре-
образуется к виду

16
𝜕2�̂�

𝜕𝜉2
+ 4

(︂
−4

𝜕2�̂�

𝜕𝜉2
+ 4

𝜕2�̂�

𝜕𝜉 𝜕𝜂

)︂
+ 4

𝜕�̂�

𝜕𝜉
= 0,

или

16
𝜕2�̂�

𝜕𝜉 𝜕𝜂
+ 4

𝜕�̂�

𝜕𝜉
= 0,

или, окончательно,
𝜕2�̂�

𝜕𝜉 𝜕𝜂
+

1

4

𝜕�̂�

𝜕𝜉
= 0.

Пример 6.48. Рассмотрим уравнение

𝑥2
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 2𝑥𝑦

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑦
+ 𝑦2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+ 𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0

в правой полуплоскости, то есть, при 𝑥 > 0. Коэффициенты при про-
изводных второго порядка имеют вид

𝐴 = 𝑥2, 𝐵 = −𝑥𝑦, 𝐶 = 𝑦2.

Тогда 𝛿 = 𝐵2 − 𝐴𝐶 = (−𝑥𝑦)2 − 𝑥2𝑦2 = 0. Следовательно, уравнение
параболическое. Уравнение характеристик имеет вид

𝑥2
𝜕𝜂

𝜕𝑥
− 𝑥𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑦
= 0,

или, поскольку 𝑥 ̸= 0,

𝑥
𝜕𝜂

𝜕𝑥
− 𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑦
= 0.

Его решение, полученное методом характеристик, имеет вид

𝜂 = 𝑓(𝑥𝑦),

где 𝑓 — произвольная дифференцируемая функция. Вторая переменная
может быть определена произвольной функцией, с тем лишь услови-
ем, чтобы якобиан полученного преобразования был отличен от 0. Для
простоты возьмем 𝜉 = 𝑥, 𝜂 = 𝑥𝑦. Якобиан этого преобразования

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑦
− 𝜕𝜉

𝜕𝑦

𝜕𝜂

𝜕𝑥
= 𝑥 > 0.
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Пример 6.49. Дано уравнение

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0, 𝑥 > 0.

Коэффициенты при старших производных имеют вид:

𝐴 = 1, 𝐵 = 0, 𝐶 = 𝑥.

Следовательно, 𝛿 = 𝐵2 − 𝐴𝐶 = −𝑥 < 0 и уравнение является эллип-
тическим на правой полуплоскости (𝑥 > 0). Уравнение характеристик
имеет вид

𝜕Φ

𝜕𝑥
+ 𝑖

√
𝑥
𝜕Φ

𝜕𝑦
= 0.

Его решение — комплекснозначная функция

Φ = 𝑥3/2 + 𝑖
3𝑦

2
.

Мнимая и действительная части решения определяют функции пере-
хода к новым переменным:

𝜉 = ReΦ = 𝑥3/2, 𝜂 = ImΦ =
3

2
𝑦.

В новых переменных производные имеют вид

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=

3

2

√
𝑥
𝜕�̂�

𝜕𝜉
,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

3

2

𝜕�̂�

𝜕𝜂
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
=

3

4

1√
𝑥

𝜕�̂�

𝜕𝜉
+

9𝑥

4

𝜕2�̂�

𝜕𝜉2
,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
=

9

4

𝜕2�̂�

𝜕𝜂2
.

Подстановка этих выражений в исходное уравнение дает(︂
3

4

1√
𝑥

𝜕�̂�

𝜕𝜉
+

9𝑥

4

𝜕2�̂�

𝜕𝜉2

)︂
+ 𝑥

(︂
9

4

𝜕2�̂�

𝜕𝜂2

)︂
,
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или,

9𝑥

(︂
𝜕2�̂�

𝜕𝜉2
+
𝜕2�̂�

𝜕𝜂2

)︂
+ 3

1√
𝑥

𝜕�̂�

𝜕𝜉
= 0,

или, вспоминая, что 𝜉 = 𝑥3/2,

𝜕2�̂�

𝜕𝜉2
+
𝜕2�̂�

𝜕𝜂2
+

1

3𝜉

𝜕�̂�

𝜕𝜉
= 0.

12. Волновое уравнение

12.1. Задача Коши для волнового уравнения

Ðàññìîòðèì 𝑛-мерное волновое уравнение

□𝑢 = − 𝑓

𝑎2
, (6.12.1)

ãäå 𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ 𝑛 ïðîñòðàíñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 è âðåìåíè 𝑡, 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡) � èñêîìàÿ
ôóíêöèÿ òåõ æå ïåðåìåííûõ, 𝑎2 = const � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé
ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âîëíû,

□ := Δ− 1

𝑎2
𝜕2

𝜕𝑡2

äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, íàçûâàåìûé волновым оператором

èëè оператором Д’Аламбера, Δ =
∑︀𝑛

𝑖=1

𝜕2

𝜕𝑥2𝑖
� îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, âîëíîâîå óðàâíåíèå (6.12.1) èìååò ãèïåð-
áîëè÷åñêèé òèï. Â ñîâîêóïíîñòè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙,
𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜓, (6.12.2)

â êîòîðûõ 𝜙 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝜓 = 𝜓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) � çàäàííûå
ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, óðàâíåíèå (6.12.1)
îïðåäåëÿåò задачу Коши.
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Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ïðè 𝑛 = 1) ïîñòàâëåííóþ òàêèì îáðàçîì çàäà-
÷ó Êîøè (6.12.1), (6.12.2), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó î ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèÿõ áåñêîíå÷íîé ñòðóíû:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= − 𝑓

𝑎2
, 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙,

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜓.

Çäåñü 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé 𝑥 è
âðåìåíè 𝑡, õàðàêòåðèçóþùàÿ óêëîíåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑡) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ
ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà íà ñòðóíó, 𝑎 � ôèçè÷åñêèé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿå-
ìûé ïëîòíîñòüþ è óñèëèåì íàòÿæåíèÿ ñòðóíû, 𝜙 = 𝜙(𝑥) è 𝜓 = 𝜓(𝑥) �
çàäàííûå ôóíêöèè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò íà÷àëüíûå óêëîíåíèÿ,
à âòîðàÿ � íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ñòðóíû.

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå (ïðè 𝑛 = 2) çàäà÷à Êîøè (6.12.1), (6.12.2), õàðàê-
òåðèçóåò ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ áåñêîíå÷íîé ìåìáðàíû, ñîâïàäàþùåé â
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ñ ïëîñêîñòüþ 0𝑥1𝑥2, ïðè óñëîâèè, ÷òî â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàíû óêëîíåíèÿ òî÷åê ìåìáðàíû îò ïëîñêîñòè
ðàâíîâåñèÿ è èõ ñêîðîñòè:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥22
− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= − 𝑓

𝑎2
, 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙,

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜓.

Çäåñü 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) � èñêîìûå óêëîíåíèÿ òî÷åê ìåìáðàíû,
𝑓 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) � çàäàííàÿ ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà, 𝜙 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2),
𝜓 = 𝜓(𝑥1, 𝑥2) � çàäàííûå íà÷àëüíûå óêëîíåíèÿ è íà÷àëüíûå ñêîðîñòè.

Â ñëó÷àå òðåõ èçìåíåíèé çàäà÷à Êîøè (6.12.1), (6.12.2), ìîæåò áûòü
èñòîëêîâàíà êàê çàäà÷à îá àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ãàçà ïðè óñëîâèè,
÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå çàäàí ïîòåíöèàë
ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèö è èõ êîíäåíñàöèÿ:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥22
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥23
− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0, 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙,

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜓.

Çäåñü 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) � èñêîìûé ïîòåíöèàë ñêîðîñòè 𝑣 àêóñòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé, òî åñòü, 𝑣 = −∇𝑢, 𝜙 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ,
õàðàêòåðèçóþùàÿ íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè, 𝜓 = 𝜓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
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� çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîíäåí-
ñàöèè 𝑠:

𝑠|𝑡=𝑡0 =
1

𝑎2
𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

=
1

𝑎2
𝜓.

12.2. Начально – краевые задачи для волнового

уравнения

Ðàññìîòðåííûå âûøå çàäà÷è ïðåäïîëàãàþò ìîäåëèðîâàíèå îáëàñòåé,
íå îãðàíè÷åííûõ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Èçó÷åíèå îãðàíè-
÷åííûõ îáëàñòåé ïðåäïîëàãàåò çàäàíèå óñëîâèé íà èõ ãðàíèöàõ. Òàêèå
óñëîâèÿ íàçûâàþòñÿ краевыми, à çàäà÷è, â êîòîðûõ, íàðÿäó ñ íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè, óêàçûâàþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, íàçûâàþòñÿ началь-
но – краевыми.

Íà÷àëüíûå è êðàåâûå óñëîâèÿ â ñîâîêóïíîñòè óäîáíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü êàê ñîîòíîøåíèÿ, çàäàííûå íà ãðàíèöå ïîëóîãðàíè÷åííîé öèëèí-
äðè÷åñêîé îáëàñòè Ω â (𝑛 + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Äàëåå ýòó ãðà-
íèöó áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì 𝜕Ω. Ïåðâûå 𝑛 êîîðäèíàò ïðîñòðàí-
ñòâà, ñîäåðæàùåãî Ω, ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, à ïîñëåäíÿÿ êîîðäèíàòà � âðåìåíè 𝑡. Ãðàíèöà, 𝜕Ω, ÿâ-
ëÿåòñÿ â íåì öèëèíäðè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòüþ ñ îäíèì îñíîâàíèåì.
Îáðàçóþùèå öèëèíäðè÷åñêîé ÷àñòè 𝑆 ãèïåðïîâåðõíîñòè 𝜕Ω � ëó÷è, ïà-
ðàëëåëüíûå îñè 0𝑡. Îñíîâàíèå � 𝑛-ìåðíàÿ îáëàñòü 𝐵. Òàêèì îáðàçîì,
𝜕Ω = 𝑆 ∪ 𝐵. Íà 𝑆 çàäàþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ, à íà 𝐵 � íà÷àëüíûå.
Çàìåòèì, ÷òî 𝑆 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü ëó÷åé, âûïó-
ùåííûõ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè 𝑡 èç òî÷åê ãðàíèöû 𝐵, òî åñòü,
èç 𝜕𝐵. Ðèñ. 6.14 èëëþñòðèðóåò âñå ðàññìîòðåííûå ãèïåðïîâåðõíîñòè äëÿ
𝑛 = 1, 2, 3.

Èç âñåõ âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ çàäàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé âûäåëÿþò ñëå-
äóþùèå òèïû:

1) Первая краевая задача:

∀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵 : 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙,
𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜓,

∀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡) ∈ 𝑆 : 𝑢|𝑆 = Φ,
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Ðèñ. 6.14. Ãèïåðïîâåðõíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ 𝑛

ãäå ôóíêöèè 𝜙 = 𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝜓 = 𝜓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), îïðåäåëåí-
íûå â îáëàñòè 𝐵, êàê è ðàíåå, çàäàþò íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé
ôóíêöèè 𝑢 è ñêîðîñòü åå èçìåíåíèÿ â ìîìåíò 𝑡 = 𝑡0, à ôóíêöèÿ
Φ = Φ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡), çàäàííàÿ íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè 𝑆,
îïðåäåëÿåò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ 𝑢.

2) Вторая краевая задача:

∀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵 : 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙,
𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜓,

∀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡) ∈ 𝑆 :
𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= Φ.

Â òàêîé ïîñòàíîâêå íà öèëèíäðè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè 𝑆 çàäà-
åòñÿ çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé 𝑢 ïî íàïðàâëåíèþ âíóòðåííåé íîðìàëè6

ê 𝑆, êîòîðóþ ìîæíî âû÷èñëèòü êàê

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= (∇𝑢|𝑛)|𝑆,

ãäå 𝑛 � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê 𝑆. Ôóíêöèÿ Φ = Φ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡)
çàäàíà íà 𝑆.

6Использование внутренней нормали предполагает, что все направленные преде-
лы вычисляются из внутренней части области, т.е. там, где поля определены.
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3) Третья краевая задача:

∀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵 : 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙,
𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜓,

∀(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡) ∈ 𝑆 :

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑛
− 𝛼𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑆

= Φ.

Çäåñü 𝛼 � íåêîòîðûé (ïîëîæèòåëüíûé) ïàðàìåòð, à ôóíêöèÿ
Φ = Φ(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡), êàê è ðàíüøå, çàäàíà íà 𝑆.

Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå äëÿ òî÷åê 𝐵, íå ïðîòè-
âîðå÷àò êðàåâûì óñëîâèÿì, çàäàííûì íà 𝑆, òî ãîâîðÿò, ÷òî íà÷àëüíûå è
êðàåâûå óñëîâèÿ согласованы. Íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå

𝜙|𝜕𝐵 = Φ|𝑡=𝑡0, 𝜓|𝜕𝐵 =
𝜕Φ

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

.

Ïîìèìî ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ íà÷àëüíî � êðàåâûõ çàäà÷, ìîãóò áûòü
ñôîðìóëèðîâàíû çàäà÷è смешанного типа, êîãäà íà ðàçëè÷íûõ ÷àñòÿõ
𝑆 çàäàþòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

12.3. Единственность решений первой, второй и тре-

тьей начально – краевых задач

Äîêàæåì, ÷òî åñëè ðåøåíèÿ ïåðâîé, âòîðîé èëè òðåòüåé êðàåâûõ
çàäà÷ ñóùåñòâóþò, òî îíè åäèíñòâåííû â êëàññå äâàæäû íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Ω. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, êîòîðîå èìååò ìåñòî äëÿ ðåøåíèé
îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

𝐼(𝑡) =
𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
, (6.12.3)

ãäå

𝐼(𝑡) = −
∫︁
𝜕𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝑉 (𝑛−1),

𝐸(𝑡) =
1

2

∫︁
𝐵

(︃
(∇𝑢|∇𝑢) +

1

𝑎2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂2
)︃
𝑑𝑉 (𝑛).
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Çäåñü 𝑢 � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Δ𝑢− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0.

Ýòî òîæäåñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî 𝑛 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáîáùåííîé
òåîðåìû Ñòîêñà. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ,

∙ äëÿ 𝑛 = 3,

𝐼(𝑡) = −
∫︁∫︁
𝜕𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝐴,

𝐸(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁∫︁
𝐵

(︃(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︂2

+

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︂2

+

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥3

)︂2

+
1

𝑎2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂2
)︃
𝑑𝑉,

è òîæäåñòâî âûòåêàåò èç òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî:

−
∫︁∫︁
𝜕𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑𝐴 =

∫︁∫︁∫︁
𝐵

div

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
∇𝑢

)︂
𝑑𝑉 =

=

∫︁∫︁∫︁
𝐵

[︂(︂
∇𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
·∇𝑢+

𝜕𝑢

𝜕𝑡
Δ𝑢

]︂
𝑑𝑉 =

=

∫︁∫︁∫︁
𝐵

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
Δ𝑢+

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥1 𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥3

𝜕2𝑢

𝜕𝑥3 𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑉,

∙ äëÿ 𝑛 = 2,

𝐼(𝑡) = −
∫︁
𝜕𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑Γ,

𝐸(𝑡) =
1

2

∫︁∫︁
𝐵

(︃(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︂2

+

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︂2

+
1

𝑎2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂2
)︃
𝑑𝐴,
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è òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ôîðìóëû Ãðèíà:

−
∫︁
𝜕𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑛
𝑑Γ =

∫︁∫︁
𝐵

div

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
∇𝑢

)︂
𝑑𝐴 =

=

∫︁∫︁
𝐵

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
Δ𝑢+

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥1 𝜕𝑡
+
𝜕𝑢

𝜕𝑥2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 𝜕𝑡

)︂
𝑑𝐴,

∙ äëÿ 𝑛 = 1,

𝐼(𝑡) = −

(︃
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1

+
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥2

)︃
,

𝐸(𝑡) =
1

2

𝑥2∫︁
𝑥1

(︃(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂2

+
1

𝑎2

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂2
)︃
𝑑𝑥,

ïðè÷åì

𝜕

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1

=
𝜕

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1

,
𝜕

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥2

= − 𝜕

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥2

,

è òîæäåñòâî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà:

𝐼(𝑡) =

𝑥2∫︁
𝑥1

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
𝑑𝑥 =

𝑥2∫︁
𝑥1

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑥 𝜕𝑡
+

1

𝑎2
𝜕𝑢

𝜕𝑡

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2

)︂
𝑑𝑥.

Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷àõ î êîëåáàíèÿõ âåëè÷èíà 𝐸(𝑡), ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ, îïðåäåëÿåò ïîëíóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó åäèíñòâåííîñòè. Äîïóñòèì, ÷òî
êðàåâàÿ çàäà÷à, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (6.12.1), íà÷àëüíûìè óñëîâè-
ÿìè (6.12.2) è êàêèìè-ëèáî êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà 1), 2) èëè 3), èìååò
äâà ðåøåíèÿ 𝑢1 è 𝑢2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑢 èõ ðàçíîñòü: 𝑢 = 𝑢1 − 𝑢2. Â ñè-
ëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ (òî åñòü, íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé), ôóíêöèÿ 𝑢 áóäåò ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ è íóëåâûõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:

□𝑢 = 0, 𝑢|𝑡=𝑡0 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 0, B𝑢 = 0,
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ãäå B𝑢 = 𝑢|𝑆 äëÿ ïåðâîé, B𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝑆

äëÿ âòîðîé è

B𝑢 =

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑛
− 𝛼𝑢

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑆

= 0 äëÿ òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷.

Â ñëó÷àÿõ ïåðâîé è âòîðîé êðàåâûõ çàäà÷ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåí-
ñòâà (6.12.3) áóäåò ðàâíà íóëþ, â ñèëó íóëåâûõ êðàåâûõ óñëîâèé (òî
åñòü, 𝐼(𝑡) ≡ 0). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐸(𝑡) = const. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
â ñèëó íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, 𝐸|𝑡=𝑡0 = 0, òî 𝐸(𝑡) ≡ 0. Âñïîìèíàÿ î
òîì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â 𝐸(𝑡) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó
êâàäðàòîâ, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè 𝑢
òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó 𝑢|𝑡=𝑡0 = 0, òî 𝑢 ≡ 0.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèÿ ïåðâîé è âòîðîé çàäà÷ åäèíñòâåííû.

Â ñëó÷àå òðåòüåé çàäà÷è ïðè ïîñòîÿííîì 𝛼 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

−
∫︁
𝜕𝐵

𝜕𝑢

𝜕𝑡

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑛
− 𝛼𝑢

)︂
𝑑𝑉 (𝑛−1) =

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝛼

∫︁
𝜕𝐵

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑉 (𝑛−1).

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíà íóëþ â ñèëó íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëî-
âèé, ñëåäîâàòåëüíî,

𝐸*(𝑡) = 𝐸(𝑡) +
1

2

∫︁
𝜕𝐵

𝛼𝑢2 𝑑𝑉 (𝑛−1) = const.

Ïîñêîëüêó 𝑢|𝑡=𝑡0 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 0, òî 𝐸*(𝑡) ≡ 0, è, òàê êàê 𝛼 > 0, òî

𝐸(𝑡) ≡ 0. Èç ýòîãî òîæäåñòâà, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 𝑢|𝑡=𝑡0 = 0, ñëåäóåò, ÷òî
𝑢 ≡ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè 𝛼 = const > 0 ðåøåíèå òðåòüåé êðàåâîé
çàäà÷è åäèíñòâåííî.

12.4. Непрерывная зависимость решений первой,

второй и третьей краевых задач от начальных

условий

Âîïðîñ î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ðàññìîòðèì äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü çàäàíû ñåìåéñòâà ôóíêöèé

𝜙(𝑥, 𝛿), 𝜓(𝑥, 𝛿), 𝛿 ∈ R, (6.12.4)
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òàêèå, ÷òî 𝜙(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), òî åñòü, ïðè îáðàùåíèè ïàðà-
ìåòðà 𝛿 ñåìåéñòâà â íóëü, ýòè ôóíêöèè ñîâïàäàþò ñ ôóíêöèÿìè, îïðåäå-
ëÿþùèìè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (6.12.2). Ñ ïîìîùüþ 𝜙(𝑥, 𝛿) è 𝜓(𝑥, 𝛿) ìîæíî
èçìåíÿòü (èíîãäà ãîâîðÿò ¾âîçìóùàòü¿) íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ñëåäèòü çà
èçìåíåíèåì ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíî � êðàåâîé çàäà÷è, êîòî-
ðàÿ òåïåðü ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= − 𝑓

𝑎2
, 𝑢|𝑡=𝑡0 = 𝜙(𝑥, 𝛿),

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜓(𝑥, 𝛿), B𝑢 = 0.

ÇäåñüB𝑢, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷àåò êðàåâûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ïåðâîãî, âòîðîãî èëè òðåòüåãî òèïîâ. Ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òàê æå çàâè-
ñÿò îò 𝛿 è, ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçóþò ñåìåéñòâî �̃�(𝑥, 𝑡, 𝛿).

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ñåìåéñòâà (6.12.4) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

∀𝜀 > 0 ∃Δ > 0 ∀𝛿 ∈]−Δ, Δ[ ∀𝑥 ∈]𝑥1, 𝑥2[:

|𝜙(𝑥, 𝛿)− 𝜙(𝑥)| < 𝜀, |𝜓(𝑥, 𝛿)− 𝜓(𝑥)| < 𝜀,

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝛿)− 𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Íàøà öåëü � ïîêàçàòü, ÷òî ïðè малом èçìåíåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ðåøåíèÿ òàê æå èçìåíÿþòñÿ ìàëî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ðàçíîñòü 𝑢0 = �̃�(𝑥, 𝑡, 𝛿) − 𝑢(𝑥, 𝑡) ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî
ìàëîé çà ñ÷åò íàäëåæàùåãî âûáîðà Δ. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ëèíåéíîñòè
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ôóíêöèÿ 𝑢0 óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ
è íà÷àëüíî � êðàåâûì óñëîâèÿì:

𝜕2𝑢0
𝜕𝑥2

− 1

𝑎2
𝜕2𝑢0
𝜕𝑡2

= 0,

𝑢0|𝑡=𝑡0 = 𝜙(𝑥, 𝛿)− 𝜙(𝑥),
𝜕𝑢0
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

= 𝜓(𝑥, 𝛿)− 𝜓(𝑥), B𝑢0 = 0.

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ðåøåíèþ çàäà÷è 𝑢0 îòâå÷àåò ôóíêöèÿ
𝐸0(𝑡) (6.12.3), àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîòîðîé, |𝐸0(𝑡)|, ìîæåò áûòü ñäå-
ëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé çà ñ÷åò âûáîðà Δ. Äåéñòâèòåëüíî,

𝐸0(𝑡) =
1

2

𝑥2∫︁
𝑥1

⎡⎣(︃𝜕𝜓
𝜕𝑥

− 𝜕𝜓

𝜕𝑥

)︃2

+
1

𝑎2

(︁
𝜓 − 𝜓

)︁2⎤⎦ 𝑑𝑥+

𝑡∫︁
𝑡0

𝐼0 𝑑𝑡.
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Â ñëó÷àå ïåðâîé è âòîðîé êðàåâûõ çàäà÷ 𝐼0(𝑡) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

|𝐸0(𝑡)| ⩽
1

2
|𝑥2 − 𝑥1|

(︂
𝜀2 +

1

𝑎2
𝜀2
)︂

= 𝜀1.

Â ñëó÷àå òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷è,

𝐼0(𝑡) = −

[︃(︂
𝛼
𝜕𝑢0
𝜕𝑡

𝑢0

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1

+

(︂
𝛼
𝜕𝑢0
𝜕𝑡

𝑢0

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑥2

]︃
=

= −1

2

𝜕

𝜕𝑡

[︁(︀
𝛼𝑢20
)︀⃒⃒
𝑥=𝑥1

+
(︀
𝛼𝑢20
)︀⃒⃒
𝑥=𝑥2

]︁
,

è ïîýòîìó

𝑡∫︁
𝑡0

𝐼0 𝑑𝑡 ⩽
1

2

[︁(︀
𝛼𝑢20
)︀⃒⃒
𝑥=𝑥1

+
(︀
𝛼𝑢20
)︀⃒⃒
𝑥=𝑥2

]︁
=

=
1

2

[︂(︁
𝛼(𝜓 − 𝜓)2

)︁⃒⃒⃒
𝑥=𝑥1

+
(︁
𝛼(𝜓 − 𝜓)2

)︁⃒⃒⃒
𝑥=𝑥2

]︂
.

Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì ñëó÷àå |𝐸0(𝑡)| áóäåò ñêîëü óãîäíî ìàëîé âåëè-
÷èíîé.

Òåïåðü äàäèì îöåíêè äëÿ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ðåøåíèÿ 𝑢0. Â ñëó÷àå
ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì

|𝑢0| ⩽
𝑥2∫︁
𝑥1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥 ⩽

√
𝑥2 − 𝑥1

⎯⎸⎸⎸⎷ 𝑥2∫︁
𝑥1

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂2

𝑑𝑥 ⩽

⩽
√
𝑥2 − 𝑥1

√︀
2𝐸(𝑡) < 𝜀2. (6.12.5)

Ïîñêîëüêó, çà ñ÷åò âûáîðà Δ, çíà÷åíèå 𝐸(𝑡) ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü
óãîäíî ìàëûì, òî è |𝑢0| òàê æå áóäåò ìàëîé âåëè÷èíîé.

Â ñëó÷àå âòîðîé è òðåòüåé êðàåâûõ çàäà÷ âìåñòî (6.12.5) èìååì

|𝑢0 − 𝑢0|𝑥=𝑥1| < 𝜀2.
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Â ýòèõ ñëó÷àÿõ äëÿ îöåíêè |𝑢0| ñëåäóåò ïîëó÷èòü îöåíêó 𝑢0|𝑥=𝑥1. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑢0|𝑥=𝑥1(𝑥2 − 𝑥1) =

𝑥2∫︁
𝑥1

𝑢 𝑑𝑥+

𝑥2∫︁
𝑥1

(𝑢|𝑥=𝑥1 − 𝑢) 𝑑𝑥 ⩽

⩽

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2∫︁
𝑥1

𝑢 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ 𝜀2(𝑥2 − 𝑥1).

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà

𝜕

𝜕𝑡

𝑥2∫︁
𝑥1

𝑢 𝑑𝑥 =

𝑥2∫︁
𝑥1

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑥 ⩽

√
𝑥2 − 𝑥1

⎯⎸⎸⎸⎷ 𝑥2∫︁
𝑥1

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥 ⩽

⩽ 𝑎
√
𝑥2 − 𝑥1

√︀
2𝐸(𝑡),

ïîëó÷àåì ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2∫︁
𝑥1

𝑢 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑥2∫︁
𝑥1

𝑢|𝑡=𝑡0 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑡∫︁
𝑡0

𝑎
√
𝑥2 − 𝑥1

√︀
2𝐸(𝜏) 𝑑𝜏

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó |𝜓(𝑥, 𝛿) − 𝜓(𝑥)| < 𝜀, òî âåëè÷èíà
⃒⃒⃒∫︀ 𝑥2
𝑥1
𝑢 𝑑𝑥

⃒⃒⃒
,

çà ñ÷åò âûáîðà Δ, ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé. Èç ýòîãî âû-
òåêàåò, ÷òî è |𝑢|𝑥=𝑥1| ìîæåò áûòü ñäåëàíà ñêîëü óãîäíî ìàëîé, à, çíà÷èò,
òî æå ìîæíî ñêàçàòü îòíîñèòåëüíî |𝑢0|.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé êðàåâûõ
çàäà÷ (ïðè óñëîâèè 𝛼 = const > 0) ìàëûå èçìåíåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
âûçûâàþò ìàëûå èçìåíåíèÿ ðåøåíèé. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ устой-
чивостью решений.

12.5. Решение одномерного волнового уравнения

для неограниченной области

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî èñòîëêîâàòü êàê çàäà÷ó î ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíè-
ÿõ íåîãðàíè÷åííîé ñòðóíû. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå è íà÷àëüíûå
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óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (áåç ïîòåðè îáùíîñòè ïðè-
ìåì 𝑡0 = 0):

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= − 𝑓

𝑎2
, 𝑢|𝑡=0 = 𝜙,

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓. (6.12.6)

Ôóíêöèè 𝜙 = 𝜙(𝑥), 𝜓 = 𝜓(𝑥) çàäàíû íà âñåé ÷èñëîâîé îñè, ôóíê-
öèÿ 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑡) çàäàíà â ïîëóïëîñêîñòè R×]0, ∞[, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ
𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) òàêæå äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà íà R×]0, ∞[. Áóäåì ïîëà-
ãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ 𝜙(𝑥) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, à 𝜓(𝑥)
èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, 𝑓 ≡ 0. Ìåòîä ïî-
ñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðûé áóäåò èñïîëüçîâàí, íàçûâàåòñÿ методом
Д’Аламбера, èëè методом характеристических переменных.
Óðàâíåíèå õàðàêòåðèñòèê äëÿ (6.12.6) èìååò âèä

𝑎2𝑑𝑡2 − 𝑑𝑥2 = 0.

Åãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþò äâà ñåìåéñòâà õàðàêòåðèñòèê:

𝑥− 𝑎𝑡 = const, 𝑥+ 𝑎𝑡 = const.

Åñëè èñïîëüçîâàòü èõ â êà÷åñòâå íîâûõ (õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ) ïåðåìåí-
íûõ

𝜉 = 𝑥− 𝑎𝑡, 𝜂 = 𝑥+ 𝑎𝑡,

òî óðàâíåíèå èç (6.12.6) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝜕2𝑢

𝜕𝜉 𝜕𝜂
= 0.

Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåòñÿ ñóììîé

𝑢(𝜉, 𝜂) = 𝜗(𝜉) + 𝜔(𝜂).

Çäåñü 𝜗, 𝜔 � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ 𝑥, 𝑡 ðåøåíèå ïðè-
íèìàåò âèä

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜗(𝑥− 𝑎𝑡) + 𝜔(𝑥+ 𝑎𝑡).
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Ãîâîðÿò, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå õàðàêòåðèçóåò ïðÿìóþ âîëíó, à âòîðîå
� îáðàòíóþ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ðåøåíèå 𝜗(𝑥 − 𝑎𝑡) îïðåäåëÿåò ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ñòðóíû âäîëü ïîëîæèòåëüíîãî íà-
ïðàâëåíèÿ îñè 0𝑥.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ÿâíûé âèä ôóíêöèé 𝜗, 𝜔, ïîäñòàâèì èõ â
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: {︃

𝜗(𝑥) + 𝜔(𝑥) = 𝜙(𝑥),

−𝑎𝜗′(𝑥) + 𝑎𝜔′(𝑥) = 𝜓(𝑥).

Èíòåãðèðîâàíèå âòîðîãî ðàâåíñòâà äàåò

−𝑎𝜗(𝑥) + 𝑎𝜔(𝑥) =

𝑥∫︁
0

𝜓(𝑦) 𝑑𝑦 + 𝑎𝐶,

ãäå 𝐶 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé íàõî-
äèì

𝜗(𝑥) =
1

2

⎡⎣𝜙(𝑥)− 1

𝑎

𝑥∫︁
0

𝜓(𝑦) 𝑑𝑦 − 𝐶

⎤⎦ ,
𝜔(𝑥) =

1

2

⎡⎣𝜙(𝑥) + 1

𝑎

𝑥∫︁
0

𝜓(𝑦) 𝑑𝑦 + 𝐶

⎤⎦ .
Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå äëÿ 𝑢(𝑥, 𝑡):

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2

⎡⎣𝜙(𝑥− 𝑎𝑡) + 𝜙(𝑥+ 𝑎𝑡)− 1

𝑎

𝑥−𝑎𝑡∫︁
0

𝜓(𝑦) 𝑑𝑦 +
1

𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫︁
0

𝜓(𝑦) 𝑑𝑦

⎤⎦ .
Îáúåäèíÿÿ äâà èíòåãðàëà â îäèí, ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ îä-
íîðîäíîãî îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìîå интегралом
Д’Аламбера:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜙(𝑥− 𝑎𝑡) + 𝜙(𝑥+ 𝑎𝑡)

2
+

1

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫︁
𝑥−𝑎𝑡

𝜓(𝑦) 𝑑𝑦. (6.12.7)
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Çàìåòèì, ÷òî èç ñïîñîáà åãî ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî îíî åäèíñòâåííî è
äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìî. Êðîìå òîãî, èíòåãðàëüíàÿ ôîð-
ìà åãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîêàçûâàåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ, òî åñòü, åñëè
ôóíêöèè 𝜙 è 𝜓 èçìåíÿþòñÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó, òî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå
ïî ôîðìóëå Ä'Àëàìáåðà, òàêæå èçìåíèòñÿ íà ìàëóþ âåëè÷èíó.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòè 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑡). Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïåðåìåííûì 𝜉, 𝜂, íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå (6.12.6)
ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

𝜕2𝑢

𝜕𝜉 𝜕𝜂
= − 1

4𝑎2
𝑓,

ãäå 𝑓 = 𝑓(𝜉, 𝜂) = 𝑓
⃒⃒⃒
𝑥=

𝜉+𝜂
2 , 𝑡=

𝜂−𝜉
2𝑎

. ×àñòíîå ðåøåíèå 𝑢* ýòîãî óðàâíåíèÿ

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïîâòîðíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïåðåìåííûì 𝜉 è
𝜂:

𝑢* = − 1

4𝑎2

𝜉∫︁
0

𝜂∫︁
0

𝑓(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜉 𝑑𝜂. (6.12.8)

Îäíàêî îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå 𝑢* íå îáðàùàåòñÿ â íóëü
ïðè 𝑡 = 0 è äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè äàí-
íûìè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ 𝑢*|𝑡=0. Ïðåäñòàâëåíèå ÷àñòíîãî
ðåøåíèÿ ìîæíî ñäåëàòü áîëåå óäîáíûì, åñëè èçìåíèòü îáëàñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ íà ïëîñêîñòè 𝑥, 𝑡. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ, êîòîðîå
îáðàùàåòñÿ â íóëü âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ïî ïåðåìåííîé 𝑡 ïðè
𝑡 = 0, âîçüìåì â êà÷åñòâå îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ òðåóãîëüíèê ñ îñíî-
âàíèåì íà îñè 𝑡 è ñòîðîíàìè íà õàðàêòåðèñòèêàõ. Òîãäà ÷àñòíîå ðåøåíèå
ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝑢* =
1

2𝑎

𝑡∫︁
0

𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)∫︁
𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)

𝑓(𝑦, 𝜏) 𝑑𝑦 𝑑𝜏, (6.12.9)
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à ðåøåíèå íà÷àëüíîé çàäà÷è � â ôîðìå

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜙(𝑥− 𝑎𝑡) + 𝜙(𝑥+ 𝑎𝑡)

2
+

1

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫︁
𝑥−𝑎𝑡

𝜓(𝑦) 𝑑𝑦+

+
1

2𝑎

𝑡∫︁
0

𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)∫︁
𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)

𝑓(𝑦, 𝜏) 𝑑𝑦 𝑑𝜏.

Îñóùåñòâèì çàìåíó ïåðåìåííûõ â (6.12.9), îïðåäåëèâ íîâóþ ïåðåìåí-
íóþ 𝑟 êàê 𝑟 = 𝑎(𝑡− 𝜏). Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ 𝑢* ìîæåò áûòü çàïèñàíî â
âèäå

𝑢* =
1

2𝑎

𝑎𝑡∫︁
0

𝑑𝑟

𝑥+𝑟∫︁
𝑥−𝑟

𝑓
(︁
𝑦, 𝑡− 𝑟

𝑎

)︁
𝑑𝑦.

Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ýòèì ðàâåíñòâîì, íàçûâàåòñÿ запаздывающим
потенциалом, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè
âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà áåðóòñÿ â ¾ïðîøåäøèå¿ ìîìåíòû 𝑡− 𝑟

𝑎 .

Пример 6.50. Пусть 𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑥 + 𝑡. Тогда частное решение, вычис-
ленное по формуле (6.12.8), имеет вид:

𝑢* = − 1

4𝑎2

⎧⎨⎩
𝜉∫︁

0

𝜂∫︁
0

(𝑥+ 𝑡)
⃒⃒⃒
𝑥=

𝜉+𝜂
2 , 𝑡=

𝜂−𝜉
2𝑎

𝑑𝜉 𝑑𝜂

⎫⎬⎭
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝜉 = 𝑥− 𝑎𝑡,
𝜂 = 𝑥+ 𝑎𝑡

=

=
(𝑡+ 𝑥)

8𝑎2
(𝑎2𝑡2 − 𝑥2).

Непосредственной проверкой можно убедиться, что(︂
𝜕2

𝜕𝑥2
− 1

𝑎2
𝜕2

𝜕𝑡2

)︂
𝑢* = − 1

𝑎2
(𝑡+ 𝑥).

Вместе с тем, при 𝑡 = 0, 𝑢* и его производная по 𝑡 не обращаются в
нуль:

𝑢*|𝑡=0 = − 𝑥3

8𝑎2
,

𝜕𝑢*
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= − 𝑥2

8𝑎2
.
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Эти значения необходимо учитывать при нахождении части реше-
ния, соответствующей однородной задаче. С другой стороны, форму-
ла (6.12.9) дает

𝑢* =
1

2𝑎

𝑡∫︁
0

𝑥+𝑎(𝑡−𝜏)∫︁
𝑥−𝑎(𝑡−𝜏)

(𝑦 + 𝜏) 𝑑𝑦 𝑑𝜏 =
1

6
𝑡2(𝑡+ 3𝑥).

Это частное решение при 𝑡 = 0 обращается в нуль вместе со своей
производной:

𝑢*|𝑡=0 = 0,
𝜕𝑢*
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0.

12.6. Разрывные решения

Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ôóíêöèè 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥), îïðå-
äåëÿþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â (6.12.6), ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêè-
ìè. Îäíàêî ðåøåíèå Ä'Àëàìáåðà äîïóñêàåò îáîáùåíèå, ïðè êîòîðîì ýòè
ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå ìîãóò èìåòü òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà.
Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ôîðìóëà Ä'Àëàìáåðà òàê æå äàåò ðåøåíèå, îäíàêî îíî
íå áóäåò äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì íà õàðàêòåðèñòèêàõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè ðàçðûâà íà÷àëüíûõ äàííûõ. Åñëè, íàïðèìåð,
[𝜙]𝜁 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêà÷îê íà÷àëüíîé ôóíêöèè â òî÷êå 𝑥 = 𝜁, òî,

êàê ñëåäóåò èç (6.12.7), ðåøåíèå 𝑢(𝑥, 𝑡) áóäåò èìåòü ñêà÷îê
[𝜙]𝜁
2 íà õàðàê-

òåðèñòèêàõ, âûõîäÿùèõ èç òî÷êè 𝑥 = 𝜁. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïëîñêîñòè
0𝑥𝑡 ðàçðûâû ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ âäîëü õàðàêòåðè-
ñòèê: ñêà÷îê ðåøåíèÿ 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), êîòîðûé èìåë ìåñòî â òî÷êå 𝑥 = 𝜁,
¾ðàçäâàèâàåòñÿ¿ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè 0𝑥 â îáå ñòîðîíû îò 𝜁 ñî
ñêîðîñòüþ 𝑎.

Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàçðûâîâ ìîæíî ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå èíòåãðàëà Ä'Àëàìáåðà (6.12.7):

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜙′(𝑥− 𝑎𝑡) + 𝜙′(𝑥+ 𝑎𝑡)

2
+
𝜓(𝑥+ 𝑎𝑡)− 𝜓(𝑥− 𝑎𝑡)

2𝑎
,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑎

𝜙′(𝑥+ 𝑎𝑡)− 𝜙′(𝑥− 𝑎𝑡)

2
+
𝜓(𝑥+ 𝑎𝑡) + 𝜓(𝑥− 𝑎𝑡)

2
.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîäíûå, âõîäÿùèå â ýòè ñîîòíîøåíèÿ, êàê îä-
íîñòîðîííèå, òî â òî÷êàõ (êîíå÷íûõ) ðàçðûâîâ ïîëó÷èì соотношения
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для разрывов íà õàðàêòåðèñòèêå 𝜁 = 𝑥+ 𝑎𝑡:[︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

]︂
𝜁

=
1

2
[𝜙′]𝜁 +

1

2𝑎
[𝜓]𝜁 ,[︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡

]︂
𝜁

=
𝑎

2
[𝜙′]𝜁 +

1

2
[𝜓]𝜁 ,

è íà õàðàêòåðèñòèêå 𝜉 = 𝑥− 𝑎𝑡:[︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥

]︂
𝜉

=
1

2
[𝜙′]𝜉 −

1

2𝑎
[𝜓]𝜉 ,[︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡

]︂
𝜉

= −𝑎
2
[𝜙′]𝜉 +

1

2
[𝜓]𝜉 .

Пример 6.51. Пусть

𝜙(𝑥) =

{︃
ℎ, |𝑥| ⩽ 𝜀,

0, |𝑥| > 𝜀,
𝜓(𝑥) ≡ 0,

где ℎ = const > 0. Решение задачи Коши записывается в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝜙(𝑥− 𝑎𝑡) + 𝜙(𝑥+ 𝑎𝑡)

2
=

⎧⎨⎩
ℎ

2
, |𝑥± 𝑎𝑡| ⩽ 𝜀,

0, |𝑥± 𝑎𝑡| > 𝜀.

Рис. 6.15 иллюстрирует это решение.

Пример 6.52. Пусть

𝜙(𝑥) ≡ 0, 𝜓(𝑥) =

{︃
ℎ, |𝑥| ⩽ 𝜀,

0, |𝑥| > 𝜀,

где ℎ, как и ранее, положительная постоянная. Решение задачи Коши
дается интегралом Д’Аламбера в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫︁
𝑥−𝑎𝑡

𝜓(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝜓*(𝑥+ 𝑎𝑡)− 𝜓*(𝑥− 𝑎𝑡),
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Ðèñ. 6.15. Èëëþñòðàöèÿ ê Ïðèìåðó 6.51

где

𝜓*(𝑥) =
1

2𝑎

𝑥∫︁
−∞

𝜓(𝑦) 𝑑𝑦 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 < −𝜀,
ℎ(𝑥+ 𝜀), −𝜀 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝜀,

2𝜀ℎ, 𝑥 > 𝜀.

Рисунок 6.16 иллюстрирует это решение.

Ðèñ. 6.16. Èëëþñòðàöèÿ ê Ïðèìåðó 6.52

Пример 6.53. В этом примере будем истолковывать одномерное
волновое уравнение как уравнение колебаний неограниченной струны.
Пусть участку струны |𝑥 − 𝑥0| < 𝜀, которая находится в равновесии
в момент времени 𝑡0, сообщена скорость ℎ. Тогда, в соответствии с
решением из предыдущего примера, уклонение точек струны от поло-
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жения равновесия определяется равенством

𝑢(𝑥, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

2𝑎

𝑥0+𝜀∫︁
𝑥0−𝜀

ℎ 𝑑𝑦, |𝑥− 𝑥0| ⩽ 𝑎(𝑡− 𝑡0),

0, |𝑥− 𝑥0| > 𝑎(𝑡− 𝑡0).

С точки зрения физики можно полагать, что скорость ℎ возникает
за счет импульса 𝐼 массовой силы 𝑓(𝑥, 𝑡), действующей на участке
|𝑥 − 𝑥0| < 𝜀 в течение бесконечно малого промежутка времени от
𝑡 = 𝑡0 до 𝑡 = 𝑡0 +Δ𝑡0:

𝐼 =

𝑥0+𝜀∫︁
𝑥0−𝜀

𝑡0+Δ𝑡0∫︁
𝑡0

𝜌𝑓(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡 𝑑𝑦 = 2𝜀𝜌ℎ.

Плотность импульса (в силу теоремы о среднем) определяется соот-
ношением:

lim
𝜀→0

𝐼

2𝜀
= 𝜌

𝑡0+Δ𝑡0∫︁
𝑡0

𝑓(𝑥0, 𝑡) 𝑑𝑡 = 𝜌ℎ.

В частности,
ℎ𝑥0, 𝑡0 = 𝑓(𝑥0, 𝑡0)Δ𝑡0,

где ℎ𝑥0, 𝑡0 — скорость в точке 𝑥0, возникающая в момент времени 𝑡0 за
счет импульса, плотность которого определена выше. Соответству-
ющее уклонение струны определяется интегралом Д’Аламбера следую-
щим образом:

𝑢0(𝑥, 𝑡, 𝑡0) =
1

2𝑎

𝑥+𝑎(𝑡−𝑡0)∫︁
𝑥−𝑎(𝑡−𝑡0)

ℎ𝑦, 𝑡0 𝑑𝑦 =
Δ𝑡0
2𝑎

𝑥+𝑎(𝑡−𝑡0)∫︁
𝑥−𝑎(𝑡−𝑡0)

𝑓(𝑦, 𝑡0) 𝑑𝑦. (6.12.10)

Это равенство позволяет «из физических соображений» найти реше-
ние задачи Коши для неоднородного волнового уравнения.

Если рассмотреть задачу Коши при нулевых начальных условиях

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= − 𝑓

𝑎2
, 𝑢|𝑡=0 = 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0,



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß220 Ãë. 6. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

и представить поперечную нагрузку (массовую силу) 𝑓 как суперпо-
зицию (наложение) непрерывно действующих импульсов, то искомое
решение может быть найдено как суперпозиция решений (6.12.10), со-
ответствующих различным значениям параметра 𝑡0, который изме-
няется от нуля до 𝑡. Записав сумму этих решений и переходя к пределу
при Δ𝑡0 → 0, получим формулу, которая уже была выведена ранее дру-
гим способом:

𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑢0(𝑥, 𝑡, 𝜏0) 𝑑𝜏0 =
1

2𝑎

𝑡∫︁
0

𝑥+𝑎(𝑡−𝑡0)∫︁
𝑥−𝑎(𝑡−𝑡0)

𝑓(𝑦, 𝜏) 𝑑𝑦 𝑑𝜏.

В литературе такой способ вывода частного решения неоднородного
одномерного уравнения называется методом толчков.

12.7. Решение трехмерного волнового уравнения

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáîáùåíèþ îäíîìåðíîãî ðåøåíèÿ Ä'Àëàìáåðà íà
ñëó÷àé áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé. Íà÷íåì ñ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ, ïî-
ñêîëüêó äëÿ íåãî ýëåìåíòû ðåøåíèé èìåþò íàãëÿäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ
èíòåðïðåòàöèþ, à äâóìåðíûé ñëó÷àé ðàçáåðåì êàê ñëåäñòâèå îáùèõ òðåõ-
ìåðíûõ ðåøåíèé.

Ïóñòü 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) � ïðîèçâîëüíàÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡. Ââåäåì ïîíÿòèå сред-
него значения ôóíêöèè 𝑢 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3:

𝑄(𝑝, 𝑟, 𝑡) :=
1

4𝜋𝑟2

∫︁∫︁
𝑆𝑟, 𝑝

𝑢(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑡) 𝑑𝜎,

ãäå 𝑟 > 0, 𝑝 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), à 𝑆𝑟, 𝑝 � ñôåðà ðàäèóñà 𝑟 ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑝.
Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ôóíêöèè 𝑄 è åå ïðîèçâîäíûõ.

Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî, â ñèëó òåîðåìû î ñðåäíåì, è ó÷èòûâàÿ,
÷òî ïëîùàäü ñôåðû ðàâíà 4𝜋𝑟2,

𝑄|𝑟=0 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡).

Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè 𝑄 ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñëåäóþùèì îá-
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ðàçîì:

𝜕𝑄

𝜕𝑟
=

1

4𝜋

∫︁∫︁
𝑆1, 𝑝

3∑︁
𝑖=1

𝜕𝑢

𝜕𝑦𝑖
𝑛𝑖 𝑑𝜎1 =

1

4𝜋𝑟2

∫︁∫︁
𝑆𝑟, 𝑝

3∑︁
𝑖=1

𝜕𝑢

𝜕𝑦𝑖
𝑛𝑖 𝑑𝜎 =

=
1

4𝜋𝑟2

∫︁∫︁∫︁
𝑒𝑟, 𝑝

Δ𝑢 𝑑𝑉.

Çäåñü 𝑆1, 𝑝 � ñôåðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, 𝑑𝜎1 � ýëåìåíò åå ïëîùàäè, 𝑛1,
𝑛2, 𝑛3 � íàïðàâëÿþùèå êîñèíóñû (êîìïîíåíòû åäèíè÷íîé âíåøíåé íîð-
ìàëè), 𝑒𝑟, 𝑝 � øàð ðàäèóñà 𝑟 ñ öåíòðîì â òî÷êå 𝑝. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáúåì
øàðà ðàâåí 4

3𝜋𝑟
3, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî

𝜕𝑄

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=0

= 0.

Åùå ðàç âûïîëíÿÿ îïåðàöèþ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê âûðàæå-
íèþ äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé 𝑄:

𝜕2𝑄

𝜕𝑟2
= −2

𝑟

𝜕𝑄

𝜕𝑟
+

1

4𝜋𝑟2

∫︁∫︁
𝑆𝑟, 𝑝

Δ𝑢 𝑑𝜎.

Ëàïëàñèàí 𝑄 ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Δ𝑄 = Δ

⎛⎜⎝ 1

4𝜋

∫︁∫︁
𝑆1, 𝑝

𝑢 𝑑𝜎1

⎞⎟⎠ =
1

4𝜋𝑟2

∫︁∫︁
𝑆1, 𝑝

Δ𝑢 𝑑𝜎.

Ó÷èòûâàÿ âñå íàéäåííûå ïðîèçâîäíûå, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

Δ𝑄− 𝜕2𝑄

𝜕𝑟2
− 2

𝑟

𝜕𝑄

𝜕𝑟
= 0, (6.12.11)

è óñëîâèÿì

𝑄|𝑟=0 = 𝑢,
𝜕𝑄

𝜕𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=0

= 0.

Óðàâíåíèå (6.12.11) íàçûâàåòñÿ уравнением Дарбу.
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Ïóñòü òåïåðü 𝑢 = 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

Δ𝑢− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 0, 𝑢|𝑡=0 = 𝜙,

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓.

Â ñèëó ýòîãî óðàâíåíèÿ, Δ𝑢 = 1
𝑎2
𝜕2𝑢
𝜕𝑡2 , è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ôóíêöèè

𝑢 óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå ñîîòíîøåíèþ:

Δ𝑄 =
1

𝑎2
𝜕2𝑄

𝜕𝑡2
.

Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (6.12.11) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝜕2𝑄

𝜕𝑟2
− 1

𝑎2
𝜕2𝑄

𝜕𝑡2
+

2

𝑟

𝜕𝑄

𝜕𝑟
= 0,

è, ïîñëå óìíîæåíèÿ íà 𝑟, ïðèíèìàåò ôîðìó îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ:

𝜕2(𝑟𝑄)

𝜕𝑟2
− 1

𝑎2
𝜕2(𝑟𝑄)

𝜕𝑡2
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑟𝑄(𝑝, 𝑟, 𝑡) = Φ(𝑎𝑡+ 𝑟) + Ψ(𝑎𝑡− 𝑟),

ãäå Φ è Ψ � ïðîèçâîëüíûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå
ôóíêöèè ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ïîñêîëüêó ïðè 𝑟 = 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî 𝑟𝑄 = 0, òî

Φ(𝑎𝑡) + Ψ(𝑎𝑡) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, Φ(𝑦) = −Ψ(𝑦), è

𝑄(𝑝, 𝑟, 𝑡) =
1

𝑟

(︀
Φ(𝑎𝑡+ 𝑟)− Φ(𝑎𝑡− 𝑟)

)︀
.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî lim
𝑟→0

𝜕𝑄

𝜕𝑟
= 𝑢, ïîëó÷èì

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = 2Φ′(𝑎𝑡).
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Îñòàëîñü ëèøü âûðàçèòü 2Φ′(𝑎𝑡) ÷åðåç íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, çàäàííûå äëÿ
ôóíêöèè 𝑢. Ïîñêîëüêó

𝜕(𝑟𝑄)

𝜕𝑟
= Φ′(𝑎𝑡+ 𝑟) + Φ′(𝑎𝑡− 𝑟),

𝜕(𝑟𝑄)

𝜕𝑡
= 𝑎

(︀
Φ′(𝑎𝑡+ 𝑟)− Φ′(𝑎𝑡− 𝑟)

)︀
,

òî, ïðè 𝑡 = 0,

2Φ′(𝑟) =

(︂
𝜕(𝑟𝑄)

𝜕𝑟
+

1

𝑎

𝜕(𝑟𝑄)

𝜕𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=

=

⎛⎜⎝ 𝜕

𝜕𝑟

1

4𝜋

∫︁∫︁
𝑆𝑟, 𝑝

𝑢

𝑟
𝑑𝜎 +

1

4𝜋𝑎

∫︁∫︁
𝑆𝑟, 𝑝

1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝜎

⎞⎟⎠
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑡=0

.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå îäíîðîäíîãî òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùåãî çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

1

4𝜋𝑎2

∫︁∫︁
𝑆𝑎𝑡, 𝑝

𝜙

𝑡
𝑑𝜎 +

1

4𝜋𝑎2

∫︁∫︁
𝑆𝑎𝑡, 𝑝

𝜓

𝑡
𝑑𝜎.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî òðåõìåðíîãî
âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

Δ𝑢− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= − 𝑓

𝑎2
, 𝑢|𝑡=0 = 𝜙,

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝜓. (6.12.12)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (6.12.12) ëèíåéíîå, òî åãî ðåøåíèå ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ 𝑢*, ñî-
îòâåòñòâóþùåãî çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè − 𝑓

𝑎2 , è ðåøåíèÿ 𝑢0 çàäà÷è Êîøè
äëÿ îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, òàêîé, ÷òî èõ ñóììà

𝑢 = 𝑢* + 𝑢0,

óäîâëåòâîðÿëà áû çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (6.12.12).
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî 𝑓 � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíê-

öèÿ, áóäåì îòûñêèâàòü 𝑢* â âèäå

𝑢* =

𝑡∫︁
0

𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏, 𝑝 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), (6.12.13)
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ãäå

𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏) =
1

4𝜋𝑎2

∫︁∫︁
𝑆𝑎(𝑡−𝜏), 𝑝

𝑓(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝜏)

𝑡− 𝜏
𝑑𝜎.

Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî 𝑢* äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ (6.12.12).

Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏) ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå
èíòåãðàëà Ïóàññîíà, òî îíà ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Êðîìå òîãî, èç
îïðåäåëåíèÿ 𝜉 ñëåäóåò, ÷òî

𝜉(𝑝, 𝜏, 𝜏) = 0,
𝜕𝜉

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝜏

= 𝑓(𝑝, 𝜏).

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑢*|𝑡=0 = 0,
𝜕𝑢*
𝜕𝑡

=

𝑡∫︁
0

𝜕𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑡
𝑑𝜏,

𝜕𝑢*
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 0.

Âû÷èñëèì ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå:

𝜕2𝑢*
𝜕𝑡2

=
𝜕𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑡
+

𝑡∫︁
0

𝜕2𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑡2
𝑑𝜏 = 𝑓(𝑝, 𝑡) +

𝑡∫︁
0

𝜕2𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑡2
𝑑𝜏,

Δ𝑢* =

𝑡∫︁
0

Δ𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏) 𝑑𝜏.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

Δ𝑢* −
1

𝑎2
𝜕2𝑢*
𝜕𝑡2

=

=

𝑡∫︁
0

(︂
Δ𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏)− 1

𝑎2
𝜕2𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑡2

)︂
𝑑𝜏 − 1

𝑎2
𝑓(𝑝, 𝑡) = − 1

𝑎2
𝑓(𝑝, 𝑡),

ïîñêîëüêó âûðàæåíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà òîæäåñòâåííî îáðàùàåòñÿ â
íóëü (íàïîìíèì, ÷òî 𝜉(𝑝, 𝑡, 𝜏) � ðåøåíèå îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ). Òàêèì îáðàçîì, 𝑢* óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (6.12.12) è, êðîìå
òîãî, íóëåâûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
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Ïîëàãàÿ 𝜏 = 𝑡− 𝑟
𝑎 , âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿ 𝑢* (6.12.13) ìîæíî çàïè-

ñàòü â ôîðìå запаздывающего потенциала

𝑢*(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =
1

4𝜋𝑎2

∫︁∫︁∫︁
𝑟<𝑎𝑡

𝑓(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑡− 𝑟
𝑎)

𝑟
𝑑𝑉,

ãäå 𝑟 =
√︀

(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2 + (𝑥3 − 𝑦3)2. Èòàê, ðåøåíèå çàäà÷è Êî-
øè (6.12.12) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

1

4𝜋𝑎2

∫︁∫︁
𝑆𝑎𝑡, 𝑝

𝜙

𝑡
𝑑𝜎 +

1

4𝜋𝑎2

∫︁∫︁
𝑆𝑎𝑡, 𝑝

𝜓

𝑡
𝑑𝜎+

+
1

4𝜋𝑎2

∫︁∫︁∫︁
𝑟<𝑎𝑡

𝑓(𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑡− 𝑟
𝑎)

𝑟
𝑑𝑉.

12.8. Решение задачи Коши для двумерного волно-

вого уравнения

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 𝑛 = 2,

𝜕2𝑢

𝜕𝑥21
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥22
− 1

𝑎2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= −𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝑎2
,

ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ïîñòðîåííîãî âûøå ðåøåíèÿ äëÿ 𝑛 = 3 ме-
тодом спуска. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü âñå ôóíêöèè, âõîäÿùèå
â ðåøåíèå òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè
òîëüêî îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

1

2𝜋𝑎

∫︁∫︁
𝐾𝑎𝑡, 𝑝

𝜙(𝑦1, 𝑦2)√︀
𝑎2𝑡2 − 𝜌2

𝑑𝑦1 𝑑𝑦2+

+
1

2𝜋𝑎

∫︁∫︁
𝐾𝑎𝑡, 𝑝

𝜓(𝑦1, 𝑦2)√︀
𝑎2𝑡2 − 𝜌2

𝑑𝑦1 𝑑𝑦2+

+
1

2𝜋𝑎2

𝑎𝑡∫︁
0

𝑑𝑟

∫︁∫︁
𝜌<𝑟

𝑓(𝑦1, 𝑦2, 𝑡− 𝑟
𝑎)√︀

𝑟2 − 𝜌2
𝑑𝑦1 𝑑𝑦2,
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ãäå 𝜌 =
√︀
(𝑥1 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑦2)2, 𝐾𝑎𝑡, 𝑝 � êðóã ðàäèóñà 𝑎𝑡 ñ öåíòðîì â

òî÷êå 𝑝 = (𝑥1, 𝑥2).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðèìåíèòü ìåòîä ñïóñêà åùå ðàç, ïîëàãàÿ, ÷òî ðå-

øåíèÿ çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé 𝑥, òî ïðèäåì ê ïîëó÷åííîìó
ðàíåå ðåøåíèþ Ä'Àëàìáåðà íåîäíîðîäíîãî îäíîìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ.

12.9. Интегральные представления решений волно-

вого уравнения

Ðåøåíèÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé, ïîñòðîåííûå âûøå, ïðåäïîëàãàëè
âåñüìà ñïåöèàëüíóþ ôîðìó îáëàñòè Ω â ïðîñòðàíñòâå 𝑛 + 1 èçìåðåíèé
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡, à èìåííî, öèëèíäðè÷åñêóþ (ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëü-
íûìè îñè 0𝑡). Òåïåðü ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ, íå íàêëàäûâàÿ
óñëîâèÿ öèëèíäðè÷íîñòè íà Ω.

Èòàê, ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü (𝑛+1)-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé 𝑛-ìåðíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñ-
ëåíèåì ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé 𝑢, 𝑣 âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

𝑣□𝑢− 𝑢□𝑣 =
𝑛∑︁
𝑖=1

[︂
𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖

)︂]︂
+
𝜕

𝜕𝑡

(︂
𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå 𝑣□𝑢 − 𝑢□𝑣 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèâåðãåí-
öèþ (𝑛+ 1)-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñ êîìïîíåíòàìè

𝑝1 = 𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑥1
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥1
, . . . , 𝑝𝑛 = 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑛
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑛
, 𝑝𝑛+1 = −𝑣𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑡
.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî �Ãàóññà, ïîëó÷èì∫︁
Ω

(𝑣□𝑢− 𝑢□𝑣) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 𝑑𝑡 =

= −
∫︁
𝜕Ω

[︃
𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝜈𝑖 −

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑡

)︂
𝜈𝑛+1

]︃
𝑑𝑆, (6.12.14)
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ãäå 𝜈1, 𝜈2, . . . , 𝜈𝑛, 𝜈𝑛+1 � êîìïîíåíòû внутренней åäèíè÷íîé íîðìàëè
ê ãèïåðïîâåðõíîñòè 𝜕Ω. Ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà, 𝜈𝑛+1, îòâå-
÷àåò îñè 0𝑡 â (𝑛 + 1)-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à ïðîèçâîäíûå ïî 𝑡 âõîäÿò
â âîëíîâîå óðàâíåíèå ñî çíàêîì ìèíóñ, òî ñîîòâåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå
â (6.12.14) òàê æå îòëè÷àþòñÿ çíàêîì îò îñòàëüíûõ. Â ýòîé ñâÿçè, äëÿ
óïðîùåíèÿ çàïèñè, íàðÿäó ñ âíóòðåííåé íîðìàëüþ ââåäåì ïîíÿòèå внут-
ренней конормали 𝑁 :

𝑁1 = 𝜈1, 𝑁2 = 𝜈2, 𝑁𝑛 = 𝜈𝑛, 𝑁𝑛+1 = −𝜈𝑛+1.

Òîãäà ôîðìóëà (6.12.14) ìîæåò áûòü çàïèñàíà áîëåå ëàêîíè÷íî:∫︁
Ω

(𝑣□𝑢− 𝑢□𝑣) 𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 𝑑𝑡 = −
∫︁
𝜕Ω

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑆. (6.12.15)

Ôîðìóëà (6.12.15) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ
ðåøåíèé âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðè ëþáûõ 𝑛. Ðàññìîòðèì åå áîëåå ïî-
äðîáíî äëÿ 𝑛 = 1, 2, 3. Íà÷íåì ñ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïóñòü îáëàñòü
Ω îãðàíè÷åíà äâóìÿ õàðàêòåðèñòèêàìè è ãëàäêîé êðèâîé, êîòîðàÿ èõ
ïåðåñåêàåò â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ (Ðèñ. 6.17). Â êà÷åñòâå ôóíêöèè 𝑣

Ðèñ. 6.17. Îáëàñòü Ω, îãðàíè÷åííàÿ õàðàêòåðèñòèêàìè

âîçüìåì 𝑣 ≡ 1. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî □𝑣 = 0, □𝑢 = − 𝑓
𝑎2 , ïîëó÷èì∫︁∫︁

Ω

(︂
−𝑓(𝑦, 𝜏)

𝑎2

)︂
𝑑𝑦 𝑑𝜏 = −

∫︁
𝑄1𝑄2

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠−

∫︁
𝑄2𝑄

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠−

∫︁
𝑄𝑄1

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠,

(6.12.16)
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ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâûé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî äóãå 𝑄1𝑄2, à âòîðîé
è òðåòèé � ïî îòðåçêàì 𝑄𝑄1 è 𝑄2𝑄, êîòîðûå ëåæàò íà õàðàêòåðèñòèêàõ.
Ïîñêîëüêó íà õàðàêòåðèñòèêàõ íàïðàâëåíèå êîíîðìàëè 𝑁 ñîâïàäàåò ñ

íàïðàâëåíèåì âåêòîðîâ
−−→
𝑄𝑄1 è

−−→
𝑄2𝑄, òî∫︁

𝑄𝑄1

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠 = 𝑢(𝑄)− 𝑢(𝑄1),

∫︁
𝑄2𝑄

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠 = 𝑢(𝑄)− 𝑢(𝑄2).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ïðàâóþ ÷àñòü (6.12.16), ïîëó÷èì

𝑢(𝑄) =
𝑢(𝑄1) + 𝑢(𝑄2)

2
− 1

2

∫︁
𝑄1𝑄2

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠+

1

2

∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝑦, 𝜏)

𝑎2
𝑑𝑦 𝑑𝜏. (6.12.17)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà îáùèì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,
êîãäà äóãà ëåæèò íà îñè 0𝑥, òî

𝜕𝑢

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= −1

𝑎

𝜕𝑢

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

,

∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝑦, 𝜏)

𝑎2
𝑑𝑦 𝑑𝜏 =

1

𝑎2

𝑎𝑡∫︁
0

𝑑𝑟

𝑥+𝑟∫︁
𝑥−𝑟

𝑓(𝑦, 𝑡− 𝑟
𝑎) 𝑑𝑦,

è âûðàæåíèå (6.12.17) ïðèíèìàåò âèä, ðàíåå óæå ïîëó÷åííûé äðóãèì
ñïîñîáîì:

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑢(𝑥− 𝑎𝑡) + 𝑢(𝑥+ 𝑎𝑡)

2
+

1

2𝑎

𝑥+𝑎𝑡∫︁
𝑥−𝑎𝑡

𝜕𝑢(𝑦, 𝜏)

𝜕𝜏

⃒⃒⃒⃒
𝜏=0

𝑑𝑦+

+
1

2𝑎2

𝑎𝑡∫︁
0

𝑑𝑟

𝑥+𝑟∫︁
𝑥−𝑟

𝑓(𝑦, 𝑡− 𝑟
𝑎) 𝑑𝑦.

Â äðóãîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà äóãà 𝑄1𝑄2 ëåæèò íà õàðàêòåðèñòè-
êàõ, ïðèõîäèì ê òàê íàçûâàåìîé характеристической задаче, èëè
задаче Гурса. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì îáëàñòü, èçîáðàæåííóþ
íà Ðèñ. 6.18.
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Ðèñ. 6.18. Îáëàñòü Ω ê çàäà÷å Ãóðñà

Â ýòîì ñëó÷àå∫︁
𝑄1𝑄2

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠 =

∫︁
𝑄1𝑄3

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠+

∫︁
𝑄3𝑄2

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠 =

= 𝑢(𝑄3)− 𝑢(𝑄1) + 𝑢(𝑄3)− 𝑢(𝑄2),

è ôîðìóëà (6.12.17) ïðèíèìàåò âèä

𝑢(𝑄) = 𝑢(𝑄1) + 𝑢(𝑄2)− 𝑢(𝑄3) +
1

2𝑎2

∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝑦, 𝜏) 𝑑𝑦 𝑑𝜏.

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì åùå îäèí ÷àñòíûé ñëó÷àé, îáëàñòü Ω äëÿ êîòî-
ðîãî ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 6.19.

Íàïðàâëåíèÿ êîíîðìàëè 𝑁 íà õàðàêòåðèñòèêàõ 𝑄𝑄1 è 𝑄𝑄2 ñîâïàäà-

þò, ñîîòâåòñòâåííî, ñ íàïðàâëåíèÿìè âåêòîðîâ
−−→
𝑄𝑄1 è

−−→
𝑄𝑄2. Ïîýòîìó,∫︁

𝑄1𝑄

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠 =

∫︁
𝑄𝑄1

𝜕𝑢

𝜕𝑠
𝑑𝑠 = 𝑢(𝑄1)− 𝑢(𝑄),

∫︁
𝑄2𝑄

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠 =

∫︁
𝑄𝑄2

𝜕𝑢

𝜕𝑠
𝑑𝑠 = 𝑢(𝑄2)− 𝑢(𝑄).

Ïðè ýòîì ôîðìóëà (6.12.17) ïðèíèìàåò âèä

𝑢(𝑄) =
𝑢(𝑄1)− 𝑢(𝑄2)

2
− 1

2

∫︁
𝑄1𝑄2

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠− 1

2

∫︁∫︁
Ω

𝑓(𝑦, 𝜏)

𝑎2
𝑑𝑦 𝑑𝜏. (6.12.18)
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Ðèñ. 6.19. Îáëàñòü Ω ê çàäà÷å ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé

×àñòíûé ñëó÷àé ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâ-
íåíèÿ ïîÿñíÿåò èçâåñòíûé ôèçè÷åñêèé ýôôåêò � эффект Доплера.
Ïóñòü 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0, à íà÷àëüíûå äàííûå çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

𝑢|𝑥=𝛽𝑡 = 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝛽𝑡

= cos 𝛾𝑡,

ãäå 𝛾, 𝛽 = const è 0 < 𝛽 < 1. Òîãäà

𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑄1𝑄2

=
𝜕𝑢

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝑄1𝑄2

𝜈1,
𝜕𝑢

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑄1𝑄2

=
𝜕𝑢

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝑄1𝑄2

cos∠(𝑁, 𝜈).

Íî 𝜈1 = cos𝛼, cos∠(𝑁, 𝜈) = cos 2(𝜋2 − 𝛼) = − cos 2𝛼, ãäå 𝛼 � óãîë,
ñîñòàâëåííûé ïðÿìîé 𝑡 = 𝑥

𝛽 ñ îñüþ 0𝑥. Ïîýòîìó

𝜕𝑢

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑄1𝑄2

= − 𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑄1𝑄2

cos 2𝛼

sin𝛼
= − 𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑄1𝑄2

1− tg2 𝛼

1 + tg2 𝛼

√︀
1 + tg2 𝛼

tg𝛼
=

= − 𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑄1𝑄2

1− 𝛽2√︀
1 + 𝛽2

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑡𝑄1
è 𝑡𝑄2

çíà÷åíèÿ 𝑡, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì ïåðå-
ñå÷åíèÿ ïðÿìîé 𝑥 = 𝛽𝑡 ñ õàðàêòåðèñòèêàìè (𝑦 − 𝑥) − 𝑎(𝑡 − 𝜏) = 0 è
(𝑦−𝑥)+𝑎(𝑡−𝜏) = 0, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó 𝑄(𝑥, 𝑡). Òîãäà 𝑡𝑄1

= 𝑎𝑡−𝑥
1−𝛽 ,

𝑡𝑄2
= 𝑎𝑡+𝑥

1+𝛽 .
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Ïåðåõîäÿ â ôîðìóëå (6.12.18) îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî äóãå ê èíòåãðè-
ðîâàíèþ ïî ïåðåìåííîé 𝜏 , ïîëó÷èì

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2

𝑡𝑄2∫︁
𝑡𝑄1

(1− 𝛽2) cos 𝛾𝜏 𝑑𝜏 =

=
1− 𝛽2

2𝛾

[︂
sin

𝛾(𝑎𝑡+ 𝑥)

1 + 𝛽
− sin

𝛾(𝑎𝑡− 𝑥)

1− 𝛽

]︂
. (6.12.19)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ìîæåò áûòü èñòîëêîâàíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè
êàê îïèñàíèå ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ âîëí îò òî÷å÷íîãî èñ-
òî÷íèêà çâóêà ñ ÷àñòîòîé 𝛾

2𝜋 , ïåðåìåùàþùåãîñÿ â íàïðàâëåíèè îñè 0𝑥 ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 𝛽. Ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (6.12.19) ìîæíî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü êàê íàëîæåíèå äâóõ âîëí � ïðÿìîé è îáðàòíîé, ðàñïðîñòðà-
íÿþùèõñÿ ñ òîé æå ñêîðîñòüþ, ÷òî è â ñëó÷àå íåïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà
çâóêà, îäíàêî ÷àñòîòà ïðÿìîé âîëíû óâåëè÷èâàåòñÿ â îòíîøåíèè 1

1−𝛽 , à

÷àñòîòà îáðàòíîé âîëíû óìåíüøàåòñÿ â îòíîøåíèè 1
1+𝛽 . Ýòîò ôèçè÷åñêèé

ôåíîìåí èçâåñòåí ïîä íàçâàíèåì эффект Доплера. Ãóäîê äâèæóùåãî-
ñÿ ïîåçäà ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïîäòâåðæäåíèåì ýòîãî
ýôôåêòà.

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ (6.12.17) ìîæåò áûòü îáîáùåíî
íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Êðàòêî ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òàêîãî
îáîáùåíèÿ. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè áóäåì ïîëàãàòü 𝑎 = 1, ÷åãî âñåãäà
ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷åò ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàñøòàáà ïåðåìåííîé 𝑡.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 𝑛 = 2. Íàïîìíèì, ÷òî ê ÷èñëó âåùåñòâåííûõ
õàðàêòåðèñòèê äâóìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòñÿ âñÿêèé êðó-
ãîâîé êîíóñ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ 𝑥1, 𝑥2, 𝑡 ñ îñüþ,
ïàðàëëåëüíîé îñè 0𝑡 è óãëîì ïðè âåðøèíå, îáðàùåííîé â ñòîðîíó ïîëî-
æèòåëüíîé ÷àñòè îñè 0𝑡, ðàâíûì 𝜋

2 . Òàêîé êîíóñ áóäåì íàçûâàòü харак-
теристическим конусом. Â êà÷åñòâå îáëàñòè Ω â ïðîñòðàíñòâå 𝑥1, 𝑥2,
𝑡, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêóþ îáëàñòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êîíóñ ñ
âåðøèíîé â ëþáîé åå òî÷êå 𝑄, è ïîâåðõíîñòü 𝑆𝑄, âûðåçàåìàÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèì êîíóñîì íà ïîâåðõíîñòè 𝑆, îãðàíè÷èâàþò íåêîòîðóþ îäíî-
ñâÿçíóþ îáëàñòü Ω𝑄, ïðè÷åì îñü êîíóñà ïåðåñåêàåò 𝑆𝑄 â åäèíñòâåííîé
òî÷êå. Íà Ðèñ. 6.20 ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêèõ îáëàñòåé.

Â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì, çàäàäèì
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(a) (b) (c)

Ðèñ. 6.20. Îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì,
öèëèíäðîì, äðóãîé ïîâåðõíîñòüþ

ôóíêöèþ

𝑣 = 𝑣(𝑄, 𝑄′) =
1

2𝜋
ln

⎛⎝𝑡− 𝑡′

𝜌
+

√︃(︂
𝑡− 𝑡′

𝜌

)︂2

− 1

⎞⎠ , (6.12.20)

ãäå 𝜌 =
√︀
(𝑥1 − 𝑥′1)

2 + (𝑥2 − 𝑥′2)
2. Íåïîñðåäñòâåííûì äèôôåðåíöèðîâà-

íèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âî âñåõ òî÷êàõ óêàçàííîé îáëàñòè, çà èñêëþ÷åíèåì
òî÷åê îñè êîíóñà, 𝑣 ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûì
ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Íà îñè õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî êîíóñà 𝑣 îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, à íà ñàìîì êîíóñå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì

𝑣 = 0,
𝜕𝑣

𝜕𝑁
= 0. (6.12.21)

Íàðÿäó ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êîíóñîì ðàññìîòðèì êîíóñ ñ âåðøèíîé â
òîé æå òî÷êå 𝑄, íî ñ ìåíüøèì óãëîì ðàñòâîðà. Òàêîé êîíóñ ìîæåò áûòü
îïðåäåëåí óðàâíåíèåì

𝑡− 𝑡′

𝜌
= ctg𝜙, 𝜙 =

𝜋

2
− 𝜂,

ãäå 𝜂 � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Åùå îäíèì ýëåìåíòîì
ïîñòðîåíèÿ áóäåò êðóãîâîé öèëèíäð, îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îñüþ êðó-
ãîâîãî êîíóñà (Ðèñ. 6.20).

Âíîâü âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèåì (6.12.15), âçÿâ â
êà÷åñòâå ôóíêöèè 𝑣 ðåøåíèå îäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (6.12.20),
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à â êà÷åñòâå 𝑢 � èñêîìîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:∫︁∫︁∫︁
̃︀Ω

(−𝑣𝑓) 𝑑𝑉 = −
∫︁∫︁
𝜕̃︀Ω

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠 =

= −
∫︁∫︁
𝜎

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠−

∫︁∫︁
𝑆

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠−

−
∫︁∫︁
Γ

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠. (6.12.22)

Çäåñü ̃︀Ω � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ âñïîìîãàòåëüíûì êîíóñîì, öèëèíäðè-
÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ è ÷àñòüþ ãðàíèöû îñíîâíîãî êîíóñà, 𝜕̃︀Ω � ãðàíè-
öà îáëàñòè ̃︀Ω, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàçäåëåíà íà òðè íåïåðåñåêàþùèåñÿ
÷àñòè: 𝜕̃︀Ω = 𝜎 ∪ 𝑆 ∪ Γ. Ïðè ýòîì Γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü âñïîìî-
ãàòåëüíîãî êîíóñà, 𝜎 � ÷àñòü öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, 𝑆 � ÷àñòü
ãðàíèöû îáëàñòè Ω.

Ïðè 𝜂 → 0 ïîâåðõíîñòü Γ íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîìó êîíóñó, è, ñîãëàñíî (6.12.21), 𝑣 ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Êîíîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ,
𝜕𝑢

𝜕𝑁
, òàê æå ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ,

â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ âû÷èñëåíèé. Îáîçíà÷èì

ñèìâîëîì
𝜕

𝜕𝑠
äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü îáðàçóþùèõ êîíóñà, à ñèìâî-

ëîì 𝑙 � ðàññòîÿíèå îò åãî âåðøèíû. Ïîñêîëüêó 𝑣|Γ = 0, òî, î÷åâèäíî,
𝜕𝑣

𝜕𝑠

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0. Âû÷èñëèì êîíîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ
𝜕𝑣

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
Γ

:

𝜕𝑣

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
Γ

=

[︂
𝜕𝑣

𝜕𝑠
cos∠(𝑁, 𝑠) +

𝜕𝑣

𝜕𝜈
cos∠(𝑁, 𝜈)

]︂⃒⃒⃒⃒
Γ

=

= − 1

2𝜋𝑙

𝜕

𝜕𝜙
ln
(︁
ctg𝜙+

√︀
ctg2 𝜙− 1

)︁
cos∠(𝑁, 𝜈) =

=
1

2𝜋𝑙

cos∠(𝑁, 𝜈)√︀
ctg2 𝜙− 1

1

sin2 𝜙
=

1

2𝜋𝑙

cos 2𝜙√︀
ctg2 𝜙− 1

1

sin2 𝜙
=

√
cos 2𝜙

2𝜋𝑙 sin𝜙
.

Òàê êàê lim
𝜂→0

𝜙 = 𝜋
2 , òî lim

𝜂→0

𝜕𝑣

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
Γ

= 0. Ïîýòîìó ïðè íåîãðàíè÷åííîì ïðè-

áëèæåíèè âñïîìîãàòåëüíîãî êîíóñà ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó, ïîñëåäíèé
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èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (6.12.22) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí-
ñòâà (6.12.22), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðà-

äèóñà 𝜌 = 𝜀, íàéäåì çíà÷åíèÿ 𝑣 è
𝜕𝑣

𝜕𝑁
íà íåé:

𝑣 =
1

2𝜋
ln

⎛⎝𝑡− 𝑡′

𝜀
+

√︃(︂
𝑡− 𝑡′

𝜀

)︂2

− 1

⎞⎠ =

=
1

2𝜋
ln

1

𝜀

(︁
𝑡− 𝑡′ +

√︀
(𝑡− 𝑡′)2 − 𝜀2

)︁
= 𝑂

(︂
ln

1

𝜀

)︂
,

𝜕𝑣

𝜕𝑁
=
𝜕𝑣

𝜕𝜌
=

1√︃(︂
𝑡− 𝑡′

𝜌

)︂2

− 1

𝑡′ − 𝑡

2𝜋𝜌2
=

𝑡′ − 𝑡

2𝜋𝜌
√︀
(𝑡− 𝑡′)2 − 𝜌2

.

Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷èì

− lim
𝜀→0

∫︁∫︁
𝜎

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠 =

= − lim
𝜀→0

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜃

𝑡−𝜀∫︁
0

𝑢
(𝑡− 𝑡′)𝑑𝑡′

2𝜋
√︀

(𝑡− 𝑡′)2 − 𝜀2
= −

𝑡∫︁
0

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡
′) 𝑑𝑡′.

Ó÷èòûâàÿ âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, çàïèøåì èíòåãðàëüíîå ñîîò-
íîøåíèå (6.12.22) ïðè 𝜂 → 0 (òî åñòü, ïðè ̃︀Ω → Ω) â âèäå

𝑡∫︁
0

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡
′) 𝑑𝑡′ =

∫︁∫︁
𝑆

(︂
𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑁
− 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠+

+

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝑡; 𝑥
′
1, 𝑥

′
2, 𝑡

′)𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑡

′) 𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2 𝑑𝑡

′.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî 𝑡, ïðèõîäèì ê основной ин-
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тегральной формуле:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

⎡⎣∫︁∫︁
𝑆

(︂
𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑁
− 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠+

+

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝑡; 𝑥
′
1, 𝑥

′
2, 𝑡

′)𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑡

′) 𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2 𝑑𝑡

′

⎤⎦ .
Åñëè ïîâåðõíîñòü 𝑆 ñîâïàäàåò ñ ïëîñêîñòüþ 𝑡 = 0, òî

𝜕𝑢

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=0

= − 𝜕𝑢

𝜕𝑡′

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=0

,
𝜕𝑣

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=0

= − 𝜕𝑣

𝜕𝑡′

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=0

=
1

2𝜋
√︀
𝑡2 − 𝜌2

,

𝜕

𝜕𝑡

∫︁∫︁
𝑆

𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑁
𝑑𝑠 =

𝜕

𝜕𝑡

∫︁∫︁
𝜌<𝑡

𝑢(𝑥′1, 𝑥
′
2, 0) 𝑑𝑥

′
1 𝑑𝑥

′
2

2𝜋
√︀
𝑡2 − 𝜌2

,

− 𝜕

𝜕𝑡

∫︁∫︁
𝑆

𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠 =

𝜕

𝜕𝑡

∫︁∫︁
𝜌<𝑡

𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑡′

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=0

𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2 =

=

∫︁∫︁
𝜌<𝑡

𝜕𝑢(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2

2𝜋
√︀
𝑡2 − 𝜌2

+

∫︁
𝜌=𝑡

𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑡′

⃒⃒⃒⃒
𝑡′=0

𝑑𝛾,

𝜕

𝜕𝑡

∫︁∫︁∫︁
Ω

𝑣𝑓 𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2 𝑑𝑡

′ =

=
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′
∫︁∫︁
𝜌<𝑡

𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝑡; 𝑥
′
1, 𝑥

′
2, 𝑡

′)𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑡

′) 𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

𝜕

𝜕𝑡
𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝑡; 𝑥

′
1, 𝑥

′
2, 𝑡

′) =
1

2𝜋

1√︀
(𝑡− 𝑡′)2 − 𝜌2

,

𝑣|𝑡′=0, 𝜌=𝑡 = 0,
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ïðèõîäèì ê ïðåäñòàâëåíèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äâóìåðíîãî âîë-
íîâîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå óæå ïîëó÷èëè ðàíåå èíûì ñïîñîáîì:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

1

2𝜋

∫︁∫︁
𝜌<𝑡

𝑢(𝑥′1, 𝑥
′
2, 0)√︀

𝑡2 − 𝜌2
𝑑𝑥′1 𝑑𝑥

′
2+

+
1

2𝜋

∫︁
𝜌<𝑡

𝜕𝑢(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2√︀

𝑡2 − 𝜌2
+

+
1

2𝜋

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′
∫︁∫︁
𝜌<𝑡

𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑡− 𝑡′)√︀

(𝑡′)2 − 𝜌2
𝑑𝑥′1 𝑑𝑥

′
2.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ îáëàñòü
Ω ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡.
Îãèáàþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé â ýòîì ñëó÷àå ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ãèïåðêîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) è îñüþ, ïàðàë-
ëåëüíîé îñè 𝑡. Óðàâíåíèå ãèïåðêîíóñà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

(𝑥1 − 𝑥′1)
2 + (𝑥2 − 𝑥′2)

2 + (𝑥3 − 𝑥′3)
2 − (𝑡− 𝑡′)2 = 0, 𝑡 > 𝑡′.

Ïóñòü Ω � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ ãèïåðêîíóñîì è íåêîòîðîé ãèïåðïî-
âåðõíîñòüþ 𝑆, à ̃︀Ω � âñïîìîãàòåëüíàÿ îáëàñòü, ̃︀Ω ⊂ Ω, îãðàíè÷åííàÿ
âñïîìîãàòåëüíûì ãèïåðêîíóñîì ñ âåðøèíîé è îñüþ òåìè æå, ÷òî è îñ-
íîâíîãî êîíóñà, íî ñ óãëîì ðàñòâîðà íà 𝜂 ìåíüøèì, è ãèïåðöèëèíäðîì,
îñü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ îáùåé îñüþ êîíóñîâ, à ðàäèóñ ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî ìàëûì.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡; 𝑥
′
1, 𝑥

′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′) =
1

4𝜋𝑟

(︂
𝑡− 𝑡′

𝑟
− 1

)︂
, (6.12.23)

ãäå 𝑟 =
√︀

(𝑥1 − 𝑥′1)
2 + (𝑥2 − 𝑥′2)

2 + (𝑥3 − 𝑥′3)
2. Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñ-

ëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ. Êðîìå òîãî, íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ãèïåðêîíóñå âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ

𝑣 = 0,
𝜕𝑣

𝜕𝑁
= 0.
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Ïóñòü 𝑢 � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, à 𝑣 � ôóíêöèÿ,
îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (6.12.23). Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ôóíêöèé â èíòå-
ãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå (6.12.15) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ:

−
∫︁
̃︀Ω
𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡; 𝑥

′
1, 𝑥

′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′)𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′) 𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2 𝑑𝑥

′
3 𝑑𝑡

′ =

= −
∫︁∫︁∫︁
𝜎

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠−

∫︁∫︁∫︁
𝑆

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠. (6.12.24)

Íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðöèëèíäðà 𝜎 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî cos∠(𝜈, 𝑡) = 0,

è êîíîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ
𝜕𝑣

𝜕𝑁
óäîáíî âû÷èñëèòü â ñôåðè÷åñêèõ êî-

îðäèíàòàõ ñ ïîëþñîì â òî÷êå 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3:

𝜕𝑣

𝜕𝑁
=
𝜕𝑣

𝜕𝑟
= −𝑡− 𝑡′

4𝜋𝑟2
, 𝑑𝑠 = 𝑟2 𝑑𝜃 𝑑𝜙 𝑑𝑡′.

Ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïåðâûé èç èíòåãðàëîâ â ïðàâîé
÷àñòè (6.12.24) ïðè 𝜀→ 0 â âèäå

− lim
𝜀→0

∫︁∫︁∫︁
𝜎

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠 =

= lim
𝜀→0

∫︁∫︁∫︁
𝜎

[︂
− 1

4𝜋

(︂
𝑡− 𝑡′

𝜀
− 1

)︂
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝑡− 𝑡′

4𝜋𝜀2

]︂
𝜀2 𝑑𝜃 𝑑𝜙 𝑑𝑡′ =

= −
𝑡∫︁

0

(𝑡− 𝑡′)𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡
′) 𝑑𝑡′.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî (6.12.24) ïðèíèìàåò âèä

𝑡∫︁
0

(𝑡− 𝑡′)𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡
′) 𝑑𝑡′ = −

∫︁∫︁∫︁
𝑆

(︂
𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠+

+

∫︁
Ω

𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡; 𝑥
′
1, 𝑥

′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′)𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′) 𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2 𝑑𝑥

′
3 𝑑𝑡

′.
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Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî äâàæäû ïî 𝑡, ïðèõîäèì ê îñíîâíîé èíòå-
ãðàëüíîé ôîðìóëå äëÿ òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =
𝜕2

𝜕𝑡2

⎡⎣∫︁∫︁∫︁
𝑆

(︂
𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑁
− 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑁

)︂
𝑑𝑠+

+

∫︁
Ω

𝑣(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡; 𝑥
′
1, 𝑥

′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′)𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′) 𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2 𝑑𝑥

′
3 𝑑𝑡

′

⎤⎦ .
(6.12.25)

ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ 𝑢 ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ
𝑣 (6.12.23) â (6.12.25). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

𝑣|Γ = 0,
𝜕𝑣

𝜕𝑡
=

1

4𝜋𝑟
,

𝜕

𝜕𝑡

∫︁∫︁∫︁
𝑆

𝑣
𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠 =

∫︁∫︁∫︁
𝑆

1

4𝜋𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠,

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
Ω

𝑣𝑓 𝑑𝑥′1 𝑑𝑥
′
2 𝑑𝑥

′
3 𝑑𝑡

′ =

∫︁
Ω

𝑓

4𝜋𝑟
𝑑𝑥′1 𝑑𝑥

′
2 𝑑𝑥

′
3 𝑑𝑡

′,

𝜕𝑣

𝜕𝑁
= −𝑡− 𝑡′

4𝜋𝑟2

(︂
𝑥′1 − 𝑥1

𝑟
𝑁1 +

𝑥′2 − 𝑥2
𝑟

𝑁2 +
𝑥′3 − 𝑥3

𝑟
𝑁3

)︂
+

1

4𝜋𝑟
𝜈4 =

= −𝑡− 𝑡′

4𝜋𝑟2
𝜕𝑟

𝜕𝜈
+

1

4𝜋𝑟
𝜈4,

ãäå𝑁𝑖 = cos∠(𝑁, 𝑥𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 𝜈4 = cos∠(𝜈, 𝑡), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó
ñîîòíîøåíèþ:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =
𝜕2

𝜕𝑡2

∫︁∫︁∫︁
𝑆

𝑢

(︂
1

4𝜋𝑟
cos∠(𝜈, 𝑡)− 𝑡− 𝑡′

4𝜋𝑟2
𝜕𝑟

𝜕𝜈

)︂
𝑑𝑠−

− 𝜕

𝜕𝑡

∫︁∫︁∫︁
𝑆

𝜕𝑢

𝜕𝑁
𝑑𝑠+

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
Ω

𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′)

4𝜋𝑟
𝑑𝑥′1 𝑑𝑥

′
2 𝑑𝑥

′
3 𝑑𝑡

′. (6.12.26)
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Åñëè â êà÷åñòâå ãèïåðïîâåðõíîñòè 𝑆 âçÿòü ãèïåðïëîñêîñòü, îïðåäå-
ëÿåìóþ óðàâíåíèåì 𝑡 = 0, òî

cos∠(𝜈, 𝑡)|𝑆 = 1,
𝜕𝑟

𝜕𝜈

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑁

⃒⃒⃒⃒
𝑆

= − 𝜕𝑢

𝜕𝑡′

⃒⃒⃒⃒
𝑆

,

è ñîîòíîøåíèå (6.12.26) ïðèíèìàåò âèä

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

∫︁∫︁
𝑆𝑡, 𝑝

𝑢(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 0)

4𝜋𝑡
𝑑𝑠+

+

∫︁∫︁
𝑆𝑡, 𝑝

𝜕𝑢(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑑𝑠

4𝜋𝑡
+

+
𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′
∫︁∫︁∫︁
𝑟<𝑡−𝑡′

𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′)

4𝜋𝑟
𝑑𝑥′1 𝑑𝑥

′
2 𝑑𝑥

′
3.

Ïîëàãàÿ 𝑡− 𝑡′ = 𝜏 , è èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå

𝜕

𝜕𝑡

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′
∫︁∫︁∫︁
𝑟<𝑡−𝑡′

𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡

′)

4𝜋𝑟
𝑑𝑥′1 𝑑𝑥

′
2 𝑑𝑥

′
3 =

𝑡∫︁
0

𝑑𝑡′
∫︁∫︁

𝑆𝑡−𝑡′, 𝑝

𝑓 𝑑𝑠

4𝜋(𝑡− 𝑡′)
=

=

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

∫︁∫︁
𝑆𝜏, 𝑝

𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡− 𝜏)

4𝜋𝜏
𝑑𝑠,

ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ òðåõìåðíîãî âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ, óæå ïîëó÷åííîãî ðàíåå äðóãèì ñïîñîáîì:

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝑡

∫︁∫︁
𝑆𝑡, 𝑝

𝑢(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 0)

4𝜋𝑡
𝑑𝑠+

+

∫︁∫︁
𝑆𝑡, 𝑝

𝜕𝑢(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

𝑑𝑠

4𝜋𝑡
+

∫︁∫︁∫︁
𝑟<𝑡

𝑓(𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3, 𝑡− 𝑟)

4𝜋𝑟
𝑑𝑥′1 𝑑𝑥

′
2 𝑑𝑥

′
3.
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13. Ряды и интегралы Фурье

13.1. Кусочно непрерывные функции

Определение 6.13. Функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R называется кусочно
непрерывной на отрезке [𝑎, 𝑏] ⊂ R, если существует конечное мно-
жество точек

𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑛 = 𝑏,

таких, что сужение функции 𝑓 на каждый из интервалов ]𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1[,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, непрерывно и односторонние пределы

lim
𝑥→𝑥𝑖+0

𝑓(𝑥), lim
𝑥→𝑥𝑖−0

𝑓(𝑥),

существуют для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

Ïðèìåð êóñî÷íî íåïðåðûâíîé ôóíêöèè èëëþñòðèðóåòñÿ íà Ðèñ. 6.21.
Ôóíêöèÿ çàäàíà ðàâåíñòâîì

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥, 0 ⩽ 𝑥 < 0.2,

1− 𝑥2, 0.2 ⩽ 𝑥 < 0.4,

0.3, 0.4 ⩽ 𝑥 < 0.6,

−𝑥3, 0.6 ⩽ 𝑥 ⩽ 1.

Ðèñ. 6.21. Êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ

Íà Ðèñ. 6.22 ïîêàçàíû ãðàôèêè ôóíêöèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êó-
ñî÷íî íåïðåðûâíûìè íà [0, 1]. Ôóíêöèè, ãðàôèêè êîòîðûõ èçîáðàæåíû
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íà Ðèñ. 6.22a è 6.22c, íå èìåþò êîíå÷íûõ ïðåäåëîâ â òî÷êàõ 𝑥 = 0 è 𝑥 = 1
2 .

Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) = sin 1
𝑥 , ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà Ðèñ. 6.22b, ÿâëÿåò-

ñÿ îãðàíè÷åííîé, íî íå èìååò ïðåäåëà ïðè 𝑥 → +0. Íàêîíåö, ôóíêöèÿ,
ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà Ðèñ. 6.22d, èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî
èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ îíà íåïðåðûâíà.

(a) 𝑓(𝑥) = 1
𝑥

(b) 𝑓(𝑥) = sin 1
𝑥

(c) 𝑓(𝑥) = tg 𝜋𝑥 (d) 𝑓(𝑥) = Round(tg 𝜋𝑥)
tg 𝜋𝑥

Ðèñ. 6.22. Ïðèìåðû ôóíêöèé, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî
íåïðåðûâíûìè íà îòðåçêå [0, 1]

Åñëè ôóíêöèÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî îíà îãðàíè÷åíà è
èíòåãðèðóåìà íà í¼ì.

Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ êóñî÷íî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, îïðåäå-
ë¼ííûõ íàä îäíèì è òåì æå îòðåçêîì, ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíûìè.

Определение 6.14. Функция 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → R называется кусочно
непрерывно дифференцируемой (порядка 𝑚) на отрезке [𝑎, 𝑏] ⊂ R,
если существует конечное множество точек

𝑎 = 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑛 = 𝑏,
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таких, что сужение функции 𝑓 на каждый из интервалов ]𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1[,
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, непрерывно дифференцируемы (порядка 𝑚) и одно-
сторонние пределы

lim
𝑥→𝑥𝑖+0

𝑓 (𝑘)(𝑥), lim
𝑥→𝑥𝑖−0

𝑓 (𝑘)(𝑥),

существуют для всех 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑚.

Íà Ðèñ. 6.23 ïîêàçàí ãðàôèê ôóíêöèè, íå èìåþùåé êîíå÷íûå ïðîèç-
âîäíûå â òî÷êàõ 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, à ïîòîìó íå ÿâëÿþùåéñÿ êóñî÷íî íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé íà îòðåçêå [0, 1].

Ðèñ. 6.23. Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) =
√︁

1
4 −

(︀
𝑥− 1

2

)︀2
Ðèñ. 6.24 èëëþñòðèðóåò ïðèìåð ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ êóñî÷íî íåïðå-

ðûâíîé íà îòðåçêå [0, 1], íî íå êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé
íà íåì. Íà Ðèñ. 6.24a èçîáðàæåíà ñàìà ôóíêöèÿ, à íà Ðèñ. 6.24b � åå
ïðîèçâîäíàÿ.

(a) 𝑓(𝑥) (b) 𝑓 ′(𝑥)

Ðèñ. 6.24. Ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) = 𝑥 sin 1
𝑥 è åå ïðîèçâîäíàÿ
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13.2. Периодические функции

Определение 6.15. Функция 𝑓 : R → R называется периодической
(с периодом 𝑝 ̸= 0), если

∀𝑥 ∈ R : 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑝).

Ïåðèîä ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè 𝑓 � ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 𝑝, òî

𝑓(𝑥+ 𝑝) = 𝑓(𝑥),

𝑓(𝑥+ 2𝑝) = 𝑓(𝑥+ 𝑝+ 𝑝) = 𝑓(𝑥+ 𝑝) = 𝑓(𝑥),

. . .

𝑓(𝑥+ 𝑛𝑝) = 𝑓(𝑥+ (𝑛− 1)𝑝+ 𝑝) = 𝑓(𝑥+ (𝑛− 1)𝑝) = . . . = 𝑓(𝑥),

äëÿ 𝑛 ∈ N. Äàëåå,

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥− 𝑝+ 𝑝) = 𝑓(𝑥− 𝑝),

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥− 𝑝) = 𝑓(𝑥− 2𝑝+ 𝑝) = 𝑓(𝑥− 2𝑝),

. . .

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥− 𝑝) = 𝑓(𝑥− 2𝑝) = . . . = 𝑓(𝑥− 𝑛𝑝),

ãäå òàêæå 𝑛 ∈ N. Ñëåäîâàòåëüíî,

∀𝑛 ∈ Z : 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑛𝑝),

è ÷èñëî 𝑛𝑝 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè 𝑓 ïðè ëþáîì 𝑛 ∈ Z. Åñëè
ìíîæåñòâî {𝑝 ∈ R | 𝑝 > 0, 𝑝 � ïåðèîä 𝑓} ïåðèîäîâ ôóíêöèè 𝑓 èìååò ìè-
íèìàëüíûé ýëåìåíò, òî îí íàçûâàåòñÿ фундаментальным периодом.

Åñëè ôóíêöèè 𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥) � ïåðèîäè÷åñêèå, ñ îäíèì è
òåì æå ïåðèîäîì 𝑝, òî èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèåé:

𝐹 (𝑥) = 𝑐1𝑓1(𝑥) + 𝑐2𝑓2(𝑥) + · · ·+ 𝑐𝑛𝑓𝑛(𝑥), 𝐹 (𝑥+ 𝑝) = 𝐹 (𝑥).

Ïðèìåðû ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé èçîáðàæåíû íà Ðèñ. 6.25.
Øèðîêî èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèÿ ÿâëÿþòñÿ

òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè sin𝑥, cos𝑥. Ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ òàê æå
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(a) 𝑓(𝑥) = sgn(sin 𝜋𝑥) (b) 𝑓(𝑥) = 𝑥− 2Round(𝑥
2
)

Ðèñ. 6.25. Ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè

ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïðè÷¼ì ëþáîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ å¼ ïåðèîäîì. Ðÿäû, îáðà-
çîâàííûå ýòèìè ôóíêöèÿìè

𝑎0 + 𝑎1 cos𝑥+ 𝑏1 sin𝑥+ 𝑎2 cos 2𝑥+ 𝑏2 sin 2𝑥+ . . . ,

ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè ñõîäÿòñÿ, ïðåäñòàâëÿþò ïåðèîäè÷åñêèå ôóíêöèè
(íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôóíäàìåíòàëüíûå ïåðèîäû ó íèõ ðàçëè÷íû, ó ÷ëå-
íîâ ðÿäà åñòü îáùèé ïåðèîä � 2𝜋). Òàêèå ðÿäû íàçûâàþò тригономет-
рическими. Íà Ðèñ. 6.26 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ÷àñòè÷íîé ñóììû òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà.

Ðèñ. 6.26. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí 𝑓(𝑥) =
10∑︀
𝑘=1

1
𝑘2 sin 𝑘2 sin 𝑘𝜋𝑥

13.3. Семейства ортогональных функций

Определение 6.16. Семейство {𝑓𝑛}𝑛∈N функций 𝑓𝑛 : [𝑎, 𝑏] → R назы-
вается ортогональным с весом 𝑞 : [𝑎, 𝑏] → R на отрезке [𝑎, 𝑏] ⊂ R,
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если

∀𝑚 ̸= 𝑛 :

𝑏∫︁
𝑎

𝑓𝑚(𝑥)𝑓𝑛(𝑥)𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 = 0.

Äëÿ 𝑚 = 𝑛 âûðàæåíèå

‖𝑓𝑛‖ =

⎛⎝ 𝑏∫︁
𝑎

𝑓𝑚(𝑥)
2𝑞(𝑥) 𝑑𝑥

⎞⎠1/2

,

îïðåäåëÿåò норму ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà {𝑓𝑛}𝑛∈N.

Пример 6.54. {sin𝑛𝑥}𝑛∈N – семейство ортогональных функций на от-
резке [−𝜋, 𝜋] с весом 1, так как

𝜋∫︁
−𝜋

sin𝑚𝑥 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

=
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

{︀
cos(𝑚− 𝑛)𝑥− cos(𝑚+ 𝑛)𝑥

}︀
𝑑𝑥 =

{︃
0, 𝑚 ̸= 𝑛,

𝜋, 𝑚 = 𝑛.

Норма каждой функции из этого семейства равна
√
𝜋.

Пример 6.55. {sin𝑛𝑥}𝑛∈N – семейство ортогональных функций на от-
резке [0, 𝜋] с весом 1, поскольку

𝜋∫︁
0

sin𝑚𝑥 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

=
1

2

𝜋∫︁
−𝜋

{cos(𝑚− 𝑛)𝑥− cos(𝑚+ 𝑛)𝑥} 𝑑𝑥 =

{︃
0, 𝑚 ̸= 𝑛,

𝜋/2, 𝑚 = 𝑛.

Норма каждой функции из этого семейства равна
√︀
𝜋/2.
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Пример 6.56. {sin𝑛𝑥}𝑛∈N
⋃︀
{cos𝑛𝑥}𝑛∈N

⋃︀
{1} – семейство ортогональ-

ных функций на отрезке [−𝜋, 𝜋] с весом 1, так как

𝜋∫︁
−𝜋

sin𝑚𝑥 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

{︃
0, 𝑚 ̸= 𝑛,

𝜋, 𝑚 = 𝑛,

𝜋∫︁
−𝜋

cos𝑚𝑥 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥 =

{︃
0, 𝑚 ̸= 𝑛,

𝜋, 𝑚 = 𝑛,

∀𝑛, 𝑚 ∈ N :

𝜋∫︁
−𝜋

sin𝑚𝑥 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥 = 0,

∀𝑚 ∈ N :

𝜋∫︁
−𝜋

sin𝑚𝑥 1 𝑑𝑥 = 0,

𝜋∫︁
−𝜋

cos𝑚𝑥 1 𝑑𝑥 = 0.

Нормы функций из этого семейства определяются соотношениями

‖1‖ =
√
2𝜋, ∀𝑚 ∈ N : ‖ sin𝑚𝑥‖ = ‖ cos𝑚𝑥‖ =

√
𝜋.

Пример 6.57. Многочлены Чебышёва первого рода {𝑇𝑛(𝑥)}𝑛∈N, где

𝑇0(𝑥) = 1, ∀𝑛 ∈ N : 𝑇𝑛(𝑥) = 𝑛
𝑛∑︁
𝑘=0

(−2)𝑘
(𝑘 + 𝑛− 1)!

(2𝑘)!(𝑛− 𝑘)!
(1− 𝑥)𝑘,

образуют ортогональное семейство функций на отрезке [−1, 1] с весом
(1− 𝑥2)−1/2:

1∫︁
−1

𝑇𝑚(𝑥)𝑇𝑛(𝑥)√
1− 𝑥2

𝑑𝑥 =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑚 ̸= 𝑛,

𝜋, 𝑚 = 𝑛 = 0,

𝜋/2, 𝑚 = 𝑛 ̸= 0.

Нормы элементов этого семейства

‖𝑇0(𝑥)‖ =
√
𝜋, ∀𝑛 ∈ N : ‖𝑇𝑛(𝑥)‖ =

√︀
𝜋/2.
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Пример 6.58. Полиномы Эрмита

𝐻𝑛(𝑥) = (−1)𝑛𝑒𝑥
2 𝑑𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑒−𝑥

2

=

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑛!

𝑛/2∑︀
𝑙=0

(−1)𝑛/2−𝑙

(2𝑙)!(𝑛
2−𝑙)!

(2𝑥)2𝑙, для чётных 𝑛,

𝑛!
(𝑛−1)/2∑︀
𝑙=0

(−1)(𝑛−1)/2−𝑙

(2𝑙+1)!(𝑛−1
2 −𝑙)!

(2𝑥)2𝑙+1, для нечётных 𝑛,

образуют ортогональное семейство на всей числовой оси R =]−∞, ∞[
с весом 𝑒−𝑥

2

∞∫︁
−∞

𝐻𝑚(𝑥)𝐻𝑛(𝑥)𝑒
−𝑥2 𝑑𝑥 =

{︃
0, 𝑚 ̸= 𝑛
√
𝜋 𝑛! 2𝑛, 𝑚 = 𝑛

.

Нормы элементов семейства определяются формулой 𝜋1/42𝑛/2
√
𝑛!.

Определение 6.17. Семейство функций {𝑓𝑛(𝑥)}𝑛∈N называется ор-
тонормированным с весом 𝑞(𝑥) на отрезке [𝑎, 𝑏], если

∀𝑚, 𝑛 ∈ N :

𝑏∫︁
𝑎

𝑓𝑚(𝑥)𝑓𝑛(𝑥)𝑞(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝛿𝑚𝑛 =

{︃
0, 𝑚 ̸= 𝑛,

1, 𝑚 = 𝑛.

Åñëè ýëåìåíòû âñåõ ïðèâåä¼ííûõ âûøå ñåìåéñòâ ðàçäåëèòü íà ñîîò-
âåòñòâóþùèå èì íîðìû, òî ïîëó÷èì ïðèìåðû îðòîíîðìèðîâàííûõ ñå-
ìåéñòâ ôóíêöèé.

13.4. Ряды Фурье

Ïóñòü 𝑓(𝑥) � êóñî÷íî íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèî-
äîì 2𝜋. Ìû ìîæåì ôîðìàëüíî àññîöèèðîâàòü ñ ýòîé ôóíêöèåé òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèé ðÿä

𝑓(𝑥) ∼ 𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥) ,
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ãäå ñèìâîë ∼ îçíà÷àåò íåêîòîðîå åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåë¼ííîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèåé 𝑓(𝑥) è ñåìåéñòâîì ÷èñåë

{𝑎0}
⋃︁

{𝑎𝑘}𝑘∈N
⋃︁

{𝑏𝑘}𝑘∈N.

Äëÿ òîãî, ÷òî áû ïðåäëîæèòü îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ óñòàíîâëåíèÿ
òàêîãî ñîîòâåòñòâèÿ, ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íûå ñóììû òðèãîíîìåòðè÷åñêî-
ãî ðÿäà

𝑠𝑛 =
𝑎0
2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥) .

Áóäåì îòûñêèâàòü òàêèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛,
𝑏1, . . . , 𝑏𝑛, ïðè êîòîðûõ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà îêàçàëàñü áû íàèëó÷øåé àï-
ïðîêñèìàöèåé çàäàííîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥). Äëÿ îöåíêè ¾êà÷åñòâà¿ àïïðîê-
ñèìàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü èíòåãðàë

𝐼(𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) =

𝜋∫︁
−𝜋

(︀
𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥.

Âû÷èñëåíèå ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ äàåò

𝜕𝐼

𝜕𝑎0
= −

𝜋∫︁
−𝜋

{︃
𝑓(𝑥)− 𝑎0

2
−

𝑛∑︁
𝑚=1

(𝑎𝑚 cos𝑚𝑥+ 𝑏𝑚 sin𝑚𝑥)

}︃
𝑑𝑥,

𝜕𝐼

𝜕𝑎𝑘
= −2

𝜋∫︁
−𝜋

{︃
𝑓(𝑥)− 𝑎0

2
−

𝑛∑︁
𝑚=1

(𝑎𝑚 cos𝑚𝑥+ 𝑏𝑚 sin𝑚𝑥)

}︃
cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥,

𝜕𝐼

𝜕𝑏𝑘
= −2

𝜋∫︁
−𝜋

{︃
𝑓(𝑥)− 𝑎0

2
−

𝑛∑︁
𝑚=1

(𝑎𝑚 cos𝑚𝑥+ 𝑏𝑚 sin𝑚𝑥)

}︃
sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥.
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Èç ñîîòíîøåíèé îðòîãîíàëüíîñòè ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

𝜕𝐼

𝜕𝑎0
= 𝜋𝑎0 −

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

𝜕𝐼

𝜕𝑎𝑘
= 2𝜋𝑎𝑘 − 2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥,

𝜕𝐼

𝜕𝑏𝑘
= 2𝜋𝑏𝑘 − 2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥.

(6.13.1)

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà:

𝜕𝐼

𝜕𝑎0
= 0,

𝜕𝐼

𝜕𝑎𝑘
= 0,

𝜕𝐼

𝜕𝑏𝑘
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì (6.13.1),

𝑎0 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

𝑎𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥,

𝑏𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥.

(6.13.2)

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû

𝜕2𝐼

𝜕𝑎20
= 𝜋,

𝜕2𝐼

𝜕𝑎2𝑘
= 2𝜋,

𝜕2𝐼

𝜕𝑏2𝑘
= 2𝜋.

Âñå áîëåå ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå ðàâíû íóëþ. Â ýòîé ñâÿçè, ðàçëîæåíèå
𝐼 ïî ôîðìóëå Òåéëîðà èìååò âèä

𝐼(𝑎0 + 𝛿𝑎0, 𝑎1 + 𝛿𝑎1 , . . . , 𝑏𝑛 + 𝛿𝑏𝑛) = 𝐼(𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑏𝑛) + 𝛿𝐼,
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ãäå

𝛿𝐼 =
1

2!

{︃
𝜕2𝐼

𝜕𝑎20
𝛿𝑎20 +

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕2𝐼

𝜕𝑎2𝑘
𝛿𝑎2𝑘 +

𝜕2𝐼

𝜕𝑏2𝑘
𝛿𝑏2𝑘

)︂}︃
=

=
1

2!

{︃
𝜋 𝛿𝑎20 +

𝑛∑︁
𝑘=1

(︀
2𝜋 𝛿𝑎2𝑘 + 2𝜋 𝛿𝑏2𝑘

)︀}︃
> 0.

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå, îïðåäåëåííîé ðàâåíñòâàìè (6.13.2), ôóíêöèîíàë
𝐼 äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

Пример 6.59. Пример тригонометрических рядов, которые не явля-
ются рядами Фурье

∞∑︁
𝑛=2

sin𝑛𝑥

ln𝑛
,

∞∑︁
𝑛=2

sin𝑛𝑥

𝑛
.

Для оценки сходимости воспользуемся неравенством⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

⃒⃒
sin 𝑛

2 sin
𝑛+1
2

⃒⃒
sin 1

2

⩽
1

sin 1
2

которое доказывается следующим образом:

2 sin
1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘 =
𝑛∑︁
𝑘=1

2 sin
1

2
sin 𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=1

2 sin
1

2
cos
(︁
𝑘 +

𝜋

2

)︁
=

=
𝑛∑︁
𝑘=1

{︂
sin

(︂
𝑘 +

1

2
+
𝜋

2

)︂
− sin

(︂
𝑘 − 1

2
+
𝜋

2

)︂}︂
=

= sin

(︂
𝑛+

1

2
+
𝜋

2

)︂
− sin

(︂
1

2
+
𝜋

2

)︂
= 2 sin

𝑛

2
cos

(︂
𝑛+ 1

2
+
𝜋

2

)︂
=

= 2 sin
𝑛

2
sin

𝑛+ 1

2
.

Следовательно,
𝑛∑︁
𝑘=1

sin 𝑘 =
sin 𝑛

2 sin
𝑛+1
2

sin 1
2

.
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13.5. Сходимость рядов Фурье

Ââåäåì òðè ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè:

1. Ïîòî÷å÷íàÿ ñõîäèìîñòü.

2. Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü.

3. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ñõîäèìîñòü.

Определение 6.18. Ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑥) сходится поточечно в интерва-

ле 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 к функции 𝑓(𝑥), если для каждого значения переменной
𝑥 ∈]𝑎, 𝑏[,

lim
𝑛→∞

|𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝑥)| = 0,

где 𝑠𝑛(𝑥) – частичная сумма ряда 𝑠𝑛(𝑥) =
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑥).

Определение 6.19. Ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑥) сходится равномерно на отрезке

𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑏 к функции 𝑓(𝑥), если

lim
𝑛→∞

sup
𝑎⩽𝑥⩽𝑏

|𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝑥)| = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè âûòåêàåò ðàâíîìåðíàÿ, íî
íå íàîáîðîò.

Определение 6.20. Ряд
∞∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑥) сходится в среднеквадратичном

на отрезке 𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑏 к функции 𝑓(𝑥), если

lim
𝑛→∞

𝑏∫︁
𝑎

|𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝑥)|2 𝑑𝑥 = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü áîëåå ñèëüíàÿ, ÷åì ïîòî÷å÷íàÿ
è ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ.
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13.6. Неравенство Бесселя

Ïóñòü 𝑓(𝑥) � íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ ïåðèîäîì 2𝜋.
Î÷åâèäíî, ÷òî

𝜋∫︁
−𝜋

(︀
𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥 ⩾ 0.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè, ïîëó÷èì

𝜋∫︁
−𝜋

(︀
𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)2 𝑑𝑥− 2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)𝑠𝑛(𝑥) 𝑑𝑥+

𝜋∫︁
−𝜋

𝑠𝑛(𝑥)
2 𝑑𝑥.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå,

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)𝑠𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)

{︃
𝑎0
2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥)

}︃
𝑑𝑥 =

=
𝜋𝑎20
2

+ 𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 𝑏2𝑘

)︀
.

Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè,

𝜋∫︁
−𝜋

𝑠𝑛(𝑥)
2 𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
−𝜋

{︃
𝑎0
2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥)

}︃2

𝑑𝑥 =

=
𝜋𝑎20
2

+ 𝜋
𝑛∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 𝑏2𝑘

)︀
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝜋∫︁
−𝜋

(︀
𝑓(𝑥)− 𝑠𝑛(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)2 𝑑𝑥−

{︃
𝜋𝑎20
2

+ 𝜋

𝑛∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 𝑏2𝑘

)︀}︃
⩾ 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

𝜋𝑎20
2

+ 𝜋
𝑛∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 𝑏2𝑘

)︀
⩽

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)2 𝑑𝑥,
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ñïðàâåäëèâîìó äëÿ ëþáûõ 𝑛. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè 𝑛→ ∞, ïîëó÷èì

𝑎20
2
+

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 𝑏2𝑘

)︀
⩽

1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)2 𝑑𝑥.

Ýòî è åñòü неравенство Бесселя.
Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà íå óáûâàåò ñ ðîñòîì 𝑛 è, â ñèëó

íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ, îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî ðÿä

𝑎20
2
+

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 𝑏2𝑘

)︀
ñõîäèòñÿ. Íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè áóäóò

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0, lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 0.

13.7. Равенство Парсеваля

Ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì ê ôóíêöèè 𝑓(𝑥), åñëè

𝑎20
2
+

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 𝑏2𝑘

)︀
=

1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)2 𝑑𝑥.

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ равенством Парсеваля. Îíî ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî êàê ñëåäñòâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå ê 𝑓(𝑥) íà
îòðåçêå [−𝜋, 𝜋]. Äåéñòâèòåëüíî,

1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)2 𝑑𝑥 =

=
𝑎0
2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥+
∞∑︁
𝑘=1

⎧⎨⎩𝑎𝑘𝜋
𝜋∫︁

−𝜋

𝑓(𝑥) cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥+
𝑏𝑘
𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥

⎫⎬⎭ =

=
𝑎20
2
+

∞∑︁
𝑘=1

(︀
𝑎2𝑘 + 𝑏2𝑘

)︀
.
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13.8. Лемма Римана –Лебега

Лемма 6.1. (Риман –Лебег) Если функция 𝑓(𝑥) кусочно непрерывна
на отрезке [𝑎, 𝑏], то

lim
𝜆→∞

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥 = 0.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓 íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[𝑎, 𝑏]. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë

𝐼(𝜆) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥. (6.13.3)

Îñóùåñòâèì çàìåíó ïåðåìåííûõ 𝑥 = 𝑡+ 𝜋/𝜆. Òîãäà

sin𝜆𝑥 = sin𝜆(𝑡+ 𝜋/𝜆) = − sin𝜆𝑡,

è

𝐼(𝜆) = −
𝑏−𝜋/𝜆∫︁

𝑎−𝜋/𝜆

𝑓(𝑡+ 𝜋/𝜆) sin𝜆𝑡 𝑑𝑡.

Ïîñêîëüêó 𝑡 � ïåðåìåííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, ìû ìîæåì çàìåíèòü å¼ íà 𝑥

𝐼(𝜆) = −
𝑏−𝜋/𝜆∫︁

𝑎−𝜋/𝜆

𝑓(𝑥+ 𝜋/𝜆) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥. (6.13.4)

è ñëîæèòü ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (6.13.3), (6.13.4). Â èòîãå
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ïîëó÷èì

2𝐼(𝜆) =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥−
𝑏−𝜋/𝜆∫︁

𝑎−𝜋/𝜆

𝑓(𝑥+ 𝜋/𝜆) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥 =

= −
𝑎∫︁

𝑎−𝜋/𝜆

𝑓(𝑥+ 𝜋/𝜆) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥+

𝑏∫︁
𝑏−𝜋/𝜆

𝑓(𝑥) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥+

+

𝑏−𝜋/𝜆∫︁
𝑎

{︀
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝜋/𝜆)

}︀
sin𝜆𝑥 𝑑𝑥.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏], òî îíà îãðàíè÷åíà
íà í¼ì, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî 𝑀 , ÷òî

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] : |𝑓(𝑥)| < 𝑀.

Ñëåäîâàòåëüíî,⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎∫︁
𝑎−𝜋/𝜆

𝑓(𝑥+ 𝜋/𝜆) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑎+𝜋/𝜆∫︁

𝑎

𝑓(𝑥) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤ 𝜋𝑀

𝜆
,

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑏∫︁
𝑏−𝜋/𝜆

𝑓(𝑥) sin𝜆𝑥 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤ 𝜋𝑀

𝜆
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

|𝐼(𝜆)| ≤ 𝜋𝑀

𝜆
+

𝑏−𝜋/𝜆∫︁
𝑎

⃒⃒
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝜋/𝜆)

⃒⃒
𝑑𝑥.

Ïîñêîëüêó 𝑓(𝑥) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [𝑎, 𝑏], òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðå-
ðûâíà íà í¼ì, ñëåäîâàòåëüíî

∀𝜆 > Λ ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] :
⃒⃒
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥+ 𝜋/𝜆)

⃒⃒
<

𝜀

𝑏− 𝑎
.
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Âîçüìåì â êà÷åñòâå Λ íàñòîëüêî áîëüøîå ÷èñëî, ÷òî

∀𝜆 > Λ ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] :
𝜋𝑀

𝜆
<
𝜀

2
.

Òîãäà

|𝐼(𝜆)| < 𝜀

2
+
𝜀

2
= 𝜀.

Åñëè ôóíêöèÿ êóñî÷íî íåïðåðûâíà íà îòðåçêå, òî ïðîöåäóðó äîêàçàòåëü-
ñòâà ñëåäóåò ïîâòîðèòü äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà.

13.9. Теорема о поточечной сходимости

Теорема 6.2. Если функция 𝑓(𝑥) — кусочно непрерывно дифференци-
руемая и периодическая с периодом 2𝜋, то для любой точки 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
справедливо равенство

𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥) =
1

2

(︂
lim

𝑦→𝑥−0
𝑓(𝑦) + lim

𝑦→𝑥+0
𝑓(𝑦)

)︂
,

где

𝑎𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡) cos 𝑘𝑡 𝑑𝑡, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑏𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑡) sin 𝑘𝑡 𝑑𝑡, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Доказательство. Çàïèøåì ÷àñòè÷íûå ñóììû â âèäå

𝑠𝑛(𝑥) =
𝑎0
2
+

𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥) =

=
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

{︃
1 + 2

𝑛∑︁
𝑘=1

(cos 𝑘𝑡 cos 𝑘𝑥+ sin 𝑘𝑡 sin 𝑘𝑥)

}︃
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋

{︃
1 + 2

𝑛∑︁
𝑘=1

cos 𝑘(𝑥− 𝑡)

}︃
𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
1

2𝜋

∫︁ 𝜋

−𝜋
𝐷𝑛(𝑥− 𝑡)𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,
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ãäå ôóíêöèÿ 𝐷𝑛(𝜃) íàçûâàåòñÿ ядром Дирихле

𝐷𝑛(𝜃) = 1 + 2
𝑛∑︁
𝑘=1

cos 𝑘𝜃.

Èç ôîðìóëû Ýéëåðà ñëåäóåò, ÷òî

𝐷𝑛(𝜃) = 1 +
𝑛∑︁
𝑘=1

(︀
𝑒𝑖𝑘𝜃 + 𝑒−𝑖𝑘𝜃

)︀
=

𝑛∑︁
𝑘=−𝑛

𝑒𝑖𝑘𝜃 = 𝑒−𝑖𝑛𝜃 + · · ·+ 1 + · · ·+ 𝑒𝑖𝑛𝜃,

ò.å.𝐷𝑛(𝜃)� ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 𝑒−𝑖𝑛𝜃 è ÷àñòíûì
𝑒𝑖𝜃. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïðèõî-
äèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

𝐷𝑛(𝜃) =
𝑒−𝑖𝑛𝜃 − 𝑒𝑖(𝑛+1)𝜃

1− 𝑒𝑖𝜃
=
𝑒−(𝑛+1/2)𝑖𝜃 − 𝑒(𝑛+1/2)𝑖𝜃

𝑒−𝑖𝜃/2 − 𝑒𝑖𝜃/2
=

sin(𝑛+ 1/2)𝜃

sin 𝜃
2

.

(6.13.5)
Âîçüì¼ì 𝜃 = 𝑡− 𝑥

𝑠𝑛(𝑥) =
1

2𝜋

𝑥+𝜋∫︁
𝑥−𝜋

𝐷𝑛(𝜃)𝑓(𝑥+ 𝜃) 𝑑𝜃.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè 𝐷𝑛 è 𝑓 èìåþò ïåðèîä 2𝜋, òî

𝑠𝑛(𝑥) =
1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐷𝑛(𝜃)𝑓(𝑥+ 𝜃) 𝑑𝜃.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

𝑠𝑛(𝑥)−
1

2

(︂
lim

𝑦→𝑥+0
𝑓(𝑦) + lim

𝑦→𝑥−0
𝑓(𝑦)

)︂
=

=
1

2𝜋

0∫︁
−𝜋

𝐷𝑛(𝜃)

(︂
𝑓(𝑥+ 𝜃)− lim

𝑦→𝑥−0
𝑓(𝑦)

)︂
𝑑𝜃+

+
1

2𝜋

𝜋∫︁
0

𝐷𝑛(𝜃)

(︂
𝑓(𝑥+ 𝜃)− lim

𝑦→𝑥+0
𝑓(𝑦)

)︂
𝑑𝜃,
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êîòîðàÿ, ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ (6.13.5) äëÿ ÿäðà Äèðèõëå, ìîæåò áûòü
ïðåîáðàçîâàíà ê âèäó

𝑠𝑛(𝑥)−
1

2

(︂
lim

𝑦→𝑥+0
𝑓(𝑦) + lim

𝑦→𝑥−0
𝑓(𝑦)

)︂
=

=
1

2𝜋

∫︁ 0

−𝜋
𝑔−(𝜃) sin

(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝜃 𝑑𝜃 +

1

2𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑔+(𝜃) sin
(︀
𝑛+ 1

2

)︀
𝜃 𝑑𝜃, (6.13.6)

ãäå

𝑔+(𝜃) =
𝑓(𝑥+ 𝜃)− lim

𝑦→𝑥+0
𝑓(𝑦)

sin 𝜃
2

, 𝑔−(𝜃) =
𝑓(𝑥+ 𝜃)− lim

𝑦→𝑥−0
𝑓(𝑦)

sin 𝜃
2

.

Ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëè ýòèõ âûðàæåíèé ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè 𝜃 → 0, òî
èíòåãðàëû ìîãóò ðàñõîäèòüñÿ â ýòîé òî÷êå. Îäíàêî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ,
ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
𝜃→+0

𝑔+(𝜃) = lim
𝜃→+0

𝑓(𝑥+ 𝜃)− 𝑓(𝑥)
𝜃
2

(︃
𝜃
2

sin 𝜃
2

)︃
= 2 lim

𝑦→𝑥+0
𝑓 ′(𝑦),

lim
𝜃→−0

𝑔−(𝜃) = lim
𝜃→−0

𝑓(𝑥+ 𝜃)− 𝑓(𝑥)
𝜃
2

(︃
𝜃
2

sin 𝜃
2

)︃
= 2 lim

𝑦→𝑥−0
𝑓 ′(𝑦).

Ïîñêîëüêó ýòè ïðåäåëû ñóùåñòâóþò, òî ôóíêöèè 𝑔+(𝜃), 𝑔−(𝜃) êóñî÷íî
íåïðåðûâíû íà ]− 𝜋, 𝜋[ è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû Ðèìàíà-Ëåáåãà
îáà èíòåãðàëà â (6.13.6) îáðàùàþòñÿ â íîëü ïðè 𝑛→ ∞. Òàêèì îáðàçîì,

lim
𝑛→∞

𝑠𝑛(𝑥) =
1

2

(︂
lim

𝑦→𝑥−0
𝑓(𝑦) + lim

𝑦→𝑥+0
𝑓(𝑦)

)︂
,

è òåîðåìà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êå íåïðåðûâíîñòè êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè 𝑓(𝑥) ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ ôóíêöèè â
ýòîé òî÷êå, à â òî÷êå êîíå÷íîãî ðàçðûâà � ê ñðåäíåìó å¼ îäíîñòîðîííèõ
ïðåäåëîâ.

Замечание 6.12. Для ядра Дирихле 𝐷𝑛(𝜃) справедливо равенство

1

2𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝐷𝑛(𝜃) 𝑑𝜃 = 1.
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13.10. Интеграл Фурье

Ôóíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, íå ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû ðÿäàìè Ôóðüå. Äëÿ íèõ ñëåäóåò ðàçâèòü íåñêîëüêî èíîé ïîä-
õîä, ïðèâîäÿùèé ê èíòåãðàëó Ôóðüå.

Ïóñòü ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [−𝑙, 𝑙].
Òîãäà îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ðÿäîì Ôóðüå

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑘=1

{︂
𝑎𝑘 cos

(︂
𝑘𝜋𝑥

𝑙

)︂
+ 𝑏𝑘 sin

(︂
𝑘𝜋𝑥

𝑙

)︂}︂
,

ãäå

𝑎𝑘 =
1

𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑥) cos

(︂
𝑘𝜋𝑥

𝑙

)︂
𝑑𝑥, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑏𝑘 =
1

𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑥) sin

(︂
𝑘𝜋𝑥

𝑙

)︂
𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ â ôîðìóëó äëÿ ðÿäà, ïîëó-
÷èì

𝑓(𝑥) =
1

2𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡+
1

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

⎧⎨⎩
𝑙∫︁

−𝑙

𝑓(𝑡) cos

(︂
𝑘𝜋𝑡

𝑙

)︂
cos

(︂
𝑘𝜋𝑥

𝑙

)︂
𝑑𝑡 +

+

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑡) sin

(︂
𝑘𝜋𝑡

𝑙

)︂
sin

(︂
𝑘𝜋𝑥

𝑙

)︂
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ =

=
1

2𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡+
1

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑡) cos

{︂
𝑘𝜋

𝑙
(𝑡− 𝑥)

}︂
.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà íà âñåé
÷èñëîâîé îñè, ò.å. èíòåãðàë

∞∫︁
−∞

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥
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ñõîäèòñÿ. Òîãäà âåëè÷èíà

|𝑎0|
2

=
1

2𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 1

2𝑙

∞∫︁
−∞

|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè 𝑙. Òîãäà, çàôèêñèðî-
âàâ çíà÷åíèå 𝑥 è óñòðåìèâ 𝑙 ê áåñêîíå÷íîñòè, 𝑙 → ∞, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå

𝑓(𝑥) = lim
𝑙→∞

1

𝑙

∞∑︁
𝑘=1

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑡) cos

{︂
𝑘𝜋

𝑙
(𝑡− 𝑥)

}︂
𝑑𝑡.

Ïóñòü òåïåðü

𝛼𝑘 =
𝑘𝜋

𝑙
, 𝛿𝛼𝑘 = 𝛼𝑘+1 − 𝛼𝑘 =

𝜋

𝑙
.

Òîãäà ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

𝑓(𝑥) = lim
𝑙→∞

∞∑︁
𝑘=1

𝐹 (𝛼𝑘)𝛿𝛼𝑘

ãäå

𝐹 (𝛼) =
1

𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑡) cos {𝛼(𝑡− 𝑥)} 𝑑𝑡

Ñóììó
∞∑︁
𝑘=1

𝐹 (𝛼𝑘)𝛿𝛼

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àïïðîêñèìàöèþ ïëîùàäè,îãðàíè÷åííîé êðè-
âîé 𝑦 = 𝐹 (𝛼). Ôîðìàëüíî ñóììà ïðè 𝑙 → ∞, 𝛿𝛼 → 0 ïðèáëèæàåòñÿ ê
èíòåãðàëó è ìû ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

𝑓(𝑥) =

∞∫︁
0

⎧⎨⎩1

𝜋

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑡) cos
(︀
𝛼(𝑡− 𝑥)

)︀
𝑑𝑡

⎫⎬⎭ 𝑑𝛼,

êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè 𝑓(𝑥).
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Ïðè ïîëó÷åíèè ýòîé ôîðìóëû ìû íå îñíîâûâàëèñü íà ñòðîãèõ ðàñ-
ñóæäåíèÿõ, è ïîòîìó òðåáóåòñÿ å¼ îáîñíîâàíèå. Âíà÷àëå äîêàæåì ñëåäó-
þùóþ ëåììó.

Лемма 6.2. Если функция f(x) кусочно непрерывно дифференцируема
на отрезке [0, 𝑏], то для любых 𝑏 > 0

lim
𝜆→∞

𝑏∫︁
0

𝑓(𝑥)
sin𝜆𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋

2
lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥).

Доказательство.

𝑏∫︁
0

𝑓(𝑥)
sin𝜆𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

=

𝑏∫︁
0

lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥)
sin𝜆𝑥

𝑥
𝑑𝑥+

𝑏∫︁
0

𝑓(𝑥)− lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥)

𝑥
sin𝜆𝑥 𝑑𝑥 =

= lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥)

𝜆𝑏∫︁
0

sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡+

𝑏∫︁
0

𝑓(𝑥)− lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥)

𝑥
sin𝜆𝑥 𝑑𝑥.

Ïîñêîëüêó 𝑓(𝑥) êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [0, 𝑏],
òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå îãðàíè÷åíî ïðè
𝜆 → ∞ è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû Ðèìàíà �Ëåáåãà ýòîò èíòåãðàë
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè 𝜆→ ∞. Òàêèì îáðàçîì,

lim
𝜆→∞

𝑏∫︁
0

𝑓(𝑥)
sin𝜆𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋

2
lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥),

ïîñêîëüêó
∞∫︁
0

sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡 =

𝜋

2
.
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Теорема 6.3. Если 𝑓(𝑥) — кусочно непрерывно дифференцируемая
функция на любом конечном отрезке и, кроме того, абсолютно инте-
грируема на ]−∞, ∞[, то

1

𝜋

∞∫︁
0

⎧⎨⎩
∞∫︁

−∞

𝑓(𝑡) cos 𝑘(𝑡− 𝑥) 𝑑𝑡

⎫⎬⎭ 𝑑𝑘 =
1

2

(︂
lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥) + lim
𝑥→−0

𝑓(𝑥)

)︂
.

Доказательство. Ïîñêîëüêó | cos 𝑘(𝑡− 𝑥)| ⩽ 1 è, ïî ïðåäïîëîæåíèþ îá
àáñîëþòíîé èíòåãðèðóåìîñòè,

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 <∞,

òî èíòåãðàë
∞∫︁

−∞

𝑓(𝑡) cos 𝑘(𝑡− 𝑥) 𝑑𝑡 <∞

ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé 𝑘 è 𝑥. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïîâòîðíîì èíòå-
ãðàëå

𝐼 =

𝜆∫︁
0

⎧⎨⎩
∞∫︁

−∞

𝑓(𝑡) cos 𝑘(𝑡− 𝑥) 𝑑𝑡

⎫⎬⎭ 𝑑𝑘,

ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî èçìåíèòü. Èìååì

𝐼 =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑡)

⎧⎨⎩
𝜆∫︁

0

cos 𝑘(𝑡− 𝑥) 𝑑𝑘

⎫⎬⎭ 𝑑𝑡 =

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑡)
sin𝜆(𝑡− 𝑥)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 =

=

⎧⎨⎩
−𝑀∫︁

−∞

+

𝑥∫︁
−𝑀

+

𝑀∫︁
𝑥

+

∞∫︁
𝑀

⎫⎬⎭ 𝑓(𝑡)
sin𝜆(𝑡− 𝑥)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡

Îñóùåñòâëÿÿ ïîäñòàíîâêó 𝑢 = 𝑡− 𝑥 ïðèõîäèì ê èíòåãðàëó

𝑀∫︁
𝑥

𝑓(𝑡)
sin𝜆(𝑡− 𝑥)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 =

𝑀−𝑥∫︁
0

𝑓(𝑢+ 𝑥)
sin𝜆𝑢

𝑢
𝑑𝑢,
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êîòîðûé ñòðåìèòñÿ ê
𝜋

2
lim

𝑦→𝑥+0
𝑓(𝑦),

ïðè 𝜆→ ∞ â ñèëó äîêàçàííîé âûøå ëåììû. Èç àíàëîãè÷íûõ ñîîáðàæå-
íèé ñëåäóåò, ÷òî âòîðîé èíòåãðàë ïðè 𝜆→ ∞ ñòðåìèòñÿ ê

𝜋

2
lim

𝑦→𝑥−0
𝑓(𝑦).

Âûáèðàÿ âåëè÷èíó 𝑀 äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî
ïåðâûé è ïîñëåäíèé èíòåãðàëû îêàæóòñÿ ìåíüøå 𝜀/2. Ñëåäîâàòåëüíî,

∞∫︁
0

⎧⎨⎩
∞∫︁

−∞

𝑓(𝑡) cos 𝑘(𝑡− 𝑥) 𝑑𝑡

⎫⎬⎭ 𝑑𝑘 =
𝜋

2

(︂
lim

𝑦→𝑥+0
𝑓(𝑦) + lim

𝑦→𝑥−0
𝑓(𝑦)

)︂
.

14. Разделение переменных

14.1. Идея метода разделения переменных

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè

𝐴(�̂�, 𝑦)
𝜕2�̂�

𝜕�̂�2
+𝐵(�̂�, 𝑦)

𝜕2�̂�

𝜕�̂� 𝜕𝑦
+ 𝐶(�̂�, 𝑦)

𝜕2�̂�

𝜕𝑦2
+𝐷(�̂�, 𝑦)

𝜕�̂�

𝜕�̂�
+ 𝐸(�̂�, 𝑦)

𝜕�̂�

𝜕𝑦
+

+ 𝐹 (�̂�, 𝑦)�̂� = 0.

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çà ñ÷¼ò çàìåíû ïåðåìåííûõ

𝑥 = X(�̂�, 𝑦), 𝑦 =Y(�̂�, 𝑦),

ïðè óñëîâèè
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(�̂�, 𝑦)
̸= 0,

ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê áîëåå ïðîñòîìó (êàíîíè÷å-
ñêîìó) âèäó

𝑎(𝑥, 𝑦)
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑐(𝑥, 𝑦)

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
+𝑑(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑒(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑢 = 0, (6.14.1)
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ïðè÷¼ì, åñëè â òî÷êå (𝑥0, 𝑦0),

∙ 𝑎(𝑥0, 𝑦0) = −𝑐(𝑥0, 𝑦0), òî óðàâíåíèå èìååò гиперболический тип,

∙ 𝑎(𝑥0, 𝑦0) = 0 èëè 𝑐(𝑥0, 𝑦0) = 0, òî óðàâíåíèå èìååò параболиче-
ский тип,

∙ 𝑎(𝑥0, 𝑦0) = 𝑐(𝑥0, 𝑦0), òî óðàâíåíèå èìååò эллиптический тип.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.14.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦) ̸= 0.

Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèè 𝑢 â óðàâ-
íåíèå (6.14.1), îíî ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

𝑎(𝑥, 𝑦)𝑋 ′′(𝑥)𝑌 (𝑦) + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑋(𝑥)𝑌 ′′(𝑦) + 𝑑(𝑥, 𝑦)𝑋 ′(𝑥)𝑌 (𝑦)+

+ 𝑒(𝑥, 𝑦)𝑋(𝑥)𝑌 ′(𝑦) + 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦) = 0, (6.14.2)

Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîé âåùåñòâåííîçíà÷íîé
ôóíêöèè 𝑝(𝑥, 𝑦), ÷òî 𝑝 > 0 íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è

𝑎(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥, 𝑦)
= 𝑎1(𝑥),

𝑐(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥, 𝑦)
= 𝑏1(𝑦),

𝑑(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥, 𝑦)
= 𝑎2(𝑥),

𝑒(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥, 𝑦)
= 𝑏2(𝑦),

𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑝(𝑥, 𝑦)
= 𝑎3(𝑥) + 𝑏3(𝑦),

òî óðàâíåíèå (6.14.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑎1(𝑥)𝑋
′′(𝑥)𝑌 (𝑦) + 𝑏1(𝑦)𝑋(𝑥)𝑌 ′′(𝑦) + 𝑎2(𝑥)𝑋

′(𝑥)𝑌 (𝑦)+

+ 𝑏2(𝑦)𝑋(𝑥)𝑌 ′(𝑦) + {𝑎3(𝑥) + 𝑏3(𝑦)}𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦) = 0.

Ðàçäåëèâ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå íà 𝑋(𝑥)𝑌 (𝑦), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ{︂
𝑎1(𝑥)

𝑋 ′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
+ 𝑎2(𝑥)

𝑋 ′(𝑥)

𝑋(𝑥)
+ 𝑎3(𝑥)

}︂
=

= −
{︂
𝑏1(𝑦)

𝑌 ′′(𝑦)

𝑌 (𝑦)
+ 𝑏2(𝑦)

𝑌 ′(𝑦)

𝑌 (𝑦)
+ 𝑏3(𝑦)

}︂
, (6.14.3)
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ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé 𝑥, à ïðàâàÿ � òîëüêî
îò ïåðåìåííîé 𝑦. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî 𝑥, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

𝑑

𝑑𝑥

{︂
𝑎1(𝑥)

𝑋 ′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
+ 𝑎2(𝑥)

𝑋 ′(𝑥)

𝑋(𝑥)
+ 𝑎3(𝑥)

}︂
= 0.

Òåïåðü èíòåãðèðóåì åãî ïî 𝑥. Èìååì:

𝑎1(𝑥)
𝑋 ′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
+ 𝑎2(𝑥)

𝑋 ′(𝑥)

𝑋(𝑥)
+ 𝑎3(𝑥) = 𝜆,

ãäå 𝜆 � êîíñòàíòà, íàçûâàåìàÿ константой разделения. Èç óðàâíå-
íèÿ (6.14.3) ñëåäóåò, ÷òî

𝑏1(𝑦)
𝑌 ′′(𝑦)

𝑌 (𝑦)
+ 𝑏2(𝑦)

𝑌 ′(𝑦)

𝑌 (𝑦)
+ 𝑏3(𝑦) = −𝜆.

Ðàçäåë¼ííûå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ôîðìå

𝑎1𝑋
′′ + 𝑎2𝑋

′ + (𝑎3 − 𝜆)𝑋 = 0,

è
𝑏1𝑌

′′ + 𝑏2𝑌
′ + (𝑏3 + 𝜆)𝑌 = 0.

Замечание 6.13. При моделировании физических процессов решают
не отдельные уравнения, а краевые задачи. В этой связи, помимо раз-
деления переменных в уравнении, нужно также разделить переменные
и в краевых условиях. Может случиться так, что констант интегри-
рования (в решениях соответствующих обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений) будет больше, чем краевых условий для их определения.
Тогда метод разделения переменных не приведет к желаемому резуль-
тату.

14.2. Колебания ограниченной струны

Разделение переменных

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕𝑢

𝜕𝑥2
= 0, (6.14.4)
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â îáëàñòè
0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙, (6.14.5)

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙, (6.14.6)

è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (условия закрепления)

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 0,

𝑢(𝑙, 𝑡) = 0 𝑡 ⩾ 0.
(6.14.7)

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡) ̸= 0.

Ïîäñòàíîâêà â âîëíîâîå óðàâíåíèå äàåò

𝑋(𝑥)𝑇 ′′(𝑡) = 𝑐2𝑋 ′′(𝑥)𝑇 (𝑡).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñêîëüêó 𝑋𝑇 ̸= 0,

𝑋 ′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
=

1

𝑐2
𝑇 ′′(𝑡)

𝑇 (𝑡)
.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà çàâèñèò òîëüêî îò 𝑥, à ïðàâàÿ � îò
𝑡, ïîýòîìó îáå ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Ïðèõîäèì ê îáûêíîâåííûì
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà:

𝑋 ′′ − 𝜆𝑋 = 0, (6.14.8)

𝑇 ′′ − 𝜆𝑐2𝑇 = 0. (6.14.9)

â êîòîðûõ 𝜆 � êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â êðàåâûõ
óñëîâèÿõ (6.14.7) äàåò

𝑢(0, 𝑡) = 𝑋(0)𝑇 (𝑡) = 0.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 𝑡 ôóíêöèÿ 𝑇 (𝑡) îòëè÷íà îò íóëÿ, òî

𝑋(0) = 0.
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Àíàëîãè÷íî,
𝑋(𝑙) = 0.

Ïðèøëè ê çàäà÷å íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (задача Штурма –
Лиувилля)

𝑋 ′′ − 𝜆𝑋 = 0, 𝑋(0) = 0, 𝑋(𝑙) = 0. (6.14.10)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ åå íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

𝜆 > 0, 𝜆 = 0, 𝜆 < 0.

Â ïåðâîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

𝑋(𝑥) = 𝐶1𝑒
−𝑥

√
𝜆 + 𝐶2𝑒

𝑥
√
𝜆,

ãäå 𝐶1, 𝐶2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òî áû óäîâëåòâî-
ðèòü êðàåâûì óñëîâèÿì, ýòè êîíñòàíòû äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû èç ñè-
ñòåìû îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé{︃

𝐶1 + 𝐶2 = 0,

𝐶1𝑒
−𝑙

√
𝜆 + 𝐶2𝑒

𝑙
√
𝜆 = 0.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ, è ïîòîìó ñèñòåìà èìååò
òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 𝐶1 = 𝐶2 = 0. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò
òîëüêî íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ, òî ïåðâûé ñëó÷àé íàì íå ïîäõîäèò.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïðè 𝜆 = 0, îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ èìååò âèä

𝑋(𝑥) = 𝐶1 + 𝐶2𝑥,

ãäå 𝐶1 è 𝐶2 � ïîñòîÿííûå. Ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðåøåíèÿ â êðàåâûå óñëîâèÿ
ïðèâîäèò ê îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé{︂

𝐶1 = 0,

𝐶1 + 𝐶2𝑙 = 0.

Âíîâü ýòà ñèñòåìà èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ: 𝐶1 = 𝐶2 = 0.
Íàêîíåö, â òðåòüåì ñëó÷àå 𝜆 < 0 óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå 𝜆 = −𝛼2.

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 𝑋 ′′ + 𝛼2𝑋 = 0 ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

𝑋(𝑥) = 𝐶1 cos𝛼𝑥+ 𝐶2 sin𝛼𝑥.
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Äëÿ âûïîëíåíèÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ 𝑋(0) = 0 ñëåäóåò ïîëîæèòü 𝐶1 = 0.
Âòîðîå óñëîâèå ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî 𝐶2:

𝐶2 sin𝛼𝑙 = 0.

Îíî èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ (𝐶2 ̸= 0), åñëè

sin𝛼𝑙 = 0.

Ýòî � òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå èìååò ñ÷¼òíîå ìíîæåñòâî
êîðíåé

𝛼𝑙 = 𝑛𝜋, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . ,

èëè

𝜆𝑛 = −
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
.

Âåëè÷èíû 𝜆𝑛 íàçûâàþòñÿ собственными значениями, à ôóíêöèè

𝑓𝑛(𝑥) = sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙

íàçûâàþòñÿ собственными функциями. Çàìåòèì, ÷òî îòðèöàòåëüíûì
öåëûì 𝑚 = −𝑛 áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òå æå ôóíêöèè, ÷òî è 𝑛 ïîñêîëüêó

sin

(︂
−𝑛𝜋𝑥
𝑙

)︂
= − sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
.

Òåïåðü ðåøåíèå çàäà÷è Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ (6.14.10) ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíî â âèäå

𝑋𝑛(𝑥) = 𝐴𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
,

ãäå 𝐴𝑛 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.14.9) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ñëåäóþùåé ôîð-

ìå:

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐵𝑛 cos
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
+𝐷𝑛 sin

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
,

ãäå 𝐵𝑛, 𝐷𝑛 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑋𝑛(𝑥)𝑇𝑛(𝑡) =

(︂
𝑏𝑛 cos

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
+ 𝑑𝑛 sin

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙

)︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
,



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß14. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ 269

ãäå 𝑏𝑛 = 𝐴𝑛𝐵𝑛, 𝑑𝑛 = 𝐴𝑛𝐷𝑛, óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (6.14.8), (6.14.9)
è êðàåâûì óñëîâèÿì (6.14.7).

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (6.14.4) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è îäíîðîäíûì, òî
ñóììû

𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑁∑︁
𝑛=1

(︂
𝑏𝑛 cos

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
+ 𝑑𝑛 sin

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙

)︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

òàê æå áóäóò åãî ðåøåíèÿìè. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä 𝑁 → ∞ ïðèâîäèò ê
ðåøåíèþ â ôîðìå ðÿäà

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑏𝑛 cos

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
+ 𝑑𝑛 sin

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙

)︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
, (6.14.11)

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü формальным решением äî òåõ ïîð, ïîêà íå
äîêàçàíà åãî ñõîäèìîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü. Ïîäîáíîå ðåøåíèå ñî-
äåðæèò ñ÷¼òíûé íàáîð ïàðàìåòðîâ {𝑏𝑛}𝑛∈N, {𝑑𝑛}𝑛∈N. Âîçìîæíî ëè ðàñ-
ïîðÿäèòüñÿ èìè òàê, ÷òî áû óäîâëåòâîðèòü íà÷àëüíûì óñëîâèÿì? Äëÿ
îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ïðîäèôôåðåíöèðóåì ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ïî ïå-
ðåìåííîé 𝑡. Èìååì

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝜋𝑐

𝑙

(︂
−𝑏𝑛 sin

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
+ 𝑑𝑛 cos

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙

)︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
.

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé â íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑑𝑛
𝑛𝜋𝑐

𝑙
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
.

Ýòè ðàâåíñòâà áóäóò âûïîëíåíû, åñëè 𝑓(𝑥) è 𝑔(𝑥) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
ðÿäàìè Ôóðüå. Òîãäà

𝑏𝑛 =
2

𝑙

𝑙∫︁
0

𝑓(𝑥) sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥, 𝑑𝑛 =

2

𝑛𝜋𝑐

𝑙∫︁
0

𝑔(𝑥) sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥.
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Íåìíîãî î ôèçè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè. Êàæäûé ÷ëåí çàïèñàííîãî âû-
øå ðÿäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ôîðìå

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = (𝑏𝑛 cos𝜔𝑛𝑡+ 𝑑𝑛 sin𝜔𝑛𝑡) sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
, 𝜔𝑛 =

𝑛𝜋𝑐

𝑙
,

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ 𝑛-ой гармоникой, ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîé
круговой частоте 𝜔𝑛. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷àñòîò îáðàçóåò äèñêðåòíûé
ñïåêòð. Ïåðâàÿ ãàðìîíèêà íàçûâàåòñÿ фундаментальной, à âñå ïîñëå-
äóþùèå � обертонами. Êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, îòâå÷àþùàÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîé ãàðìîíèêå, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

𝜔1 =
𝜋𝑐

𝑙
.

Åé ñîîòâåòñòâóåò óãëîâàÿ ÷àñòîòà

𝜈1 =
𝜔1

2𝜋
=

1

2𝑙

√︃
𝑇

𝜌
,

ãäå 𝑇 � íàòÿæåíèå ñòðóíû, à 𝜌 � åå ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü. Ýòîò ðåçóëüòàò
ñîñòàâëÿåò ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ìóçûêàëüíûõ èíñòðóìåíòîâ (закон
Мерсенна, 1637 ã.)

Åñëè äâèæåíèå ñòðóíû âûçâàíî íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì îò ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè (òî åñòü, 𝑓(𝑥) ̸≡ 0,
𝑔(𝑥) ≡ 0 â (6.14.5) è (6.14.6)), òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì, ÷ëå-
íû êîòîðîãî èìåþò âèä

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑏𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
cos

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . .

Êàæäûé òàêîé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò стоячую волну ñ àìïëèòóäîé
𝑎𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥
𝑙 , êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ â òî÷êàõ

𝑥 = 0,
𝑙

𝑛
,
2𝑙

𝑛
, . . . , 𝑙.

Ýòè òî÷êè íàçûâàþòñÿ узлами 𝑛-îé ãàðìîíèêè. Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ãàðìîíèêà ìîæåò áûòü ïðåîáðàçî-
âàíà ê ôîðìå

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) =
𝑏𝑛
2

{︁
sin

𝑛𝜋

𝑙
(𝑥− 𝑐𝑡) + sin

𝑛𝜋

𝑙
(𝑥+ 𝑐𝑡)

}︁
.
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòîÿ÷àÿ âîëíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóïåðïî-
çèöèÿ äâóõ áåãóùèõ (â ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ) âîëí, ÷òî ñîîò-
âåòñòâóåò ðåøåíèþ Ä'Àëàìáåðà.

Â îáùåì ñëó÷àå, ïðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè è ñêî-
ðîñòè, âûðàæåíèå äëÿ ãàðìîíèê ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑒𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
cos

(︂
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
− 𝜀𝑛

)︂
,

ãäå

𝑒𝑛 =
√︀
𝑏2𝑛 + 𝑑2𝑛, tg 𝜀𝑛 =

𝑑𝑛
𝑏𝑛
.

Полная энергия колеблющейся струны

Кинетическая энергия êîëåáëþùåéñÿ ñòðóíû â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà èíòåãðèðîâàíèåì ïî 𝑥. Â âèäó îðòîãîíàëüíîñòè
ñèñòåìû

{︀
sin 𝑛𝜋𝑥

𝑙

}︀
𝑛∈N, ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà ñóììå çíà÷å-

íèé ýíåðãèè íà êàæäîé ãàðìîíèêå

𝐾𝑛 =
𝜌

2

𝑙∫︁
0

(︂
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑡

)︂2

𝑑𝑥,

ãäå 𝜌 � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ñòðóíû. Àíàëîãè÷íî, потенциальная
энергия îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

𝑉𝑛 =
𝑇

2

𝑙∫︁
0

(︂
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑥

)︂2

𝑑𝑥,

ãäå 𝑇 � íàòÿæåíèå ñòðóíû. Ïîäñòàíîâêà ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ãàðìî-
íèê è ïîñëåäóþùåå èíòåãðèðîâàíèå äàþò

𝐾𝑛 =
1

2
𝜌
(︁𝑛𝜋𝑐𝑒𝑛

𝑙

)︁2
sin2

(︂
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
− 𝜀𝑛

)︂ 𝑙∫︁
0

sin2
𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥 =

=
𝜌𝑐2𝜋2

4𝑙
𝑛2𝑒2𝑛 sin

2

(︂
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
− 𝜀𝑛

)︂
=

1

4
𝜌𝑙𝜔2

𝑛𝑒
2
𝑛 sin

2 (𝜔𝑛𝑡− 𝜀𝑛) , 𝜔𝑛 =
𝑛𝜋𝑐

𝑙
.
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𝑉𝑛 =
1

2
𝑇
(︁𝑛𝜋𝑒𝑛

𝑙

)︁2
cos2

(︂
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
− 𝜀𝑛

)︂ 𝑙∫︁
0

cos2
𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥 =

=
𝑇𝜋2

4𝑙
𝑛2𝑒2𝑛 cos

2

(︂
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
− 𝜀𝑛

)︂
=

1

4
𝜌𝑙𝜔2

𝑛𝑒
2
𝑛 cos

2 (𝜔𝑛𝑡− 𝜀𝑛) .

Ñóììà êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îïðåäåëÿåò полную
энергию äëÿ 𝑛-òîé ãàðìîíèêè

𝐸𝑛 = 𝐾𝑛 + 𝑉𝑛 =
1

4
𝜌𝜔2

𝑛𝑒
2
𝑛 = const.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîëåáëþùåéñÿ ñòðóíû âû÷èñëÿåòñÿ êàê ñóììà

𝐸 =
∞∑︁
𝑛=1

𝐸𝑛 =
𝜌𝑙

4

∞∑︁
𝑛=1

𝜔2
𝑛𝑒

2
𝑛,

êîòîðàÿ òàê æå îêàçûâàåòñÿ ïîñòîÿííîé, èáî 𝐸𝑛 = const.

Обоснование формального решения

Îòìåòèì, ÷òî åñëè â (6.14.6) ïîëîæèòü 𝑔(𝑥) ≡ 0, òî ðåøåíèþ (6.14.11)
ñîîòâåòñòâóåò ôîðìàëüíûé ðÿä

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 cos
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
,

à åñëè â (6.14.5) ïîëîæèòü 𝑓(𝑥) ≡ 0, òî ïðèäåì ê ôîðìàëüíîìó ðÿäó

𝑢2(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑑𝑛 sin
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

Â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è ñóììà ýòèõ äâóõ ðåøåíèé äà¼ò îáùåå ðåøåíèå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓(𝑥) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà îòðåçêå

[0, 𝑙] ôóíêöèÿ. Òîãäà å¼ ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå, êîòîðûé ðàâíî-
ìåðíî ñõîäèòñÿ ê 𝑓(𝑥) íà [0, 𝑙]. Ñ èñïîëüçîâàíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî
òîæäåñòâà

sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
cos

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
=

1

2
sin

𝑛𝜋

𝑙
(𝑥− 𝑐𝑡) +

1

2
sin

𝑛𝜋

𝑙
(𝑥+ 𝑐𝑡),



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß14. Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ 273

ðåøåíèå 𝑢1(𝑥, 𝑡) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
1

2

∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 sin
𝑛𝜋

𝑙
(𝑥− 𝑐𝑡) +

1

2

∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 sin
𝑛𝜋

𝑙
(𝑥+ 𝑐𝑡).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

𝐹 (𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè 𝑓(𝑥) íà âñþ ÷èñëî-
âóþ îñü:

∀𝑥 ∈ [0, 𝑙] : 𝐹 (𝑥) = 𝑓(𝑥),

∀𝑥 ∈ R : 𝐹 (−𝑥) = −𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑥± 2𝑙) = 𝐹 (𝑥).

Òåïåðü ôóíêöèÿ 𝑢1(𝑥, 𝑡) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
1
2 (𝐹 (𝑥− 𝑐𝑡) + 𝐹 (𝑥+ 𝑐𝑡)) .

Ïîêàæåì, ÷òî 𝑢1(𝑥, 𝑡) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì. Äåéñòâèòåëüíî,

𝑢1(0, 𝑡) =
1
2 {𝐹 (−𝑐𝑡) + 𝐹 (𝑐𝑡)} = 1

2 {−𝐹 (𝑐𝑡) + 𝐹 (𝑐𝑡)} = 0,

𝑢1(𝑙, 𝑡) =
1
2 {𝐹 (𝑙 − 𝑐𝑡) + 𝐹 (𝑙 + 𝑐𝑡)} = 1

2 {𝐹 (−𝑙 − 𝑐𝑡) + 𝐹 (𝑙 + 𝑐𝑡)} =

= 1
2 {−𝐹 (𝑙 + 𝑐𝑡) + 𝐹 (𝑙 + 𝑐𝑡)} = 0.

Ïîñêîëüêó

∀𝑥 ∈ [0, 𝑙] : 𝑢1(𝑥, 0) =
1
2 {𝐹 (𝑥) + 𝐹 (𝑥)} = 𝐹 (𝑥) = 𝑓(𝑥),

òî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ 𝑢1(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) òàêæå âûïîëíÿþòñÿ.
Ïîñêîëüêó, ïî óñëîâèþ, 𝑓 ′(𝑥) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 𝑙], òî ïðîèç-

âîäíàÿ 𝐹 ′(𝑥) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Ñëåäîâà-
òåëüíî,

𝜕𝑢1
𝜕𝑡

= 1
2 {−𝑐𝐹

′(𝑥− 𝑐𝑡) + 𝑐𝐹 ′(𝑥+ 𝑐𝑡)} ,
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è
𝜕𝑢1
𝜕𝑡

(𝑥, 0) = 1
2 {−𝑐𝐹

′(𝑥) + 𝑐𝐹 ′(𝑥)} = 0.

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíîå óñëîâèå 𝜕𝑢1
𝜕𝑡 (𝑥, 0) = 0 âûïîëíÿåòñÿ.

Îñòàëîñü ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî 𝑢1(𝑥, 𝑡) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëü-
íîìó óðàâíåíèþ. Îäíàêî, äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî 𝑓(𝑥) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, 𝑙] è
𝑓 ′′(0) = 𝑓 ′′(𝑙) = 0. Òîãäà ôóíêöèÿ 𝐹 ′′(𝑥) íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé
îñè è

𝜕2𝑢1
𝜕𝑡2

= 1
2𝑐

2 {𝐹 ′′(𝑥− 𝑐𝑡) + 𝐹 ′′(𝑥+ 𝑐𝑡)} ,

𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

= 1
2 {𝐹

′′(𝑥− 𝑐𝑡) + 𝐹 ′′(𝑥+ 𝑐𝑡)} .

Ñëåäîâàòåëüíî,
𝜕2𝑢1
𝜕𝑡2

= 𝑐2
𝜕2𝑢1
𝜕𝑥2

.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî âòîðîå ôîðìàëüíîå ðåøåíèå, 𝑢2(𝑥, 𝑡), òàê æå
óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì, íà÷àëüíûì äàííûì, çàäàííûì äëÿ
ýòîãî ðåøåíèÿ, è äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïî 𝑡 äëÿ 𝑢2(𝑥, 𝑡),
ò.å. ôóíêöèÿ 𝑔(𝑥) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [0, 𝑙] è óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 𝑔(0) = 𝑔(𝑙) = 0. Òîãäà å¼ ðÿä Ôóðüå ñõîäèòñÿ ðàâíî-
ìåðíî íà [0, 𝑙]. Ââîäÿ íîâûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ 𝑐𝑛 =

𝑛𝜋𝑐
𝑙 𝑑𝑛,

çàïèøåì 𝑢2(𝑥, 𝑡) â âèäå

𝑢2(𝑥, 𝑡) =
𝑙

𝜋𝑐

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛
𝑛
sin

𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
.

Â ñèëó àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè, ýòîò ðÿä ìîæíî ïî÷ëåííî äèôôåðåíöè-
ðîâàòü, ñëåäîâàòåëüíî,

𝜕𝑢2
𝜕𝑡

=
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 cos
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
.

Èç òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà ñëåäóåò, ÷òî

𝜕𝑢2
𝜕𝑡

=
1

2

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋

𝑙
(𝑥− 𝑐𝑡) +

1

2

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋

𝑙
(𝑥+ 𝑐𝑡).
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 𝐺(𝑥):

𝐺(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
.

Îíà ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ïåðèîäè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ôóíêöèè 𝑔(𝑥) íà
âñþ ÷èñëîâóþ îñü. Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè 𝐺 ïðîèçâîäíóþ 𝑢2 ïî 𝑡 ìîæíî
çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

𝜕𝑢2
𝜕𝑡

=
1

2
{𝐺(𝑥− 𝑐𝑡) +𝐺(𝑥+ 𝑐𝑡)} .

Â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èì

𝑢2(𝑥, 𝑡) =
1

2

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑥− 𝑐𝜏) 𝑑𝜏 +
1

2

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑥+ 𝑐𝜏) 𝑑𝜏 =
1

2𝑐

𝑥+𝑐𝑡∫︁
𝑥−𝑐𝑡

𝐺(𝜏) 𝑑𝜏.

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑢2(𝑥, 0) = 0,

𝜕𝑢2
𝜕𝑡

(𝑥, 0) = 𝐺(𝑥).

Íî, ïîñêîëüêó
∀𝑥 ∈ [0, 𝑙] : 𝐺(𝑥) = 𝑔(𝑥),

òî

∀𝑥 ∈ [0, 𝑙] : 𝑢2(𝑥, 0) = 0,
𝜕𝑢2
𝜕𝑡

(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ 𝑢2 óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Òî, ÷òî
îíà óäîâëåòâîðÿåò è êðàåâûì óñëîâèÿì, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

𝑢2(0, 𝑡) =
1

2

𝑡∫︁
0

𝐺(−𝑐𝜏) 𝑑𝜏 + 1

2

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑐𝜏) 𝑑𝜏 =

= −1

2

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑐𝜏) 𝑑𝜏 +
1

2

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑐𝜏) 𝑑𝜏 = 0,
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𝑢2(𝑙, 𝑡) =
1

2

𝑙∫︁
0

𝐺(𝑙 − 𝑐𝜏) 𝑑𝜏 +
1

2

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑙 + 𝑐𝜏) 𝑑𝜏 =

=
1

2

𝑙∫︁
0

𝐺(−𝑙 − 𝑐𝜏) 𝑑𝜏 +
1

2

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑙 + 𝑐𝜏) 𝑑𝜏 =

= −1

2

𝑙∫︁
0

𝐺(𝑙 + 𝑐𝜏) 𝑑𝜏 +
1

2

𝑡∫︁
0

𝐺(𝑙 + 𝑐𝜏) 𝑑𝜏 = 0.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî 𝑢2(𝑥, 𝑡) óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ. Ïîñêîëüêó, ïî óñëîâèþ, 𝑔′ íåïðåðûâíà íà [0, 𝑙], òî 𝐺′ ñóùå-
ñòâóåò, è

𝜕2𝑢2
𝜕𝑡2

=
𝑐

2
{−𝐺′(𝑥− 𝑐𝑡) +𝐺′(𝑥+ 𝑐𝑡)} .

Äèôôåðåíöèðóÿ 𝑢2(𝑥, 𝑡) ïî 𝑥, ïîëó÷èì

𝜕𝑢2
𝜕𝑥

=
1

𝑐

∞∑︁
𝑛=1

sin
𝑛𝜋𝑐𝑡

𝑙
cos

𝑛𝜋𝑥

𝑙
=

=
1

2𝑐

∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛

{︁
− sin

𝑛𝜋

𝑙
(𝑥− 𝑐𝑡) + sin

𝑛𝜋

𝑙
(𝑥+ 𝑐𝑡)

}︁
=

=
1

2𝑐
{−𝐺(𝑥− 𝑐𝑡) +𝐺(𝑥+ 𝑐𝑡)} .

Äèôôåðåíöèðóÿ åù¼ ðàç, ïîëó÷èì

𝜕2𝑢2
𝜕𝑥2

=
1

2𝑐
{−𝐺′(𝑥− 𝑐𝑡) +𝐺′(𝑥+ 𝑐𝑡)} .

Òåïåðü î÷åâèäíî, ÷òî
𝜕2𝑢2
𝜕𝑡2

= 𝑐2
𝜕2𝑢2
𝜕𝑥2

.

Единственность решения

Теорема 6.4. Если дважды непрерывно дифференцируемое по обеим пе-
ременным решение 𝑢(𝑥, 𝑡) волнового уравнения

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0,
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удовлетворяющее начальным условиям

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝑔(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙,

и краевым условиям

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 0,

существует, то оно единственно.

Доказательство. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, äîïóñòèì ñóùåñòâîâàíèå
äâóõ ðàçëè÷íûõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ðåøåíèé 𝑢1 è 𝑢2. Ïóñòü
𝑣 = 𝑢1 − 𝑢2. Òîãäà, â ñèëó ëèíåéíîñòè âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ è îäíîðîä-
íîñòè êðàåâûõ óñëîâèé, ôóíêöèÿ 𝑣 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíîé
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
= 𝑐2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0,

𝑣(0, 𝑡) = 0, 𝑣(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 0,

𝑣(𝑥, 0) = 0,
𝜕𝑣

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙.

Ïîêàæåì, ÷òî 𝑣(𝑥, 𝑡) ≡ 0. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì èíòåãðàë, õàðàêòåðè-
çóþùèé ïîëíóþ ýíåðãèþ ñòðóíû:

𝐸(𝑡) =
1

2

𝑙∫︁
0

{︃
𝑐2
(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡

)︂2
}︃
𝑑𝑥.

Ïîñêîëüêó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ôóíêöèÿ 𝑣(𝑥, 𝑡) äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà, òî âîçìîæíî íàéòè ïðîèçâîäíóþ 𝐸(𝑡) ïî 𝑡

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=

𝑙∫︁
0

{︂
𝑐2
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕2𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝑡
+
𝜕𝑣

𝜕𝑡

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2

}︂
𝑑𝑥.

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷èì

𝑙∫︁
0

𝑐2
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕2𝑣

𝜕𝑥 𝜕𝑡
𝑑𝑥 =

[︂
𝑐2
𝜕𝑣

𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑡

]︂𝑙
0

−
𝑙∫︁

0

𝑐2
𝜕𝑣

𝜕𝑡

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝑑𝑥.
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Â ñèëó êðàåâûõ óñëîâèé, 𝑣(0, 𝑡) = 𝑣(𝑙, 𝑡) = 0,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
(0, 𝑡) =

𝜕𝑣

𝜕𝑡
(𝑙, 𝑡) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî, âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ îáðàùàåòñÿ â íîëü, è

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=

𝑙∫︁
0

𝜕𝑣

𝜕𝑡

(︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2

)︂
𝑑𝑥.

Ïîñêîëüêó

𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
− 𝑐2

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
= 0,

òî
𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0, 𝐸(𝑡) = const.

Òàê êàê 𝑣(𝑥, 0) = 0, òî

𝜕𝑣

𝜕𝑥
(𝑥, 0) = 0

è, ñëåäîâàòåëüíî,

𝐸(0) = const =
1

2

𝑙∫︁
0

{︃
𝑐2
(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂2

+

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡

)︂2
}︃
𝑑𝑥 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, 𝐸(𝑡) ≡ 0, à ýòî âîçìîæíî ëèøü åñëè

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= 0,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 0, 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0.

Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî âîçìîæíî, åñëè òîëüêî 𝑣(𝑥, 𝑡) = const. Ó÷èòûâàÿ
íà÷àëüíûå (ëèáî êðàåâûå) óñëîâèÿ, 𝑣(𝑥, 0) = 0, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ,
÷òî

𝑣(𝑥, 𝑡) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑢2(𝑥, 𝑡).
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14.3. Задача теплопроводности

Разделение переменных

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0,

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙.

(6.14.12)

Çäåñü 𝑘 > 0 � ïîñòîÿííîå ÷èñëî, íàçûâàåìîå коэффициентом тепло-
проводности.

Замечание 6.14. Температура 𝑢 является не абсолютной, а относи-
тельной, поэтому она может равняться нулю.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.14.12) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ðàç-
äåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑋(𝑥)𝑇 (𝑡) ̸= 0.

Òîãäà ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äàåò

𝑋𝑇 ′ = 𝑘𝑋 ′′𝑇.

Ïîñêîëüêó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, 𝑋𝑇 ̸= 0, òî ðàçäåëèâ ïîëó÷åííîå óðàâ-
íåíèå íà 𝑋𝑇 , ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

𝑋 ′′

𝑋
=

𝑇 ′

𝑘𝑇
,

ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî çàâèñèò òîëüêî îò 𝑥, à ïðàâàÿ � òîëüêî îò 𝑡. Â
ýòîé ñâÿçè, îáå ÷àñòè ðàâíû îäíîé è òîé æå êîíñòàíòå 𝜆 è ìû ïðèõîäèì
ê óðàâíåíèÿì

𝑋 ′′ − 𝜆𝑋 = 0, 𝑇 ′ − 𝑘𝜆𝑇 = 0.

Ïðîèçâîäÿ ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â êðàåâûõ óñëîâèÿõ 𝑢(0, 𝑡) = 0,
𝑢(𝑙, 𝑡) = 0 , ïîëó÷àåì

𝑋(0)𝑇 (𝑡) = 0, 𝑋(𝑙)𝑇 (𝑡) = 0,
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÷òî, â ñèëó îòëè÷èÿ 𝑇 îò íóëÿ, äàåò êðàåâûå óñëîâèÿ

𝑋(0) = 0, 𝑋(𝑙) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê çàäà÷å Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ, ñîâïàäàþùåé
ñ (6.14.10):

𝑋 ′′ − 𝜆𝑋 = 0, 𝑋(0) = 0, 𝑋(𝑙) = 0.

Åå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî íàìè ðàíåå: 𝜆 = −𝛼2,

𝛼𝑛 =
𝑛𝜋

𝑙
, 𝑋𝑛(𝑥) = 𝐵𝑛 sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

Ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ, 𝑇 ′ + 𝛼2𝑘𝑇 = 0, èìååò âèä

𝑇 (𝑡) = 𝐶 exp(−𝛼2𝑘𝑡).

Ïîäñòàâëÿÿ 𝛼 = 𝛼𝑛, ïîëó÷àåì

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐶𝑛 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
.

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè,
óäîâëåòâîðÿþùåå çàäàííûì êðàåâûì óñëîâèÿì, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑋𝑛(𝑥)𝑇𝑛(𝑡) = 𝑎𝑛 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå 𝑎𝑛 = 𝐵𝑛𝐶𝑛. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ïîëó÷àåì ôîðìàëüíîå
ðàçëîæåíèå

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
, (6.14.13)

êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, åñëè

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
.
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Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè 𝑓(𝑥) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî
ñèíóñàì ñ êîýôôèöèåíòàìè

𝑎𝑛 =
2

𝑙

𝑙∫︁
0

𝑓(𝑥) sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè (6.14.12)
èìååò âèä

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

⎡⎣2
𝑙

𝑙∫︁
0

𝑓(𝑦) sin
𝑛𝜋𝑦

𝑙
𝑑𝑦

⎤⎦ exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
.

Обоснование формального решения

Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ôîðìàëüíîãî ðåøåíèÿ â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ôóíêöèÿ 𝑓(𝑥), îïðåäåëÿþùàÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå, íåïðåðûâíà íà
[0, 𝑙], óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì 𝑓(0) = 𝑓(𝑙) = 0, à åå ïðîèçâîäíàÿ 𝑓 ′(𝑥)
êóñî÷íî íåïðåðûâíà íà ]0, 𝑙[. Ïîñêîëüêó 𝑓 îãðàíè÷åíà, òî ìû èìååì îöåí-
êó

|𝑎𝑛| =
2

𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑙∫︁
0

𝑓(𝑥) sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ⩽ 2

𝑙

𝑙∫︁
0

|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 ⩽ 𝐶,

ãäå 𝐶 > 0 � ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà, ïðè ëþáîì 𝑡0 > 0 äëÿ 𝑢𝑛 ïîëó÷àåì
îöåíêó:

|𝑢𝑛(𝑥, 𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑛 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝐶 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡0

}︂
,

ïðè 𝑡 ⩾ 𝑡0. Ðÿä, îáùèé ÷ëåí êîòîðîãî ðàâåí

exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡0

}︂
,

ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ â ñèëó ïðèçíàêà Ä'Àëàìáåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ìàæîðàíòíîìó ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà ñõîäèìîñòè ðÿäà, ðÿä (6.14.13)
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî 𝑥 è 𝑡 äëÿ 𝑡 ⩾ 𝑡0 è 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙.
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Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ 𝑢, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (6.14.13),

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè 𝜕𝑢
𝜕𝑡 = 𝑘 𝜕

2𝑢
𝜕𝑥2 . Äèôôåðåí-

öèðóÿ ðàâåíñòâî (6.14.13) ïî 𝑡 ïî÷ëåííî, ïîëó÷àåì

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
. (6.14.14)

Çàìåòèì, ÷òî⃒⃒⃒⃒
−𝑎𝑛

(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙

⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽ 𝐶
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡0

}︂
,

ïðè 𝑡 ⩾ 𝑡0, à ðÿä ñ îáùèì ÷ëåíîì

𝐶
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡0

}︂
,

ñõîäèòñÿ ïî ïðèçíàêó Ä'Àëàìáåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿ-
åìàÿ ðàâåíñòâîì (6.14.14) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè 𝑡 ⩾ 𝑡0 è 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðÿä (6.14.13) ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü äâà-
æäû ïî 𝑥 è ïîëó÷èòü

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= −

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛

(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
. (6.14.15)

Èç ðàâåíñòâ (6.14.14) è (6.14.15) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
.

Òàêèì îáðàçîì, ðÿä (6.14.13) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè â îáëàñòè 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0.

Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ (6.14.13) óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâè-
ÿì çàäà÷è (6.14.12). Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ðÿä, ïðåäñòàâëÿþùèé
ôóíêöèþ 𝑢, ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙, 𝑡 ⩾ 0. Ïîñêîëüêó
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ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñóììîé ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé, íåïðåðûâíà, òî 𝑢 íåïðåðûâíà â òî÷êàõ 𝑥 = 0 è 𝑥 = 𝑙. Ýòî
âëå÷åò, ÷òî ðåøåíèå (6.14.13) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0,

äëÿ âñåõ 𝑡 > 0.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (6.14.13) óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó
óñëîâèþ

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙.

Â ñèëó îïðåäåëåííûõ âûøå îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ 𝑓 , ðÿä

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
,

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî. Â ñèëó ïðèçíàêà ñõîäèìîñòè Àáåëÿ,
ðÿä, îáðàçîâàííûé ïðîèçâåäåíèåì ÷ëåíîâ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
,

è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé è ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
,

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî 𝑡. Â ýòîé ñâÿçè,

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 exp

{︂
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑘𝑡

}︂
sin

𝑛𝜋𝑥

𝑙
,

ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïðè 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙 è 𝑡 ⩾ 0. Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëî-
ãè÷íûìè òåì, ÷òî âûøå, óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî òîãäà ôóíêöèÿ 𝑢(𝑥, 𝑡)
íåïðåðûâíà ïðè 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙 è 𝑡 ⩾ 0. Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíîå óñëîâèå
óäîâëåòâîðÿåòñÿ è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ óñòàíîâëåíî.
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Единственность решения

Теорема 6.5. Если непрерывно дифференцируемое по обеим перемен-
ным решение 𝑢(𝑥, 𝑡) уравнения теплопроводности

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0,

удовлетворяющее начальному условию

𝑢(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙,

и краевым условиям

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 0,

существует, то оно единственно.

Доказательство. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ðàçëè÷íûõ íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ðåøåíèÿ 𝑢1 è 𝑢2. Ïóñòü òîãäà 𝑣 = 𝑢1 − 𝑢2.
Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è îäíîðîäíîñòè êðàå-
âûõ óñëîâèé, ôóíêöèÿ 𝑣 äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷å

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝑘

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
, 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 0,

𝑣(0, 𝑡) = 0, 𝑣(𝑙, 𝑡) = 0, 𝑡 ⩾ 0,

𝑣(𝑥, 0) = 0, 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙.

Ïîêàæåì, ÷òî 𝑣(𝑥, 𝑡) ≡ 0.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ, îïðåäåëåííóþ èíòåãðàëîì

𝐽(𝑡) =
1

2𝑘

𝑙∫︁
0

𝑣2 𝑑𝑥.

Äèôôåðåíöèðóÿ åå ïî 𝑡, èìååì

𝐽 ′(𝑡) =
1

𝑘

𝑙∫︁
0

𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝑑𝑥 =

𝑙∫︁
0

𝑣
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝑑𝑥,
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â ñèëó óðàâíåíèÿ 𝜕𝑣
𝜕𝑡 = 𝑘 𝜕

2𝑣
𝜕𝑥2 . Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïðèõîäèì ê ðàâåí-

ñòâó
𝑙∫︁

0

𝑣
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
𝑑𝑥 =

[︂
𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑥

]︂⃒⃒⃒⃒𝑙
0

−
𝑙∫︁

0

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂2

𝑑𝑥.

Ïîñêîëüêó 𝑣(0, 𝑡) = 𝑣(𝑙, 𝑡) = 0, òî

𝐽 ′(𝑡) = −
𝑙∫︁

0

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑥

)︂2

𝑑𝑥 ⩽ 0,

è ôóíêöèÿ 𝐽(𝑡)� íåâîçðàñòàþùàÿ. Äàëåå, èç óñëîâèÿ 𝑣(𝑥, 0) = 0 ñëåäóåò,
÷òî 𝐽(0) = 0. Òàêèì îáðàçîì,

∀𝑡 ⩾ 0 : 𝐽(𝑡) ⩽ 0.

Íî, ïî îïðåäåëåíèþ 𝐽 ,

∀𝑡 ⩾ 0 : 𝐽(𝑡) ⩾ 0.

Â ýòîé ñâÿçè, 𝐽(𝑡) ≡ 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè 𝑣(𝑥, 𝑡), îòñþäà ïîëó÷àåì
òîãäà, ÷òî

𝑣(𝑥, 𝑡) ≡ 0,

ïðè 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑙 è 𝑡 ⩾ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑢1 = 𝑢2 è ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

15. Функция Грина

15.1. Дельта-функция Дирака

Ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê èäåå äåëüòà-ôóíêöèè,
áûëè âûïîëíåíû Ôóðüå åù¼ â 1822 ã. ïðè ôîðìóëèðîâêå èíòåãðàëüíîé
òåîðåìû Ôóðüå, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑑𝛼 𝑓(𝛼)

∞∫︁
−∞

𝑑𝑝 cos(𝑝𝑥− 𝑝𝛼). (6.15.1)
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Ôîðìóëó (6.15.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑑𝛼 𝑓(𝛼)𝛿(𝑥− 𝛼),

ãäå 𝛿(𝑥− 𝛼) � дельта-функция, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

𝛿(𝑥− 𝛼) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑑𝑝 cos(𝑝𝑥− 𝑝𝛼) =

= lim
𝐴→∞

𝐴∫︁
−𝐴

𝑑𝑝 cos(𝑝𝑥− 𝑝𝛼) = lim
𝐴→∞

1

𝜋𝑥
sin𝐴𝑥.

Ãðàôèêè ôóíêöèé 𝛿𝐴(𝑥) =
1
𝜋𝑥 sin𝐴𝑥 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé 𝐴 ïðèâå-

äåíû íà Ðèñ. 6.27.

(a) 𝐴 = 2 (b) 𝐴 = 10

(c) 𝐴 = 50

Ðèñ. 6.27. Ãðàôèêè ôóíêöèè 𝛿𝐴 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 𝐴
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Èíòåãðàë7

𝐴∫︁
−𝐴

𝛿𝐴(𝑥) 𝑑𝑥 =

𝐴∫︁
−𝐴

1

𝜋𝑥
sin𝐴𝑥𝑑𝑥 =

2Si(𝐴2)

𝜋
,

ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè 𝐴, ÷òî ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàíî íà Ðèñ. 6.28.

Ðèñ. 6.28. Èëëþñòðàöèÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà
∫︀ 𝐴
−𝐴 𝛿𝐴(𝑥) 𝑑𝑥 ê åäèíèöå

ïðè 𝐴→ ∞

Êîøè ïðåäñòàâèë ôîðìóëó (6.15.1) â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå

𝑓(𝑥) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑑𝛼 𝑓(𝛼)

∞∫︁
−∞

𝑑𝑝 𝑒𝑖𝑝(𝑥−𝛼),

÷òî ïîçâîëèëî âûðàçèòü äåëüòà-ôóíêöèþ êàê

𝛿(𝑥− 𝛼) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑑𝑝 𝑒𝑖𝑝(𝑥−𝛼).

Îïèðàÿñü íà èäåþ ëîêàëèçàöèè, Ï. Äèðàê ââ¼ë äåëüòà-ôóíêöèþ êàê
ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé, îòëè÷íûõ îò íóëÿ íà âëîæåííûõ
èíòåðâàëàõ, ñòÿãèâàåìûõ ê íóëþ. Ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçíîîáðàçíûå ïðè-
ìåðû òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îäíà èç íèõ (Ðèñ. 6.29):

D =

{︂
𝑛√
𝜋
𝑒−(𝑛𝑥)2

}︂
𝑛∈N

.

7Здесь Si — интегральный синус, определяемый равенством Si(𝑥) :=
∫︀ 𝑥

0
sin 𝑡
𝑡
𝑑𝑡.
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(a) 𝑛 = 1 (b) 𝑛 = 3

(c) 𝑛 = 10

Ðèñ. 6.29. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè D

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

∀𝑛 ∈ N :

∞∫︁
−∞

D𝑛 𝑑𝑥 = 1.

Îäíàêî,
∞∫︁

−∞

D2
𝑛 𝑑𝑥 =

𝑛√
2𝜋
,

ò.å. èíòåãðàëû îò êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàþò ïðè óâåëè÷åíèè 𝑛.

Îïðåäåëåíèå äåëüòà-ôóíêöèè, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè
ñòðîãèì, ìîæåò áûòü äàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝛿(𝑥) =

{︃
íå ñóùåñòâóåò, 𝑥 = 0,

0, 𝑥 ̸= 0,
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è ∞∫︁
−∞

𝛿(𝑥) 𝑑𝑥 = 1.

Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äà¼òñÿ â ðàìêàõ òåîðèè îáîáù¼ííûõ ôóíêöèé êàê
ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ôóíê-
öèé. Ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ ¾ôèëüòðóþùåå ñâîéñòâî¿:

∞∫︁
−∞

𝛿(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑓(𝑦).

Äàííîå òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíèå äåëüòà-ôóíêöèè ïîäðàçóìåâà-
åò äåéñòâèÿ ñ ôóíêöèÿìè, çàâèñÿùèìè îò îäíîé ïåðåìåííîé. Êðàòêî
ðàññìîòðèì îáîáùåíèÿ äëÿ ôóíêöèé íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Âíà÷àëå
ðàññìîòðèì äâóìåðíûé ñëó÷àé. Îïðåäåëèì äâóìåðíóþ äåëüòà-ôóíêöèþ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝛿(𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2) =

{︃
íå ñóùåñòâóåò, (𝑥1 = 𝑦1) ∧ (𝑥2 = 𝑦2),

0, (𝑥1 ̸= 𝑦1) ∨ (𝑥2 ̸= 𝑦2),

ïðè óñëîâèè ∫︁∫︁
𝑅𝜀

𝛿(𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 = 1,

ãäå
𝑅𝜀 : (𝑥1 − 𝑦1)

2 + (𝑥2 − 𝑦2)
2 < 𝜀2,

îòêðûòûé äèñê ðàäèóñà 𝜀 ñ öåíòðîì â (𝑦1, 𝑦2). Ýòîìó îïðåäåëåíèþ ìîæíî
ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ
(Ðèñ. 6.30)

D𝑛(𝑥1, 𝑥2) =
𝑛√
𝜋
𝑒−𝑛

2(𝑥21+𝑥
2
2).

¾Ôèëüòðóþùåå ñâîéñòâî¿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫︁∫︁
R2

𝐹 (𝑥1, 𝑥2)𝛿(𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 = 𝐹 (𝑦1, 𝑦2),

äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 𝐹 .
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(a) 𝑛 = 1 (b) 𝑛 = 3

(c) 𝑛 = 10

Ðèñ. 6.30. ×ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè D𝑛 ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ

Åñëè 𝛿(𝑧) � îäíîìåðíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ, òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîîðäè-
íàòû 𝑥1, 𝑥2 äåêàðòîâû, è ïåðåõîäÿ îò èíòåãðàëà ïî îáëàñòè ê ïîâòîðíîìó
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èíòåãðàëó, èìååì∫︁∫︁
R2

𝐹 (𝑥1, 𝑥2)𝛿(𝑥1 − 𝑦1) 𝛿(𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 = 𝐹 (𝑦1, 𝑦2).

Ñëåäîâàòåëüíî, äâóìåðíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
êàê ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ äåëüòà-ôóíêöèé:

𝛿(𝑧1, 𝑧2) = 𝛿(𝑧1) 𝛿(𝑧2).

Ýòî ñîîáðàæåíèå îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé 𝑛 èçìåðåíèé

𝛿(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧2) = 𝛿(𝑧1) 𝛿(𝑧1) · · · 𝛿(𝑧𝑛).

Â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ ïðåäñòàâëåíèÿ äåëüòà-ôóíêöèè áîëåå
ñëîæíûå. Ïóñòü êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû 𝛼1, 𝛼2 ñâÿçàíû ñ äåêàðòî-
âûìè êîîðäèíàòàìè 𝑥1, 𝑥2 ñîîòíîøåíèÿìè

𝑥1 = X1(𝛼1, 𝛼2), 𝑥2 = X2(𝛼1, 𝛼2),

ãäå X1, X2 � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Ïåðåõîäÿ ê êðèâîëèíåéíûì
êîîðäèíàòàì, çàïèøåì ¾ôèëüòðóþùåå ñâîéñòâî¿ â âèäå∫︁∫︁

R2

𝐹 (𝑥1, 𝑥2)𝛿(𝑥1 − 𝑦1) 𝛿(𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝑥1 𝑑𝑥2 =

=

∫︁∫︁
R2

𝐹 (X1(𝛼1, 𝛼2),X2(𝛼1, 𝛼2))×

× 𝛿(X1(𝛼1, 𝛼2)−X1(𝛽1, 𝛽2)) 𝛿(X2(𝛼1, 𝛼2)−X2(𝛽1, 𝛽2))|𝐽 | 𝑑𝛼1 𝑑𝛼2 =

= 𝐹 (X1(𝛽1, 𝛽2), X2(𝛽1, 𝛽2)),

ãäå

𝐽 =
𝜕(𝑥1, 𝑥2)

𝜕(𝛼1, 𝛼2)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜕X1

𝜕𝛼1

𝜕X1

𝜕𝛼2
𝜕X2

𝜕𝛼1

𝜕X2

𝜕𝛼2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ̸= 0.

Íàïðèìåð, â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ 𝑥1 = 𝑥, 𝑥2 = 𝑦, 𝛼1 = 𝑟, 𝛼2 = 𝜃,

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃,
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ÿêîáèàí

𝐽 =

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑥
𝜕𝑟

𝜕𝑦
𝜕𝑟

𝜕𝑥
𝜕𝜃

𝜕𝑦
𝜕𝜃

⃒⃒⃒⃒
=
𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜃
− 𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃
= 𝑟,

îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî â îäíîé òî÷êå 𝑟 = 0 è íå çàâèñèò îò 𝜃. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

𝛿(𝑥, 𝑦) =
𝛿(𝑟)

|𝐽1|
=

1

2𝜋

𝛿(𝑟)

𝑟
,

ãäå

𝐽1 =

𝜋∫︁
0

𝐽 𝑑𝜃 = 2𝜋𝑟.

Àíàëîãè÷íî, â òð¼õìåðíûõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜑, 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜑, 𝑧 = 𝑟 cos 𝜃,

ãäå 0 ⩽ 𝑟 <∞, 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜋 è 0 ⩽ 𝜑 ⩽ 2𝜋, ÿêîáèàí èìååò âèä

𝐽 = 𝑟2 sin 𝜃.

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝛿(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝛿(𝑥)𝛿(𝑦)𝛿(𝑧) =
𝛿(𝑟)

|𝐽2|
=
𝛿(𝑟)

4𝜋𝑟2
,

ãäå

𝐽2 =

𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝐽 𝑑𝜃 𝑑𝜑 =

𝜋∫︁
0

2𝜋∫︁
0

𝑟2 sin 𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜑 = 4𝜋𝑟2.

15.2. Наводящие соображения

Ðàññìîòðèì íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

L𝑢 = 𝑓, (6.15.2)

ãäå

∙ L � äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ïî ïåðåìåííûì 𝑥 ∈ R𝑛, îïðåäå-
ë¼ííûé â îáëàñòè 𝑉 ⊂ R𝑛,
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∙ 𝑢 = 𝑢(𝑥) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ,

∙ 𝑓 = 𝑓(𝑥) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîä функцией Грина áóäåì ïîíèìàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.15.2)
äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ñïåöèàëüíîãî âèäà:

L𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦),

ãäå 𝛿 � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà. Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ýòîãî
óðàâíåíèÿ íà 𝑓(𝑦) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî 𝑉 , èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïåðå-
ìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ 𝑦, ò.å. 𝑑𝑉 (𝑦) = 𝑑𝑦1 . . . 𝑑𝑦𝑛:∫︁

𝑉

L𝐺(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑉 (𝑦) =

∫︁
𝑉

𝛿(𝑥− 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑉 (𝑦) = 𝑓(𝑥).

Èçìåíÿÿ ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó

L

⎡⎣∫︁
𝑉

𝐺(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦) 𝑑𝑉 (𝑦)

⎤⎦ = 𝑓(𝑥).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ:

𝑢(𝑥) =

∫︁
𝑉

𝐺(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑉 (𝑦).

Èíà÷å, ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñèìâîëè÷åñêè, â òåðìèíàõ îáðàòíîãî
îïåðàòîðà L−1:

𝑢(𝑥) = L−1(𝑓(𝑥)).

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑢(𝑥) = L−1(𝑓(𝑥)) =

∫︁
𝑉

𝐺(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑦)𝑑𝑉 (𝑦).

Çäåñü ôóíêöèÿ 𝐺(𝑥, 𝑦) ïðåäñòàâëÿåò ÿäðî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, êî-
òîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëÿåò îáðàòíûé îïåðàòîð L−1.
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15.3. Свойство функции Грина

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ãðèíà 𝐺 îïåðàòîðà Ëàïëàñà â îáëàñòè 𝑉 :

∇2𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑥− 𝑦). (6.15.3)

Ïîëàãàåì, ÷òî íà ãðàíèöå 𝜕𝑉 îáëàñòè 𝑉 ôóíêöèÿ 𝐺 îáðàùàåòñÿ â íóëü:

𝐺
⃒⃒⃒
𝜕𝑉

= 0.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé äâóìåðíîé îáëàñòè 𝑉 .

Теорема 6.6. Функция Грина оператора Лапласа симметрична:

𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = 𝐺(𝑦1, 𝑦2, 𝑥1, 𝑥2).

Доказательство. Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíóþ ôîðìóëó Ãðèíà∫︁∫︁
𝑉

(︀
𝜑∇2𝜓 − 𝜓∇2𝜑

)︀
𝑑𝑆 =

∫︁
𝜕𝑉

(︂
𝜑
𝜕𝜓

𝜕𝑛
− 𝜓

𝜕𝜑

𝜕𝑛

)︂
𝑑𝑠,

è ïîëàãàÿ 𝜑 = 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2), 𝜓 = 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2), ïîëó÷èì∫︁∫︁
𝑉

{︀
𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)∇2𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2) −

− 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2)∇2𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)
}︀
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

=

∫︁
𝜕𝑉

{︂
𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)

𝜕𝐺

𝜕𝑛
(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2) −

− 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2)
𝜕𝐺

𝜕𝑛
(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)

}︂
𝑑𝑠.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) è 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2) îáðàùàþòñÿ â
íóëü íà ãðàíèöå 𝜕𝑉 , òî∫︁∫︁

𝑉

{︀
𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)∇2𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2) −

− 𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2)∇2𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)
}︀
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 0.
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Íî

∇2𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = 𝛿(𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2),

∇2𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2) = 𝛿(𝑥1 − 𝑧1, 𝑥2 − 𝑧2),∫︁∫︁
𝑉

𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)𝛿(𝑥1 − 𝑧1, 𝑥2 − 𝑧2) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝐺(𝑧1, 𝑧2, 𝑦1, 𝑦2),∫︁∫︁
𝑉

𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑧1, 𝑧2)𝛿(𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝐺(𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2).

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = 𝐺(𝑦1, 𝑦2, 𝑥1, 𝑥2).

Теорема 6.7. Функция 𝜕𝐺
𝜕𝑛(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) имеет особую точку (𝑦1, 𝑦2) и

lim
𝜀→0

∫︁
𝐶𝜀

𝜕𝐺

𝜕𝑛
𝑑𝑠 = 1, 𝐶𝜀 : (𝑥1 − 𝑦1)

2 + (𝑥2 − 𝑦2)
2 = 𝜀2.

Доказательство. Ïóñòü 𝑅𝜀 � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ 𝐶𝜀. Òîãäà, èíòåãðè-
ðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6.15.3), ïîëó÷èì∫︁∫︁

𝑅𝜀

∇2𝐺𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝑅𝜀

𝛿(𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
𝜀→0

∫︁∫︁
𝑅𝜀

∇2𝐺𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äèâåðãåíöèè, ïîëó÷èì òîãäà, ÷òî

lim
𝜀→0

∫︁
𝐶𝜀

𝜕𝐺

𝜕𝑛
𝑑𝑠 = 1.
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15.4. Построение функции Грина

Ôóíêöèÿ Ãðèíà, áóäó÷è ðåøåíèåì ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóììà

𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = 𝐹 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) + 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2), (6.15.4)

íåêîòîðîãî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ äëÿ äåëüòàîáðàçíîé ïðàâîé ÷àñòè:

∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑉 : ∇2𝐹 = 𝛿(𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2),

è ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑉 : ∇2𝑔 = 0,

óäîâëåòâîðÿþùåãî êðàåâûì óñëîâèÿì

∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜕𝑉 : 𝑔 = −𝐹.

Íàïðèìåð, ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

∇2𝐹 =
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝐹

𝜕𝑟

)︂
= 0,

ìîæíî íàéòè â âèäå
𝐹 = 𝐴+𝐵 ln 𝑟.

Ïîñêîëüêó

lim
𝜀→0

∫︁
𝐶𝜀

𝜕𝐹

𝜕𝑛
𝑑𝑠 = lim

𝜀→0

2𝜋∫︁
0

𝐵

𝑟
𝑑𝜃 = 1,

òî 𝐵 = 1
2𝜋 , à ïîñòîÿííóþ 𝐴 ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî. Ïîëîæèì äëÿ

ïðîñòîòû 𝐴 = 0. Òîãäà

𝐹 =
1

2𝜋
ln 𝑟.

15.5. Решение задачи Дирихле для оператора Ла-

пласа методом функции Грина

Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ задачи Дирихле äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà:

∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑉 : ∇2𝑢 = ℎ,

∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜕𝑉 : 𝑢 = 𝑓.
(6.15.5)
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Îñóùåñòâëÿÿ ïîäñòàíîâêó 𝜑(𝑦1, 𝑦2) = 𝐺(𝑦1, 𝑦2, 𝑥1, 𝑥2) è 𝜓(𝑦1, 𝑦2) =
𝑢(𝑦1, 𝑦2) â èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî Ãðèíà, ïîëó÷èì∫︁∫︁

𝑉

{︀
𝐺(𝑦1, 𝑦2, 𝑥1, 𝑥2)∇2𝑢− 𝑢(𝑦1, 𝑦2)∇2𝐺

}︀
𝑑𝑦1 𝑑𝑦2 =

=

∫︁
𝜕𝑉

{︂
𝐺(𝑦1, 𝑦2, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑢

𝜕𝑛
− 𝑢(𝑦1, 𝑦2)

𝜕𝐺

𝜕𝑛

}︂
𝑑𝑠.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∀(𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑉 : ∇2𝑢(𝑦1, 𝑦2) = ℎ(𝑦1, 𝑦2),

∀(𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑉 : ∇2𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2) = 𝛿(𝑦1 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑥2),

èìååì∫︁∫︁
𝑉

{𝐺(𝑦1, 𝑦2, 𝑥1, 𝑥2)ℎ(𝑦1, 𝑦2)−𝑢(𝑦1, 𝑦2)𝛿(𝑦1 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑥2)} 𝑑𝑦1 𝑑𝑦2 =

=

∫︁
𝜕𝑉

{︂
𝐺(𝑦1, 𝑦2, 𝑥1, 𝑥2)

𝜕𝑢

𝜕𝑛
− 𝑢(𝑦1, 𝑦2)

𝜕𝐺

𝜕𝑛

}︂
𝑑𝑠.

Òàê êàê
𝐺
⃒⃒⃒
𝜕𝑉

= 0, 𝑢
⃒⃒⃒
𝜕𝑉

= 𝑓,

òî, ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ 𝐺, ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå (6.15.5):

𝑢(𝑥1, 𝑥2) =

∫︁∫︁
𝑉

𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2)ℎ(𝑦1, 𝑦2) 𝑑𝑦1 𝑑𝑦2 +

∫︁
𝜕𝑉

𝑓
𝜕𝐺

𝜕𝑛
𝑑𝑠. (6.15.6)

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà îáëàñòü 𝑉 � åäèíè÷íûé êðóã.
Çàäà÷à Äèðèõëå ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè 𝑔 â ðàçëîæåíèè (6.15.4) èìååò
âèä:

∀(𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝑉 : ∇2𝑔 =
𝜕2𝑔

𝜕𝑦21
+
𝜕2𝑔

𝜕𝑦22
= 0,

∀(𝑦1, 𝑦2) ∈ 𝜕𝑉 : 𝑔 = −𝐹,
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ãäå

𝐹 =
1

2𝜋
ln 𝑟,

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ∇2𝐹 = 𝛿(𝑥1 − 𝑦1, 𝑥2 − 𝑦2). Ïå-
ðåéäåì ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì:

𝑥1 = 𝜌 cos 𝜃, 𝑥2 = 𝜌 sin 𝜃,

𝑦1 = 𝜎 cos 𝛽, 𝑦2 = 𝜎 sin 𝛽.

Òîãäà ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

𝑔(𝜎, 𝛽) =
𝑎0
2
+

∞∑︁
𝑛=1

𝜎𝑛 (𝑎𝑛 cos𝑛𝛽 + 𝑏𝑛 sin𝑛𝛽) .

Êîýôôèöèåíòû 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íà 𝜕𝑉 :

𝑔 = − 1

4𝜋
ln
{︀
1 + 𝜌2 − 2𝜌 cos(𝛽 − 𝜃)

}︀
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

ln
(︀
1 + 𝜌2 − 2𝜌 cos(𝛽 − 𝜃)

)︀
= −2

∞∑︁
𝑛=1

𝜌𝑛 cos𝑛(𝛽 − 𝜃)

𝑛
,

îïðåäåëèì

𝑎𝑛 =
𝜌𝑛

2𝜋𝑛
cos𝑛𝜃, 𝑏𝑛 =

𝜌2

2𝜋𝑛
sin𝑛𝜃.

Òàêèì îáðàçîì,

𝑔(𝜌, 𝜃, 𝜎, 𝛽) =
1

2𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(𝜎𝜌)𝑛

𝑛
cos𝑛(𝛽 − 𝜃) =

= − 1

4𝜋
ln
{︀
1 + (𝜎𝜌)2 − 2(𝜎𝜌) cos(𝛽 − 𝜃)

}︀
,

è ôóíêöèÿ Ãðèíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

𝐺(𝜌, 𝜃, 𝜎, 𝛽) =
1

4𝜋
ln
{︀
𝜎2 + 𝜌2 − 2𝜎𝜌 cos(𝛽 − 𝜃)

}︀
−

− 1

4𝜋
ln
{︀
1 + (𝜎𝜌)2 − 2𝜎𝜌 cos(𝛽 − 𝜃)

}︀
.
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Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü

𝜕𝐺

𝜕𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑉

=

(︂
𝜕𝐺

𝜕𝜎

)︂
𝜎=1

=
1

2𝜋

1− 𝜌2

1 + 𝜌2 − 2𝜌 cos(𝛽 − 𝜃)
.

Åñëè â (6.15.6) ïîëîæèòü ℎ = 0, òî ïðèäåì ê çíàìåíèòîé формуле
Пуассона:

𝑢(𝜌, 𝜃) =
1

2𝜋

2𝜋∫︁
0

1− 𝜌2

1 + 𝜌2 − 2𝜌 cos(𝛽 − 𝜃)
𝑓(𝛽) 𝑑𝛽,

ÿâëÿþùåéñÿ ïðåäñòàâëåíèåì ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
Ëàïëàñà â åäèíè÷íîì êðóãå:

∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑉 : ∇2𝑢 = 0,

∀(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝜕𝑉 : 𝑢 = 𝑓.

Библиография

1. Êóðàíò Ð. Óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. �Ì. : Ìèð, 1964.

2. Ïîëîæèé Ã. Í. Óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. � Ì. : Âûñøàÿ
øêîëà, 1964.

Задачи
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ГЛАВА 7

Элементы теории меры и интеграла Лебега

Библиография
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ГЛАВА 8

Гильбертовы пространства

1. Комплексное гильбертово пространство

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç 𝐻 êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðíñòâî.
Ïðåæäå âñåãî, ýòî ìíîæåñòâî, ñíàáæåííîå ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàä C, ò.å. íà íåì îïðåäåëåíû îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæå-
íèÿ:

+ : 𝐻 ×𝐻 → 𝐻, · : C×𝐻 → 𝐻,

óäîâëåòâîðÿþùèå 8 àêñèîìàì âåêòîðíîî ïðîñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî, îïðå-
äåëåíî îòîáðàæåíèå ⟨·, ·⟩ : 𝐻 × 𝐻 → C (ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì1:

(a) ⟨𝜙, 𝜓⟩ = ⟨𝜓, 𝜙⟩, äëÿ ëþáûõ 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐻;

(b) ⟨𝜙, 𝛼𝜓1 + 𝛽𝜓2⟩ = 𝛼⟨𝜙, 𝜓1⟩ + 𝛽⟨𝜙, 𝜓2⟩, äëÿ ëþáûõ 𝜙, 𝜓1, 𝜓2 ∈ 𝐻 è
𝛼, 𝛽 ∈ C;

(c) ⟨𝜙, 𝜙⟩ ⩾ 0 äëÿ ëþáîãî 𝜙 ∈ 𝐻 è ⟨𝜙, 𝜙⟩ = 0, åñëè 𝜙 = 0.

1Черта сверху означает комплексное сопряжение.
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Íàêîíåö, ïðîñòðàíñòâî 𝐻 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖ · ‖,
îïðåäåëåííîé ïîëóòîðàëèíåéíîé ôîðìîé2:

‖𝜙‖ =
√︀
⟨𝜙, 𝜙⟩.

Ïîëíîòà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè (𝜙𝑛)
∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, ò.å.

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑚, 𝑛 > 𝑁 ‖𝜙𝑚 − 𝜙𝑛‖ < 𝜀,

òî ñóùåñòâóåò lim𝑛→∞ 𝜙𝑛 = 𝜙 ∈ 𝐻, ò.å.

∀𝜀 > 0 ∃𝑁 ∈ N ∀𝑛 > 𝑁 ‖𝜙− 𝜙𝑛‖ < 𝜀.

Ïîëóòîðàëèíåéíàÿ ôîðìà ⟨·, ·⟩ èìååò ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýíåðãèè, âû-
÷èñëÿåìîé íà ïàðå ýíåðãåòè÷åñêè ñîïðÿæåííûõ âåëè÷èí.

Библиография

2То есть, гильбертово пространство — это банахово пространство, в котором норма
порождена скалярным произведением.
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ГЛАВА 9

Элементы общей топологии

1. Топологическое пространство

1.1. Аксиомы топологического пространства

Определение 9.1. Пусть 𝑋 — множество. Топологией на 𝑋 назы-
вается совокупность T подмножеств 𝑋, удовлетворяющая условиям:

(T1) 𝑋 и ∅ являются элементами T.

(T2) Если 𝑂1, . . . , 𝑂𝑛 — элементы T, то пересечение 𝑂1 ∩ · · · ∩ 𝑂𝑛 —
элемент T.

(T3) Если (𝑂𝛼)𝛼∈𝐴 — любое (конечное или бесконечное) семейство эле-
ментов T, то его объединение

⋃︀
𝛼∈𝐴𝑂𝛼 — элемент T.

Пара (𝑋, T), состоящая из множества 𝑋 и топологии T на 𝑋,
называется топологическим пространством. В этом случае эле-
менты 𝑋 называютсяточками, а элементыT — открытыми под-
множествами 𝑋.

Â äàëüíåéøåì, åñëè íèêàêîé ïóòàíèöû ýòî íå ïîâëå÷åò, ìû áóäåì
ïèñàòü ¾𝑋 � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî¿, ¾îòêðûòîå ìíîæåñòâî¿.

Áëèçîñòü (ñîñåäñòâî) ìíîæåñòâ è òî÷åê õàðàêòåðèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
îêðåñòíîñòåé.
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Определение 9.2. Пусть (𝑋, T) — топологическое пространство.
Множество 𝑈 ⊂ 𝑋 называется окрестностью множества 𝐴 ⊂ 𝑋,
если оно открыто и содержит 𝐴. То есть,

𝑈 — окрестность 𝐴 ⇔ (𝑈 ∈ T) ∧ (𝐴 ⊂ 𝑈).

Окрестностью точки 𝑝 ∈ 𝑋 называется окрестность одноточеч-
ного множества {𝑝}.

Òàêèì îáðàçîì,

𝑈 � îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑋 ⇔ (𝑈 ∈ T) ∧ (𝑝 ∈ 𝑈).

Â äàëüíåéøåì, ìíîæåñòâî âñåõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑋 îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç N𝑝.

Пример 9.1. (Тривиальная и дискретная топологии) Пусть 𝑋
— множество. На нем всегда можно ввести любую из двух следующих
топологий.

(a) Пусть T1 = {∅, 𝑋}. Тогда T1 — топология на 𝑋, называемаятри-
виальной топологией на 𝑋.

(b) Положим T2 = P(𝑋), где P(𝑋) — множество всех подмножеств
𝑋. Множество T2 — топология на 𝑋, называемая дискретной
топологией на 𝑋; пространство (𝑋, T2) называется дискрет-
ным пространством. В такой топологии любое подмноже-
ство 𝑋 является открытым.

Дискретная и тривиальная топологии связаны отношением включе-
ния: T1 ⊂ T2.

Пример 9.2. (Топологии на двухточечных множествах) Рас-
смотрим всевозможные топологии на двухточечном множестве.
Пусть 𝑋 = {1, 2}. На 𝑋 можно ввести следующие топологии:

(a) T1 = {∅, 𝑋} — тривиальная топология,

(b) T1 = {∅, 𝑋, {1}, {2}} — дискретная топология,
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(c) T3 = {∅, 𝑋, {1}}, T4 = {∅, 𝑋, {2}} — топологии, «промежуточ-
ные» в том смысле, что

T1 ⊂ T3 ⊂ T2, T1 ⊂ T4 ⊂ T2.

Пример 9.3. (Топологии на трехточечном множестве) Пусть
𝑋 = {1, 2, 3}. Рассмотрим некоторые топологии на 𝑋.

(a) T1 = {∅, 𝑋} — тривиальная топология,

(b) T2 = {∅, 𝑋, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} — дискретная
топология,

(c) T3 = {∅, 𝑋, {1}},

(d) T4 = {∅, 𝑋, {1}, {1, 2}},

(e) T5 = {∅, 𝑋, {1}, {1, 2}, {1, 3}}.

Пример 9.4. Пусть (𝑋, 𝑑) — произвольное метрическое простран-
ство, а T — совокупность всех подмножеств 𝑋, открытых в смысле
метрического пространства (см. главу 3, раздел 1.5.). Из Предложе-
ния 3.6 следует, что T — топология, называемая метрической то-
пологией на 𝑋, или топологией, порожденной 𝑑.

Ìíîæåñòâî R𝑛 ñ ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ

𝑑 : (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑑(𝑥, 𝑦) := ‖𝑥− 𝑦‖

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Áóäåì íàçûâàòü åãî евклидо-
вым пространством, à ôóíêöèþ 𝑑 � евклидовой. Åñëè 𝑋 ⊂ R𝑛, òî
(𝑋, 𝑑|𝑋×𝑋) � òîæå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Â äàëüíåéøåì, åñëè íå
ñêàçàíî èíîå, ïîäìíîæåñòâà R𝑛 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ åâêëèäîâîé ìåòðè-
êîé. Òèïîâûå ïðîñòðàíñòâà:

∙ Единичный интервал � ýòî ïîäìíîæåñòâî 𝐼 ⊂ R, îïðåäåëåííîå
êàê

𝐼 = [0, 1] = {𝑥 ∈ R | 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1}.
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∙ Äëÿ 𝑛 ⩾ 0 единичным открытым шаром размерности 𝑛 íà-
çîâåì ïîäìíîæåñòâî B𝑛 ⊂ R𝑛, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ, äëèíà
êîòîðûõ ñòðîãî ìåíüøå 1:

B𝑛 = {𝑥 ∈ R𝑛 | ‖𝑥‖ < 1}.

Â ñëó÷àå 𝑛 = 2 èíîãäà áóäåì íàçûâàòü B2 единичным открытым
диском.

∙ Единичным замкнутым шаром размерности 𝑛 íàçîâåì ïîä-
ìíîæåñòâî B𝑛 ⊂ R𝑛, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ, äëèíà êîòîðûõ íå
áîëüøå 1:

B𝑛 = {𝑥 ∈ R𝑛 | ‖𝑥‖ ⩽ 1}.

Â ñëó÷àå 𝑛 = 2 èíîãäà áóäåì íàçûâàòü B2
единичным замкну-

тым диском.

∙ Единичная окружность� ýòî ïîäìíîæåñòâî S1 ⊂ R2, ñîñòîÿùåå
èç âñåõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íà ïëîñêîñòè:

S1 = {𝑥 ∈ R2 | ‖𝑥‖ = 1}.

×àñòî áûâàåò óäîáíî îòîæäåñòâèòü ïëîñêîñòü R2 ñ ìíîæåñòâîì C
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ñèëó ñîîòâåòñòâèÿ (𝑥, 𝑦) ↔ 𝑥+ 𝑖 𝑦 è ðàññìàò-
ðèâàòü îêðóæíîñòü êàê ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñ åäèíè÷-
íûì ìîäóëåì:

S1 = {𝑧 ∈ C | |𝑧| = 1}.

∙ Единичная 𝑛-мерная сфера � ýòî ïîäìíîæåñòâî S𝑛 ⊂ R𝑛+1,
ñîñòîÿùåå èç åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ â R𝑛+1:

S𝑛 = {𝑥 ∈ R𝑛+1 | ‖𝑥‖ = 1}.

Íå âñÿêàÿ òîïîëîãèÿ ìîæåò áûòü ïîðîæäåíà ìåòðèêîé. Òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî 𝑋 íàçûâàåòñÿ метризуемым, åñëè åãî òîïîëîãèÿ ïî-
ðîæäàåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé ðàññòîÿíèÿ íà 𝑋. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â
Ãëàâå 3, åñëè 𝑋 ìåòðèçóåìî, òî ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ, ïîðîæäàþùàÿ åãî
òîïîëîãèþ, îïðåäåëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïðåäëîæåíèå 3.7 äà-
åò íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî äâå ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ
ïîðîæäàþò îäíó è òó æå òîïîëîãèþ.
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Â Ïðèìåðå 9.1 (b) áûëà îïðåäåëåíà äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ. Îíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòðèçóåìîé, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå.

Предложение 9.1. Пусть 𝑋 — множество. Дискретная топология
на 𝑋 совпадает с топологией, порожденной дискретной метрикой на
𝑋, то есть функцией 𝑑 : 𝑋 ×𝑋 → R, такой, что

𝑑(𝑥, 𝑦) =

{︃
1, 𝑥 ̸= 𝑦,

0, 𝑥 = 𝑦.

Доказательство. Ïóñòü T𝑑 � òîïîëîãèÿ, ïîðîæäåííàÿ ìåòðèêîé 𝑑. Ìû
äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî T𝑑 = P(𝑋). Ïîñêîëüêó T𝑑 ⊂ P(𝑋), òî íóæíî
ëèøü ïîêàçàòü, ÷òî P(𝑋) ⊂ T𝑑.

Âíà÷àëå äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑋, òîãäà
𝐵1(𝑥) = {𝑥}, òî åñòü, îòêðûòûé øàð ðàäèóñà 1 åñòü â òî÷íîñòè ñèíãëå-
òîí. Ïîñêîëüêó 𝑥 ∈ 𝐵1(𝑥), òî {𝑥} ⊂ 𝐵1(𝑥). Îáðàòíî, ïóñòü 𝑦 ∈ 𝐵1(𝑥).
Òîãäà 𝑑(𝑥, 𝑦) < 1. Íî ìåòðèêà 𝑑 ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ: 0 è 1,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0, òî åñòü, ÷òî 𝑦 = 𝑥. Òàêèì îáðàçîì, ìû
óñòàíîâèëè îáðàòíîå âêëþ÷åíèå 𝐵1(𝑥) ⊂ {𝑥}.

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó èñõîäíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü 𝐴 ∈
P(𝑋). Òîãäà, äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝐴, èìååì 𝐵1(𝑥) = {𝑥} ⊂ 𝐴, ÷òî âëå-
÷åò 𝐴 ∈ T𝑑. Èòàê, ìû óñòàíîâèëè âêëþ÷åíèå P(𝑋) ⊂ T𝑑, à âìåñòå ñ íèì
è ðàâåíñòâî T𝑑 = P(𝑋).

Òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå èíäóöèðóåò òîïîëîãèþ íà ëþáîì åãî îòêðû-
òîì ïîäìíîæåñòâå.

Предложение 9.2. Пусть (𝑋, T) — топологическое пространство, а
𝑌 ⊂ 𝑋 — открытое множество. Тогда совокупность

T𝑌 = {𝐴 ∈ P(𝑌 ) | 𝐴 ∈ T}

подмножеств 𝑌 , открытых в 𝑋, является топологией на 𝑌 .

Доказательство. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå âñåõ àêñèîì (T1)�
(T3) òîïîëîãèè. Ïîñêîëüêó ∅, 𝑌 ∈ P(𝑌 ) è ∅, 𝑌 ∈ T, òî ∅, 𝑌 ∈ T𝑌 .
Ñâîéñòâî (T1) óäîâëåòâîðÿåòñÿ.

Ïóñòü 𝑈, 𝑉 ∈ T𝑌 . Òîãäà 𝑈, 𝑉 ∈ P(𝑌 ) è 𝑈, 𝑉 ∈ T. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ P(𝑌 ) è 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ T. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ T𝑌 . Îòñþäà
èíäóêöèåé óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñâîéñòâà (T2).
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Íàêîíåö, ïóñòü (𝑈𝛼)𝛼∈𝐴 � ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ èç T𝑌 . Òîãäà
𝑈𝛼 ∈ P(𝑌 ) è 𝑈𝛼 ∈ T, äëÿ âñåõ 𝛼 ∈ 𝐴. Ñëåäîâàòåëüíî,

⋃︀
𝛼∈𝐴 𝑈𝛼 ∈ P(𝑌 )

è
⋃︀
𝛼∈𝐴 𝑈𝛼 ∈ T, ÷òî âëå÷åò

⋃︀
𝛼∈𝐴 𝑈𝛼 ∈ T𝑌 . Ñâîéñòâî (T3) óäîâëåòâîðÿ-

åòñÿ. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî T𝑌 óäîâëåòâîðÿåò âñåì ñâîéñòâàì (T1)�(T3),
òî îíî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé.

Â äàëüíåéøåì, åñëè 𝑌 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà 𝑋,
òî â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè ìû ðàññìàòðèâàåì åãî êàê òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé (Ïðåäëîæåíèå 9.2)

T𝑌 = {𝐴 ∈ P(𝑌 ) | 𝐴 îòêðûòî â 𝑋}.

1.2. Замкнутые подмножества

Â îïðåäåëåíèè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îòêðûòûå ìíîæåñòâà
ïðèíÿòû â êà÷åñòâå ïåðâè÷íûõ îáúåêòîâ â ñèëó èõ âàæíîñòè äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ïîíÿòèÿ îêðåñòíîñòè. Âìåñòå ñ òåì, èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ê
îòêðûòîìó ìíîæåñòâó ïîíÿòèå.

Определение 9.3. Пусть 𝑋 — топологическое пространство. Мно-
жество 𝐹 ⊂ 𝑋 называется замкнутым подмножеством 𝑋, если
его дополнение, 𝑋 ∖ 𝐹 , является открытым подмножеством 𝑋.

Åñëè 𝑋 è åãî òîïîëîãèÿ ÿñíû èç êîíòåêñòà, òî çàìêíóòûå ïîäìíîæå-
ñòâà 𝑋 ÷àñòî íàçûâàþòñÿ замкнутыми множествами. Ñîâîêóïíîñòü
âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ 𝑋 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C. Ïåðåõîäÿ â
àêñèîìàõ (T1)�(T3) ê äîïîëíåíèÿì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà C:

(C1) 𝑋 è ∅ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè C.

(C2) Åñëè (𝐹𝛼)𝛼∈𝐴 � ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ C, òî åãî ïåðå-
ñå÷åíèå

⋂︀
𝛼∈𝐴 𝐹𝛼 � ýëåìåíò C.

(C3) Åñëè 𝐹1, . . . , 𝐹𝑛 � ýëåìåíòû C, òî èõ îáúåäèíåíèå 𝐹1 ∪ · · · ∪ 𝐹𝑛 �
ýëåìåíò C.

Òîïîëîãèÿ íà 𝑋 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì ñîâîêóïíîñòè
C âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùåé ñâîéñòâàì (C1)�(C3). Îò-
êðûòûå ìíîæåñòâà, â ýòîì ñëó÷àå, � ýòî òå ìíîæåñòâà, äîïîëíåíèÿ êî-
òîðûõ çàìêíóòû.
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Пример 9.5. (Замкнутые подмножества)

(a) Любой замкнутый интервал [𝑎, 𝑏] ⊂ R является замкнутым под-
множеством R, также как полубесконечные интервалы [𝑎, +∞[
и ]−∞, 𝑏].

(b) Любой замкнутый шар в метрическом пространстве является за-
мкнутым множеством.

(c) Любое подмножество дискретного пространства замкнуто.

(d) В трехточечном пространстве {1, 2, 3} с топологией из приме-
ра 9.3 (d) замкнутыми подмножествами являются:

∅, {3}, {2, 3} и {1, 2, 3}.

Замечание 9.1. Отметим, что «замкнутый» не является синони-
мом к «не открытый». Множество может быть открытым и за-
мкнутым, или не открытым и не замкнутым. Например, в любом
топологическом пространстве 𝑋 множества 𝑋 и ∅ являются одно-
временно открытыми и замкнутыми подмножествами 𝑋. С другой
стороны, полуоткрытый интервал [0, 1[ не открыт и не замкнут в R.

1.3. Внутренность, внешность, замыкание и граница

множества

Определение 9.4. Пусть (𝑋, T) — топологическое пространство,
𝐴 ⊂ 𝑋 — некоторое подмножество. Тогда

∙ Замыканием 𝐴 в 𝑋 называется множество

𝐴 :=
⋂︁

{𝐹 ∈ C | 𝐹 ⊃ 𝐴},

то есть, пересечение всех замкнутых подмножеств 𝑋, содержа-
щих 𝐴.

∙ Внутренностью 𝐴 называется множество

Int𝐴 :=
⋃︁

{𝑂 ∈ T |𝑂 ⊂ 𝐴},

то есть, объединение всех открытых подмножеств 𝑋, содержа-
щихся в 𝐴.
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∙ Внешностью 𝐴 называется множество

Ext𝐴 := 𝑋 ∖ 𝐴.

∙ Границей 𝐴 называется множество

𝜕𝐴 := 𝑋 ∖ (Int𝐴 ∪ Ext𝐴).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî 𝐴 çàìêíóòî, à Int𝐴 îòêðûòî.
Òàêèì îáðàçîì, 𝐴 � íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑋, ñîäåðæà-
ùåå 𝐴, à Int𝐴 � íàèáîëüøåå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑋, ñîäåðæàùååñÿ
â 𝐴. Äëÿ ëþáîãî 𝐴 ⊂ 𝑋 èìååì ðàçëîæåíèå

𝑋 = Int𝐴 ∪ Ext𝐴 ∪ 𝜕𝐴.

Çàìûêàíèå, âíóòðåííîñòü, âíåøíîñòü è ãðàíèöà ìîãóò áûòü îõàðàêòåðè-
çîâàíû â òåðìèíàõ îêðåñòíîñòåé. Ýòè è ðÿä äðóãèõ ñâîéñòâ óñòàíàâëè-
âàþòñÿ â ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè.

Предложение 9.3. Пусть 𝑋 — топологическое пространство, а
𝐴 ⊂ 𝑋 — некоторое множество. Тогда

(a) Точка принадлежит Int𝐴 в том и только в том случае, когда она
имеет окрестность, содержащуюся в 𝐴.

(b) Точка принадлежит Ext𝐴 в том и только в том случае, когда она
имеет окрестность, содержащуюся в 𝑋 ∖ 𝐴.

(c) Точка принадлежит 𝜕𝐴 в том и только в том случае, когда любая
ее окрестность содержит как точку из 𝐴, так и точку из 𝑋 ∖𝐴.

(d) Точка принадлежит 𝐴 в том и только в том случае, когда любая
ее окрестность содержит точку из 𝐴.

(e) 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝜕𝐴 = Int𝐴 ∪ 𝜕𝐴.

(f) Int𝐴 и Ext𝐴 открыты в 𝑋, а 𝐴 и 𝜕𝐴 замкнуты в 𝑋/

(g) Следующие утверждения равносильны:

∙ 𝐴 открыто в 𝑋.
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∙ 𝐴 = Int𝐴.

∙ 𝐴 не содержит точек из 𝜕𝐴.

∙ Любая точка 𝐴 имеет окрестность, содержащуюся в 𝐴.

(h) Следующие утверждения равносильны:

∙ 𝐴 замкнуто в 𝑋.

∙ 𝐴 = 𝐴.

∙ 𝐴 содержит 𝜕𝐴.

∙ Любая точка из 𝑋 ∖ 𝐴 имеет окрестность, содержащуюся
в 𝑋 ∖ 𝐴.

Доказательство. (a) (⇒) Ïóñòü 𝑝 ∈ Int𝐴. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
âíóòðåííîñòè, 𝑝 ∈ 𝐶, ãäå 𝐶 ⊂ 𝐴 � íåêîòîðîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
𝑋. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî 𝐶 ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè 𝑝, ñîäåð-
æàùåéñÿ â 𝐴.

(⇐) Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝐴 � îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑋. Òîãäà 𝑈 îòêðûòî,
ïî îïðåäåëåíèþ îêðåñòíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑈 ⊂ Int𝐴. Â ýòîé ñâÿçè,
𝑝 ∈ Int𝐴.

(b) (⇒) Ïóñòü 𝑝 ∈ Ext𝐴, òîãäà 𝑝 /∈ 𝐴. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ìíîæåñòâî 𝐵 ⊂ 𝑋, òàêîå, ÷òî

𝐴 ⊂ 𝐵, 𝐵 � çàìêíóòî, 𝑝 /∈ 𝐵.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑝 ∈ 𝑈 = 𝑋 ∖ 𝐵, ãäå 𝑈 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì,
ñîäåðæàùèìñÿ â 𝑋 ∖𝐴. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝,
ñîäåðæàùóþñÿ â 𝑋 ∖ 𝐴.

(⇐) Ïóñòü 𝑈 � îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑋, ñîäåðæàùàÿñÿ â 𝑋 ∖ 𝐴.
Òîãäà ìíîæåñòâî 𝐵 = 𝑋 ∖ 𝑈 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋,
ñîäåðæàùèì 𝐴. Êðîìå òîãî, 𝑝 /∈ 𝐵. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑝 /∈ 𝐴, è ìû ïðèõîäèì
ê âêëþ÷åíèþ 𝑝 ∈ Ext𝐴.

(c) (⇒) Ïóñòü 𝑝 ∈ 𝜕𝐴. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ 𝜕𝐴, ïðèõîäèì ê ñîîò-
íîøåíèÿì 𝑝 /∈ Int𝐴 è 𝑝 /∈ Ext𝐴.

Ïîñêîëüêó 𝑝 /∈ Int𝐴, òî, â ñèëó (a), ëþáàÿ îêðåñòíîñòü 𝑝 íå ñîäåð-
æèòñÿ â 𝐴, òî åñòü, ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝑋 ∖ 𝐴. Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó
𝑝 /∈ Ext𝐴, òî â ñèëó (b) çàêëþ÷àåì, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü 𝑝 íå ñîäåð-
æèòñÿ â 𝑋 ∖ 𝐴, òî åñòü, ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝐴. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝 ñîäåðæèò êàê òî÷êó èç 𝐴, òàê òî÷êó èç 𝑋 ∖ 𝐴.
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(⇐) Îáðàòíî, ïóñòü ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑋 ñîäåðæèò êàê
òî÷êó èç 𝐴, òàê è òî÷êó èç 𝑋 ∖ 𝐴. Â ñèëó (a), òîãäà 𝑝 /∈ Int𝐴, à â ñèëó
(b), 𝑝 /∈ Ext𝐴. Òàêèì îáðàçîì, 𝑝 /∈ Int𝐴 ∪ Ext𝐴, è ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
𝑝 ∈ 𝜕𝐴.

(d) (⇒) Ïóñòü 𝑝 ∈ 𝐴. Áóäåì ðàññóæäàòü ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 𝑈 òî÷êè 𝑝, íå èìåþùàÿ òî÷åê èç
𝐴. Òîãäà 𝑈 ⊂ 𝑋 ∖ 𝐴, è, ñîãëàñíî (b), 𝑝 ∈ Ext𝐴 = 𝑋 ∖ 𝐴. Íî òîãäà
𝑝 /∈ 𝐴. Ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíûì ïðåäïîëîæåíèåì. Â ýòîé ñâÿçè, ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü 𝑝 èìååò õîòÿ áû îäíó òî÷êó èç 𝐴.

(⇐) Ïóñòü ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑋 ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝐴.
Ðàññóæäàÿ ¾îò ïðîòèâíîãî¿, ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑝 /∈ 𝐴. Â ýòîì ñëó÷àå,
𝑝 ∈ Ext𝐴. Ñîãëàñíî (b), òîãäà òî÷êà 𝑝 èìååò îêðåñòíîñòü 𝑈 , ñîäåðæàùó-
þñÿ â 𝑋 ∖ 𝐴. Òî åñòü, ó òî÷êè 𝑝 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 𝑈 , êîòîðàÿ íå
èìååò òî÷åê èç 𝐴, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå îçíà÷àåò, ÷òî 𝑝 ∈ 𝐴.

(e) Áóäåì èñïîëüçîâàòü òî, ÷òî Int𝐴 ⊂ 𝐴 ⊂ 𝐴.
Ïîêàæåì, ÷òî 𝐴 ⊂ Int𝐴 ∪ 𝜕𝐴. Ïóñòü 𝑝 ∈ 𝐴. Ïîñêîëüêó Int𝐴 ⊂ 𝐴,

òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) 𝑝 ∈ Int𝐴 è 2) 𝑝 /∈ Int𝐴. Â ñëó÷àå 1) ìû
èìååì, ÷òî 𝑝 ∈ Int𝐴∪ 𝜕𝐴. Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé 2). Â ýòîì ñëó÷àå,
ñîãëàñíî (a), ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝 ïåðåñåêàåòñÿ ñ 𝑋 ∖𝐴. Âìåñòå ñ
òåì, ïî óñëîâèþ, 𝑝 ∈ 𝐴, ïîýòîìó òà æå îêðåñòíîñòü ïåðåñåêàåòñÿ è ñ 𝐴.
Â ýòîé ñâÿçè, ñîãëàñíî (c), 𝑝 ∈ 𝜕𝐴. Òîãäà, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå,
𝑝 ∈ Int𝐴∪𝜕𝐴. Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîé ñëó÷àé
ðåàëèçóåòñÿ, 𝑝 ∈ Int𝐴∪𝜕𝐴. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè 𝑝, èìååì òîãäà,
÷òî

𝐴 ⊂ Int𝐴 ∪ 𝜕𝐴.
Ïîñêîëüêó Int𝐴 ⊂ 𝐴, òî Int𝐴∪ 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴∪ 𝜕𝐴, è ìû ïðèõîäèì ê âêëþ÷å-
íèþ

𝐴 ⊂ 𝐴 ∪ 𝜕𝐴.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî 𝐴∪𝜕𝐴 ⊂ 𝐴. Ïóñòü 𝑝 ∈ 𝐴∪𝜕𝐴. Òîãäà èëè 𝑝 ∈ 𝐴,

èëè 𝑝 ∈ 𝜕𝐴. Â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó 𝐴 ⊂ 𝐴, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑝 ∈ 𝐴.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Òàê êàê 𝑝 ∈ 𝜕𝐴, òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
𝑝, â ñèëó (c), ñîäåðæèò òî÷êè êàê èç 𝐴, òàê è èç 𝑋 ∖𝐴. Îòñþäà, è èç (d),
ñëåäóåò, ÷òî 𝑝 ∈ 𝐴. Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò òîãî, êàêîé ñëó÷àé
ðåàëèçóåòñÿ, 𝑝 ∈ 𝐴. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑝, òîãäà

𝐴 ∪ 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴,
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è ìû ïðèõîäèì ê ïåðâîìó æåëàåìîìó ðàâåíñòâó 𝐴 = 𝐴∪ 𝜕𝐴. Ïîñêîëüêó
Int𝐴 ∪ 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴 ∪ 𝜕𝐴, òî

Int𝐴 ∪ 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴,

è ìû ïîëó÷àåì âòîðîå ðàâåíñòâî 𝐴 = Int𝐴 ∪ 𝜕𝐴.
(f) Ïîñêîëüêó Int𝐴 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, òî

îíî ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì𝑋. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî 𝐴 ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ýòî � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑋.
Ïîñêîëüêó Ext𝐴 ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, òî îíî
îòêðûòî â 𝑋. Íàêîíåö, 𝜕𝐴, áóäó÷è äîïîëíåíèåì îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋.

(g) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) 𝐴 îòêðûòî â 𝑋 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐴 = Int𝐴.

(ii) 𝐴 íå ñîäåðæèò òî÷åê èç 𝜕𝐴 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëþáàÿ
òî÷êà 𝐴 èìååò îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþñÿ â 𝐴.

(iii) 𝐴 = Int𝐴 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ëþáàÿ òî÷êà 𝐴 èìååò
îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþñÿ â 𝐴.

Äîêàçàòåëüñòâî:

(i) (⇒) Ïóñòü 𝐴 îòêðûòî. Åñëè 𝑝 ∈ 𝐴, òî, ñîãëàñíî (a), ïîñêîëüêó 𝐴
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ 𝑝, ñîäåðæàùåéñÿ â 𝐴, ïîëó÷àåì âêëþ÷å-
íèå 𝑝 ∈ Int𝐴. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑝, çàêëþ÷àåì îòñþäà, ÷òî
𝐴 ⊂ Int𝐴. Ïîñêîëüêó, ïî îïðåäåëåíèþ âíóòðåííîñòè, Int𝐴 ⊂ 𝐴, òî
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî 𝐴 = Int𝐴.

(⇐) Ïóñòü 𝐴 = Int𝐴. Ñîãëàñíî (f), ìíîæåñòâî Int𝐴 ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòûì. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐴 òàêæå îòêðûòî.

(ii) (⇒) Ïðåäïîëîæèì, ¾îò ïðîòèâíîãî¿, ÷òî 𝑝 ∈ 𝐴 � òî÷êà, òàêàÿ, ÷òî
ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü íå ñîäåðæèòñÿ â 𝐴. Èíûìè ñëîâàìè, ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝 ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝑋 ∖ 𝐴. Ïîñêîëüêó 𝑝 ∈ 𝐴,
òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü 𝑝 ñîäåðæèò êàê òî÷êó èç 𝐴, òàê òî÷êó èç
𝑋 ∖𝐴. Ñîãëàñíî (c), òîãäà 𝑝 ∈ 𝜕𝐴. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò èñõîäíîìó
óñëîâèþ.

(⇐) Ðàññóæäàÿ ¾îò ïðîòèâíîãî¿, ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝐴 ∩ 𝜕𝐴 ̸= ∅.
Òîãäà, ïóñòü 𝑝 ∈ 𝐴 ∩ 𝜕𝐴 � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Ñîãëàñíî (c), ëþáàÿ
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îêðåñòíîñòü 𝑝 ñîäåðæèò êàê òî÷êó èç 𝐴, òàê òî÷êó èç 𝑋 ∖𝐴. Òàêèì
îáðàçîì, ëþáàÿ îêðåñòíîñòü 𝑝 íå ñîäåðæèòñÿ â 𝐴. Íî ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò òîìó, ÷òî òî÷êà 𝑝, ÿâëÿÿñü òî÷êîé 𝐴, èìååò îêðåñòíîñòü,
ñîäåðæàùóþñÿ â 𝐴.

(iii) (⇒) Åñëè𝐴 = Int𝐴, òî, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Int𝐴, ñîãëàñíî (f), îò-
êðûòî, ìíîæåñòâî𝐴 îòêðûòî. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ òî÷êà𝐴 èìååò
îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþñÿ â 𝐴. Òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ñàìî ìíîæåñòâî
𝐴.

(⇐) Ïóñòü 𝑝 ∈ 𝐴. Òîãäà îíà èìååò îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþñÿ â
𝐴. Ñîãëàñíî (a), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑝 ∈ Int𝐴 è ìû ïîëó÷àåì, â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè 𝑝, ÷òî 𝐴 ⊂ Int𝐴. Ïîñêîëüêó îáðàòíîå âêëþ÷åíèå
âåðíî ïî îïðåäåëåíèþ âíóòðåííîñòè, òî ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó
𝐴 = Int𝐴.

Ïóíêò (g) äîêàçàí.
(h) Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) 𝐴 çàìêíóòî â 𝑋 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝐴 = 𝐴.

(ii) 𝐴 çàìêíóòî â 𝑋 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáàÿ òî÷êà èç 𝑋 ∖ 𝐴
èìååò îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþñÿ â 𝑋 ∖ 𝐴.

(iii) 𝐴 = 𝐴 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà 𝐴 ñîäåðæèò 𝜕𝐴.

Äîêàçàòåëüñòâî:

(i) (⇒) Ïóñòü 𝐴 çàìêíóòî. Ïîñêîëüêó 𝐴 ⊂ 𝐴, òî 𝐴 ⊂ 𝐴. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ çàìûêàíèÿ, 𝐴 ⊂ 𝐴. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐴 = 𝐴.

(⇐) Ïóñòü 𝐴 = 𝐴. Ñîãëàñíî (f), ìíîæåñòâî 𝐴 çàìêíóòî. Ñëåäîâà-
òåëüíî, 𝐴 òàêæå çàìêíóòî.

(ii) (⇒) Ïóñòü 𝐴 çàìêíóòî. Òîãäà 𝑋 ∖ 𝐴 îòêðûòî. Ïî äîêàçàííîìó èç
(g), ëþáàÿ òî÷êà 𝑋 ∖𝐴 èìååò îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþñÿ â 𝑋 ∖𝐴.
(⇐) Ñîãëàñíî (g), ìíîæåñòâî 𝑋 ∖ 𝐴 îòêðûòî. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐴
çàìêíóòî.

(iii) (⇒) Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî (e), 𝐴 = 𝐴 ∪ 𝜕𝐴, òî 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴. Íî òîãäà
ðàâåíñòâî 𝐴 = 𝐴 âëå÷åò, ÷òî 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴.
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(⇐) Åñëè 𝜕𝐴 ⊂ 𝐴, òî, ñîãëàñíî (e),

𝐴 = 𝐴 ∪ 𝜕𝐴 = 𝐴.

Ïóíêò (h) äîêàçàí, à âìåñòå ñ íèì çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæå-
íèÿ.

Следствие 9.1. Ext𝐴 = Int (𝑋 ∖ 𝐴).

Доказательство. 𝑝 ∈ Ext𝐴 ⇔ 𝑝 èìååò îêðåñòíîñòü, ñîäåðæàùóþñÿ â
𝑋 ∖ 𝐴 ⇔ 𝑝 ∈ Int (𝑋 ∖ 𝐴).

Определение 9.5. Пусть 𝑋 — топологическое пространство, а
𝐴 ⊂ 𝑋 — некоторое множество. Говорят, что точка 𝑝 ∈ 𝑋 является
предельной точкой 𝐴, если любая окрестность 𝑝 содержит точку
из 𝐴, отличную от 𝑝.

Точка 𝑝 ∈ 𝐴 называется изолированной точкой 𝐴, если суще-
ствует окрестность 𝑈 точки 𝑝 в 𝑋, такая, что 𝑈 ∩ 𝐴 = {𝑝}.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òî÷êà 𝐴 ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðåäåëüíîé òî÷êîé 𝐴,
ëèáî èçîëèðîâàííîé. Íàïðèìåð, åñëè 𝑋 = R è 𝐴 =]0, 1[, òî ëþáàÿ òî÷êà
[0, 1] ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé äëÿ 𝐴. Åñëè ïîëîæèòü 𝐵 = {1/𝑛}∞𝑛=1 ⊂ R,
òî 0 � åäèíñòâåííàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà 𝐵, à êàæäàÿ òî÷êà 𝐵 ÿâëÿåòñÿ
èçîëèðîâàííîé.

Ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïîíÿòèåì ïðåäåëü-
íîé òî÷êè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Предложение 9.4. Пусть 𝑋 — топологическое пространство. Мно-
жество 𝐴 ⊂ 𝑋 замкнуто в том и только в том случае, когда оно
содержит все свои предельные точки.

Доказательство. (⇒) Ïóñòü 𝐴 çàìêíóòî. Ðàññóæäàÿ ¾îò ïðîòèâíîãî¿,
ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑝 ∈ 𝑋 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà 𝐴, íå ñîäåðæàùàÿñÿ â 𝐴.
Ïîñêîëüêó 𝑋 ∖𝐴 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè 𝑝. Çíà÷èò, 𝑋 ∖ 𝐴 äîëæíî ñîäåðæàòü òî÷êó èç 𝐴, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè 𝑝 ∈ 𝑋 � ïðåäåëüíàÿ òî÷êà 𝐴, òî îíà ñîäåðæèòñÿ â
𝐴.

(⇐) Ïóñòü 𝐴 ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Äîïóñòèì, ¾îò
ïðîòèâíîãî¿, ÷òî 𝐴 íå çàìêíóòî. Òîãäà, â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 9.3 (h),
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𝐴 ̸⊂ 𝐴, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑝 ∈ 𝐴, òàêàÿ, ÷òî 𝑝 /∈ 𝐴.
Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.3 (d), ëþáàÿ îêðåñòíîñòü 𝑝 ñîäåðæèò òî÷êó èç
𝐴. Ýòà òî÷êà íå ñîâïàäàåò ñ 𝑝 /∈ 𝐴. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑝 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé
òî÷êîé 𝐴. Ìû âñòóïèëè â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî 𝐴 ñîäåðæèò âñå ñâîè
ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐴 ⊂ 𝐴 è 𝐴 çàìêíóòî.

Определение 9.6. Пусть 𝑋 — топологическое пространство. Мно-
жество 𝐴 ⊂ 𝑋 называется плотным в 𝑋, если 𝐴 = 𝑋.

Предложение 9.5. Множество 𝐴 ⊂ 𝑋 плотно в 𝑋 в том и только в
том случае, когда любое непустое открытое подмножество 𝑋 содер-
жит точку из 𝐴.

Доказательство. (⇒) Ïóñòü 𝐴 = 𝑋, à 𝑂 ⊂ 𝑋 � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑋. Ïîñêîëüêó 𝑂 íåïóñòî, òî â íåì åñòü õîòÿ áû
îäíà òî÷êà 𝑝. Îíà ïðèíàäëåæèò 𝐴, ïîñêîëüêó 𝑂 ⊂ 𝑋 = 𝐴. Íî òîãäà
ëþáàÿ îêðåñòíîñòü 𝑝 ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝐴. Â ÷àñòíîñòè, 𝑂 ñîäåðæèò
òî÷êó èç 𝐴.

(⇐) ¾Îò ïðîòèâíîãî¿, ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑋 ̸= 𝐴. Òîãäà 𝑂 = 𝑋 ∖ 𝐴
ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó
𝐴 ⊂ 𝐴, òî 𝑂 ⊂ 𝑋 ∖ 𝐴. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑂 íå ñîäåðæèò íè îäíîé òî÷êè
èç 𝐴. Ìû âñòóïàåì â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ëþáîå íåïóñòîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝐴. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑋 = 𝐴.

2. Сходимость и непрерывность

2.1. Сходимость последовательности

Â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ áëèçîñòè
èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ. Â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ
ôîðìàëèçàöèè áëèçîñòè èñïîëüçóþòñÿ îêðåñòíîñòè.

Определение 9.7. Пусть 𝑋 — топологическое пространство. После-
довательность (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 точек 𝑋 сходится к точке 𝑥 ∈ 𝑋, если для

любой окрестности 𝑈 точки 𝑥 существует номер 𝑁 ∈ N, такой, что
для всех 𝑛 ⩾ 𝑁 имеем 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 . Символически это обозначается либо
как 𝑥𝑛 → 𝑥, либо как lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑥. В этом случае говорят, что 𝑥 —
предел последовательности (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1. Таким образом,(︁

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥
)︁
:= ∀𝑈 ∈ N𝑥 ∃𝑁 ∈ N∀𝑛 ∈ N : 𝑛 ⩾ 𝑁 ⇒ 𝑥𝑛 ∈ 𝑈.
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Áóäåì íàçûâàòü îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 3.3, èñ-
ïîëüçóþùåå ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ, метрическим определением пре-
дела последовательности, à îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè 9.7, èñïîëüçóþùåå îêðåñòíîñòè, � топологическим. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå.

Предложение 9.6. Пусть (𝑋, 𝑑) — метрическое пространство. Тогда
топологическое определение предела последовательности равносильно
метрическому.

Доказательство. Ïóñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 𝑋, à

𝑥 ∈ 𝑋.
(⇒) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑥𝑛 → 𝑥 â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå. Ïóñòü

𝜀 > 0. Ìíîæåñòâî 𝐵𝜀(𝑥) � îòêðûòûé øàð � ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîä-
ìíîæåñòâîì 𝑋, ñîäåðæàùèì 𝑥, òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè 𝑥.
Â ýòîé ñâÿçè, ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝜀(𝑥) äëÿ ëþ-
áîãî 𝑛 ⩾ 𝑁 . Íî âêëþ÷åíèå 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝜀(𝑥) âëå÷åò íåðàâåíñòâî 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀,
÷òî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝜀, îçíà÷àåò ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 ê 𝑥 â ìåòðè÷åñêîì ñìûñëå.
(⇐) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî 𝑥𝑛 → 𝑥 â ìåòðè÷åñêîì ñìûñëå. Ïóñòü

𝑈 � îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑥. Òîãäà 𝑈 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, è,
â ýòîé ñâÿçè, ñóùåñòâóåò 𝜀 > 0, òàêîå, ÷òî 𝐵𝜀(𝑥) ⊂ 𝑈 . Äëÿ 𝜀 íàéäåòñÿ
𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀, äëÿ 𝑛 ⩾ 𝑁 . Íî íåðàâåíñòâî 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀
âëå÷åò âêëþ÷åíèå 𝑥𝑛 ∈ 𝐵𝜀(𝑥) ⊂ 𝑈 . Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 äëÿ âñåõ
𝑛 ⩾ 𝑁 . Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî 𝑥𝑛 → 𝑥 â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå.

Ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ïðîñòåéøåãî âèäà.

Определение 9.8. Пусть 𝑋 — множество. Последовательность
(𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 точек 𝑋 финально постоянна, если существуют точка

𝑥 ∈ 𝑋 и номер 𝑁 , такие, что

∀𝑛 ∈ N : 𝑛 ⩾ 𝑁 ⇒ 𝑥𝑛 = 𝑥.

В частном случае, когда 𝑁 = 1, последовательность называется по-
стоянной.

Ìû ìîæåì ðàñøèðèòü ïóíêò (a) Ïðåäëîæåíèÿ 3.2 ñëåäóþùèì îáðà-
çîì.
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Предложение 9.7. Пусть 𝑋 — топологическое пространство. Тогда

(a) Финально постоянная последовательность сходится.

(b) Если 𝑋 — дискретное пространство, то любая сходящаяся после-
довательность финально постоянна.

Доказательство. (a) Ïóñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 � ôèíàëüíî ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òî÷åê 𝑋. Òîãäà ñóùåñòâóþò 𝑥 ∈ 𝑋 è 𝑁 ∈ N, òàêèå, ÷òî 𝑥𝑛 = 𝑥
äëÿ âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 . Ïóñòü 𝑈 � îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑥. Òîãäà 𝑥𝑛 = 𝑥 ∈ 𝑈 äëÿ
âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑥𝑛 → 𝑥.

(b) Ïóñòü 𝑋 � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, à (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü òî÷åê 𝑋, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑋. Ïîñêîëüêó ñèíãëåòîí {𝑥}
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè 𝑥, òî äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑁 ∈ N,
òàêîé, ÷òî 𝑥𝑛 ∈ {𝑥} äëÿ âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 . Íî 𝑦 ∈ {𝑥} âëå÷åò 𝑦 = 𝑥. Ñëåäîâà-
òåëüíî, 𝑥𝑛 = 𝑥 äëÿ âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 è ìû ïîêàçàëè, ÷òî (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 � ôèíàëüíî

ïîñòîÿííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Òàêæå ñïðàâåäëèâ ïóíêò (c) Ïðåäëîæåíèÿ 3.2. Âìåñòå ñ òåì, ïóíêòû
(b) è (d), â îáùåì ñëó÷àå, íåâåðíû. Â ñëó÷àå ïóíêòà (b), â ïðîèçâîëüíîì
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íå îïðåäåëåíî ïîíÿòèå îãðàíè÷åííîñòè. Â
ñëó÷àå ïóíêòà (d), èìåþòñÿ ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â êî-
òîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

Пример 9.6. Рассмотрим множество {1, 2, 3} с топологией из При-
мера 9.3 (d). В этом пространстве точки 1 и 2 не имеют непересека-
ющихся окрестностей, поскольку любое открытое множество, содер-
жащее 2, также содержит и 1. В этой связи, постоянная последова-
тельность (2, 2, 2, . . .) сходится к 2 и 3.

Ðàññìîòðèì óòâåðæäåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
è òî÷êè çàìûêàíèÿ

Предложение 9.8. Пусть 𝑋 — топологическое пространство, 𝐴 ⊂ 𝑋,
а (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 — последовательность точек 𝐴, сходящаяся к 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда

𝑥 ∈ 𝐴.

Доказательство. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü âêëþ÷åíèå 𝑥 ∈ 𝐴 íàì, â
ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 9.3 (d), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü 𝑥
ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝐴. Ïóñòü 𝑈 � îêðåñòíîñòü 𝑥. Ïî îïðåäåëåíèþ ïðåäåëà
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íàéäåòñÿ íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 äëÿ
âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 . Òî åñòü, 𝑈 ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó èç 𝐴. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè 𝑈 , ïðèõîäèì ê âêëþ÷åíèþ 𝑥 ∈ 𝐴.

2.2. Непрерывные отображения и гомеоморфизмы

Òåîðåìà 3.2 ñëóæèò îòïðàâíîé òî÷êîé äëÿ ïåðåíîñà ïîíÿòèÿ íåïðå-
ðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íà òîïîëîãè÷åñêèå.

Определение 9.9. Пусть 𝑋 и 𝑌 — топологические пространства.
Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 называется непрерывным, если для любого
открытого множества 𝑈 ⊂ 𝑌 , его прообраз 𝑓−1(𝑈) является откры-
тым подмножеством 𝑋.

Замечание 9.2. Критерий непрерывности в терминах открытых под-
множеств метрического пространства (см. Теорему 3.2) утвержда-
ет, что отображение между метрическими пространствами непре-
рывно в смысле Определения 9.9 тогда и только тогда, когда оно непре-
рывно в смысле 𝜀–𝛿 определения. В этой связи, все отображения, про
которые из курса анализа известно, что они непрерывны, являются
непрерывными как отображения топологических пространств. Среди
них — полиномиальные функции из R в R, линейные отображения из
R𝑛 в R𝑘, и, более общо, любое отображение подмножества R𝑛 в R𝑘,
компоненты которого непрерывны в обычном смысле, будь то полино-
мы, экспоненциальные, рациональные, логарифмические функции, мо-
дуль и тригонометрические функции (там, где определены), и функ-
ции, построенные из перечисленных с помощью операции композиции.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîñòè òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü çàìêíó-
òûå ìíîæåñòâà.

Предложение 9.9. Пусть 𝑋, 𝑌 — топологические пространства.
Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывно тогда и только тогда, когда
прообраз любого замкнутого множества является замкнутым мно-
жеством.

Доказательство. (⇒) Ïóñòü 𝑓 íåïðåðûâíî, à 𝐹 ⊂ 𝑌 � çàìêíóòîå ìíî-
æåñòâî. Ïîñêîëüêó 𝑈 = 𝑌 ∖ 𝐹 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, òî,
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ïî îïðåäåëåíèþ íåïðåðûâíîñòè, 𝑓−1(𝑈) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæå-
ñòâîì 𝑋. Ïîñêîëüêó

𝑓−1(𝑈) = 𝑋 ∖ 𝑓−1(𝐹 ),

òî 𝑓−1(𝐹 ) çàìêíóòî.
(⇐) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓 òàêîâî, ÷òî ïðîîáðàç êàæäîãî çàìêíóòîãî

ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝑌 ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, òîãäà 𝑌 ∖ 𝑈 � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑌 . Â
ýòîé ñâÿçè, 𝑓−1(𝑌 ∖ 𝑈) çàìêíóòî â 𝑋. Â ñèëó ðàâåíñòâà

𝑓−1(𝑌 ∖ 𝑈) = 𝑋 ∖ 𝑓−1(𝑈),

ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑓−1(𝑈) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Â ñèëó ïðî-
èçâîëüíîñòè 𝑈 , ìû èìååì îòñþäà òîãäà, ÷òî 𝑓 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå.

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå ñîäåðæèò ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà íåïðå-
ðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

Предложение 9.10. Пусть 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — топологические пространства.
Тогда

(a) Любое постоянное отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывно.

(b) Тождественное отображение Id𝑋 : 𝑋 → 𝑋 непрерывно.

(c) Если отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывно, то ограничение 𝑓 на
открытое подмножество 𝑋 также непрерывно.

(d) Если отображения 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 и 𝑔 : 𝑌 → 𝑍 непрерывны, то их
композиция 𝑔 ∘ 𝑓 : 𝑋 → 𝑍 также непрерывна.

Доказательство. (a) Ïîñêîëüêó 𝑓 ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, òî ñóùåñòâóåò
òî÷êà 𝑐 ∈ 𝑌 , òàêàÿ, ÷òî 𝑓(𝑥) = 𝑐 äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ 𝑋. Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝑌 �
îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïóñòü òî÷êà 𝑐 íå ïðèíàäëåæèò 𝑈 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ýòîì,
ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝑈) íåïóñòî. Â ýòîì ñëó÷àå, íàéäåòñÿ 𝑥 ∈ 𝑋, òàêîé, ÷òî
𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑈). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑐 = 𝑓(𝑥) ∈ 𝑈 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò 𝑐 /∈ 𝑈 . Â
ýòîé ñâÿçè, 𝑓−1(𝑈) = ∅.

2. Ïóñòü òî÷êà 𝑐 ïðèíàäëåæèò 𝑈 . Â ýòîì ñëó÷àå {𝑐} ⊂ 𝑈 è ìû èìååì

𝑋 = 𝑓−1({𝑐}) ⊂ 𝑓−1(𝑈) ⊂ 𝑋,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑓−1(𝑈) = 𝑋.
Òàêèì îáðàçîì, 𝑓−1(𝑈) åñòü ëèáî ïóñòîå ìíîæåñòâî, ëèáî 𝑋. Â ýòîé

ñâÿçè, 𝑓−1(𝑈) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑈 îòñþäà
ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü 𝑓 .

(b) Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝑋 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà Id−1
𝑋 (𝑈) = 𝑈 �

îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, Id𝑋 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîá-
ðàæåíèåì.

(c) Ïóñòü 𝑂 ⊂ 𝑋 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå
𝑓 |𝑂 : 𝑂 → 𝑌 íåïðåðûâíî. Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝑌 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òîãäà

(𝑓 |𝑂)−1(𝑈) = 𝑂 ∩ 𝑓−1(𝑈).

Ïîñêîëüêó 𝑓 íåïðåðûâíî, òî ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝑈) îòêðûòî â 𝑋. Â ýòîé ñâÿ-
çè, ïðîîáðàç (𝑓 |𝑂)−1(𝑈) îòêðûò â 𝑋. Ïîýòîìó, áóäó÷è ïîäìíîæåñòâîì 𝑂,
ìíîæåñòâî (𝑓 |𝑂)−1(𝑈), â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè íà 𝑂 (Ïðåäëîæå-
íèå 9.2), ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑂. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
𝑈 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓 |𝑂 íåïðåðûâíî.

(d) Ïóñòü 𝑈 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑍. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî
(𝑔 ∘𝑓)−1(𝑈) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋. Èç òåîðèè ìíîæåñòâ
èçâåñòíà ôîðìóëà

(𝑔 ∘ 𝑓)−1(𝑈) = 𝑓−1(𝑔−1(𝑈)).

Ïîñêîëüêó 𝑔 íåïðåðûâíî, òî ìíîæåñòâî 𝑔−1(𝑈) îòêðûòî â 𝑌 . Àíàëîãè÷-
íî, ïîñêîëüêó 𝑓 íåïðåðûâíî, òî ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝑔−1(𝑈)) îòêðûòî â 𝑋. Â
ýòîé ñâÿçè, ìíîæåñòâî (𝑔 ∘𝑓)−1(𝑈) îòêðûòî â 𝑋. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
𝑈 , îòîáðàæåíèå 𝑔 ∘ 𝑓 íåïðåðûâíî.

Â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, êàê ïðàâèëî, ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ
непрерывность отображения в точке (ñì. Îïðåäåëåíèå 3.5). Çàòåì,
непрерывное отображение îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòîáðàæåíèå, íåïðåðûâ-
íîå â êàæäîé òî÷êå. Â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîíÿòèå íåïðåðûâ-
íîñòè â òî÷êå èñïîëüçóåòñÿ íå÷àñòî. Âìåñòå ñ òåì, íåïðåðûâíîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíûì ñâîéñòâîì â òîì ñìûñëå, ÷òî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè.
Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà äàíà â ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè.

Предложение 9.11. (Критерий локальной непрерывности)
Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 топологических пространств непрерывно
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в том и только в том случае, когда любая точка 𝑋 имеет окрест-
ность, такую, что ограничение 𝑓 на эту окрестность непрерывно1.

Доказательство. (⇒) Åñëè 𝑓 íåïðåðûâíî, òî â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè
ìîæíî âçÿòü 𝑋.

(⇐) Ïóñòü 𝑓 íåïðåðûâíî â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè 𝑋, à 𝑈 ⊂ 𝑌
� îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî 𝑓−1(𝑈) ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋. Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑈). Äëÿ òî÷êè 𝑥 íàéäåòñÿ
îêðåñòíîñòü 𝑉𝑥, òàêàÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓 |𝑉𝑥 : 𝑉𝑥 → 𝑌 íåïðåðûâíî.
Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 𝑓 |𝑉𝑥 îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî (𝑓 |𝑉𝑥)−1(𝑈)
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑉𝑥, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì
ïîäìíîæåñòâîì 𝑋. Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëåíèÿ, ìû âèäèì, ÷òî

(𝑓 |𝑉𝑥)−1(𝑈) = {𝑦 ∈ 𝑉𝑥 | 𝑓(𝑦) ∈ 𝑈} = 𝑉𝑥 ∩ 𝑓−1(𝑈),

ïîýòîìó (𝑓 |𝑉𝑥)−1(𝑈) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè 𝑥, ñîäåðæàùåéñÿ â
𝑓−1(𝑈). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑥, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.3 (g), ìíî-
æåñòâî 𝑓−1(𝑈) îòêðûòî â 𝑋. Íàêîíåö, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑈 , îòîá-
ðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî.

Определение 9.10. Пусть 𝑋 и 𝑌 — топологические пространства.
Гомеоморфизм из 𝑋 в 𝑌 — это биективное отображение 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 ,
такое, что как 𝜙, так и 𝜙−1 являются непрерывными отображениями.

Если существует гомеоморфизм из 𝑋 в 𝑌 , то говорят, что 𝑋 и 𝑌
гомеоморфны, или топологически эквивалентны. При этом ис-
пользуется обозначение 𝑋 ≈ 𝑌 .

Предложение 9.12. Отношение гомеоморфности является отноше-
нием эквивалентности на классе всех топологических пространств.

Доказательство. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè 𝑋, 𝑌 , 𝑍 � òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà, òî:

(i) 𝑋 ≈ 𝑋,

(ii) åñëè 𝑋 ≈ 𝑌 , òî 𝑌 ≈ 𝑋,

(iii) åñëè 𝑋 ≈ 𝑌 è 𝑌 ≈ 𝑍, òî 𝑋 ≈ 𝑍.

1При этом окрестность рассматривается в топологии, построенной в Предложе-
нии 9.2.
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Ïóñòü 𝑋 � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îòîáðàæåíèå

Id𝑋 : 𝑋 → 𝑋, 𝑥 ↦→ 𝑥,

ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé, îáðàòíàÿ áèåêöèÿ ê êîòîðîé ðàâíà Id−1
𝑋 = Id𝑋 . Ñî-

ãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.10 (b), êàê Id𝑋 , òàê è Id−1
𝑋 íåïðåðûâíû. Â ýòîé

ñâÿçè, Id𝑋 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Çíà÷èò, 𝑋 ≈ 𝑋 è (i) äîêàçàíî.
Ïóñòü 𝑋 ≈ 𝑌 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì 𝜙 : 𝑋 → 𝑌 . Îòîá-

ðàæåíèå 𝜓 = 𝜙−1 : 𝑌 → 𝑋 áèåêòèâíî è íåïðåðûâíî âìåñòå ñî ñâîåé
îáðàòíîé áèåêöèåé. Â ýòîé ñâÿçè, 𝜓 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è 𝑌 ≈ 𝑋.
Ïóíêò (ii) äîêàçàí.

Ïóñòü 𝑋 ≈ 𝑌 è 𝑌 ≈ 𝑍. Òîãäà ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû
𝜙1 : 𝑋 → 𝑌 è 𝜙2 : 𝑌 → 𝑍. Êîìïîçèöèÿ 𝜙 = 𝜙2 ∘𝜙1 : 𝑋 → 𝑍 áèåêòèâíà,
îáðàòíîé áèåêöèåé ê íåé ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèÿ 𝜙−1 = 𝜙−1

1 ∘𝜙−1
2 : 𝑍 → 𝑋.

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ 𝜙𝑖, 𝜙
−1
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, íåïðåðûâíû, òî â ñèëó Ïðåä-

ëîæåíèÿ 9.10 (d), êàê 𝜙, òàê è 𝜙−1 íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜙 �
ãîìåîìîðôèçì è 𝑋 ≈ 𝑍.

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé (i)�(iii).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ≈ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îòíîøåíèå ãîìåîìîðôíîñòè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì â òîïîëî-
ãèè. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ òåðìèíîëîãèþ. Топологическим
свойством íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî ïðîñòðàíñòâà, ñîõðàíÿþùååñÿ ïðè ãî-
ìåîìîðôèçìàõ.

Ãîìåîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî ýêâèâàëåíòíî
îïðåäåëèòü êàê áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå òîïîëîãè÷åñêóþ
ñòðóêòóðó. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî òàêîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå, âìåñòå ñ
îáðàòíîé áèåêöèåé, ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæåñòâà â îòêðûòûå ìíîæå-
ñòâà. Áîëåå òî÷íî ýòî ôîðìóëèðóåòñÿ â ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè.

Предложение 9.13. Пусть (𝑋1, T1) и (𝑋2, T2) — топологические про-
странства, а 𝑓 : 𝑋1 → 𝑋2 — биективное отображение. Отображе-
ние 𝑓 является гомеоморфизмом в том и только в том случае, когда
𝑓(T1) = T2, то есть, когда

∀𝑈 ∈ P(𝑋1) : 𝑈 ∈ T1 ⇔ 𝑓(𝑈) ∈ T2.

Доказательство. (⇒) Ïóñòü 𝑓 � ãîìåîìîðôèçì, 𝑈 ∈ T1. Òîãäà
𝑓(𝑈) = (𝑓−1)−1(𝑈) ∈ T2, èáî 𝑓

−1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.
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Îáðàòíî, ïóñòü 𝑓(𝑈) ∈ T2. Òîãäà 𝑈 = 𝑓−1(𝑓(𝑈)) ∈ T1, ïîñêîëüêó 𝑓
íåïðåðûâíî.

(⇐) Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî 𝑈 ∈ T1 ⇔ 𝑓(𝑈) ∈ T2. Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîì
ñëó÷àå îòîáðàæåíèå 𝑓 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïóñòü 𝑂 ∈ T2. Îáîçíà÷èì
𝑈 = 𝑓−1(𝑂). Òîãäà 𝑓(𝑈) = 𝑂 è, â ýòîé ñâÿçè, 𝑓(𝑈) ∈ T2. Íî òîãäà 𝑈 ∈
T1. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑓

−1(𝑂) ∈ T1. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑂, ïîëó÷àåì
îòñþäà, ÷òî 𝑓 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓−1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Ïóñòü
𝑂 ∈ T1, òîãäà (𝑓−1)−1(𝑂) = 𝑓(𝑂) ∈ T2. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑂 ýòî
îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü 𝑓−1. Ïîñêîëüêó 𝑓 è 𝑓−1 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíû-
ìè îòîáðàæåíèÿìè, òî ìû ïîêàçàëè, ÷òî 𝑓 � ãîìåîìîðôèçì.

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî ñóæåíèå ãîìåîìîðôèçìà
íà îòêðûòîå ìíîæåñòâî åñòü ãîìåîìîðôèçì.

Предложение 9.14. Пусть 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 — гомеоморфизм, а 𝑈 ⊂ 𝑋
— открытое множество. Тогда 𝑓(𝑈) открыто в 𝑌 и ограничение 𝑓 |𝑈
есть гомеоморфизм из 𝑈 в 𝑓(𝑈).

Доказательство. Ïîñêîëüêó 𝑓 � ãîìåîìîðôèçì, à 𝑈 ⊂ 𝑋 îòêðûòî, òî,
ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.13, 𝑓(𝑈) òàêæå îòêðûòî. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,
÷òî îòîáðàæåíèå

𝑓 |𝑈 : 𝑈 → 𝑓(𝑈), 𝑓 |𝑈(𝑥) = 𝑓(𝑥),

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ 𝑈 è 𝑓(𝑈).
Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî 𝑓 |𝑈 áèåêòèâíî. Äîñòàòî÷íî â ÿâíîì âèäå

ïðåäúÿâèòü îáðàòíóþ áèåêöèþ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝑓−1|𝑓(𝑈) : 𝑓(𝑈) → 𝑈, 𝑓−1|𝑓(𝑈)(𝑦) = 𝑓−1(𝑦).

Òîãäà, åñëè 𝑥 ∈ 𝑈 , òî

𝑓−1|𝑓(𝑈) ∘ 𝑓 |𝑈(𝑥) = 𝑓−1|𝑓(𝑈)(𝑓(𝑥)) = 𝑓−1(𝑓(𝑥)) = 𝑥,

îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî 𝑓−1|𝑓(𝑈) ∘ 𝑓 |𝑈 = Id𝑈 . Àíàëîãè÷íî, äëÿ
𝑦 ∈ 𝑓(𝑈) èìååì

𝑓 |𝑈 ∘ 𝑓−1|𝑓(𝑈)(𝑦) = 𝑓 |𝑈(𝑓−1(𝑦)) = 𝑓(𝑓−1(𝑦)) = 𝑦,
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÷òî âëå÷åò 𝑓 |𝑈 ∘ 𝑓−1|𝑓(𝑈) = Id𝑓(𝑈). Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî 𝑓 |𝑈
áèåêòèâíî, è ÷òî

(𝑓 |𝑈)−1 = 𝑓−1|𝑓(𝑈).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî 𝑓 |𝑈 íåïðåðûâíî. Ïóñòü 𝑉 � îòêðûòîå ïîäìíî-
æåñòâî 𝑓(𝑈). Òîãäà 𝑉 îòêðûòî â 𝑌 . Ïîñêîëüêó

(𝑓 |𝑈)−1(𝑉 ) = 𝑈 ∩ 𝑓−1(𝑉 ),

ãäå 𝑈 è 𝑓−1(𝑉 ) îòêðûòû â 𝑋, òî ìíîæåñòâî (𝑓 |𝑈)−1(𝑉 ) îòêðûòî â 𝑋,
à, çíà÷èò, è â 𝑈 . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑉 , ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî 𝑓 |𝑈
íåïðåðûâíî.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî (𝑓 |𝑈)−1 íåïðåðûâíî. Ïóñòü 𝑉 � îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî 𝑈 . Òîãäà 𝑉 îòêðûòî â 𝑋. Ïîñêîëüêó

[(𝑓 |𝑈)−1]−1(𝑉 ) = 𝑓(𝑈) ∩ 𝑓(𝑉 ),

ãäå 𝑓(𝑈) è 𝑓(𝑉 ) îòêðûòû â 𝑌 , òî ìíîæåñòâî [(𝑓 |𝑈)−1]−1(𝑉 ) îòêðûòî â
𝑓(𝑈). Ñëåäîâàòåëüíî, (𝑓 |𝑈)−1 íåïðåðûâíî, è ìû ïîêàçàëè, ÷òî îòîáðà-
æåíèå 𝑓 |𝑈 : 𝑈 → 𝑓(𝑈) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Èíîãäà áûâàåò ïîëåçíî ñðàâíèòü ðàçëè÷íûå òîïîëîãèè íà îäíîì è
òîì æå ìíîæåñòâå.

Определение 9.11. Пусть T1, T2 — топологии на 𝑋. Говорят, что
T1 тоньше, чем T2, если T1 ⊃ T2, и грубее, чем T2, если T1 ⊂ T2.

Òîïîëîãèè, çàäàííûå íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå, ìîæíî ñðàâíèòü,
èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå èíäèêàòîðà òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå îäíîãî òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â äðóãîå. Åñëè òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
íåïðåðûâíî, òî òîïîëîãèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ òîíüøå òîïîëîãèè îáëà-
ñòè ïðèáûòèÿ. Åñëè æå òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîì, òî òîïîëîãèè ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþ-
ùåå Ïðåäëîæåíèå.

Предложение 9.15. Пусть T1, T2 — топологии на 𝑋. Тогда

(a) Тождественное отображение Id𝑋 : 𝑋 → 𝑋 непрерывно как отоб-
ражение из (𝑋, T1) в (𝑋, T2) в том и только в том случае, когда
T1 тоньше, чем T2.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß328 Ãë. 9. Ýëåìåíòû îáùåé òîïîëîãèè

(b) Тождественное отображение Id𝑋 : 𝑋 → 𝑋 является гомеомор-
физмом из (𝑋,T1) в (𝑋,T2) тогда и только тогда, когда T1 = T2.

Доказательство. (a) (⇒) Ïóñòü Id𝑋 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè
𝑂 ∈ T2, òî Id−1

𝑋 (𝑂) ∈ T1. Âìåñòå ñ òåì, Id
−1
𝑋 (𝑂) = 𝑂, ïîýòîìó 𝑂 ∈ T1.

Ñëåäîâàòåëüíî, T2 ⊂ T1.
(⇐) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T2 ⊂ T1. Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî Id𝑋 ÿâ-

ëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, òî åñòü, ÷òî ïðîîáðàç êàæäîãî ýëå-
ìåíòà T2 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì T1. Ïóñòü 𝑂 ∈ T2. Òîãäà Id−1

𝑋 (𝑂) = 𝑂 ∈
T2 ⊂ T1. Òî åñòü, Id

−1
𝑋 (𝑂) ∈ T1. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑂, ýòî îçíà÷àåò

íåïðåðûâíîñòü Id𝑋 .
(b) (⇒) Ïóñòü Id𝑋 � ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà Id𝑋 è Id−1

𝑋 = Id𝑋 ÿâëÿ-
þòñÿ íåïðåðûâíûìè êàê îòîáðàæåíèÿ èç (𝑋,T1) â (𝑋,T2) è èç (𝑋,T2) â
(𝑋, T1) ñîîòâåòñòâåííî. Ñîãëàñíî (a), â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû âêëþ-
÷åíèÿ T2 ⊂ T1 è T1 ⊂ T2, ÷òî âëå÷åò T1 = T2.

(⇐) Åñëè T1 = T2, òî T2 ⊂ T1 è T1 ⊂ T2. Ñîãëàñíî (a), ýòî îçíà÷àåò,
÷òî Id𝑋 è Id−1

𝑋 íåïðåðûâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, Id𝑋 � ãîìåîìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ãîìåîìîðôèçìîâ.

Пример 9.7. Любой открытый шар в R𝑛 гомеоморфен любому друго-
му открытому шару; гомеоморфизм представлен композицией транс-
ляций 𝑥 ↦→ 𝑥 + 𝑥0 и гомотетий 𝑥 ↦→ 𝑐 𝑥. Аналогично, все сферы в R𝑛

гомеоморфны между собой. Пример иллюстрирует, что «размер» — не
топологическое свойство.

Пример 9.8. Пусть B𝑛 ⊂ R𝑛 — единичный шар. Определим отобра-
жение 𝐹 : B𝑛 → R𝑛 равенством

𝐹 (𝑥) =
𝑥

1− ‖𝑥‖
.

Прямым вычислением можно показать, что отображение 𝐺 : R𝑛 →
B𝑛, определенное равенством

𝐺(𝑦) =
𝑦

1 + ‖𝑦‖
,

является обратным к 𝐹 . Тогда 𝐹 биективно, и, поскольку 𝐹 и 𝐹−1 = 𝐺
непрерывны, 𝐹 является гомеоморфизмом. Следовательно, R𝑛 гомео-
морфно B𝑛 и «ограниченность» не является топологическим свой-
ством.
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Пример 9.9. Пусть S2 — сфера в R3, а

𝐶 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R3 | max{|𝑥|, |𝑦|, |𝑧|} = 1}

является поверхностью куба со стороной 2 и центром в 0. Пусть
𝜙 : 𝐶 → S2 — отображение, которое проектирует каждую точку 𝐶
на сферу S2 вдоль радиуса. Более точно, если 𝑝 ∈ 𝐶, то 𝜙(𝑝) — единич-
ный вектор в направлении 𝑝. Таким образом,

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(𝑥, 𝑦, 𝑧)√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

,

𝜙−1(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(𝑥, 𝑦, 𝑧)

max{|𝑥|, |𝑦|, |𝑧|}
.

Отображение 𝜙 непрерывно на 𝐶, а 𝜙−1 непрерывно на S2. Следова-
тельно, 𝜙 — гомеоморфизм. Этот пример демонстрирует, что нали-
чие «углов» — не топологическое свойство.

Âåðíåìñÿ ê îïðåäåëåíèþ 9.10 ãîìåîìîðôèçìà 𝜙. Áèåêòèâíîñòü 𝜙 ãà-
ðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝜙−1. Âìåñòå ñ òåì,
íåïðåðûâíîñòü 𝜙−1 íå ïîëó÷àåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè, ÷òî èëëþñòðèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Пример 9.10. Пусть 𝑋 = [0, 1[⊂ R, а S1 — единичная окружность
(оба множества рассматриваются в евклидовой топологии). Отобра-
жение 𝑎 : 𝑋 → S1, действующее по правилу

𝑎(𝑠) = 𝑒2𝜋 𝑖 𝑠 = cos 2𝜋𝑠+ 𝑖 sin 2𝜋𝑠,

является непрерывным и биективным. Вместе с тем, 𝑎−1 не является
непрерывным. В этой связи, 𝑎 — не гомеоморфизм.

Åñëè îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî, òî ïðîîáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâ-
ëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Âìåñòå ñ òåì, îáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
íå îáÿçàòåëüíî áóäåò îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Âûäåëèì êëàññ îòîáðàæå-
íèé, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäíåå ñïðàâåäëèâî.

Определение 9.12. Пусть 𝑋 и 𝑌 — топологические пространства.
Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 (непрерывное, или нет) называется от-
крытым отображением, если для любого открытого множества
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𝑈 ⊂ 𝑋 его образ 𝑓(𝑈) открыт в 𝑌 . Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 на-
зывается замкнутым отображением, если для любого замкнутого
множества 𝑈 ⊂ 𝑋 его образ 𝑓(𝑈) замкнут в 𝑌 .

Ñâÿçü îòêðûòûõ îòîáðàæåíèé è ãîìåîìîðôèçìîâ óñòàíàâëèâàåòñÿ â
ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè.

Предложение 9.16. Пусть 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 — биективное непрерывное
отображение. Следующие утверждения эквивалентны:

(a) 𝑓 — гомеоморфизм.

(b) 𝑓 открыто.

(c) 𝑓 замкнуто.

Доказательство. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

(i) (a)⇔(b),

(ii) (a)⇔(c).

(i) (⇒) Ïóñòü 𝑓 � ãîìåîìîðôèçì. Åñëè 𝑈 ⊂ 𝑋 � îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî, òî, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.13, 𝑓(𝑈) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæå-
ñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑓 � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå.

(⇐) Ïóñòü 𝑓 � îòêðûòîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà, åñëè 𝑈 ⊂ 𝑋 îòêðûòî,
òî (𝑓−1)−1(𝑈) = 𝑓(𝑈) îòêðûòî. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑈 , îòîáðàæåíèå
𝑓−1 íåïðåðûâíî. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑓 � ãîìåîìîðôèçì.

(ii) (⇒) Ïóñòü 𝑓 � ãîìåîìîðôèçì. Òîãäà 𝑓−1 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.9, åñëè 𝐹 ⊂ 𝑋 çàìêíóòî, òî
(𝑓−1)−1(𝐹 ) çàìêíóòî. Íî (𝑓−1)−1(𝐹 ) = 𝑓(𝐹 ) è â ýòîé ñâÿçè, 𝑓(𝐹 ) çà-
ìêíóòî. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝐹 , çàêëþ÷àåì, ÷òî 𝑓 � çàìêíóòîå îòîá-
ðàæåíèå.

(⇐) Ïóñòü 𝑓 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì. Åñëè 𝐹 � çàìêíó-
òîå ïîäìíîæåñòâî 𝑋, òî 𝑓(𝐹 ) çàìêíóòî. Ïîñêîëüêó (𝑓−1)−1(𝐹 ) = 𝑓(𝐹 ),
òî (𝑓−1)−1(𝐹 ) çàìêíóòî. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.9, ýòî îçíà÷àåò íåïðå-
ðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 𝑓−1. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑓 � ãîìåîìîðôèçì.

Íåïðåðûâíûå, îòêðûòûå è çàìêíóòûå îòîáðàæåíèÿ ìîæíî ýêâèâà-
ëåíòíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèÿ ñ îïåðàöèÿìè
âçÿòèÿ âíóòðåííîñòè è çàìûêàíèÿ.
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Предложение 9.17. Пусть 𝑋 и 𝑌 — топологические пространства,
а 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 — отображение. Тогда

(a) 𝑓 непрерывно в том и только в том случае, когда

𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴)

для любого 𝐴 ⊂ 𝑋.

(b) 𝑓 замкнуто в том и только в том случае, когда

𝑓(𝐴) ⊃ 𝑓(𝐴)

для любого 𝐴 ⊂ 𝑋.

(c) 𝑓 непрерывно в том и только в том случае, когда

𝑓−1(Int𝐵) ⊂ Int 𝑓−1(𝐵)

для любого 𝐵 ⊂ 𝑌 .

(d) 𝑓 открыто в том и только в том случае, когда

𝑓−1(Int𝐵) ⊃ Int 𝑓−1(𝐵)

для любого 𝐵 ⊂ 𝑌 .

Доказательство. (a) (⇒) Ïóñòü 𝑓 íåïðåðûâíî, 𝐴 ⊂ 𝑋 � ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè çàìûêàíèÿ, 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴).
Ïî ýòîé ïðè÷èíå,

𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)) ⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)),

îòêóäà 𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî 𝑓(𝐴) çàìêíóòî, òî, â ñèëó

Ïðåäëîæåíèÿ 9.9, åãî ïðîîáðàç 𝑓−1(𝑓(𝐴)) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæå-

ñòâîì. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝑓−1(𝑓(𝐴))) ⊂ 𝑓(𝐴),

è ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì æåëàåìîå âêëþ÷åíèå

𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴).



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß332 Ãë. 9. Ýëåìåíòû îáùåé òîïîëîãèè

(⇐) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
𝐴 ⊂ 𝑋. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî, íàì,
â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 9.9, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðîîáðàç ëþáîãî
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóò. Ïóñòü 𝐹 ⊂ 𝑌 � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Ïîêàæåì, ÷òî 𝐴 = 𝑓−1(𝐹 ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋. Äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî 𝐴 = 𝐴, èëè, ïîñêîëüêó 𝐴 ⊂ 𝐴 âñåãäà
âåðíî, òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî 𝐴 ⊂ 𝐴.

Ïîñêîëüêó 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐹 , à 𝐹 = 𝐹 , òî 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐹 . Ïî ïðåäïîëîæåíèþ,

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴). Â ýòîé ñâÿçè, 𝑓(𝐴) ⊂ 𝐹 . Ïåðåõîäÿ
ê ïðîîáðàçàì, ïðèõîäèì ê âêëþ÷åíèÿì

𝐴 ⊂ 𝑓−1(𝑓(𝐴)) ⊂ 𝐴,

÷òî âëå÷åò 𝐴 ⊂ 𝐴, òî åñòü, ÷òî 𝐴 = 𝐴. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè,
÷òî ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝐹 ) çàìêíóòî. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝐹 , ïîëó÷àåì
îòñþäà, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî.

(b) (⇒) Ïóñòü îòîáðàæåíèå 𝑓 çàìêíóòî, 𝐴 ⊂ 𝑋. Òîãäà, ïîñêîëü-
êó ìíîæåñòâî 𝐴 çàìêíóòî, òî åãî îáðàç 𝑓(𝐴) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Èç âêëþ÷åíèÿ 𝐴 ⊂ 𝐴 ñëåäóåò âêëþ÷åíèå 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴). Â ýòîé ñâÿçè,

𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴).

(⇐) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴) äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà 𝐴 ⊂ 𝑋.
Ïîêàæåì, ÷òî 𝑓 � çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå. Ïóñòü 𝐹 ⊂ 𝑋 � çàìêíó-
òîå ìíîæåñòâî. Òîãäà 𝐹 = 𝐹 . Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑓(𝐹 ) ⊂ 𝑓(𝐹 ) = 𝑓(𝐹 ).

Ïîñêîëüêó 𝑓(𝐹 ) ⊂ 𝑓(𝐹 ), òî ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 𝑓(𝐹 ) = 𝑓(𝐹 ),
îçíà÷àþùåìó, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑓(𝐹 ) çàìêíóòî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè 𝐹 , îòîáðàæåíèå 𝑓 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.

(c) (⇒) Ïóñòü îòîáðàæåíèå 𝑓 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, 𝐵 ⊂ 𝑌 . Ïî-
ñêîëüêó ìíîæåñòâî Int𝐵 îòêðûòî, òî åãî ïðîîáðàç 𝑓−1(Int𝐵) ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Èç âêëþ÷åíèÿ Int𝐵 ⊂ 𝐵 ñëåäóåò âêëþ÷åíèå
𝑓−1(Int𝐵) ⊂ 𝑓−1(𝐵). Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑓−1(Int𝐵) ⊂ Int 𝑓−1(𝐵).

(⇐) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓−1(Int𝐵) ⊂ Int 𝑓−1(𝐵) äëÿ ëþáîãî ìíîæå-
ñòâà𝐵 ⊂ 𝑌 . Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå 𝑓 ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì. Ïóñòü 𝑉 ⊂ 𝑌 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Â ýòîì ñëó÷àå, 𝑉 = Int𝑉
è

𝑓−1(𝑉 ) = 𝑓−1(Int𝑉 ) ⊂ Int 𝑓−1(𝑉 ),

÷òî âëå÷åò 𝑓−1(𝑉 ) ⊂ Int 𝑓−1(𝑉 ). Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå âêëþ-
÷åíèå, òî 𝑓−1(𝑉 ) = Int 𝑓−1(𝑉 ). Â ýòîé ñâÿçè, ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝑉 ) îòêðûòî.
Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑉 , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî.
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(d) (⇒)Ïóñòü îòîáðàæåíèå 𝑓 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì,𝐵 ⊂ 𝑌 . Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâî Int 𝑓−1(𝐵) îòêðûòî â 𝑋, òî åãî îáðàç 𝑓(Int 𝑓−1(𝐵)) îòêðûò â
𝑌 . Äàëåå, èç âêëþ÷åíèÿ Int 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝑓−1(𝐵) ñëåäóþò âêëþ÷åíèÿ

𝑓(Int 𝑓−1(𝐵)) ⊂ 𝑓(𝑓−1(𝐵)) ⊂ 𝐵.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑓(Int 𝑓−1(𝐵)) ⊂ 𝐵. Èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè âíóòðåí-
íîñòè òîãäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑓(Int 𝑓−1(𝐵)) ⊂ Int𝐵. Ïåðåõîäÿ ê ïðîîáðàçàì,
ïîëó÷àåì

Int 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝑓−1(𝑓(Int 𝑓−1(𝐵))) ⊂ 𝑓−1(Int𝐵),

÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, âëå÷åò Int 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝑓−1(Int𝐵).
(⇐) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Int 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝑓−1(Int𝐵) äëÿ ëþáîãî ìíî-

æåñòâà 𝐵 ⊂ 𝑌 . Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå 𝑓 ÿâëÿåò-
ñÿ îòêðûòûì. Ïóñòü 𝑂 ⊂ 𝑋 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà, ïîñêîëüêó
𝑂 ⊂ 𝑓−1(𝑓(𝑂)), òî 𝑂 ⊂ Int 𝑓−1(𝑓(𝑂)). Ïî ïðåäïîëîæåíèþ,

Int 𝑓−1(𝑓(𝑂)) ⊂ 𝑓−1(Int 𝑓(𝑂)),

îòêóäà 𝑂 ⊂ 𝑓−1(Int 𝑓(𝑂)). Ïåðåõîäÿ ê îáðàçàì, ïîëó÷èì âêëþ÷åíèÿ

𝑓(𝑂) ⊂ 𝑓(𝑓−1(Int 𝑓(𝑂))) ⊂ Int 𝑓(𝑂),

èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî 𝑓(𝑂) ⊂ Int 𝑓(𝑂). Ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî îá-
ðàòíîå âêëþ÷åíèå, òî ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 𝑓(𝑂) = Int 𝑓(𝑂), îçíà-
÷àþùåìó, ÷òî 𝑓(𝑂) � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑂,
îòîáðàæåíèå 𝑓 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

3. База топологии и база системы окрестно-

стей

3.1. База топологии

Â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ íå âñå îòêðûòûå ìíîæåñòâà ñîçäàíû
îäèíàêîâûì îáðàçîì. Ñðåäè âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòûå øàðû
ÿâëÿþòñÿ ïåðâè÷íûìè (áóäó÷è îïðåäåëåííûìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòðè-
êè), à îñòàëüíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà îïðåäåëåíû ïîñðåäñòâîì øàðîâ.
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Êàê ñëåäñòâèå, áîëüøèíñòâî îïðåäåëåíèé è äîêàçàòåëüñòâ â òåîðèè ìåò-
ðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èñïîëüçóåò îòêðûòûå øàðû, à íå ïðîèçâîëüíûå
îòêðûòûå ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíûõ òî÷åê â ðàì-
êàõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ îáû÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: åñëè 𝐴 ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑀 , òî
òî÷êà 𝑥 ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé 𝐴, åñëè êàæäûé îòêðûòûé øàð ñ
öåíòðîì â 𝑥 ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝐴, îòëè÷íóþ îò 𝑥.

Áîëüøèíñòâî òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íå ñíàáæåíî ¾ñïåöèàëü-
íûìè¿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè íàïîäîáèå îòêðûòûõ øàðîâ â ìåòðè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå. Âìåñòå ñ òåì, âî ìíîãèõ ÷àñòíûõ ñèòóàöèÿõ óäàåòñÿ
âûäåëèòü ñîâîêóïíîñòü îïðåäåëåííûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ òàê, ÷òî âñå
îñòàëüíûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè âûáðàííûõ.

Определение 9.13. Пусть 𝑋 — топологическое пространство. Сово-
купность B подмножеств 𝑋 называется базой топологии на 𝑋,
если выполнены два условия:

(i) Каждый элемент B является открытым подмножеством 𝑋.

(ii) Каждое открытое подмножество 𝑋 является объединением неко-
торой совокупности элементов B.

Замечание 9.3. Пустое множество является объединением пустой
совокупности элементов B:

∅ =
⋃︁
𝑈∈∅

𝑈.

Åñëè òîïîëîãèÿ íà 𝑋 ÿñíà èç êîíòåêñòà, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
B ÿâëÿåòñÿ базой 𝑋.

Èñïîëüçîâàíèå áàçû òîïîëîãèè ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè
ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî îòêðûòûì. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå Ïðåä-
ëîæåíèå.

Предложение 9.18. Пусть 𝑋 — топологическое пространство, а B

— база его топологии. Множество 𝑈 ⊂ 𝑋 открыто в том и только в
том случае, когда оно удовлетворяет условию:

∀𝑝 ∈ 𝑈 ∃𝐵 ∈ B : 𝑝 ∈ 𝐵 ⊂ 𝑈. (9.3.1)
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Доказательство. (⇒) Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝑋 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à 𝑝 ∈ 𝑈 .
Ïî îïðåäåëåíèþ áàçû òîïîëîãèè, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî V ⊂ B, òàêîå,
÷òî 𝑈 =

⋃︀
𝐵∈V 𝐵. Òîãäà, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îïåðàöèè îáúåäèíåíèÿ,

𝑝 ∈ 𝐵 äëÿ íåêîòîðîãî 𝐵 ∈ V ⊂ B. Òàêèì îáðàçîì,

𝑝 ∈ 𝐵 ⊂
⋃︁
𝐵∈V

𝐵 = 𝑈.

(⇐) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà 𝑈 ⊂ 𝑋 âåðíî (9.3.1). Äëÿ
êàæäîãî 𝑝 ∈ 𝑈 íàéäåì 𝐵𝑝 ∈ B ñî ñâîéñòâîì

𝑝 ∈ 𝐵𝑝 ⊂ 𝑈.

Òîãäà {𝑝} ⊂ 𝐵𝑝 ⊂ 𝑈 è

𝑈 =
⋃︁
𝑝∈𝑈

{𝑝} ⊂
⋃︁
𝑝∈𝑈

𝐵𝑝 ⊂ 𝑈,

îòêóäà 𝑈 =
⋃︀
𝑝∈𝑈 𝐵𝑝. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ îáú-

åäèíåíèåì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Â ýòîé ñâÿçè, ìíîæåñòâî 𝑈 îòêðûòî â
𝑋.

Åñëè ìíîæåñòâî 𝑈 ⊂ 𝑋 óäîâëåòâîðÿåò (9.3.1), òî ãîâîðÿò, ÷òî îíî
óäîâëåòâîðÿåò критерию базы ïî îòíîøåíèþ ê B.

Пример 9.11. (Базы для ранее определенных топологий)

∙ Пусть𝑀 — метрическое пространство. Каждый открытый шар
в 𝑀 является открытым подмножеством 𝑀 и каждое от-
крытое множество является объединением открытых шаров. В
этой связи, совокупность всех открытых шаров в 𝑀 является
базой метрической топологии.

∙ Если 𝑋 — множество с дискретной топологией, то совокуп-
ность всех одноточечных подмножеств 𝑋 является базой его
топологии.

∙ Если 𝑋 — множество с тривиальной топологией, то одноэле-
ментное множество B = {𝑋} является базой его топологии.
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Пример 9.12. (Базы евклидовой топологии)
Каждая из совокупностей B𝑖 является базой евклидовой топологии

R𝑛:

∙ B1 = {𝐶𝑠(𝑥) | 𝑥 ∈ R𝑛 и 𝑠 > 0}, где 𝐶𝑠(𝑥) — открытый куб со
стороной 𝑠 и центром 𝑥:

𝐶𝑠(𝑥) = {𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ R𝑛 | |𝑥𝑖 − 𝑦𝑖| < 𝑠/2, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.

∙ B2 = {𝐵𝑟(𝑥) | 𝑟 ∈ Q+, а 𝑥 имеет рациональные координаты}.

Åñëè èçâåñòíà áàçà òîïîëîãèè íà 𝑌 , òî äîñòàòî÷íî (è ÷àñòî ãîðàç-
äî ïðîùå) óñòàíîâèòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèé ñî çíà÷åíèÿìè â 𝑌 ,
èñïîëüçóÿ òîëüêî ýëåìåíòû áàçû. Ýòî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæå-
íèå.

Предложение 9.19. Пусть 𝑋 и 𝑌 — топологические пространства
и пусть B — база 𝑌 . Отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 непрерывно в том
и только в том случае, когда для любого 𝐵 ∈ B множество 𝑓−1(𝐵)
открыто в 𝑋.

Доказательство. (⇒) Åñëè 𝑓 íåïðåðûâíî, òî ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðû-
òîãî ïîäìíîæåñòâà, à çíà÷èò, è ýëåìåíòà áàçû, B, îòêðûò.

(⇐) Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà 𝐵 ∈ B ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝐵) îòêðûòî.
Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝑌 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑈). Ïîñêîëüêó 𝑓(𝑥) ∈
𝑈 , òî ñóùåñòâóåò 𝐵 ∈ B, òàêîé, ÷òî 𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 ⊂ 𝑈 , â ñèëó êðèòåðèÿ
áàçû. Íî òîãäà 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐵) ⊂ 𝑓−1(𝑈). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝐵)
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ 𝑥, ñîäåðæàùåéñÿ â 𝑓−1(𝑈). Ïîñêîëüêó 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑈)
ïðîèçâîëüíî, òî, â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 9.3 (g), ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝑈) îòêðûòî
â 𝑋. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑈 , îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî.

3.2. Построение топологии по базе

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìíîæåñòâî 𝑋, íå ñíàáæåííîå òî-
ïîëîãèåé. ×àñòî áûâàåò óäîáíî îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ íà 𝑋, íà÷èíàÿ ñ
íåêîòîðîé ñèñòåìû îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, à çàòåì îïðåäåëÿÿ âñå îñòàëü-
íûå îòêðûòûå ìíîæåñòâà êàê îáúåäèíåíèÿ ïåðâîíà÷àëüíî çàäàííûõ.
Èìåííî òàê îïðåäåëÿþòñÿ îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå: ñíà÷àëà ïîñðåäñòâîì ìåòðèêè îïðåäåëÿþòñÿ îòêðûòûå øàðû,
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à çàòåì îòêðûòûå ìíîæåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ êàê îáúåäèíåíèÿ îòêðûòûõ
øàðîâ. Èíûìè ñëîâàìè, ìû îïðåäåëèëè òîïîëîãèþ, èñïîëüçóÿ áàçó.

Íå âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü áàçîé íåêîòîðîé òîïî-
ëîãèè. Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ òîãî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ 𝑋 ÿâëÿåòñÿ áàçîé íåêîòîðîé
òîïîëîãèè íà 𝑋.

Предложение 9.20. Пусть 𝑋 — множество, а B — совокупность
подмножеств 𝑋. Тогда B является базой некоторой топологии на 𝑋
в том и только в том случае, когда она удовлетворяет следующим
двум условиям:

(i)
⋃︀
𝐵∈B𝐵 = 𝑋.

(ii) Если 𝐵1, 𝐵2 ∈ B и 𝑥 ∈ 𝐵1 ∩𝐵2, то существует элемент 𝐵3 ∈ B,
такой, что 𝑥 ∈ 𝐵3 ⊂ 𝐵1 ∩𝐵2.

Если B удовлетворяет (i) и (ii), то существует единственная топо-
логия на 𝑋, для которой B является базой. Эта топология называет-
ся топологией, порожденной B.

Доказательство. (⇒) Ïóñòü B ÿâëÿåòñÿ áàçîé äëÿ íåêîòîðîé òîïîëî-
ãèè. Ïîñêîëüêó 𝑋 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, òî ñóùåñòâóåò ñî-
âîêóïíîñòü U ⊂ B, òàêàÿ, ÷òî 𝑋 =

⋃︀
𝐵∈U𝐵. Íî òîãäà

⋃︀
𝐵∈B𝐵 = 𝑋, è

óñëîâèå (i) âûïîëíåíî. Äàëåå, ïóñòü 𝐵1, 𝐵2 ∈ B è 𝑥 ∈ 𝐵1∩𝐵2. Ïîñêîëüêó
ìíîæåñòâà 𝐵1, 𝐵2 îòêðûòû, òî èõ ïåðåñå÷åíèå 𝐵1 ∩ 𝐵2 òàêæå îòêðûòî.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ñîãëàñíî êðèòåðèþ áàçû, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝐵3 ∈ B,
òàêîé, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐵3 ⊂ 𝐵1 ∩𝐵2. Óñëîâèå (ii) âûïîëíåíî.

(⇐) Ïóñòü ìíîæåñòâî B óäîâëåòâîðÿåò (i) è (ii) è ïóñòü T � ñîâî-
êóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ îáúåäèíåíèé ýëåìåíòîâ B:

T =

{︃ ⋃︁
𝐵∈U

𝐵

⃒⃒⃒⃒
⃒ U ⊂ B

}︃
.

Âî-ïåðâûõ, ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî T óäîâëåòâîðÿåò òðåì îïðåäå-
ëÿþùèì ñâîéñòâàì òîïîëîãèè. Óñëîâèå (i) âëå÷åò, ÷òî𝑋 ∈ T. Ïîñêîëüêó
∅ ⊂ B, òî ∅ ∈ T. Îáúåäèíåíèå ýëåìåíòîâ T åñòü îáúåäèíåíèå îáúåäè-
íåíèé ýëåìåíòîâ B è, ïîýòîìó, ñàìî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòîâ
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B. Òàêèì îáðàçîì, T çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ îáúåäèíå-
íèé.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òîT çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ïåðåñå÷åíèÿ
êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ, ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî 𝑈1, 𝑈2 ∈ T. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝑈1∩𝑈2 îïðåäåëåíèåT âëå÷åò, ÷òî ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû
𝐵1, 𝐵2 ∈ B, òàêèå, ÷òî

𝑥 ∈ 𝐵1 ⊂ 𝑈1 è 𝑥 ∈ 𝐵2 ⊂ 𝑈2.

Óñëîâèå (ii) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò 𝐵3 ∈ B, òàêîé, ÷òî

𝑥 ∈ 𝐵3 ⊂ 𝐵1 ∩𝐵2 ⊂ 𝑈1 ∩ 𝑈2.

Ìåíÿÿ 𝑥, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå 𝑈1 ∩ 𝑈2 åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ
òàêèõ 𝐵3. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑈1 ∩ 𝑈2 ∈ T. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî T çàìêíóòî
îòíîñèòåëüíî ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé, à çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ñå÷åíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ ñëåäóåò îòñþäà ïî èíäóêöèè. Ýòèì
çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî T � òîïîëîãèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óâèäåòü, ÷òî B � áàçà T, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,
÷òî êàæäûé ýëåìåíò B ïðèíàäëåæèò T (ÿâëÿÿñü îáúåäèíåíèåì îäíîãî
ýëåìåíòàB), à êàæäûé ýëåìåíòT ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòîâB,
ïî îïðåäåëåíèþ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ áàçû òîïîëîãèè, ÿñíî, ÷òî T �
åäèíñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ, äëÿ êîòîðîé B � áàçà.

3.3. База системы окрестностей

Определение 9.14. Пусть 𝑋 — топологическое пространство, а 𝑝 ∈
𝑋. Совокупность B𝑝 окрестностей точки 𝑝 называется базой систе-
мы окрестностей в точке 𝑝, если каждая окрестность 𝑝 содержит
некоторый элемент 𝐵 ∈ B𝑝.

4. Аксиомы отделимости и счетности

4.1. Аксиома Хаусдорфа

Îïðåäåëåíèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ óäèâèòåëüíî
ãèáêèì è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ îïèñàíèÿ øèðîêîãî íàáîðà êîí-
öåïöèé ¾ïðîñòðàíñòâà¿. Âìåñòå ñ òåì, áåç äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-
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íèé, ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îá-
ùèì äëÿ áîëüøèíñòâà öåëåé, ïîñêîëüêó îíî ìîæåò áûòü ïðîñòðàíñòâîì,
ñâîéñòâà êîòîðîãî ïðîòèâîðå÷àò ìíîãèì èç ñâîéñòâ íàøåé áàçîâîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé èíòóèöèè.

Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâàõ, ñ êîòîðûìè ìû íàèáîëåå çíàêîìû, òà-
êèìè, êàê åâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, ñèíãëåòîí {𝑝} âñåãäà çàìêíóò, ïî-
ñêîëüêó âîêðóã êàæäîé òî÷êè, îòëè÷íîé îò 𝑝, ìîæíî îïèñàòü øàð, íå
ñîäåðæàùèé 𝑝. Áîëåå îáùî, äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå âñåãäà èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè. Âìåñòå ñ òåì,
ýòè ñâîéñòâà íå âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Òî÷êè 1 è 2 ìíîæåñòâà {1, 2, 3} ñ òîïîëîãèåé èç Ïðèìåðà 9.3 (d) íå
èìåþò íåïåðåñåêàþùèõñÿ îêðåñòíîñòåé. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî {1} íå
çàìêíóòî, ïîñêîëüêó åãî äîïîëíåíèå íå îòêðûòî. Ñîãëàñíî Ïðèìåðó 9.6,
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, èìåþùóþ äâà
ïðåäåëà.

Ïðîáëåìà ñ ðàññìîòðåííûìè ïðèìåðàìè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èìå-
åòñÿ ñëèøêîì ìàëî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, è îêðåñòíîñòè íå èìåþò òîãî
èíòóèòèâíîãî ñìûñëà, êîòîðûì îíè îáëàäàëè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ òàêèõ ¾ïàòîëîãè÷åñêèõ¿ ïðîñòðàíñòâ ïðèìåì ñëå-
äóþùåå îïðåäåëåíèå.

Определение 9.15. Топологическое пространство 𝑋 называется хау-
сдорфовым пространством, если для любой пары различных точек
𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝑋 существуют окрестности 𝑈1 точки 𝑝1 и 𝑈2 точки 𝑝2, та-
кие, что 𝑈1 ∩ 𝑈2 = ∅.

Ñâîéñòâî ïðîèçâîëüíûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê èìåòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ
îêðåñòíîñòè íàçûâàåòñÿ аксиомой Хаусдорфа èëè свойством отде-
лимости è ðåçþìèðóåòñÿ ôðàçîé: ¾òî÷êè ìîãóò áûòü îòäåëåíû äðóã îò
äðóãà îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè¿. Òîïîëîãèÿ â õàóñäîðôîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå íàçûâàåòñÿ хаусдорфовой топологией.

Пример 9.13. (Хаусдорфовы пространства)

∙ Любое метрическое пространство хаусдорфово: если 𝑝1 и 𝑝2 раз-
личны, то положим 𝑟 = 𝑑(𝑝1, 𝑝2); тогда открытые шары радиуса
𝑟2 с центрами в 𝑝1 и 𝑝2 не пересекаются в силу неравенства тре-
угольника.
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∙ Любое дискретное пространство хаусдорфово, поскольку {𝑝1} и
{𝑝2} являются непересекающимися открытыми множествами в
том случае, когда 𝑝1 ̸= 𝑝2.

∙ Любое открытое подмножество хаусдорфова пространства хау-
сдорфово: если 𝑉 ⊂ 𝑋 открыто в хаусдорфовом пространстве 𝑋,
а 𝑝1, 𝑝2 — различные точки 𝑉 , то в 𝑋 существуют открытые
множество 𝑈1, 𝑈2, отделяющие 𝑝1 и 𝑝2 друг от друга; тогда мно-
жества 𝑈1∩𝑉 , 𝑈2∩𝑉 открыты в 𝑉 , не пересекаются и содержат
𝑝1 и 𝑝2 соответственно.

Пример 9.14. (Нехаусдорфовы пространства)
Тривиальная топология на любом множестве, состоящем из бо-

лее чем одного элемента — не хаусдорфова. Топология на множестве
{1, 2, 3} из Примера 9.3 (d) — не хаусдорфова. Поскольку любое мет-
рическое пространство хаусдорфово, то эти топологические простран-
ства не метризуемы.

Õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî îáëàäàåò ìíîãèìè èç ñâîéñòâ ìåòðè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà. Ñðåäè ýòèõ ñâîéñòâ � çàìêíóòîñòü êîíå÷íîãî ìíîæå-
ñòâà è åäèíñòâåííîñòü ïðåäåëà.

Предложение 9.21. Пусть 𝑋 — хаусдорфово пространство. Тогда

(a) Любое конечное подмножество 𝑋 замкнуто.

(b) Если последовательность (𝑥𝑛) точек 𝑋 сходится к точке 𝑥 ∈ 𝑋,
то этот предел единственный.

Доказательство. (a) Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {𝑝0}, ñîñòîÿùåå
èç îäíîé òî÷êè. Åñëè 𝑝 ̸= 𝑝0, òî ñâîéñòâî îòäåëèìîñòè ãîâîðèò î òîì,
÷òî ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè 𝑈 òî÷êè 𝑝 è 𝑉 òî÷êè
𝑝0. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑈 ⊂ 𝑋 ∖ {𝑝0}. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.3 (h), ìíî-
æåñòâî {𝑝0} çàìêíóòî. Êîíå÷íûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè
êîíå÷íîãî ÷èñëà îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ è, â ýòîé ñâÿçè, îíè çàìêíóòû.

(b) Ïðåäïîëîæèì, ¾îò ïðîòèâíîãî¿, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)
èìååò äâà ðàçëè÷íûõ ïðåäåëà 𝑥 è 𝑥′. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó îòäåëèìîñòè,
ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè 𝑈 òî÷êè 𝑥 è 𝑈 ′ òî÷êè 𝑥′.
Ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñóùåñòâóþò íîìåðà
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𝑁, 𝑁 ′ ∈ N, òàêèå, ÷òî 𝑛 ⩾ 𝑁 âëå÷åò 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 , à 𝑛 ⩾ 𝑁 ′ âëå÷åò 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 ′.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå, åñëè 𝑛 ⩾ max{𝑁, 𝑁 ′}, òî 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 ∩ 𝑈 ′ = ∅. Ïðîòèâî-
ðå÷èå.

Åñëè ìíîæåñòâî êîíå÷íî, òî ñðåäè âñåâîçìîæíûõ òîïîëîãèé íà íåì
õàóñäîðôîâîé áóäåò òîëüêî îäíà � äèñêðåòíàÿ, ÷òî óòâåðæäàåòñÿ â ñëå-
äóþùåì Ïðåäëîæåíèè.

Предложение 9.22. Пусть 𝑋 — конечное множество, на котором за-
дана хаусдорфова топология. Тогда эта топология является дискрет-
ной.

Доказательство. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî âñå îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæå-
ñòâà 𝑋 îòêðûòû. Ïóñòü 𝑝 ∈ 𝑋. Ïîñêîëüêó 𝑋 � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî
𝑋 ∖{𝑝} � êîíå÷íî (â ÷àñòíîñòè, ïóñòî). Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.21 (a),
ìíîæåñòâî 𝑋 ∖ {𝑝} çàìêíóòî. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ìíîæåñòâî {𝑝} îòêðûòî.

Ïóñòü òåïåðü 𝑂 ⊂ 𝑋 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó
𝑂 =

⋃︀
𝑝∈𝑂{𝑝}, òî ìíîæåñòâî 𝑂 îòêðûòî êàê îáúåäèíåíèå îòêðûòûõ ìíî-

æåñòâ. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî 𝑋 îòêðûòî. Íî ýòî êàê
ðàç îçíà÷àåò, ÷òî òîïîëîãèÿ íà 𝑋 ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé.

Ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 9.5, ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà � ýòî òàêàÿ
òî÷êà îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò
òî÷êó èç äàííîãî ìíîæåñòâà. Â õàóñäîðôîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïðåäåëüíûå
òî÷êè ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Предложение 9.23. Пусть 𝑋 — хаусдорфово пространство, 𝐴 ⊂ 𝑋.
Если 𝑝 ∈ 𝑋 — предельная точка 𝐴, то любая окрестность 𝑝 содержит
бесконечное множество точек из 𝐴.

Доказательство. Ïóñòü 𝑈 � îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝. Îíà ñîäåðæèò òî÷êó
𝑞1 ∈ 𝐴, íå ñîâïàäàþùóþ ñ 𝑝. Òîãäà 𝑝 è 𝑞1 îòäåëèìû äðóã îò äðóãà îêðåñò-

íîñòÿìè 𝑉
(1)
𝑝 è 𝑉𝑞1, ïîñêîëüêó 𝑋 ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ìíîæåñòâà
𝑈 (1)
𝑝 = 𝑈 ∩ 𝑉 (1)

𝑝 , 𝑈𝑞1 = 𝑈 ∩ 𝑉𝑞1,
ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê 𝑝 è 𝑞1. Ìíîæåñòâî

𝑈
(1)
𝑝 ñîäåðæèò òî÷êó 𝑞2 ∈ 𝐴, íå ñîâïàäàþùóþ íè ñ 𝑝, íè ñ 𝑞1. Òàêèì

îáðàçîì, ìíîæåñòâî 𝑈 ñîäåðæèò òî÷êè 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝐴, íå ñîâïàäàþùèå íè ñ
äðóã äðóãîì, íè ñ 𝑝.
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Òî÷êè 𝑝 è 𝑞2 îòäåëèìû äðóã îò äðóãà îêðåñòíîñòÿìè 𝑉
(2)
𝑝 è 𝑉𝑞2. Òîãäà

ìíîæåñòâà

𝑈 (2)
𝑝 = 𝑈 (1)

𝑝 ∩ 𝑉 (2)
𝑝 , 𝑈𝑞2 = 𝑈 (1)

𝑝 ∩ 𝑉𝑞2,

ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê 𝑝 è 𝑞2. Ìíîæåñòâî

𝑈
(2)
𝑝 ñîäåðæèò òî÷êó 𝑞3 ∈ 𝐴, íå ñîâïàäàþùóþ íè ñ 𝑝, íè ñ 𝑞2. Ïîñêîëüêó

𝑈
(2)
𝑝 ⊂ 𝑈

(1)
𝑝 , òî 𝑞3 ̸= 𝑞1. Èòàê, ìíîæåñòâî 𝑈 ñîäåðæèò òî÷êè 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ 𝐴,

íå ñîâïàäàþùèå äðóã ñ äðóãîì.

Íà øàãå ñ íîìåðîì 𝑛 ïîëó÷àåì îêðåñòíîñòè 𝑈
(𝑛)
𝑝 è 𝑈𝑞𝑛 òî÷åê 𝑝 è 𝑞𝑛,

òàêèå, ÷òî 𝑈
(𝑛)
𝑝 , 𝑈𝑞𝑛 ⊂ 𝑈

(𝑛−1)
𝑝 è 𝑈

(𝑛)
𝑝 ∩𝑈𝑞𝑛 = ∅. Ìíîæåñòâî 𝑈

(𝑛)
𝑝 ñîäåðæèò

òî÷êó 𝑞𝑛+1 ∈ 𝐴, íå ñîâïàäàþùóþ ñ 𝑝. Îíà æå, ïî ïîñòðîåíèþ, íå ðàâ-
íà 𝑞𝑛. Êðîìå òîãî, 𝑞𝑛+1 íå ñîâïàäàåò ñ òî÷êàìè 𝑞𝑛−1, . . . , 𝑞1, ïîñêîëüêó

𝑈
(𝑛)
𝑝 ⊂ 𝑈

(𝑛−1)
𝑝 ⊂ · · · ⊂ 𝑈

(1)
𝑝 .

Â èòîãå, ïðèõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (𝑞𝑛)
∞
𝑛=1 òî÷åê 𝐴, ãäå 𝑞𝑛 ̸= 𝑞𝑘

äëÿ âñåõ 𝑛, 𝑘. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ îêðåñòíîñòü 𝑝 ñîäåð-
æèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç 𝐴.

4.2. Аксиомы счетности

Â òî âðåìÿ êàê àêñèîìà îòäåëèìîñòè ãàðàíòèðóåò, ÷òî òîïîëîãè÷å-
ñêîå ïðîñòðàíñòâî èìååì äîñòàòî÷íî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñîîòâåòñòâîâàòü íàøåé ïðîñòðàíñòâåííîé èíòóèöèè, äëÿ áîëüøèíñòâà
öåëåé (âêëþ÷àÿ èçó÷åíèå ìíîãîîáðàçèé), óäîáíî îãðàíè÷èòüñÿ ïðîñòðàí-
ñòâàìè, êîòîðûå íå èìåþò ¾÷åðåñ÷óð ìíîãî¿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Áûëî
áû ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì òðåáîâàòü íàëè÷èÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîé
ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, ïîñêîëüêó äàæå R èìååò íåñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî èõ. Íî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî áàëàíñ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òðåáîâà-
íèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîé áàçû.

Èìååòñÿ íåñêîëüêî óäîáíûõ àêñèîì ñ÷åòíîñòè. Ìû íà÷íåì ñî ñëàáåé-
øåé èç íèõ.

Определение 9.16. Пространство 𝑋 удовлетворяет первой аксио-
ме счетности, если для каждой его точки существует не более, чем
счетная база системы окрестностей.

Пример 9.15. Если 𝑋 — метрическое пространство, а 𝑝 ∈ 𝑋, то
множество шаров 𝐵𝑟(𝑝) с рациональными радиусами образует базу си-
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стемы окрестностей в точке 𝑝. По этой причине, каждое метрическое
пространство удовлетворяет первой аксиоме счетности.

Äëÿ ìíîãèõ öåëåé óäîáíî ðàáîòàòü ñ áàçîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé,
îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì âëîæåííîñòè.

Определение 9.17. Если 𝑋 — топологическое пространство, а 𝑝 ∈ 𝑋,
то последовательность (𝑈𝑛)

∞
𝑛=1 окрестностей 𝑝 называется базой

вложенных окрестностей в точке 𝑝, если 𝑈𝑛+1 ⊂ 𝑈𝑛 для любого
натурального 𝑛, и каждая окрестность 𝑝 содержит 𝑈𝑛 для некоторого
𝑛.

Â ïðîñòðàíñòâå, óäîâëåòâîðÿþùåì ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, êàæ-
äàÿ òî÷êà îáëàäàåò áàçîé âëîæåííûõ îêðåñòíîñòåé, î ÷åì óòâåðæäàåò
ñëåäóþùàÿ Ëåììà.

Лемма 9.1. (Лемма о базе вложенных окрестностей) Пусть 𝑋
— пространство, удовлетворяющее первой аксиоме счетности. Тогда
для каждой точки 𝑝 ∈ 𝑋 существует база вложенных окрестностей
в точке 𝑝.

Доказательство. Åñëè áàçà ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé â òî÷êå 𝑝 êîíå÷íà,
{𝑉1, . . . , 𝑉𝑘}, òî ïîëîæèì 𝑈𝑛 = 𝑉1∩ · · · ∩𝑉𝑘 äëÿ âñåõ 𝑛. Èíà÷å, åñëè áàçà
ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé ñ÷åòíà, (𝑉𝑛)

∞
𝑛=1, òî ïîëîæèì 𝑈𝑛 = 𝑉1∩· · ·∩𝑉𝑛 äëÿ

âñåõ 𝑛.

Íàèáîëåå âàæíîé ÷åðòîé ïðîñòðàíñòâ ñ ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè
ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî óñòàíàâëè-
âàòü ìíîãèå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ñëåäóþùèå Ïðåäëîæåíèÿ ïðèäà-
þò ñêàçàííîìó òî÷íûé ñìûñë.

Определение 9.18. Если (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 — последовательность точек в то-

пологическом пространстве 𝑋 и 𝐴 ⊂ 𝑋, то говорят, что эта последо-
вательность финально в 𝐴, если 𝑥𝑛 ∈ 𝐴 для всех 𝑛, за исключением,
быть может, конечного их числа.

Предложение 9.24. Пусть 𝑋 — топологическое пространство, удо-
влетворяющее первой аксиоме счетности, 𝐴 — подмножество 𝑋, а 𝑥
— точка 𝑋. Тогда
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(a) 𝑥 ∈ 𝐴 тогда и только тогда, когда 𝑥 является пределом последо-
вательности точек из 𝐴.

(b) 𝑥 ∈ Int𝐴 тогда и только тогда, когда любая последовательность
точек 𝑋, сходящаяся к 𝑥, финально в 𝐴.

(c) 𝐴 замкнуто в 𝑋 если и только если 𝐴 содержит все пределы всех
последовательностей точек 𝐴.

(d) 𝐴 открыто в 𝑋 если и только если каждая последовательность в
𝑋, сходящаяся к точке из 𝐴, финально в 𝐴.

Доказательство. (a) (⇒) Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝐴. Äëÿ òî÷êè 𝑥 ñóùåñòâóåò áàçà
(𝑈𝑛)

∞
𝑛=1 âëîæåííûõ îêðåñòíîñòåé. Ïîñêîëüêó 𝑥 ∈ 𝐴, òî ëþáàÿ îêðåñò-

íîñòü 𝑥 ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝐴. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî 𝑛 ∈ N ìíî-
æåñòâî 𝑈𝑛 ñîäåðæèò íåêîòîðûé ýëåìåíò èç 𝐴. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç 𝑥𝑛.
Ïðèõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 òî÷åê èç 𝐴, òàêèõ, ÷òî 𝑥𝑛 ∈ 𝑈𝑛

äëÿ âñåõ 𝑛 ∈ N.
Ïóñòü òåïåðü 𝑉 � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑥. Ïîñêîëüêó

(𝑈𝑛)
∞
𝑛=1 � áàçà ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé òî÷êè 𝑥, òî ñóùåñòâóåò íîìåð

𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî 𝑈𝑁 ⊂ 𝑉 . Ïîñêîëüêó ïðè 𝑛 ⩾ 𝑁 ñïðàâåäëèâî âêëþ-
÷åíèå 𝑈𝑛 ⊂ 𝑈𝑁 , òî ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑥𝑛 ∈ 𝑉 äëÿ âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 . Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè 𝑉 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑥𝑛 → 𝑥.

(⇐) Ïóñòü2 (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç 𝐴, ñõîäÿùàÿñÿ ê

òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑋. Ïóñòü 𝑉 � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑥. Ïî îïðå-
äåëåíèþ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îíà ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà. Íî êàæäûé

÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 åñòü òî÷êà èç 𝐴. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ìû

ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî 𝑉 ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó òî÷êó èç 𝐴. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè 𝑉 , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐴.

(b) (⇒) Åñëè 𝑥 ∈ Int𝐴, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 𝑉 òî÷êè 𝑥, ñîäåð-
æàùàÿñÿ â 𝐴. Åñëè (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 𝑋, ñõîäÿùàÿñÿ

ê 𝑥, òî ïî îïðåäåëåíèþ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, 𝑉 ñîäåðæèò âñå
÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî è 𝐴 ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çà èñêëþ-
÷åíèåì êîíå÷íîãî èõ ÷èñëà. Â ýòîé ñâÿçè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1

ôèíàëüíî â 𝐴.

2Для полноты изложения мы повторяем доказательство Предложения 9.8. Заме-
тим, что первая аксиома счетности в этом случае не используется.
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(⇐) Áóäåì äîêàçûâàòü ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
𝑥 /∈ Int𝐴. Òîãäà ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑥 ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝑋 ∖ 𝐴.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝐴. Ñîãëàñíî (a), ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 òî÷åê èç 𝑋 ∖𝐴, ñõîäÿùàÿñÿ ê 𝑥. Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê 𝑥, ÷ëåíû êîòîðîé íå ïðèíàäëåæàò 𝐴.
Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ
ê 𝑥, ôèíàëüíî â 𝐴. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑥 ∈ Int𝐴.

(c) (⇒) Ïóñòü 𝐴 çàìêíóòî, òîãäà 𝐴 = 𝐴. Ïóñòü (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òî÷åê 𝐴, ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå 𝑥 ∈ 𝑋. Ñîãëàñíî (a), òîãäà áóäåò
𝑥 ∈ 𝐴, òî åñòü, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐴.

(⇐) Áóäåì äîêàçûâàòü ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝐴 ̸= 𝐴.
Òîãäà ñóùåñòâóåò 𝑥 ∈ 𝐴, òàêîé, ÷òî 𝑥 /∈ 𝐴. Ïîñêîëüêó 𝑥 ∈ 𝐴, òî, â
ñèëó (a), ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 òî÷åê èç 𝐴, ñõîäÿùàÿñÿ

ê 𝑥. Ïîñêîëüêó 𝑥 � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê èç 𝐴, òî 𝑥 ∈ 𝐴.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îäíîâðåìåííî 𝑥 ∈ 𝐴 è 𝑥 /∈ 𝐴. Ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì
îáðàçîì, 𝐴 = 𝐴, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî 𝐴 çàìêíóòî.

(d) (⇒) Ïóñòü ìíîæåñòâî 𝐴 îòêðûòî â 𝑋, òîãäà 𝐴 = Int𝐴. Ïóñòü
𝑥 ∈ 𝐴, à (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê 𝑋, ñõîäÿùàÿñÿ ê 𝑥. Ïî-

ñêîëüêó 𝑥 ∈ Int𝐴, òî (𝑥𝑛)
∞
𝑛=1, ñîãëàñíî (b), ôèíàëüíî â 𝐴.

(⇐) Áóäåì äîêàçûâàòü ¾îò ïðîòèâíîãî¿. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
Int𝐴 ̸= 𝐴. Òîãäà ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑥 ∈ 𝐴, òàêàÿ, ÷òî 𝑥 /∈ Int𝐴. Ïî óñëî-
âèþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùàÿñÿ ê 𝑥, ôèíàëüíî â 𝐴. Â ñèëó (b) ìû
èìååì òîãäà, ÷òî 𝑥 ∈ Int𝐴. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑥 ∈ Int𝐴 è 𝑥 /∈ Int𝐴. Ïðîòè-
âîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, 𝐴 = Int𝐴 è ìíîæåñòâî 𝐴 îòêðûòî â 𝑋.

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå îáîáùàåò Ïðåäëîæåíèå 3.3 íà òîïîëîãè÷å-
ñêèå ïðîñòðàíñòâà.

Предложение 9.25. Пусть 𝑋 и 𝑌 — топологические пространства.
Тогда

(a) Пусть отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 является непрерывным, а последо-
вательность (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 точек 𝑋 сходится к точке 𝑥 ∈ 𝑋. Тогда по-

следовательность (𝑓(𝑥𝑛))
∞
𝑛=1 точек 𝑌 сходится к точке 𝑓(𝑥) ∈ 𝑌 .

(b) Если 𝑋 удовлетворяет первой аксиоме счетности, то справедливо
обратное к (a) утверждение: если отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 тако-
во, что 𝑥𝑛 → 𝑥 в 𝑋 влечет 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥) в 𝑌 , то 𝑓 — непрерывное
отображение.
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Доказательство. (a) Ïóñòü 𝑉 � îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑓(𝑥). Òîãäà, â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè 𝑓 , åå ïðîîáðàç 𝑓−1(𝑉 ) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè 𝑥.
Ïî óñëîâèþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 ñõîäèòñÿ ê 𝑥. Ïî ýòîé ïðè÷èíå,

ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî 𝑥𝑛 ∈ 𝑓−1(𝑉 ) äëÿ âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 . Íî
òîãäà 𝑓(𝑥𝑛) ∈ 𝑉 äëÿ âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑉 , çàêëþ÷àåì
îòñþäà, ÷òî 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥).

(b) Ïóñòü 𝐴 ⊂ 𝑋 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî

𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴), òî íà îñíîâàíèè Ïðåäëîæåíèÿ 9.17 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî
îòîáðàæåíèå 𝑓 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Ïóñòü 𝑦 ∈ 𝑓(𝐴), òîãäà ñóùåñòâóåò 𝑥 ∈ 𝐴, òàêîé, ÷òî 𝑓(𝑥) = 𝑦.
Ïîñêîëüêó 𝑋 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì, óäîâëåòâîðÿþùèì ïåðâîé àê-
ñèîìå ñ÷åòíîñòè, òî ïî Ëåììå 9.24 (a) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(𝑥𝑛)

∞
𝑛=1 òî÷åê 𝐴, ñõîäÿùàÿñÿ ê 𝑥. Ïî óñëîâèþ, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(𝑓(𝑥𝑛))
∞
𝑛=1 òî÷åê 𝑓(𝐴) ñõîäèòñÿ ê 𝑓(𝑥) = 𝑦. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.8,

îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑦 ∈ 𝑓(𝐴). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑦, ïðèõîäèì ê

âêëþ÷åíèþ 𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐴), è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâ-
íî.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ñèëüíîå
ñâîéñòâî ñ÷åòíîñòè.

Определение 9.19. Топологическое пространство 𝑋 удовлетворяет
второй аксиоме счетности, если его топология обладает не более,
чем счетной базой.

Пример 9.16. Евклидово пространство удовлетворяет второй аксио-
ме счетности.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè íåêîòîðûõ ñëåäñòâèé èç âòîðîé àêñèîìû ñ÷åòíî-
ñòè íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Определение 9.20. Если 𝑋 — топологическое пространство, то сово-
купность U его подмножеств называется покрытием 𝑋, если каж-
дая точка 𝑋 содержится, по меньшей мере, в одном из элементов U.
Покрытие U называется открытым, если каждый элемент U от-
крыт в 𝑋, и замкнутым, если каждый элемент U замкнут в 𝑋.

Подпокрытием покрытия U называется подмножество U′ ⊂ U,
которое также покрывает 𝑋.
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Теорема 9.1. (Свойства пространств со второй аксиомой
счетности) Пусть 𝑋 — пространство, удовлетворяющее второй ак-
сиоме счетности. Тогда

(a) 𝑋 удовлетворяет первой аксиоме счетности.

(b) 𝑋 содержит не более, чем счетное плотное подмножество.

(c) Любое открытое покрытие 𝑋 содержит не более, чем счетное под-
покрытие.

Доказательство. Ïóñòü B � íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíàÿ áàçà 𝑋.
(a) Äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑋 ýëåìåíòû B, ñîäåðæàùèå 𝑝, îáðàçóþò íå

áîëåå, ÷åì ñ÷åòíóþ áàçó ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé òî÷êè 𝑝. Äåéñòâèòåëüíî,
îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

B𝑝 = {𝐵 ∈ B | 𝑝 ∈ 𝐵}.

Ïî ïîñòðîåíèþ, êàæäûé ýëåìåíò B𝑝 ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ 𝑝 è B𝑝 � íå
áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü 𝑈 � îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑝. Ïîñêîëü-
êó 𝑥 ∈ 𝑈 , òî â ñèëó êðèòåðèÿ áàçû ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝐵 ∈ B, òàêîé,
÷òî 𝑝 ∈ 𝐵 ⊂ 𝑈 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 𝐵 ∈ B𝑝 è ÷òî B𝑝 � áàçà ñèñòåìû
îêðåñòíîñòåé òî÷êè 𝑝.

(b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî B íå ñîäåðæèò ïóñòîå ìíîæåñòâî â êà÷åñòâå
ñâîåãî ýëåìåíòà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, èñêëþ÷èì åãî. Ïóñòü B = (𝐵𝑛)

∞
𝑛=1

è 𝐵𝑛 ̸= ∅ äëÿ âñåõ 𝑛 ∈ N. Äëÿ êàæäîãî 𝑛 âûáåðåì â 𝐵𝑛 íåêîòîðûé
ýëåìåíò è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç 𝑥𝑛. Ñîâîêóïíîñòü 𝐴 = {𝑥𝑛}∞𝑛=1 ÿâëÿåò-
ñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑋. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü
ðàâåíñòâî 𝐴 = 𝑋, ìû âîñïîëüçóåìñÿ Ïðåäëîæåíèåì 9.5.

Ïóñòü 𝑂 ⊂ 𝑋 � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ðàç îíî íåïóñòî, òî â
íåì åñòü íåêîòîðàÿ òî÷êà 𝑝. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ áàçû, ñóùåñòâóåò íîìåð
𝑛 ∈ N, òàêîé, ÷òî 𝑝 ∈ 𝐵𝑖 ⊂ 𝑂. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑥𝑛 ∈ 𝑂, è ìû ïîêàçàëè,
÷òî 𝑂 ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝐴. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑂 ìû çàêëþ÷àåì,
÷òî 𝐴 ïëîòíî â 𝑋.

(c) Ïóñòü U � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå 𝑋. Îïðåäåëèì ïîä-
ìíîæåñòâî B′ ⊂ B, òðåáóÿ, ÷òî 𝐵 ∈ B′ â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà 𝐵 ïîëíîñòüþ ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå U. Ïîñêîëüêó ëþ-
áîå ïîäìíîæåñòâî íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî,
òî ìíîæåñòâî B′ ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì.
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Òåïåðü, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà 𝐵 ∈ B′ âûáåðåì ýëåìåíò 𝑈𝐵 ∈ U,
òàêîé, ÷òî 𝐵 ⊂ 𝑈𝐵 (ýòî âîçìîæíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿB′). Ñîâîêóïíîñòü

U′ = {𝑈𝐵 |𝐵 ∈ B′}

ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì ïîäìíîæåñòâîì U; óòâåðæäåíèå áóäåò
äîêàçàíî, åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî U′ ïîêðûâàåò 𝑋.

Åñëè 𝑥 ∈ 𝑋, òî 𝑥 ∈ 𝑈0 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑈0 ∈ U. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ
áàçû, íàéäåòñÿ 𝐵 ∈ B, òàêîé, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐵 ⊂ 𝑈0. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè,
÷òî 𝐵 ∈ B′ è ïîòîìó äëÿ ìíîæåñòâà 𝑈𝐵 ∈ U′ ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ
𝑥 ∈ 𝐵 ⊂ 𝑈𝐵. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî U′ � ïîêðûòèå 𝑋.

Определение 9.21. Топологическое пространство 𝑋 называется се-
парабельным, если оно содержит не более, чем счетное плотное мно-
жество, и оно называется линделефовым пространством, если
каждое открытое покрытие 𝑋 содержит не более, чем счетное под-
покрытие.

Ìû îïðåäåëèëè ÷åòûðå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâà ñ÷åòíîñòè, êîòîðûìè òî-
ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæåò îáëàäàòü: ïåðâàÿ è âòîðàÿ àêñèîìû
ñ÷åòíîñòè, ñåïàðàáåëüíîñòü è ñâîéñòâî Ëèíäåëåôà. Òåîðåìó 9.1 ìîæíî
ðåçþìèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ëþáîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåå âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ ïåðâîé àêñèî-
ìîé ñ÷åòíîñòè, ñåïàðàáåëüíûì è ëèíäåëåôîâûì. Âìåñòå ñ òåì, íè îäíî èç
ýòèõ ñëåäñòâèé îáðàòèìî è íè îäíî èç òðåõ áîëåå ñëàáûõ ñâîéñòâ ñ÷åòíî-
ñòè íå âëå÷åò ëþáîå èç îñòàëüíûõ (áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæåíèÿ î âûïîëíå-
íèè âñåõ òðåõ áîëåå ñëàáûõ ñâîéñòâ ñâîéñòâ íåäîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíå-
íèÿ âòîðîé àêñèîìû ñ÷åòíîñòè). Îäíàêî, äëÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ
âñå ãîðàçäî ïðîùå: êàæäîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò ïåð-
âîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, à âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè, ñåïàðàáåëüíîñòü è
ëèíäåëåôîâîñòü ýêâèâàëåíòíû.

Предложение 9.26. Пусть (𝑀, 𝑑) — метрическое пространство. То-
гда следующие утверждения эквивалентны:

(a) (𝑀, 𝑑) удовлетворяет второй аксиоме счетности;

(b) (𝑀, 𝑑) сепарабельно;

(c) (𝑀, 𝑑) линделефово.
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Доказательство. (a)⇒(b) è (a)⇒(c), ñîãëàñíî Òåîðåìå 9.1.
Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (b)⇒(a). Ïóñòü (b) ñïðàâåäëèâî. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî 𝐴, òàêîå, ÷òî 𝐴 = 𝑋. Ïîëîæèì

B = {𝐵1/𝑛(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑛 ∈ N}.

Ìíîæåñòâî B íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî. Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ áàçîé
ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Ïðåæäå âñåãî, ëþáîé ýëåìåíò B îòêðûò â 𝑀 .
Äàëåå, ïóñòü 𝑈 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî𝑀 . Åñëè îíî ïóñòî, òî äîêàçû-
âàòü íå÷åãî. Ïóñòü îíî íå ïóñòî. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó 𝑦 ∈ 𝑈 . Òî-
ãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝜀 > 0, òàêîå, ÷òî 𝐵𝜀(𝑦) ⊂ 𝑈 . Ïî ïðèíöèïó Àðõèìå-

äà, ñóùåñòâóåò ÷èñëî 𝑛 ∈ N, òàêîå, ÷òî
2

𝑛
< 𝜀. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐵2/𝑛(𝑦) ⊂ 𝑈 .

Ïî îïðåäåëåíèþ 𝐴, ñóùåñòâóåò 𝑥 ∈ 𝐴, òàêîé, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐵1/𝑛(𝑦).

Ïîêàæåì, ÷òî 𝑦 ∈ 𝐵1/𝑛(𝑥) ⊂ 𝑈 . Ïðåæäå âñåãî, ïîñêîëüêó 𝑑(𝑥, 𝑦) <
1

𝑛
,

òî ìû èìååì, ÷òî 𝑦 ∈ 𝐵1/𝑛(𝑥). Äàëåå, äëÿ 𝑧 ∈ 𝐵1/𝑛(𝑥) ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

𝑑(𝑧, 𝑦) ⩽ 𝑑(𝑧, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑦) <
1

𝑛
+

1

𝑛
=

2

𝑛
,

ïîýòîìó 𝑧 ∈ 𝐵2/𝑛(𝑦), îòêóäà, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑧, ñëåäóåò, ÷òî
𝐵1/𝑛(𝑥) ⊂ 𝐵2/𝑛(𝑦). Òàêèì îáðàçîì, 𝐵1/𝑛(𝑥) ⊂ 𝑈 .

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè 𝑦 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑈 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
ýëåìåíòîâ B. Ñëåäîâàòåëüíî, B � áàçà è ïðîñòðàíñòâî (𝑀, 𝑑) óäîâëå-
òâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.

Äîêàæåì èìïëèêàöèþ (c)⇒(a). Ïóñòü (c) ñïðàâåäëèâî. Äëÿ êàæäîãî
𝑛 ∈ N ìíîæåñòâî

{𝐵2−𝑛(𝑥) | 𝑥 ∈𝑀}
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì𝑀 . Â ýòîé ñâÿçè, îíî ñîäåðæèò íå áîëåå,
÷åì ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå B𝑛. Ïóñòü

B =
⋃︁
𝑛∈N

B𝑛.

Ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì, ñîñòîÿùèì èç îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ 𝑀 . Ïîêàæåì, ÷òî B � áàçà ìåòðè÷åñêîé òîïîëîãèè 𝑀 .

Ïóñòü 𝑈 � íåïóñòîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî𝑀 . Âûáåðåì ïðîèçâîëü-
íóþ òî÷êó 𝑥 ∈ 𝑈 . Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðûé ýëåìåíò
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𝐵 ∈ B, òàêîé, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐵 ⊂ 𝑈 . Ïîñêîëüêó 𝑥 ∈ 𝑈 , à 𝑈 îòêðûòî, òî ñóùå-
ñòâóåò 𝜀 > 0, òàêîå, ÷òî 𝐵𝜀(𝑥) ⊂ 𝑈 . Âûáåðåì íàñòîëüêî áîëüøîé íîìåð

𝑛 ∈ N, ÷òî 2−𝑛 <
𝜀

2
. Ïîñêîëüêó B𝑛 ïîêðûâàåò 𝑀 , òî íàéäåòñÿ ýëåìåíò

𝐵2−𝑛(𝑦) ∈ B𝑛, òàêîé, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐵2−𝑛(𝑦). Ïîêàæåì, ÷òî 𝐵2−𝑛(𝑦) ⊂ 𝑈 .

Ïóñòü 𝑧 ∈ 𝐵2−𝑛(𝑦), òîãäà 𝑑(𝑧, 𝑦) < 2−𝑛 <
𝜀

2
. Òàêæå, 𝑑(𝑥, 𝑦) < 2−𝑛 <

𝜀

2
.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà,

𝑑(𝑥, 𝑧) ⩽ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) < 𝜀,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 𝑧 ∈ 𝐵𝜀(𝑥) ⊂ 𝑈 , è, â ýòîé ñâÿçè, 𝐵2−𝑛(𝑦) ⊂ 𝑈 .

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî 𝑈 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ýëåìåíòîâ èç B. Â ñèëó
ïðîèçâîëüíîñòè 𝑈 çàêëþ÷àåì, ÷òî B � áàçà 𝑀 .

Ïîñêîëüêó (c)⇒(a) è (a)⇒(b), òî (c)⇒(b). Àíàëîãè÷íî, ïîñêîëüêó
(b)⇒(a) è (a)⇒(c), òî (b)⇒(c).

Предложение 9.27. Пусть 𝑋 — пространство, удовлетворяющее
второй аксиоме счетности, а 𝑈 ⊂ 𝑋 — непустое открытое множе-
ство. Тогда пространство 𝑈 также удовлетворяет второй аксиоме
счетности.

Доказательство. Ïî óñëîâèþ, 𝑋 èìååò íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíóþ áàçó B.
Ïóñòü

B𝑈 = {𝐵 ∈ B |𝐵 ⊂ 𝑈}.

Ïî ïîñòðîåíèþ, ìíîæåñòâî B𝑈 ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì ìíî-
æåñòâîì, ýëåìåíòû êîòîðîãî îòêðûòû â 𝑈 . Ïîêàæåì, ÷òî B𝑈 ÿâëÿåòñÿ
áàçîé â 𝑈 .

Ïóñòü𝑂 ⊂ 𝑈 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑈 . Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ òî-
ïîëîãèè íà 𝑈 , ìíîæåñòâî 𝑂 îòêðûòî â 𝑋. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑂 =

⋃︀
𝐵∈V 𝐵,

ãäå V ⊂ B. Ïóñòü 𝐵 ∈ V, òîãäà 𝐵 ⊂ 𝑂 ⊂ 𝑈 , è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
𝐵 ∈ B𝑈 . Â ýòîé ñâÿçè, V ⊂ B𝑈 . Ìû ïîêàçàëè, ÷òî 𝑂 ÿâëÿåòñÿ îáú-
åäèíåíèåì ýëåìåíòîâ èç B𝑈 . Ïî ýòîé ïðè÷èíå, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
𝑂, ìíîæåñòâî B𝑈 ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè íà 𝑈 . Ìû ïîêàçàëè, òåì ñà-
ìûì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî 𝑈 óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.
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5. Подпространство и произведение прост-

ранств

5.1. Подпространство

Ìû âèäåëè ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâàìè R𝑛, ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàííîé åâêëèäîâîé ìåòðèêîé.
Ìû òàêæå âèäåëè, ÷òî îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íàñëåäóþò òîïîëîãèþ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà. Â íàñòîÿ-
ùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî произвольные ïîäìíîæåñòâà òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ïðîñòðàíñòâ òàêæå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû êàê òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü (𝑋, T𝑋) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝑆 ⊂ 𝑋 � ìíîæå-
ñòâî. Îïðåäåëèì ñîâîêóïíîñòü T𝑆 ðàâåíñòâîì

T𝑆 = {𝑈 ∈ P(𝑆) | ∃𝑉 ∈ T𝑋 : 𝑈 = 𝑆 ∩ 𝑉 }. (9.5.1)

Предложение 9.28. Множество T𝑆 является топологией на 𝑆.

Доказательство. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå àêñèîì (T1)�(T3)
òîïîëîãèè.

(T1) Ïîñêîëüêó

𝑆 = 𝑆 ∩𝑋 è ∅ = 𝑆 ∩∅,

ãäå 𝑋, ∅ ∈ T𝑋 , òî 𝑆, ∅ ∈ T𝑆.
(T2) Ïóñòü 𝑈1, . . . , 𝑈𝑛 ∈ T𝑆. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìíîæåñòâà 𝑉1, . . . , 𝑉𝑛 ∈

T𝑋 , òàêèå, ÷òî 𝑈𝑖 = 𝑆 ∩ 𝑉𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Òîãäà

𝑈1 ∩ · · · ∩ 𝑈𝑛 = (𝑆 ∩ 𝑉1) ∩ · · · ∩ (𝑆 ∩ 𝑉𝑛) = 𝑆 ∩ (𝑉1 ∩ · · · ∩ 𝑉𝑛).

Ïîñêîëüêó 𝑉1 ∩ · · · ∩ 𝑉𝑛 ∈ T𝑋 , òî 𝑈1 ∩ · · · ∩ 𝑈𝑛 ∈ T𝑆.
(T3) Ïóñòü, íàêîíåö, (𝑈𝛼)𝛼∈𝐴 � ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ T𝑆. Òîãäà äëÿ

êàæäîãî 𝛼 ∈ 𝐴 ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî 𝑉𝛼 ∈ T𝑋 , òàêîå, ÷òî 𝑈𝛼 = 𝑆 ∩ 𝑉𝛼.
Â ýòîé ñâÿçè, ⋃︁

𝛼∈𝐴

𝑈𝛼 =
⋃︁
𝛼∈𝐴

(𝑆 ∩ 𝑉𝛼) = 𝑆 ∩
⋃︁
𝛼∈𝐴

𝑉𝛼,

ãäå
⋃︀
𝛼∈𝐴 𝑉𝛼 ∈ T𝑋 . Ïî ýòîé ïðè÷èíå,

⋃︀
𝛼∈𝐴 𝑈𝛼 ∈ T𝑆.

Ìû óñòàíîâèëè âûïîëíåíèå âñåõ àêñèîì òîïîëîãèè äëÿ ìíîæåñòâà
T𝑆 è òåì ñàìûì ïîêàçàëè, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé.
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Определение 9.22. Топология T𝑆, определенная равенством (9.5.1),
называется индуцированной топологией (или наследственной
топологией) на 𝑆. Структура (𝑆, T𝑆) называется подпростран-
ством (𝑋, T𝑋).

Èíûìè ñëîâàìè, îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè 𝑆 ÿâëÿþòñÿ âñåâîç-
ìîæíûå ïåðåñå÷åíèÿ 𝑆 ñ îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè 𝑋.

Â äàëüíåéøåì, ãîâîðÿ î ïîäìíîæåñòâå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà, ìû âñåãäà ðàññìàòðèâàåì åãî êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ
èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé, åñëè íå óêàçàíî èíîå.

Îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑆, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
𝑆 è íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà 𝑋. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî çà-
ìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑆 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì 𝑆 è çàìêíóòîãî ïîäìíî-
æåñòâà 𝑋.

Предложение 9.29. Пусть 𝑆 — подпространство 𝑋. Множество
𝐵 ⊂ 𝑆 замкнуто в 𝑆 тогда и только тогда, когда оно является пе-
ресечением 𝑆 с некоторым замкнутым подмножеством 𝑋.

Доказательство. (⇒)Ïóñòü𝐵 ⊂ 𝑆 çàìêíóòî â 𝑆. Òîãäà ìíîæåñòâî 𝑆∖𝐵
îòêðûòî â 𝑆. Ïî îïðåäåëåíèþ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, ñóùåñòâóåò
îòêðûòîå ìíîæåñòâî 𝑉 ⊂ 𝑋, òàêîå, ÷òî

𝑆 ∖𝐵 = 𝑆 ∩ 𝑉.

Ìíîæåñòâî 𝑋 ∖ 𝑉 çàìêíóòî â 𝑋. Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝐵 = 𝑆 ∩ (𝑋 ∖ 𝑉 ). (9.5.2)

Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝐵, òîãäà 𝑥 ∈ 𝑆 è 𝑥 /∈ 𝑆 ∖ 𝐵. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑥 /∈ 𝑉 . Ïî ýòîé
ïðè÷èíå, 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝑉 , è 𝑥 ∈ 𝑆 ∩ (𝑋 ∖ 𝑉 ). Òàêèì îáðàçîì, 𝐵 ⊂ 𝑆 ∩ (𝑋 ∖ 𝑉 ).
Îáðàòíî, ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑆 ∩ (𝑋 ∖ 𝑉 ). Òîãäà 𝑥 ∈ 𝑆 è 𝑥 /∈ 𝑉 . Â ýòîé ñâÿçè,
𝑥 /∈ 𝑆 ∖𝐵 è ìû èìååì òîãäà, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐵. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑆∩ (𝑋 ∖𝑉 ) ⊂ 𝐵,
è ðàâåíñòâî (9.5.2) äîêàçàíî. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî 𝐵 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
𝑆 è íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà 𝑋.

(⇐) Ïóñòü äëÿ 𝐵 ⊂ 𝑆 ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî 𝐹 ⊂ 𝑋,
òàêîå, ÷òî

𝐵 = 𝑆 ∩ 𝐹.
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Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà 𝐵 çàìêíóòî â 𝑆. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
𝑆 ∖𝐵 îòêðûòî â 𝑆. Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝑆 ∖𝐵 = 𝑆 ∩ (𝑋 ∖ 𝐹 ). (9.5.3)

Ïîñêîëüêó 𝑋 ∖ 𝐹 îòêðûòî â 𝑋, òî ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàâåíñòâà äàåò
æåëàåìûé ðåçóëüòàò.

Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑆 ∖𝐵, òîãäà 𝑥 ∈ 𝑆 è 𝑥 /∈ 𝐵. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑥 /∈ 𝐹 , à ïîòîìó
𝑥 ∈ 𝑋 ∖ 𝐹 . Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑥 ∈ 𝑆 ∩ (𝑋 ∖ 𝐹 ) è 𝑆 ∖ 𝐵 ⊂ 𝑆 ∩ (𝑋 ∖ 𝐹 ).
Îáðàòíî, ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑆 ∩ (𝑋 ∖ 𝐹 ). Òîãäà 𝑥 ∈ 𝑆 è 𝑥 /∈ 𝐹 . Ñëåäîâàòåëüíî,
𝑥 /∈ 𝐵. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑥 ∈ 𝑆 ∖ 𝐵 è, òàêèì îáðàçîì, 𝑆 ∩ (𝑋 ∖ 𝐹 ) ⊂ 𝑆 ∖ 𝐵.
Ðàâåíñòâî (9.5.3) äîêàçàíî.

Ìíîæåñòâî 𝑆 ∖ 𝐵 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì 𝑆 è íåêîòîðîãî îòêðûòîãî
ïîäìíîæåñòâà𝑋, ïîýòîìó 𝑆∖𝐵 îòêðûòî â 𝑆. Çíà÷èò, 𝐵 çàìêíóòî â 𝑆.

Åñëè (𝑋, 𝑑) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìåòðèêà íà ïîäìíîæå-
ñòâå 𝑆 ⊂ 𝑋 çàäàåòñÿ ñóæåíèåì èñõîäíîé ìåòðèêè íà 𝑆. Òàêàÿ èíäóöèðî-
âàííàÿ ìåòðèêà çàäàåò ìåòðè÷åñêóþ òîïîëîãèþ íà 𝑆. Âìåñòå ñ òåì, íà
𝑆 ìîæíî èíäóöèðîâàòü èñõîäíóþ ìåòðè÷åñêóþ òîïîëîãèþ. Îáà ñïîñîáà
ïðèâîäÿò ê îäíîé è òîé æå òîïîëîãèè, êàê ïîêàçûâàåò Ïðåäëîæåíèå 3.11.

Òåðìèí ¾ïîäïðîñòðàíñòâî¿ âñòðå÷àåòñÿ â òåîðèè âåêòîðíûõ ïðîñò-
ðàíñòâ, ãäå ëèøü íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà (òå, êîòîðûå çàìêíóòû îò-
íîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð) ÿâëÿþòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, â òîïîëîãèè íåò îãðàíè-
÷åíèé íà òèïû ìíîæåñòâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ïîäïðîñòðàíñòâà: любое
ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ åãî ïîäïðîñòðàí-
ñòâîì, åñëè ñíàáäèòü åãî èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé.

Íåîáõîäèìî ïîìíèòü î òîì, ÷òî ñâîéñòâà ¾îòêðûòûé¿ è ¾çàìêíóòûé¿
íå ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ñàìîãî ìíîæåñòâà; ýòî ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ïî
îòíîøåíèþ ê òîïîëîãè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó. Åñëè 𝑆 � ïîäïðîñòðàíñòâî
𝑋, òî ïîäìíîæåñòâî 𝑆 ìîæåò áûòü îòêðûòûì èëè çàìêíóòûì â 𝑆, íî íå
â 𝑋, ÷òî ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð.

Пример 9.17. Рассмотрим подпространства 𝑆1 = [0, 1]∪]2, 3[ и 𝑆2 =
{1/𝑛}∞𝑛=1 пространства R. Интервал [0, 1] не является открытым под-
множеством R, но он же является открытым подмножеством 𝑆1,
поскольку

[0, 1] = 𝑆1 ∩ ]− 1, 2[.
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В 𝑆2 одноточечные множества {1/𝑛} открыты, так как{︁1
𝑛

}︁
= 𝑆2 ∩

]︁ 1

𝑛+ 1
,

1

𝑛− 1

[︁
,

поэтому индуцированная топология на 𝑆2 дискретна.

Äëÿ ÿñíîñòè, åñëè 𝑆 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì 𝑋, òî èíîãäà ãîâî-
ðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑈 ⊂ 𝑆 относительно открыто èëè относительно
замкнуто â 𝑆, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑈 îòêðûòî èëè çà-
ìêíóòî â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè 𝑆, à íå â òîïîëîãèè 𝑋. Àíàëîãè÷-
íî, åñëè 𝑥 � òî÷êà 𝑆, òî îêðåñòíîñòü 𝑥 â 𝑆 â òîïîëîãèè ïîäïðîñòðàíñòâà
èíîãäà íàçûâàåòñÿ относительной окрестностью 𝑥. Ñëåäóþùåå Ïðåä-
ëîæåíèå ñâÿçûâàåò îòêðûòûå è îòíîñèòåëüíî îòêðûòûå ìíîæåñòâà.

Предложение 9.30. Пусть 𝑆 — подпространство топологического
пространства 𝑋.

(a) Если 𝑈 ⊂ 𝑆 ⊂ 𝑋, 𝑈 открыто в 𝑆, а 𝑆 открыто в 𝑋, то 𝑈 откры-
то в 𝑋. То же самое будет истинно, если всюду «открытый»
заменить на «замкнутый».

(b) Если 𝑈 — подмножество 𝑆, которое либо открыто, либо замкну-
то в 𝑋, то оно, соответственно, также открыто, либо замкну-
то в 𝑆.

Доказательство. (a) Случай открытых множеств. Ïîñêîëüêó 𝑈 îò-
êðûòî â 𝑆, òî 𝑈 = 𝑆 ∩ 𝑉 , äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà 𝑉 ⊂ 𝑋.
Íî 𝑆 òàêæå îòêðûòî â 𝑋, ïîýòîìó 𝑆 ∩ 𝑉 îòêðûòî â 𝑋. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑈
îòêðûòî â 𝑋.

Случай замкнутых множеств. Åñëè 𝑈 çàìêíóòî â 𝑆, òî, â ñèëó
Ïðåäëîæåíèÿ 9.29, îíî ïðåäñòàâèìî â âèäå 𝑈 = 𝑆 ∩ 𝑉 , äëÿ íåêîòîðîãî
çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà 𝑉 ⊂ 𝑋. Ïîñêîëüêó 𝑆 òàêæå çàìêíóòî â 𝑋, òî
ïåðåñå÷åíèå 𝑆 ∩ 𝑉 çàìêíóòî â 𝑋. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑈 çàìêíóòî â 𝑋.

(b) Ïóñòü 𝑈 îòêðûòî â 𝑋. Ïîñêîëüêó 𝑈 = 𝑆 ∩ 𝑉 , ãäå 𝑉 = 𝑈 �
îòêðûòî â 𝑋, òî 𝑈 îòêðûòî â 𝑆. Àíàëîãè÷íî, åñëè 𝑈 çàìêíóòî â 𝑋, òî
èç ðàâåíñòâà 𝑈 = 𝑆 ∩ 𝑉 , â êîòîðîì 𝑉 = 𝑈 , ñëåäóåò, ÷òî 𝑈 çàìêíóòî â
𝑆.
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Ðàíåå â Ïðåäëîæåíèè 9.2 ìû îïðåäåëèëè òîïîëîãèþ íà îòêðûòîì
ïîäìíîæåñòâå. Ïîêàæåì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãè-
åé.

Предложение 9.31. Пусть (𝑋, T) — топологическое пространство,
а 𝑆 ⊂ 𝑋 — открытое множество. Индуцированная топология на 𝑆
совпадает с топологией, определенной в Предложении 9.2.

Доказательство. Ïóñòü T𝑆 � èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ íà 𝑆, à Told
𝑆

� ¾ñòàðàÿ¿ òîïîëîãèÿ íà 𝑆, òî åñòü,

T𝑆 = {𝑈 ∈ P(𝑆) | ∃𝑉 ∈ T : 𝑈 = 𝑆 ∩ 𝑉 },
Told
𝑆 = {𝑈 ∈ P(𝑆) | 𝑈 ∈ T}.

Ïîêàæåì, ÷òî T𝑆 = Told
𝑆 .

Ïóñòü 𝑈 ∈ T𝑆. Ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ Ïðåäëîæåíèÿ 9.30 (a), ïî-
ýòîìó 𝑈 îòêðûòî â𝑋. Òàêèì îáðàçîì, 𝑈 ∈ Told

𝑆 è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
𝑈 , çàêëþ÷àåì îòñþäà, ÷òî T𝑆 ⊂ Told

𝑆 .
Îáðàòíî, ïóñòü 𝑈 ∈ Told

𝑆 . Òîãäà 𝑈 îòêðûòî â 𝑋. Â ñèëó Ïðåäëîæå-
íèÿ 9.30 (b), òîãäà 𝑈 ∈ T𝑆. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
𝑈 , ìû èìååì âêëþ÷åíèå Told

𝑆 ⊂ T𝑆. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî
T𝑆 = Told

𝑆 .

Åñëè 𝑋 � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝑈 ⊂ 𝑆 ⊂ 𝑋, òî âîçíèêàåò
íåîäíîçíà÷íîñòü â òåðìèíå ¾çàìûêàíèå 𝑈¿, ïîñêîëüêó, â îáùåì ñëó÷àå,
çàìûêàíèå 𝑈 â 𝑆 (â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè) ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ
åãî çàìûêàíèåì â 𝑋. Òî æå îòíîñèòñÿ è ê ¾âíóòðåííîñòè 𝑈¿. Â ýòîì
ñëó÷àå, îáîçíà÷åíèÿ 𝑈 è Int𝑈 áóäóò âñåãäà îçíà÷àòü çàìûêàíèå 𝑈 â 𝑋
è âíóòðåííîñòü 𝑈 â 𝑋 ñîîòâåòñòâåííî.

Предложение 9.32. Пусть 𝑋 — топологическое пространство и 𝑈 ⊂
𝑆 ⊂ 𝑋. Тогда

(a) Замыкание 𝑈 в 𝑆 равно 𝑈 ∩ 𝑆.

(b) Внутренность 𝑈 в 𝑆 содержит Int𝑈 .

Доказательство. (a) Ïóñòü 𝑈
𝑆
îáîçíà÷àåò çàìûêàíèå 𝑈 â 𝑆. Íóæíî

ïîêàçàòü, ÷òî

𝑈
𝑆
= 𝑆 ∩ 𝑈.
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Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑈
𝑆
, òîãäà 𝑥 ∈ 𝑆. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ îêðåñòíîñòü 𝑉 òî÷êè

𝑥 â 𝑋. Ïîêàæåì, ÷òî 𝑉 ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝑈 . Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî
𝑂 = 𝑆∩𝑉 îòêðûòî â 𝑆 è ñîäåðæèò 𝑥, òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ 𝑥 â
𝑆. Â ýòîé ñâÿçè, íàéäåòñÿ òî÷êà 𝑦 ∈ 𝑈 , òàêàÿ, ÷òî 𝑦 ∈ 𝑂. Ñëåäîâàòåëüíî,
𝑦 ∈ 𝑉 , è ìû ïîêàçàëè, òåì ñàìûì, ÷òî 𝑥 ∈ 𝑈 . Òàêèì îáðàçîì, 𝑥 ∈ 𝑆 ∩𝑈 ,
÷òî âëå÷åò âêëþ÷åíèå 𝑈

𝑆 ⊂ 𝑆 ∩ 𝑈 .
Îáðàòíî, ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑆 ∩ 𝑈 , òîãäà 𝑥 ∈ 𝑆. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ

îêðåñòíîñòü 𝑂 òî÷êè 𝑥 â 𝑆 è ïîêàæåì, ÷òî îíà ñîäåðæèò òî÷êó èç 𝑈 . Ïî
îïðåäåëåíèþ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî 𝑉 ⊂ 𝑋, òàêîå, ÷òî 𝑂 = 𝑆∩𝑉 . Ìíîæåñòâî 𝑉 ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
𝑥 â 𝑋 è, ïîñêîëüêó 𝑥 ∈ 𝑈 , ñóùåñòâóåò òî÷êà 𝑦 ∈ 𝑈 , òàêàÿ, ÷òî 𝑦 ∈ 𝑉 .

Ïîñêîëüêó 𝑈 ⊂ 𝑆, òî 𝑦 ∈ 𝑆 è ïîòîìó 𝑦 ∈ 𝑂. Òàêèì îáðàçîì, 𝑥 ∈ 𝑈
𝑆
è, â

ýòîé ñâÿçè, 𝑆∩𝑈 ⊂ 𝑈
𝑆
. Îêîí÷àòåëüíî, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 𝑈

𝑆
= 𝑆∩𝑈 .

(b) Ïóñòü Int𝑆𝑈 îáîçíà÷àåò âíóòðåííîñòü 𝑈 â 𝑆. Íóæíî ïîêàçàòü,
÷òî

Int𝑈 ⊂ Int𝑆𝑈.

Ïóñòü 𝑥 ∈ Int𝑈 . Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 𝑉 ⊂ 𝑋 òî÷êè 𝑥, òàêàÿ,
÷òî 𝑉 ⊂ 𝑈 . Èç âêëþ÷åíèÿ 𝑈 ⊂ 𝑆 ñëåäóåò, ÷òî 𝑉 ⊂ 𝑆, ïîýòîìó 𝑉 îòêðûòî
â 𝑆 (Ïðåäëîæåíèå 9.30 (b)). Â ýòîé ñâÿçè, 𝑉 ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ 𝑥 â
𝑆, ëåæàùåé â 𝑈 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑥 ∈ Int𝑆𝑈 è âêëþ÷åíèå Int𝑈 ⊂ Int𝑆𝑈
äîêàçàíî.

Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, â îáùåì ñëó÷àå, íåâåðíî. Ïóñòü 𝑋 = R, à
𝑆 = [0, 1]∪]2, 3[. Ïîëîæèì 𝑈 = [0, 1]. Ïîñêîëüêó 𝑈 îòêðûòî â 𝑆 (ñì.
Ïðèìåð 9.17), òî Int𝑆𝑈 = [0, 1]. Âìåñòå ñ òåì, Int𝑈 = ]0, 1[. Â ýòîé ñâÿçè,
Int𝑈 ̸= Int𝑆𝑈 .

Åñëè 𝑆 ⊂ 𝑋, òî канонической инъекцией íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå 𝜄𝑆 : 𝑆 →˓ 𝑋, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó 𝑝 ↦→ 𝑝. Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî
èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò èíäóöèðîâàííóþ
òîïîëîãèþ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ òîïîëîãèé íà ïîäìíîæåñòâå [1].

Теорема 9.2. (Характеристическое свойство индуцированной
топологии) Пусть 𝑋 — топологическое пространство, а 𝑆 ⊂ 𝑋 —
подпространство. Для любого топологического пространства 𝑌 , отоб-
ражение 𝑓 : 𝑌 → 𝑆 непрерывно тогда и только тогда, когда компози-
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ция 𝜄𝑆 ∘ 𝑓 : 𝑌 → 𝑋 непрерывна:

𝑋

𝑌 𝑆

𝜄𝑆
∘ 𝑓

𝑓

𝜄𝑆

Доказательство. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå 𝜄−1
𝑆 (𝑉 ) =

𝑆 ∩ 𝑉 , ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà 𝑉 ⊂ 𝑋.

(⇒) Ïóñòü îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî. Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíî-
æåñòâà 𝑉 ⊂ 𝑋 èìååì

(𝜄𝑆 ∘ 𝑓)−1(𝑉 ) = 𝑓−1(𝜄−1
𝑆 (𝑉 )) = 𝑓−1(𝑆 ∩ 𝑉 ).

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà îòêðûòà â 𝑌 , ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî
𝑆 ∩ 𝑉 îòêðûòî â 𝑆. Â ýòîé ñâÿçè, ìíîæåñòâî (𝜄𝑆 ∘ 𝑓)−1(𝑉 ) îòêðûòî â 𝑌
è òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝜄𝑆 ∘ 𝑓 íåïðåðûâíî.

(⇐) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝜄𝑆 ∘ 𝑓 íåïðåðûâíî. Åñëè 𝑈 ÿâ-
ëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑆, òî 𝑈 = 𝑆 ∩ 𝑉 , äëÿ íåêîòîðîãî îò-
êðûòîãî ìíîæåñòâà 𝑉 ⊂ 𝑋. Òîãäà

𝑓−1(𝑈) = 𝑓−1(𝑆 ∩ 𝑉 ) = 𝑓−1(𝜄−1
𝑆 (𝑉 )) = (𝜄𝑆 ∘ 𝑓)−1(𝑉 ),

ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü îòêðûòà â 𝑌 ïî ïðåäïîëîæåíèþ. Íî òîãäà è ìíîæåñòâî
𝑓−1(𝑈) îòêðûòî â 𝑌 , ÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü 𝑓 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî èìååò ðÿä ïîëåçíûõ ñëåäñòâèé. Ïåðâîå
èç íèõ ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòûì è ìîæåò áûòü ëåãêî äîêàçàíî áåç
àïåëëÿöèè ê Òåîðåìå 9.2. Âìåñòå ñ òåì, ïîëåçíî çíàòü, ÷òî îíî íàïðÿìóþ
âûòåêàåò èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà.

Следствие 9.2. Если 𝑆 — подпространство топологического про-
странства 𝑋, то каноническая инъекция 𝜄𝑆 : 𝑆 →˓ 𝑋 непрерывна.
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Доказательство. Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

𝑋

𝑆 𝑆

𝜄𝑆

Id𝑆

𝜄𝑆

Ïîñêîëüêó òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå âñåãäà íåïðåðûâíî, òî èç õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî 𝜄𝑆 òàêæå íåïðåðûâíî.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü
÷òî ñóæåíèå è ðàñøèðåíèå îáëàñòè ïðèáûòèÿ, òàêæå êàê è ñóæåíèå îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ (êîíå÷íî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå ìîæåò áûòü ðàñøè-
ðåíà áåç ðàñïðîñòðàíåíèÿ îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå â ðåçóëüòàòå ìîæåò íå
áûòü íåïðåðûâíûì) íå âëèÿþò íà íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ. Òî÷íûå
óòâåðæäåíèÿ ïðèâåäåíû â Ñëåäñòâèè.

Следствие 9.3. Пусть 𝑋 и 𝑌 — топологические пространства, а 𝑓 :
𝑋 → 𝑌 — непрерывное отображение.

(a) Сужение области определения: ограничение 𝑓 на любое под-
пространство 𝑆 ⊂ 𝑋 непрерывно.

(b) Сужение области прибытия: если 𝑇 — подпространство 𝑌 ,
содержащее 𝑓(𝑋), то 𝑓 : 𝑋 → 𝑇 непрерывно.

(c) Расширение области прибытия: если 𝑌 — подпространство 𝑍,
то 𝑓 : 𝑋 → 𝑍 непрерывно.

Доказательство. Ïóíêò (a) âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 9.2, ïîñêîëüêó 𝑓 |𝑆 =
𝑓 ∘ 𝜄𝑆. Ïóíêò (b) âûòåêàåò èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà, ïðèìåíåí-
íîãî ê ïîäïðîñòðàíñòâó 𝑇 ⊂ 𝑌 . Íàêîíåö, (c) âûòåêàåò èç ðàññìîòðåíèÿ
êîìïîçèöèè 𝑓 ñ êàíîíè÷åñêîé èíúåêöèåé 𝑌 →˓ 𝑍.

Ïðè âûáîðå òîïîëîãèè íà ïîäìíîæåñòâå 𝑆 ⊂ 𝑋 ìû èìååì äâå êîí-
êóðèðóþùèå ñèòóàöèè: ìû õîòåëè áû, ÷òîáû êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ
𝑆 →˓ 𝑋 áûëà íåïðåðûâíîé (òîãäà ñóæåíèå íà 𝑆 ëþáîãî íåïðåðûâíîãî
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îòîáðàæåíèÿ 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 áûëî áû íåïðåðûâíûì), è ìû õîòåëè áû, ÷òî-
áû íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ â 𝑋, îáðàçû êîòîðûõ ëåæàò â 𝑆, áûëè
áû íåïðåðûâíû êàê îòîáðàæåíèÿ â 𝑆. Äëÿ óäîâëåòâîðåíèÿ ïåðâîìó òðå-
áîâàíèþ 𝑆 äîëæíî èìåòü äîñòàòî÷íî ìíîãî îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, à äëÿ
âòîðîãî � äîëæíî èìåòü íå ñëèøêîì ìíîãî. Èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ
âûáðàíà êàê îïòèìàëüíûé êîìïðîìèññ ìåæäó ýòèìè òðåáîâàíèÿìè.

Åñòåñòâåííûå òîïîëîãèè, òàêèå, êàê èíäóöèðîâàííàÿ òîïîëîãèÿ,
îáû÷íî ìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû â òåðìèíàõ òîãî, êàêèå îòîáðà-
æåíèÿ íåïðåðûâíû îòíîñèòåëüíî íèõ. Âîò ïî÷åìó ¾õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ñâîéñòâî¿ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè (Òåîðåìà 9.2) òàê âàæíî. Ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà ïðèäàåò ýòîìó òî÷íûé ñìûñë.

Теорема 9.3. (Единственность индуцированной топологии)
Пусть 𝑆 — подмножество топологического пространства 𝑋. Инду-
цированная топология на 𝑆 — единственная топология, для которой
выполняется характеристическое свойство.

Доказательство. Ïóñòü íà 𝑆 îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ òîïîëîãèÿ, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó. Â äîêàçàòåëüñòâå ÷åðåç 𝑆𝑔
îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî 𝑆 ñ ýòîé òîïîëîãèåé, à ÷åðåç 𝑆𝑠 � ìíîæåñòâî 𝑆
ñ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèåé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî çàäàííàÿ
òîïîëîãèÿ ðàâíà èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå 𝑆 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì ìåæäó 𝑆𝑔 è 𝑆𝑠
(Ïðåäëîæåíèå 9.15 (b)).

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ 𝑆𝑠 →˓ 𝑋 íåïðåðûâíà â
ñèëó Ñëåäñòâèÿ 9.2. Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñëåäñòâèÿ èñïîëü-
çîâàëî òîëüêî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî, òàêîå æå ðàññóæäåíèå ïî-
êàçûâàåò, ÷òî êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ 𝑆𝑔 →˓ 𝑋 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì.

Ðàññìîòðèì äâå êîìïîçèöèè

𝑋

𝑆𝑠 𝑆𝑔

𝜄 𝑔
∘ Id

𝑠𝑔

Id𝑠𝑔

𝜄𝑔

𝑋

𝑆𝑔 𝑆𝑠

𝜄 𝑠
∘ Id

𝑔𝑠

Id𝑔𝑠

𝜄𝑠
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Çäåñü Id𝑠𝑔 è Id𝑔𝑠 îáîçíà÷àþò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id𝑆 èç ïðî-
ñòðàíñòâà 𝑆𝑠 â ïðîñòðàíñòâî 𝑆𝑔 (ñîîòâåòñòâåííî, èç ïðîñòðàíñòâà 𝑆𝑔 â
ïðîñòðàíñòâî 𝑆𝑠), à 𝜄𝑔 è 𝜄𝑠 � êàíîíè÷åñêóþ èíúåêöèþ 𝜄𝑆 èç ïðîñòðàí-
ñòâà 𝑆𝑔 (ñîîòâåòñòâåííî, èç ïðîñòðàíñòâà 𝑆𝑠); ìû ñíàáäèëè îòîáðàæåíèÿ
èíäåêñàìè òîëüêî ñ öåëüþ îáñóæäåíèÿ èõ íåïðåðûâíîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó íåéòðàëüíîñòè òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ îò-
íîñèòåëüíî îïåðàöèè êîìïîçèöèè, 𝜄𝑔 ∘ Id𝑠𝑔 = 𝜄𝑠, à 𝜄𝑠 ∘ Id𝑔𝑠 = 𝜄𝑔, è îáå êà-
íîíè÷åñêèõ èíúåêöèè íåïðåðûâíû. Ïðèìåíÿÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîé-
ñòâî ê êàæäîé èç êîìïîçèöèé, çàêëþ÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Id𝑠𝑔 è åãî
îáðàòíîå, Id𝑔𝑠, íåïðåðûâíû. Â ýòîé ñâÿçè, Id𝑠𝑔 � ãîìåîìîðôèçì.

Предложение 9.33. (Другие свойства индуцированной тополо-
гии) Пусть 𝑆 — подпространство топологического пространства 𝑋.

(a) Если 𝑅 ⊂ 𝑆 — подпространство 𝑆, то 𝑅 — подпространство 𝑋;
иными словами, индуцированные топологии, которые 𝑅 наследу-
ет от 𝑆 и 𝑋, совпадают.

(b) Если B — база топологии на 𝑋, то совокупность

B𝑆 = {𝐵 ∩ 𝑆 |𝐵 ∈ B},

является базой топологии на 𝑆.

(c) Если (𝑥𝑛) — последовательность точек 𝑆 и 𝑥 ∈ 𝑆, то 𝑥𝑛 → 𝑥 в 𝑆
тогда и только тогда, когда 𝑥𝑛 → 𝑥 в 𝑋.

(d) Любое подпространство хаусдорфова пространства хаусдорфово.

(e) Любое подпространство пространства с первой аксиомой счетно-
сти удовлетворяет первой аксиоме счетности.

(f) Любое подпространство пространства со второй аксиомой счет-
ности удовлетворяет второй аксиоме счетности.

Доказательство. (a) Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝑅 � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Ïðåä-
ïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî 𝑈 îòêðûòî â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé íà 𝑅 èç
𝑆. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑈 = 𝑅 ∩ 𝑉 äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
𝑉 ⊂ 𝑆. Â ñâîþ î÷åðåäü, òî, ÷òî 𝑉 îòêðûòî â 𝑆, îçíà÷àåò, ÷òî 𝑉 = 𝑆 ∩𝑊
äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà 𝑊 ⊂ 𝑋. Òàêèì îáðàçîì,

𝑈 = (𝑊 ∩ 𝑆) ∩𝑅 = 𝑅 ∩𝑊,
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÷òî âëå÷åò îòêðûòîñòü 𝑈 â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé íà 𝑅 èç 𝑋.
Îáðàòíî, åñëè 𝑈 îòêðûòî â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé íà 𝑅 èç 𝑋,

òî 𝑈 = 𝑊 ∩ 𝑅 äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà 𝑊 ⊂ 𝑋; îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî 𝑈 ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì 𝑅 ñ ìíîæåñòâîì 𝑉 = 𝑊 ∩ 𝑆,
îòêðûòûì â 𝑆. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑈 îòêðûòî â òîïîëîãèè, èíäóöèðîâàííîé
íà 𝑅 èç 𝑆.

(b) Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî êàæäûé ýëåìåíò B𝑆 îòêðûò â 𝑆 ïî îïðåäå-
ëåíèþ èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè; òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî êàæäîå (îòíîñèòåëüíî) îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò êðè-
òåðèþ áàçû îòíîñèòåëüíî B𝑆. Ïóñòü 𝑈 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑆. Ïî
îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑈 = 𝑆 ∩ 𝑉 äëÿ íåêîòîðîãî îòêðûòîãî
ìíîæåñòâà 𝑉 ⊂ 𝑋. Ïîñêîëüêó B � áàçà 𝑋, òî äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑈
ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝐵 ∈ B, òàêîé, ÷òî 𝑝 ∈ 𝐵 ⊂ 𝑉 . Îòñþäà òîãäà ñëåäóåò,
÷òî 𝑝 ∈ 𝐵 ∩ 𝑆 ⊂ 𝑈 , ãäå 𝐵 ∩ 𝑆 ∈ B𝑆.

(c) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî 𝑥𝑛 → 𝑥 â òîïîëîãèè íà 𝑆. Ïóñòü 𝑉 �
îêðåñòíîñòü òî÷êè 𝑥 â 𝑋. Òîãäà 𝑈 = 𝑆 ∩ 𝑉 îòêðûòî â 𝑆 è ñîäåðæèò 𝑥,
òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ 𝑥 â 𝑆. Äëÿ 𝑈 ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑁 ∈ N,
òàêîé, ÷òî 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 äëÿ âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 . Â ýòîé ñâÿçè, 𝑥𝑛 ∈ 𝑉 äëÿ âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁
è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑥𝑛 → 𝑥 â 𝑋.

Îáðàòíî, ïóñòü 𝑥𝑛 → 𝑥 â òîïîëîãèè íà 𝑋. Ïóñòü 𝑈 � îêðåñòíîñòü
òî÷êè 𝑥 â 𝑆. Òîãäà 𝑈 îòêðûòî â 𝑆 è ñîäåðæèò 𝑥. Òàêèì îáðàçîì, 𝑈 =
𝑆 ∩ 𝑉 , ãäå 𝑉 ⊂ 𝑋 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó 𝑉 ñîäåðæèò 𝑥, òî
𝑉 ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ 𝑥 â 𝑋. Ñóùåñòâóåò íîìåð 𝑁 ∈ N, òàêîé, ÷òî
𝑥𝑛 ∈ 𝑉 äëÿ âñåõ 𝑛 ⩾ 𝑁 . Íî òîãäà 𝑥𝑛 ∈ 𝑈 äëÿ 𝑛 ⩾ 𝑁 , ÷òî îçíà÷àåò
ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (𝑥𝑛) ê 𝑥 â 𝑆.

(d) Ïóñòü 𝑋 � õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, à 𝑆 ⊂ 𝑋 � åãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâî. Ïóñòü 𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝑆 � ðàçëè÷íûå òî÷êè. Òîãäà ñóùåñòâóþò
îêðåñòíîñòè 𝑉1 è 𝑉2 òî÷åê 𝑝1 è 𝑝2 â 𝑋, òàêèå, ÷òî 𝑉1 ∩ 𝑉2 = ∅. Íî
òîãäà ìíîæåñòâà 𝑈1 = 𝑆 ∩ 𝑉1, 𝑈2 = 𝑆 ∩ 𝑉2 îòêðûòû â 𝑆, ñîäåðæàò 𝑝1 è
𝑝2 ñîîòâåòñòâåííî è íå ïåðåñåêàþòñÿ:

𝑈1 ∩ 𝑈2 = (𝑆 ∩ 𝑉1) ∩ (𝑆 ∩ 𝑉2) = 𝑆 ∩ (𝑉1 ∩ 𝑉2) = 𝑆 ∩∅ = ∅.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 𝑝1 è 𝑝2 íàøëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè â 𝑆.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå, òîïîëîãèÿ íà 𝑆 õàóñäîðôîâà.

(e) Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü 𝑆 � ïîäïðîñòðàí-
ñòâî 𝑋, 𝑝 ∈ 𝑆, à B𝑝 � áàçà ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé òî÷êè 𝑝 â 𝑋. Òîãäà

B𝑆
𝑝 = {𝐵 ∩ 𝑆 |𝐵 ∈ B𝑝},
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ÿâëÿåòñÿ áàçîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé òî÷êè 𝑝 â 𝑆. Äåéñòâèòåëüíî, ìíî-
æåñòâî 𝐵 ∩ 𝑆, 𝐵 ∈ B𝑝, îòêðûòî â 𝑆 è ñîäåðæèò 𝑝, òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ 𝑝 â 𝑆. Ïóñòü òåïåðü 𝑈 � îêðåñòíîñòü 𝑝 â 𝑆. Òîãäà 𝑝 ∈ 𝑈 è
𝑈 îòêðûòî â 𝑆. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî 𝑉 ⊂ 𝑋,
òàêîå, ÷òî 𝑈 = 𝑆 ∩𝑉 . Ïîñêîëüêó 𝑝 ∈ 𝑉 , òî 𝑉 ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ 𝑝 â
𝑋 è ïî ýòîé ïðè÷èíå ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî 𝐵 ∈ B𝑝, òàêîå, ÷òî 𝐵 ⊂ 𝑉 .
Íî òîãäà 𝐵 ∩ 𝑆 ∈ B𝑆

𝑝 è

𝐵 ∩ 𝑆 ⊂ 𝑉 ∩ 𝑆 = 𝑈.

Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî B𝑆
𝑝 � áàçà ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé òî÷êè 𝑝

â 𝑆.
Ïóñòü 𝑋 � ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíî-

ñòè. Òîãäà äëÿ òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑆 ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíàÿ áàçà B𝑝

ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé 𝑝 â 𝑋. Íî òîãäà è B𝑆
𝑝 � íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑆 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ ïåðâîé
àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè.

(f) Åñëè 𝑋 óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, òî â íåì åñòü
íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíàÿ áàçà B. Ïóñòü 𝑆 � ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑋, òîãäà,
êàê ïîêàçàíî â (b), ìíîæåñòâî B𝑆 ÿâëÿåòñÿ áàçîé åãî òîïîëîãèè. Íî
òîãäà ýòà áàçà íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ïðîñòðàíñòâî 𝑆
óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.

Ñëåäóþùàÿ Ëåììà ïîçâîëÿåò èç ñåìåéñòâà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæå-
íèé, çàäàííûõ íà ýëåìåíòàõ ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà, ñêëåèòü åäèíîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Лемма 9.2. (Лемма о склейке) Пусть 𝑋 и 𝑌 — топологические про-
странства, а {𝐴𝑖} — либо произвольное открытое покрытие 𝑋, либо
конечное замкнутое покрытие 𝑋. Пусть заданы непрерывные отобра-
жения 𝑓𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝑌 , согласованные на пересечениях:

𝑓𝑖|𝐴𝑖∩𝐴𝑗
= 𝑓𝑗|𝐴𝑖∩𝐴𝑗

.

Тогда существует единственное непрерывное отображение 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 ,
ограничение которого на 𝐴𝑖 совпадает с 𝑓𝑖.

Доказательство. Èç òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , òàêîå, ÷òî
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𝑓 |𝐴𝑖
= 𝑓𝑖. Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ íà

ïåðåñå÷åíèÿõ. Åñëè ìíîæåñòâà 𝐴𝑖 îòêðûòû, òî íåïðåðûâíîñòü 𝑓 ñëåäóåò
èç Ïðåäëîæåíèÿ 9.11. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü {𝐴1, . . . , 𝐴𝑘} � êîíå÷íîå
çàìêíóòîå ïîêðûòèå 𝑋. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî 𝑓 íåïðåðûâíî,
íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîîáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà 𝐾 ⊂ 𝑌
çàìêíóò. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî 𝑖, 𝑓−1(𝐾) ∩ 𝐴𝑖 = 𝑓−1

𝑖 (𝐾), è
𝑓−1(𝐾) åñòü îáúåäèíåíèå ýòèõ ìíîæåñòâ äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘:

𝑓−1(𝐾) = 𝑓−1(𝐾) ∩𝑋 = 𝑓−1(𝐾) ∩
𝑘⋃︁
𝑖=1

𝐴𝑖 =
𝑘⋃︁
𝑖=1

𝑓−1
𝑖 (𝐾).

Ïîñêîëüêó 𝑓−1
𝑖 (𝐾) çàìêíóòî â 𝐴𝑖, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè 𝑓𝑖, 𝐴𝑖 çàìêíóòî

â𝑋, òî ïî Ïðåäëîæåíèþ 9.30 (a) ìíîæåñòâî 𝑓−1
𝑖 (𝐾) çàìêíóòî â𝑋. Òàêèì

îáðàçîì, 𝑓−1(𝐾) � îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
è ïîýòîìó çàìêíóòî.

5.2. Топологические вложения

Âûäåëèì ñïåöèàëüíûé êëàññ îòîáðàæåíèé.

Определение 9.23. Инъективное непрерывное отображение, являю-
щееся гомеоморфизмом на свой образ (в индуцированной топологии),
называется топологическим вложением (или просто вложени-
ем).

Åñëè 𝑓 : 𝐴 → 𝑋 � òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå, òî îáðàç 𝑓(𝐴) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ãîìåîìîðôíóþ êîïèþ 𝐴 âíóòðè 𝑋.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òîïîëîãè÷åñêîãî âëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êàíîíè-
÷åñêàÿ èíúåêöèÿ, î ÷åì óòâåðæäàåòñÿ â ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè.

Предложение 9.34. Пусть 𝑋 — топологическое пространство, а 𝑆
— подпространство 𝑋. Тогда каноническая инъекция 𝜄𝑆 : 𝑆 →˓ 𝑋 явля-
ется топологическим вложением.

Доказательство. Îòîáðàæåíèå 𝜄𝑆 èíúåêòèâíî â ñèëó îïðåäåëåíèÿ. Åãî
íåïðåðûâíîñòü âûòåêàåò èç Ñëåäñòâèÿ 9.2. Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî 𝜄𝑆 �
ãîìåîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç. Äåéñòâèòåëüíî, îòîáðàæåíèå

̂︀𝜄𝑆 : 𝑆 → 𝜄𝑆(𝑆) = 𝑆, 𝑝 ↦→ 𝑝,
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ñîâïàäàåò ñ Id𝑆, ãäå ïîñëåäíåå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ̂︀𝜄𝑆 � ãîìåîìîðôèçì è 𝜄𝑆 � òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû.

Пример 9.18. Пусть 𝐹 : R → R2 — инъективное непрерывное отоб-
ражение 𝐹 (𝑠) = (𝑠, 𝑠2). Его образом является парабола 𝑃 , определен-
ная уравнением 𝑦 = 𝑥2. Как отображение из R в 𝑃 , 𝐹 биективно и
непрерывно по Следствию 9.3 (b). Обратное отображение к 𝐹 пред-
ставлено соответствием 𝜋|𝑃 , где 𝜋 : R2 → R — проекция 𝜋(𝑥, 𝑦) = 𝑥;
поскольку 𝜋 непрерывно, то его ограничение на 𝑃 непрерывно в силу
Следствия 9.3 (a). В этой связи, 𝐹 — топологическое вложение.

Пример 9.19. Пусть 𝑎 : [0, 1[→ C — отображение 𝑎(𝑠) = 𝑒2𝜋 𝑖 𝑠 (При-
мер 9.10). Оно не является гомеоморфизмом на свой образ в метри-
ческой топологии (которая совпадает с индуцированной топологией),
поэтому это пример непрерывного инъективного отображения, не яв-
ляющегося вложением. Вместе с тем, ограничение 𝑎 на любой интер-
вал [0, 𝑏[ при 0 < 𝑏 < 1 есть вложение, также как и ограничение на
интервал ]0, 1[.

Êàê ïîêàçûâàþò ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû, íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå
îòîáðàæåíèå ìîæåò áûòü èëè íå áûòü âëîæåíèåì. Íå âñåãäà ëåãêî ïîêà-
çàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ / íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíè-
åì. Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå äàåò äâà äîñòàòî÷íûõ (íî íå íåîáõîäèìûõ)
óñëîâèÿ, êîòîðûå ëåã÷å ïðîâåðèòü.

Предложение 9.35. Непрерывное инъективное отображение, которое
либо открыто, либо замкнуто, является топологическим вложением.

Доказательство. Ïóñòü 𝑋 è 𝑌 � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à 𝑓 :
𝑋 → 𝑌 � íåïðåðûâíîå èíúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà 𝑓 îïðåäåëÿåò
áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå èç 𝑋 â 𝑓(𝑋), íåïðåðûâíîå â ñèëó Ñëåäñòâèÿ 9.3
(b). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîì, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 9.16, ÷òî 𝑓 îòêðûòî
èëè çàìêíóòî êàê îòîáðàæåíèå èç 𝑋 â 𝑓(𝑋).

Ïóñòü 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì è ïóñòü 𝐴 � îò-
êðûòîå ïîäìíîæåñòâî𝑋. Òîãäà 𝑓(𝐴) îòêðûòî â 𝑌 è èç Ïðåäëîæåíèÿ 9.30
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(b) âûòåêàåò, ÷òî 𝑓(𝐴) òàêæå îòêðûòî â 𝑓(𝑋). Â ýòîé ñâÿçè, 𝑓 îòêðûòî
êàê îòîáðàæåíèå èç 𝑋 â 𝑓(𝑋).

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 çàìêíóòî, äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî.

Äîêàçàííîå Ïðåäëîæåíèå äàåò ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òî
îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì.

Пример 9.20. Пусть 𝐽 =]0, 1[, а 𝑓 : 𝐽 → R2 — отображение
𝑓(𝑥) = (𝑥, 0). Соответствие 𝑓 непрерывно и инъективно. Обратное
отображение к 𝑓 : 𝐽 → 𝑓(𝐽) совпадает с ограничением проекции
𝜋 : R2 → R, 𝜋(𝑥, 𝑦) = 𝑥, которое непрерывно. Следовательно, 𝑓 явля-
ется вложением. Вместе с тем, 𝐽 открыто и замкнуто в 𝐽 , а 𝑓(𝐽)
не открыто и не замкнуто в R2. По этой причине, 𝑓 не открыто и не
замкнуто.

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå, åñëè âëîæåíèå ñþðúåêòèâ-
íî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Предложение 9.36. Сюръективное топологическое вложение являет-
ся гомеоморфизмом.

Доказательство. Ïóñòü 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 � ñþðúåêòèâíîå òîïîëîãè÷åñêîå
âëîæåíèå. Òîãäà 𝑓 : 𝑋 → 𝑓(𝑋) � ãîìåîìîðôèçì. Íî 𝑓(𝑋) = 𝑌 , ïîýòîìó
𝑓 : 𝑋 → 𝑌 � ãîìåîìîðôèçì.

5.3. Произведение пространств

Ïóñòü (𝑋1, T1), . . . , (𝑋𝑛, T𝑛) � ïðîèçâîëüíûå òîïîëîãè÷åñêèå ïðî-
ñòðàíñòâà. Îïðåäåëèì ñîâîêóïíîñòü

B = {𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛 | 𝑈𝑖 ∈ T𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}. (9.5.4)

Предложение 9.37. Множество B, определенное равенством (9.5.4),
является базой для некоторой топологии.

Доказательство. Áóäåì èñïîëüçîâàòü Ïðåäëîæåíèå 9.20. Íóæíî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî

(i)
⋃︀
𝐵∈B = 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛,
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(ii) åñëè 𝐵1, 𝐵2 ∈ B è 𝑥 ∈ 𝐵1 ∩ 𝐵2, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝐵3 ∈ B,
òàêîé, ÷òî 𝑥 ∈ 𝐵3 ⊂ 𝐵1 ∩𝐵2.

Ïî îïðåäåëåíèþ B, ïðîèçâåäåíèå 𝑋1× · · · ×𝑋𝑛 ïðèíàäëåæèò B. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå, óñëîâèå (i) âûïîëíåíî. Ïóñòü, äàëåå, 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛 ∈ B,
𝑉1 × · · · × 𝑉𝑛 ∈ B è ïóñòü 𝑥 ∈ (𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) ∩ (𝑉1 × · · · × 𝑉𝑛).

Óñòàíîâèì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) ∩ (𝑉1 × · · · × 𝑉𝑛) = (𝑈1 ∩ 𝑉1)× · · · × (𝑈𝑛 ∩ 𝑉𝑛).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ (𝑈1×· · ·×𝑈𝑛)∩(𝑉1×· · ·×𝑉𝑛), òîãäà
𝑧𝑖 ∈ 𝑈𝑖 è 𝑧𝑖 ∈ 𝑉𝑖 äëÿ âñåõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑧𝑖 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑉𝑖 äëÿ
𝑖 = 1, . . . , 𝑛 è â ýòîé ñâÿçè (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ (𝑈1 ∩ 𝑉1) × · · · × (𝑈𝑛 ∩ 𝑉𝑛),
÷òî âëå÷åò âêëþ÷åíèå (𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) ∩ (𝑉1 × · · · × 𝑉𝑛) ⊂ (𝑈1 ∩ 𝑉1) ×
· · · × (𝑈𝑛 ∩ 𝑉𝑛). Îáðàòíî, åñëè (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ (𝑈1 ∩ 𝑉1)× · · · × (𝑈𝑛 ∩ 𝑉𝑛),
òî 𝑧𝑖 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑉𝑖 äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑧𝑖 ∈ 𝑈𝑖, ÷òî âëå÷åò
(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ 𝑈1×· · ·×𝑈𝑛 è 𝑧𝑖 ∈ 𝑉𝑖, ÷òî âëå÷åò (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ 𝑉1×· · ·×𝑉𝑛.
Â ýòîé ñâÿçè, (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ (𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) ∩ (𝑉1 × · · · × 𝑉𝑛) è òîãäà
(𝑈1 ∩ 𝑉1)× · · · × (𝑈𝑛 ∩ 𝑉𝑛) ⊂ (𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) ∩ (𝑉1 × · · · × 𝑉𝑛). Ðàâåíñòâî
äîêàçàíî.

Èòàê, ìû èìååì ðàâåíñòâî (𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) ∩ (𝑉1 × · · · × 𝑉𝑛) = (𝑈1 ∩
𝑉1)× · · · × (𝑈𝑛 ∩ 𝑉𝑛). Íî 𝑈𝑖 ∩ 𝑉𝑖 ⊂ 𝑋𝑖 îòêðûòî â 𝑋𝑖, ïîýòîìó (𝑈1 ∩ 𝑉1)×
· · · × (𝑈𝑛 ∩ 𝑉𝑛) ∈ B. Ñëåäîâàòåëüíî, â êà÷åñòâå 𝐵3 äîñòàòî÷íî âçÿòü
ïåðåñå÷åíèå (𝑈1 × · · · ×𝑈𝑛)∩ (𝑉1 × · · · × 𝑉𝑛). Óñëîâèÿ Ïðåäëîæåíèÿ 9.20
âûïîëíåíû è B � áàçà äëÿ íåêîòîðîé òîïîëîãèè.

Определение 9.24. Топология на 𝑋1×· · ·×𝑋𝑛, базой которой является
совокупность B, определенная равенством (9.5.4), называется топо-
логией произведения, а множество 𝑋1×· · ·×𝑋𝑛 с такой топологией
— произведением пространств.

Íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè R2 = R × R òîïîëîãèÿ ïîðîæäàåòñÿ ìíî-
æåñòâàìè âèäà 𝐼 × 𝐽 , ãäå 𝐼 è 𝐽 � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà R. Òèïè÷-
íîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî � îòêðûòûé ïðÿìîóãîëüíèê. Áîëåå, îáùî, òî-
ïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ñîãëàñîâàíà ñ ïðîèçâåäåíèåì ìåòðè÷åñêèõ ïðîñò-
ðàíñòâ, ÷òî ñëåäóåò èç Ïðåäëîæåíèé 3.12 è 3.13.

Òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îáëàäàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì.
Îíî ñâÿçûâàåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ
ñ íåïðåðûâíîñòüþ åãî êîìïîíåíò. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ èç R𝑚

â R𝑛 ýòî ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîìó ðåçóëüòàòó èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
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Теорема 9.4. (Характеристическое свойство топологии произ-
ведения) Пусть 𝑋1×· · ·×𝑋𝑛 — произведение пространств. Для любого
топологического пространства 𝑌 , отображение 𝑓 : 𝑌 → 𝑋1× · · ·×𝑋𝑛

непрерывно тогда и только тогда, когда каждая из его компонент
𝑓𝑖 = 𝜋𝑖 ∘ 𝑓 : 𝑌 → 𝑋𝑖 непрерывна; здесь 𝜋𝑖 : 𝑋1 × · · · × 𝑋𝑛 → 𝑋𝑖 —
каноническая проекция:

𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛

𝑌 𝑋𝑖

𝑓

𝑓𝑖

𝜋𝑖

Доказательство. 1. Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå ðàâåíñòâî. Ïóñòü 𝑈1 ×
· · · × 𝑈𝑛 ⊂ 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛, òîãäà

𝑓−1(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) = 𝑓−1
1 (𝑈1) ∩ · · · ∩ 𝑓−1

𝑛 (𝑈𝑛). (9.5.5)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛), òî 𝑓(𝑦) ∈ 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛.
Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑓(𝑦) = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛), ãäå 𝑧𝑖 ∈ 𝑈𝑖 äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Äàëåå,

𝑓𝑖(𝑦) = 𝜋𝑖 ∘ 𝑓(𝑦) = 𝜋𝑖(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧𝑖,

ïîýòîìó 𝑓𝑖(𝑦) ∈ 𝑈𝑖. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑦 ∈ 𝑓−1
𝑖 (𝑈𝑖) äëÿ âñåõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 è,

òàêèì îáðàçîì, 𝑦 ∈ 𝑓−1
1 (𝑈1) ∩ · · · ∩ 𝑓−1

𝑛 (𝑈𝑛). Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè,
÷òî 𝑓−1(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) ⊂ 𝑓−1

1 (𝑈1) ∩ · · · ∩ 𝑓−1
𝑛 (𝑈𝑛). Îáðàòíî, ïóñòü 𝑦 ∈

𝑓−1
1 (𝑈1)∩ · · · ∩ 𝑓−1

𝑛 (𝑈𝑛). Òîãäà 𝑓𝑖(𝑦) ∈ 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Ïîñêîëüêó 𝑓(𝑦) ∈
𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛, òî 𝑓(𝑦) = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) äëÿ íåêîòîðûõ 𝑧𝑖 ∈ 𝑋𝑖. Òàê êàê

𝑧𝑖 = 𝜋𝑖(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝜋𝑖 ∘ 𝑓(𝑦) = 𝑓𝑖(𝑦),

òî ìû ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî 𝑧𝑖 ∈ 𝑈𝑖 äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Ïî ýòîé ïðè÷èíå,
𝑓(𝑦) ∈ 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛 è 𝑦 ∈ 𝑓−1(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛). Âêëþ÷åíèå 𝑓

−1
1 (𝑈1) ∩

· · · ∩ 𝑓−1
𝑛 (𝑈𝑛) ⊂ 𝑓−1(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) äîêàçàíî, ÷òî âëå÷åò ñïðàâåäëèâîñòü

ðàâåíñòâà (9.5.5). Òåïåðü ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
2. (⇒) Ïóñòü 𝑓 íåïðåðûâíî. Âûáåðåì 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} è ïóñòü 𝑈 îò-

êðûòî â 𝑋𝑖. Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (9.5.5),

𝑓−1(𝑋1 × · · · × 𝑈 × · · · ×𝑋𝑛) = 𝑓−1
1 (𝑋1) ∩ · · · ∩ 𝑓−1

𝑖 (𝑈) ∩ · · · ∩ 𝑓−1
𝑛 (𝑋𝑛).
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Íî 𝑓−1
𝑗 (𝑋𝑗) = 𝑌 , ïîýòîìó

𝑓−1(𝑋1 × · · · × 𝑈 × · · · ×𝑋𝑛) = 𝑌 ∩ · · · ∩ 𝑓−1
𝑖 (𝑈) ∩ · · · ∩ 𝑌 = 𝑓−1

𝑖 (𝑈).

Ïîñêîëüêó, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè 𝑓 , ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝑋1×· · ·×𝑈×· · ·×𝑋𝑛)
îòêðûòî â 𝑌 , òî ìíîæåñòâî 𝑓−1

𝑖 (𝑈) òàêæå îòêðûòî â 𝑌 . Â ýòîé ñâÿçè, 𝑓𝑖
íåïðåðûâíî.

(⇐) Ïóñòü êàæäîå èç îòîáðàæåíèé 𝑓𝑖 íåïðåðûâíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîêàçàòü, ÷òî 𝑓 íåïðåðûâíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîîáðàç êàæäîãî
ýëåìåíòà 𝑈1×· · ·×𝑈𝑛 áàçûB îòêðûò (Ïðåäëîæåíèå 9.19). Íî èç äîêàçàí-
íîãî ðàâåíñòâà (9.5.5) è èç òîãî, ÷òî ïåðåñå÷åíèå 𝑓−1

1 (𝑈1) ∩ · · · ∩ 𝑓−1
𝑛 (𝑈𝑛)

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòî, ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑓−1(𝑈1× · · ·×𝑈𝑛)
îòêðûòî â 𝑌 , ÷òî âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü 𝑓 .

Следствие 9.4. Если 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 — топологические пространства, то
каждая каноническая проекция 𝜋𝑖 : 𝑋1 × · · · × 𝑋𝑛 → 𝑋𝑖 непрерывна
относительно топологии произведения.

Доказательство. Äèàãðàììà

𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛

𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛 𝑋𝑖

Id𝑋1×·
··×𝑋

𝑛

𝜋𝑖

𝜋𝑖

êîììóòàòèâíà. Ïîñêîëüêó òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Id𝑋1×···×𝑋𝑛
íåïðå-

ðûâíî, òî

𝜋𝑖 = 𝜋𝑖 ∘ Id𝑋1×···×𝑋𝑛

òàêæå íåïðåðûâíî â ñèëó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà (Òåîðåìà 9.4).

Теорема 9.5. (Единственность топологии произведения) Пусть
𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 — топологические пространства. Топология произведения
на 𝑋1×· · ·×𝑋𝑛 — единственная топология, для которой выполняется
характеристическое свойство.
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Доказательство. Ïóñòü T𝑔 � òîïîëîãèÿ íà 𝑋 = 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó, à T𝑝 � òîïîëîãèÿ ïðîèçâåäå-
íèÿ íà 𝑋. Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè êàíîíè÷åñêîé ïðî-
åêöèè èñïîëüçóåò òîëüêî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî, òî 𝜋𝑔𝑖 : 𝑋 → 𝑋𝑖

è 𝜋𝑝𝑖 : 𝑋 → 𝑋𝑖 � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Çäåñü è äàëåå èíäåêñû
𝑔 è 𝑝 îçíà÷àþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîáðàæåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ â
òîïîëîãèè T𝑔 èëè T𝑝.

Ðàññìîòðèì êîìïîçèöèè:

𝑋𝑝

𝑋𝑔 𝑋𝑖

Id 𝑔
𝑝

𝜋𝑝𝑖 ∘ Id𝑔𝑝

𝜋𝑝𝑖

𝑋𝑔

𝑋𝑝 𝑋𝑖

Id 𝑝
𝑔

𝜋𝑔𝑖 ∘ Id𝑝𝑔

𝜋𝑔𝑖

Íà äèàãðàììàõ: ñèìâîë 𝑋𝑝 îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî 𝑋 ñ òîïîëîãèåé T𝑝,
à ñèìâîë 𝑋𝑔 � ìíîæåñòâî 𝑋 ñ òîïîëîãèåé T𝑔. Îòîáðàæåíèÿ Id𝑔𝑝 è Id𝑝𝑔
ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâåííûìè îòîáðàæåíèÿìè, ðàññìàòðèâàåìûìè â òîïî-
ëîãèÿõ T𝑔 è T𝑝. Ïåðâîå îòîáðàæàåò òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ñ òîïîëîãèåé T𝑔
â òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ñ òîïîëîãèåé T𝑝, à âòîðîå, íàîáîðîò, îòîáðàæàåò
òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ñ òîïîëîãèåé T𝑝 â òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ñ òîïîëîãèåé
T𝑔. Ïîñêîëüêó òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåéòðàëüíûì ýëå-
ìåíòîì îòíîñèòåëüíî êîìïîçèöèè, òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

𝜋𝑔𝑖 = 𝜋𝑝𝑖 ∘ Id𝑔𝑝 = (Id𝑔𝑝)
𝑔
𝑖 ,

𝜋𝑝𝑖 = 𝜋𝑔𝑖 ∘ Id𝑝𝑔 = (Id𝑝𝑔)
𝑝
𝑖 .

Èç íåïðåðûâíîñòè êàíîíè÷åñêèõ ïðîåêöèé 𝜋𝑔𝑖 è 𝜋𝑝𝑖 ñëåäóåò íåïðåðûâ-
íîñòü êîìïîíåíò îòîáðàæåíèé Id𝑔𝑝 è Id𝑝𝑔. Â ýòîé ñâÿçè, ñàìè îòîáðàæå-
íèÿ Id𝑔𝑝 è Id𝑝𝑔 òàêæå íåïðåðûâíû â ñèëó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà.
Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.15 (b) ýòî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî T𝑔 = T𝑝.

Предложение 9.38. (Другие свойства топологии произведения)
Пусть 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 — топологические пространства.

(a) Топология произведения «ассоциативна» в том смысле, что три
топологии на множестве 𝑋1 × 𝑋2 × 𝑋3, полученные рассмотре-
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нием его как 𝑋1 ×𝑋2 ×𝑋3, (𝑋1 ×𝑋2)×𝑋3, или 𝑋1 × (𝑋2 ×𝑋3),
совпадают.

(b) Для любого 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} и любых точек 𝑥𝑗 ∈ 𝑋𝑗, 𝑗 ̸= 𝑖, отобра-
жение 𝑓 : 𝑋𝑖 → 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛, заданное равенством

𝑓(𝑥) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛),

является топологическим вложением 𝑋𝑖 в произведение прост-
ранств.

(c) Каждая каноническая проекция 𝜋𝑖 : 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛 → 𝑋𝑖 является
открытым отображением.

(d) Если для каждого 𝑖 совокупность B𝑖 является базой топологии на
𝑋𝑖, то множество

B = {𝐵1 × · · · ×𝐵𝑛 |𝐵𝑖 ∈ B𝑖},

является базой топологии произведения на 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛.

(e) Если 𝑆𝑖 — подпространство 𝑋𝑖 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, то топология
произведения и индуцированная топология на 𝑆1×· · ·×𝑆𝑛 ⊂ 𝑋1×
· · · ×𝑋𝑛 совпадают.

(f) Если каждое из 𝑋𝑖 хаусдорфово, то 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛 хаусдорфово.

(g) Если каждое из 𝑋𝑖 удовлетворяет первой аксиоме счетности, то
𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛 также удовлетворяет первой аксиоме счетности.

(h) Если каждое из 𝑋𝑖 удовлетворяет второй аксиоме счетности, то
это же верно и для 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛.

Доказательство. (a) Ñîãëàñíî òåîðèè ìíîæåñòâ, ìíîæåñòâà 𝑈1×𝑈2×𝑈3,
(𝑈1 × 𝑈2) × 𝑈3 è 𝑈1 × (𝑈2 × 𝑈3) îòîæäåñòâëÿþòñÿ â ñèëó áèåêöèé
(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ↦→ ((𝑥1, 𝑥2), 𝑥3) è (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ↦→ (𝑥1, (𝑥2, 𝑥3)). Ýòèì ìû
áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â äîêàçàòåëüñòâå. Îãðàíè÷èìñÿ äîêàçàòåëüñòâîì ðà-
âåíñòâà òîïîëîãèé íà 𝑋1 ×𝑋2 ×𝑋3 è (𝑋1 ×𝑋2)×𝑋3. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà
òîïîëîãèé íà 𝑋1×𝑋2×𝑋3 è 𝑋1× (𝑋2×𝑋3) ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷-
íî. Îòìåòèì, ÷òî ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî óêàçàííîãî
îòîæäåñòâëåíèÿ ìíîæåñòâ.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç B è T � áàçó è òîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèÿ íà 𝑋1 ×
𝑋2 × 𝑋3, B12 è T12 � áàçó è òîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèÿ íà 𝑋1 × 𝑋2 è,
íàêîíåö, ÷åðåç B12; 3 è T12; 3 � áàçó è òîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèÿ íà (𝑋1 ×
𝑋2)×𝑋3:

B = {𝑈1 × 𝑈2 × 𝑈3 | 𝑈𝑖 îòêðûòî â 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3},
B12 = {𝑈1 × 𝑈2 | 𝑈𝑖 îòêðûòî â 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2},

B12; 3 = {𝑉1 × 𝑈3 | 𝑉1 îòêðûòî â 𝑋1 ×𝑋2, 𝑈3 îòêðûòî â𝑋3}.

Ïîêàæåì, ÷òî T = T12; 3. Ïóñòü 𝑂 ∈ T, òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî
V ⊂ B, òàêîå, ÷òî

𝑂 =
⋃︁

𝑈1×𝑈2×𝑈3∈V

𝑈1 × 𝑈2 × 𝑈3.

Èñïîëüçóÿ ñîãëàøåíèå îá îòîæäåñòâëåíèè ìíîæåñòâ 𝑈1×𝑈2×𝑈3 è (𝑈1×
𝑈2)× 𝑈3, ïîëó÷àåì

𝑂 =
⋃︁

(𝑈1×𝑈2)×𝑈3∈V

(𝑈1 × 𝑈2)× 𝑈3.

Çäåñü 𝑈1 × 𝑈2 ∈ T12, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå (𝑈1 × 𝑈2) × 𝑈3 ∈
B12; 3. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑂 ∈ T12; 3 è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî T ⊂ T12; 3.

Îáðàòíî, ïóñòü 𝑂 ∈ T12; 3, òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî V ⊂ B12; 3,
òàêîå, ÷òî

𝑂 =
⋃︁

𝑉1×𝑈3∈V

𝑉1 × 𝑈3.

Åñëè 𝑉1 × 𝑈3 ∈ V, òî 𝑉1 îòêðûòî â 𝑋1 ×𝑋2 è ïîòîìó èìååò âèä

𝑉1 =
⋃︁

𝑈1×𝑈2∈V𝑉1

𝑈1 × 𝑈2,

ãäå V𝑉1 ⊂ B12. Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑂 =
⋃︁

𝑉1×𝑈3∈V

(︁ ⋃︁
𝑈1×𝑈2∈V𝑉1

𝑈1 × 𝑈2

)︁
× 𝑈3 =

=
⋃︁

𝑉1×𝑈3∈V

⋃︁
𝑈1×𝑈2∈V𝑉1

(𝑈1 × 𝑈2)× 𝑈3 =
⋃︁

𝑉1×𝑈3∈V

⋃︁
𝑈1×𝑈2∈V𝑉1

𝑈1 × 𝑈2 × 𝑈3.
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Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑂 ∈ T è ìû ïîêàçàëè, ÷òî T12; 3 ⊂ T. Ðàâåíñòâî
T = T12; 3 äîêàçàíî.

(b) Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

1) 𝑓 èíúåêòèâíî,

2) 𝑓 íåïðåðûâíî,

3) 𝑓 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.

1) Ïóñòü 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋𝑖, ãäå 𝑥 ̸= 𝑦. Òîãäà

𝑓(𝑥) = (𝑥1, . . . , 𝑥, . . . , 𝑥𝑛),

𝑓(𝑦) = (𝑥1, . . . , 𝑦, . . . , 𝑥𝑛).

Â ñèëó ñâîéñòâà ðàâåíñòâà êîðòåæåé, 𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑦). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑓
èíúåêòèâíî.

2) Ðàññìîòðèì êîìïîíåíòû îòîáðàæåíèÿ 𝑓 :

𝑓𝑘 = 𝜋𝑘 ∘ 𝑓 : 𝑋𝑖 → 𝑋𝑘,

äëÿ 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Ïðè 𝑘 = 𝑖 èìååì îòîáðàæåíèå 𝑓𝑖 : 𝑋𝑖 → 𝑋𝑖, òàêîå, ÷òî
ïðè 𝑥 ∈ 𝑋𝑖,

𝑓𝑖(𝑥) = 𝜋𝑖 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝜋𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥.

Òàêèì îáðàçîì, 𝑓𝑖 = Id𝑋𝑖
è â ýòîé ñâÿçè 𝑓𝑖 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

Ïóñòü òåïåðü 𝑘 ̸= 𝑖, òîãäà îòîáðàæåíèå 𝑓𝑘 : 𝑋𝑖 → 𝑋𝑘 òàêîâî, ÷òî äëÿ
𝑥 ∈ 𝑋𝑖,

𝑓𝑘(𝑥) = 𝜋𝑘 ∘ 𝑓(𝑥) = 𝜋𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑘.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑓𝑘 � ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑓𝑘 íåïðå-
ðûâíî.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìû óñòàíîâèëè, ÷òî 𝑓𝑘 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Â ñèëó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ îòñþäà
òîãäà âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓 íåïðåðûâíî.

3) Îáîçíà÷èì

𝑌𝑖 = {𝑥1} × · · · × {𝑥𝑖−1} ×𝑋𝑖 × {𝑥𝑖+1} × · · · × {𝑥𝑛}.
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Òîãäà 𝑓(𝑋𝑖) = 𝑌𝑖. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑦 ∈ 𝑓(𝑋𝑖), òî 𝑦 = 𝑓(𝑥), äëÿ
íåêîòîðîãî 𝑥 ∈ 𝑋𝑖. Ýòî âëå÷åò âêëþ÷åíèå 𝑦 ∈ 𝑌𝑖. Òàêèì îáðàçîì,
𝑓(𝑋𝑖) ⊂ 𝑌𝑖. Îáðàòíî, åñëè 𝑦 ∈ 𝑌𝑖, òî ñóùåñòâóåò 𝑥 ∈ 𝑋𝑖, òàêîé, ÷òî
𝑦 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛). Íî, ïî îïðåäåëåíèþ 𝑓 , ýòî îçíà÷àåò,
÷òî 𝑦 = 𝑓(𝑥). Â ýòîé ñâÿçè, 𝑦 ∈ 𝑓(𝑋𝑖) è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî.

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå̂︀𝑓 : 𝑋𝑖 → 𝑌𝑖, ̂︀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥),

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç. Ïðåæäå âñåãî, ̂︀𝑓 íåïðåðûâíî
êàê ñóæåíèå èñõîäíîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑓 (Ñëåäñòâèå 9.3).

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ̂︀𝑓 è 𝜋𝑖|𝑌𝑖 âçàèìíî îáðàòíû. Äëÿ 𝑥 ∈ 𝑋𝑖

èìååì

𝜋𝑖|𝑌𝑖 ∘ ̂︀𝑓(𝑥) = 𝜋𝑖|𝑌𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥,

è òîãäà 𝜋𝑖|𝑌𝑖 ∘ ̂︀𝑓 = Id𝑋𝑖
. Åñëè 𝑦 ∈ 𝑌𝑖, òî ñóùåñòâóåò 𝑥 ∈ 𝑋𝑖, òàêîé, ÷òî

𝑦 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛). Òîãäà̂︀𝑓 ∘ 𝜋𝑖|𝑌𝑖(𝑦) = 𝑓(𝑥) = 𝑦,

è ̂︀𝑓 ∘ 𝜋𝑖|𝑌𝑖 = Id𝑌𝑖. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ̂︀𝑓 è 𝜋𝑖|𝑌𝑖
âçàèìíî îáðàòíû. Ýòî âëå÷åò áèåêòèâíîñòü ̂︀𝑓 è ðàâåíñòâî̂︀𝑓−1 = 𝜋𝑖|𝑌𝑖.

Íî 𝜋𝑖|𝑌𝑖 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, áóäó÷è ñóæåíèåì íåïðåðûâíîãî

îòîáðàæåíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè, îòîáðàæåíèå ̂︀𝑓−1 íåïðåðûâíî è ̂︀𝑓 � ãîìåî-
ìîðôèçì. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî 𝑓 ÿâëÿåòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì 𝑋𝑖 â 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛.

(c) Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî åñëè 𝑈𝑖 îòêðûòû â 𝑋𝑖 äëÿ âñåõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
òî ìíîæåñòâî 𝜋𝑖(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) îòêðûòî â 𝑋𝑖. Íî 𝜋𝑖(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) = 𝑈𝑖.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑦 ∈ 𝜋𝑖(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛), òî 𝑦 = 𝜋𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) äëÿ
íåêîòîðîãî (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛. Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ êàíîíè-
÷åñêîé ïðîåêöèè 𝜋𝑖, 𝑦 = 𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝑖. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü
âêëþ÷åíèÿ 𝜋𝑖(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) ⊂ 𝑈𝑖. Îáðàòíî, ïóñòü 𝑦 ∈ 𝑈𝑖. Âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíûå 𝑥𝑗 ∈ 𝑈𝑗, 𝑗 ̸= 𝑖, òîãäà 𝜋𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑦, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑦
è ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑦 ∈ 𝜋𝑖(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêà-
çàíî, à âìåñòå ñ íèì è ðàâåíñòâî. Ïîñêîëüêó 𝑈𝑖 îòêðûòî â 𝑋𝑖, òî îáðàç
𝜋𝑖(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) òàêæå îòêðûò â 𝑋𝑖.
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Ïóñòü 𝑂 ⊂ 𝑋1 × · · · × 𝑋𝑛 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà, åñëè B �
áàçà (9.5.4) òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ, òî ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî V ⊂ B,
òàêîå, ÷òî

𝑂 =
⋃︁

𝑈1×···×𝑈𝑛∈V

𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛.

Ïîñêîëüêó

𝜋𝑖(𝑂) = 𝜋𝑖

(︁ ⋃︁
𝑈1×···×𝑈𝑛∈V

𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛

)︁
=

⋃︁
𝑈1×···×𝑈𝑛∈V

𝜋𝑖(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛),

òî 𝜋𝑖(𝑂) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ â 𝑋𝑖 ìíîæåñòâ. Â ýòîé ñâÿçè,
𝜋𝑖(𝑂) îòêðûòî â 𝑋𝑖 è îòîáðàæåíèå 𝜋𝑖 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

(d) Ïóñòü

Bprod = {𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛 | 𝑈𝑖 îòêðûòû â 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛},
Bnew = {𝐵1 × · · · ×𝐵𝑛 |𝐵𝑖 ∈ B𝑖}.

Ïîêàæåì, ÷òî Bnew � áàçà òîïîëîãèè, ïîðîæäàåìîé Bprod. Ïóñòü 𝐵1 ×
· · · ×𝐵𝑛 ∈ Bnew. Ïîñêîëüêó êàæäîå 𝐵𝑖 îòêðûòî â 𝑋𝑖, òî 𝐵1 × · · · ×𝐵𝑛 ∈
Bprod. Â ýòîé ñâÿçè, ìíîæåñòâî 𝐵1 × · · · × 𝐵𝑛 îòêðûòî â 𝑋1 × · · · ×
𝑋𝑛. Äàëåå, ïóñòü ìíîæåñòâî 𝑂 ⊂ 𝑋1 × · · · × 𝑋𝑛 îòêðûòî â òîïîëîãèè
ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü, äàëåå, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑂. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ áàçû
(Ïðåäëîæåíèå 9.18), ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝑈1×· · ·×𝑈𝑛 áàçû Bprod, òàêîé,
÷òî

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛 ⊂ 𝑂.

Ïîñêîëüêó 𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝑖 äëÿ êàæäîãî 𝑖, òî, ñíîâà ïðèìåíÿÿ êðèòåðèé áàçû,
ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò 𝐵𝑖 ∈ B𝑖, òàêèå, ÷òî 𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑖 ⊂ 𝑈𝑖. Òîãäà

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵1 × · · · ×𝐵𝑛 ⊂ 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛,

÷òî âëå÷åò
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵1 × · · · ×𝐵𝑛 ⊂ 𝑂,

ïðè÷åì, 𝐵1×· · ·×𝐵𝑛 ∈ Bnew, è ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî 𝑂 ïðåäñòà-
âèìî â âèäå îáúåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâBnew. Ñëåäîâàòåëüíî,Bnew ÿâëÿåòñÿ
áàçîé òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ.

(e) Ïóñòü Tprod îáîçíà÷àåò òîïîëîãèþ ïðîèçâåäåíèÿ íà 𝑆1 × · · · × 𝑆𝑛,
à Tsub � òîïîëîãèþ íà 𝑆1 × · · · × 𝑆𝑛, èíäóöèðîâàííóþ èç 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛.
Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Tprod = Tsub.
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Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ïðèìåíÿòü ðàâåíñòâî

(𝑆1 × · · · × 𝑆𝑛) ∩ (𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛) = (𝑆1 ∩ 𝑈1)× · · · × (𝑆𝑛 ∩ 𝑈𝑛),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ 𝑈𝑖 ⊂ 𝑋𝑖.
Ïóñòü 𝑂 ∈ Tprod, òîãäà 𝑂 =

⋃︀
𝑉1×···×𝑉𝑛∈V 𝑉1 × · · · × 𝑉𝑛, ãäå V � ïîä-

ìíîæåñòâî áàçû (9.5.4) Tprod. Ïîñêîëüêó 𝑉𝑖 îòêðûòî â 𝑆𝑖, òî ñóùåñòâóåò
îòêðûòîå ìíîæåñòâî 𝑈𝑉𝑖 ⊂ 𝑋𝑖, òàêîå, ÷òî 𝑉𝑖 = 𝑆𝑖 ∩ 𝑈𝑉𝑖. Òîãäà

𝑂 =
⋃︁

𝑉1×···×𝑉𝑛∈V

(𝑆1 ∩ 𝑈𝑉1)× · · · × (𝑆𝑛 ∩ 𝑈𝑉𝑛) =

=
⋃︁

𝑉1×···×𝑉𝑛∈V

(𝑆1 × · · · × 𝑆𝑛) ∩ (𝑈𝑉1 × · · · × 𝑈𝑉𝑛) = (𝑆1 × · · · × 𝑆𝑛) ∩𝑂′,

ãäå 𝑂′ =
⋃︀
𝑉1×···×𝑉𝑛∈V 𝑈𝑉1×· · ·×𝑈𝑉𝑛 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑋1×· · ·×

𝑋𝑛. Òàêèì îáðàçîì, 𝑂 ∈ Tsub è Tprod ⊂ Tsub.
Îáðàòíî, ïóñòü 𝑂 ∈ Tsub, òîãäà 𝑂 = (𝑆1×· · ·×𝑆𝑛)∩𝑂′, ãäå 𝑂′ îòêðûòî

â 𝑋1 × · · · × 𝑋𝑛. Äëÿ 𝑂
′, â ñèëó îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ,

ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå 𝑂′ =
⋃︀
𝑈1×···×𝑈𝑛∈V 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛, â êîòîðîì

V � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî áàçû (9.5.4) 𝑋1 × · · · × 𝑋𝑛. Ïðèõîäèì ê
ñîîòíîøåíèÿì

𝑂 = (𝑆1 × · · · × 𝑆𝑛) ∩
⋃︁

𝑈1×···×𝑈𝑛∈V

𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛 =

=
⋃︁

𝑈1×···×𝑈𝑛∈V

(𝑆1 ∩ 𝑈1)× · · · × (𝑆𝑛 ∩ 𝑈𝑛).

Çäåñü 𝑆𝑖 ∩ 𝑈𝑖 = 𝑉𝑈𝑖
� îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑆𝑖. Òàêèì îáðàçîì, 𝑂 =⋃︀

𝑈1×···×𝑈𝑛∈V 𝑉𝑈1
× · · ·×𝑉𝑈𝑛

è ïîýòîìó 𝑂 ∈ Tprod, ÷òî âëå÷åò Tsub ⊂ Tprod.
Ñëåäîâàòåëüíî, Tprod = Tsub.

(f) Ïóñòü 𝑋𝑖 � õàóñäîðôîâû ïðîñòðàíñòâà äëÿ êàæäîãî 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
Âîçüìåì ðàçëè÷íûå òî÷êè (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ∈ 𝑋1 × · · · × 𝑋𝑛.
Ïîñêîëüêó ýòè òî÷êè ðàçëè÷íû, òî ñóùåñòâóåò èíäåêñ 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛},
òàêîé, ÷òî 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖. Èç òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî 𝑋𝑖 óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå
Õàóñäîðôà, âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå îêðåñòíîñòåé 𝑈 è 𝑉 òî÷åê 𝑥𝑖 è 𝑦𝑖
ñî ñâîéñòâîì: 𝑈 ∩ 𝑉 = ∅. Ìíîæåñòâà 𝑋1 × · · · × 𝑈 × · · · × 𝑋𝑛 è 𝑋1 ×
· · · × 𝑉 × · · · ×𝑋𝑛 (𝑈 è 𝑉 ñòîÿò íà 𝑖-ì ìåñòå) îòêðûòû â 𝑋1× · · · ×𝑋𝑛 è
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ñîäåðæàò òî÷êè (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) è (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛) ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî,

(𝑋1 × · · · × 𝑈 × · · · ×𝑋𝑛) ∩ (𝑋1 × · · · × 𝑉 × · · · ×𝑋𝑛) =

= 𝑋1 × · · · × (𝑈 ∩ 𝑉 )× · · · ×𝑋𝑛 = ∅.

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛

õàóñäîðôîâî.
(g) Âíà÷àëå äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü B𝑥𝑖 � áà-

çà ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé òî÷êè 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖, òîãäà ìíîæåñòâî

B(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) = {𝐵1 × · · · ×𝐵𝑛 |𝐵𝑖 ∈ B𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛},

ÿâëÿåòñÿ áàçîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé òî÷êè (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋1×· · ·×𝑋𝑛.
Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ýëåìåíò 𝐵1 × · · · × 𝐵𝑛 ∈ B(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) îòêðûò â
𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛 è ñîäåðæèò òî÷êó (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Òàêèì îáðàçîì, B(𝑥1, ..., 𝑥𝑛)

� ìíîæåñòâî îêðåñòíîñòåé òî÷êè (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Äàëåå, ïóñòü 𝑂 ⊂ 𝑋1 ×
· · · ×𝑋𝑛 � íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Òîãäà 𝑂 îòêðûòî
â 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ áàçû,

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛 ⊂ 𝑂,

äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑛 áàçû (9.5.4) òîïîëîãèè ïðîèç-
âåäåíèÿ. Ìíîæåñòâî 𝑈𝑖 îòêðûòî â 𝑋𝑖 è ñîäåðæèò 𝑥𝑖, òî åñòü, ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ 𝑥𝑖. Â ýòîé ñâÿçè, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝐵𝑖 ∈ B𝑥𝑖, òàêîé, ÷òî

𝑥𝑖 ∈ 𝐵𝑖 ⊂ 𝑈𝑖.

Íî òîãäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐵1 × · · · ×𝐵𝑛 ⊂ 𝑂,

ãäå 𝐵1 × · · · × 𝐵𝑛 ∈ B(𝑥1, ..., 𝑥𝑛). Èòàê, B(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) � áàçà ñèñòåìû îêðåñò-
íîñòåé òî÷êè (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Ïóñòü òåïåðü êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ 𝑋𝑖 óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèî-
ìå ñ÷åòíîñòè è (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛. Äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖

ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíàÿ áàçà B𝑥𝑖 ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé. Òîãäà
B(𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîé áàçîé ñèñòåìû îêðåñòíîñòåé
òî÷êè (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛). Â ýòîé ñâÿçè, ïðîñòðàíñòâî 𝑋1× · · · ×𝑋𝑛 óäîâëåòâî-
ðÿåò ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.
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(h) Ïóñòü êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ 𝑋𝑖 óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå
ñ÷åòíîñòè è B𝑖 � íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíàÿ áàçà òîïîëîãèè íà 𝑋𝑖. Òîãäà
ñîâîêóïíîñòü

B = {𝐵1 × · · · ×𝐵𝑛 |𝐵𝑖 ∈ B𝑖},
ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ íà 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛, êàê ïîêàçàíî
â (d), ïðè÷åì, íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ïðîñòðàíñòâî
𝑋1 × · · · ×𝑋𝑛 óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ ïîçâîëÿåò ïî çàäàííûì îòîáðàæå-
íèÿì ìåæäó ìíîæåñòâàìè îïðåäåëèòü íîâîå îòîáðàæåíèå ìåæäó ïðîèç-
âåäåíèÿìè ýòèõ ìíîæåñòâ.

Определение 9.25. Пусть 𝑓𝑖 : 𝑋𝑖 → 𝑌𝑖 — отображения (непрерывные
или нет), 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, тогда их произведением называется отобра-
жение

𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘 : 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑘 → 𝑌1 × · · · × 𝑌𝑘,

определенное равенством

𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) := (𝑓1(𝑥1), . . . , 𝑓𝑘(𝑥𝑘)).

Â ñëåäóþùåé Ëåììå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïðîîáðàçîì ïðî-
èçâåäåíèÿ è ïðîèçâåäåíèåì ïðîîáðàçîâ.

Лемма 9.3. Пусть 𝑓𝑖 : 𝑋𝑖 → 𝑌𝑖 — отображения, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, а 𝑈𝑖 ⊂ 𝑌𝑖
— некоторые множества. Тогда справедливо равенство

(𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘)
−1(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑘) = 𝑓−1

1 (𝑈1)× · · · × 𝑓−1
𝑘 (𝑈𝑘). (9.5.6)

Доказательство. Ïóñòü (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ (𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘)
−1(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑘),

òîãäà 𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑘. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèé, 𝑓1×· · ·×𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) = (𝑓1(𝑥1), . . . , 𝑓𝑘(𝑥𝑘)),
ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì, ÷òî 𝑓𝑖(𝑥𝑖) ∈ 𝑈𝑖 äëÿ âñåõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. Ýòî, â ñâîþ
î÷åðåäü, ðàâíîñèëüíî âêëþ÷åíèþ 𝑥𝑖 ∈ 𝑓−1

𝑖 (𝑈𝑖). Òîãäà (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈
𝑓−1
1 (𝑈1)×· · ·×𝑓−1

𝑘 (𝑈𝑘) è ìû ïðèõîäèì êî âêëþ÷åíèþ (𝑓1×· · ·×𝑓𝑘)−1(𝑈1×
· · · × 𝑈𝑘) ⊂ 𝑓−1

1 (𝑈1)× · · · × 𝑓−1
𝑘 (𝑈𝑘).

Îáðàòíî, ïóñòü (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ 𝑓−1
1 (𝑈1) × · · · × 𝑓−1

𝑘 (𝑈𝑘). Òîãäà 𝑥𝑖 ∈
𝑓−1
𝑖 (𝑈𝑖) äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑘, ÷òî âëå÷åò âêëþ÷åíèå 𝑓𝑖(𝑥𝑖) ∈ 𝑈𝑖. Â ýòîé ñâÿçè,
(𝑓1(𝑥1), . . . , 𝑓𝑘(𝑥𝑘)) ∈ 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑘. Íî ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ
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𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘 ýòî çíà÷èò, ÷òî 𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑘.
Ñëåäîâàòåëüíî, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ (𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘)

−1(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑘), è ìû
óñòàíîâèëè âêëþ÷åíèå 𝑓−1

1 (𝑈1) × · · · × 𝑓−1
𝑘 (𝑈𝑘) ⊂ (𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘)

−1(𝑈1 ×
· · · × 𝑈𝑘). Ðàâåíñòâî (9.5.6) äîêàçàíî.

Ïðîèçâåäåíèå áèåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé áèåêòèâíî, ïðè÷åì îáðàòíîå
ê íåìó ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé, îáðàòíûõ ê èñõîäíûì.

Лемма 9.4. Пусть 𝑓𝑖 : 𝑋𝑖 → 𝑌𝑖 — биективные отображения, 𝑖 =
1, . . . , 𝑘. Тогда их произведение 𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘 биективно, причем

(𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘)
−1 = 𝑓−1

1 × · · · × 𝑓−1
𝑘 . (9.5.7)

Доказательство. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ 𝑓1 ×
· · · × 𝑓𝑘 è ôîðìóëû (9.5.7) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâà

(𝑓−1
1 × · · · × 𝑓−1

𝑘 ) ∘ (𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘) = Id𝑋1×···×𝑋𝑘
,

(𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘) ∘ (𝑓−1
1 × · · · × 𝑓−1

𝑘 ) = Id𝑌1×···×𝑌𝑘.

Ïóñòü (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) ∈ 𝑋1 × · · · ×𝑋𝑘, òîãäà

(𝑓−1
1 × · · · × 𝑓−1

𝑘 ) ∘ (𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘) =

= (𝑓−1
1 × · · · × 𝑓−1

𝑘 )(𝑓1(𝑥1), . . . , 𝑓𝑘(𝑥𝑘)) =

= (𝑓−1
1 ∘ 𝑓1(𝑥1), . . . , 𝑓−1

𝑘 ∘ 𝑓𝑘(𝑥𝑘)) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘),

÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî (𝑓−1
1 ×· · ·×𝑓−1

𝑘 )∘(𝑓1×· · ·×𝑓𝑘) = Id𝑋1×···×𝑋𝑘
. Ïóñòü

òåïåðü (𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) ∈ 𝑌1 × · · · × 𝑌𝑘, òîãäà â ýòîì ñëó÷àå

(𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘) ∘ (𝑓−1
1 × · · · × 𝑓−1

𝑘 )(𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) =

= (𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘)(𝑓
−1
1 (𝑦1), . . . , 𝑓

−1
𝑘 (𝑦𝑘)) =

= (𝑓1 ∘ 𝑓−1
1 (𝑦1), . . . , 𝑓𝑘 ∘ 𝑓−1

𝑘 (𝑦𝑘)) = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑘).

Òåì ñàìûì ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘) ∘ (𝑓−1
1 ×

· · · × 𝑓−1
𝑘 ) = Id𝑌1×···×𝑌𝑘 è äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû çàâåðøåíî.

Åñëè êàæäîå èç 𝑓𝑖 íåïðåðûâíî (ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì), òî, êàê
ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå, ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé íåïðå-
ðûâíî (ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì).
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Предложение 9.39. Произведение непрерывных отображений непре-
рывно. Произведение гомеоморфизмов — гомеоморфизм.

Доказательство. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèÿ 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 íåïðåðûâ-
íû, òî ïðîèçâåäåíèå 𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘 òàêæå íåïðåðûâíî. Â ñèëó Ïðåäëî-
æåíèÿ 9.19, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîîáðàç êàæäîãî ýëåìåíòà áà-
çû (9.5.4) îòêðûò. Ïóñòü 𝑈1, . . . , 𝑈𝑘 � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà 𝑌1, . . . , 𝑌𝑘
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 ìíîæåñòâî 𝑓−1

𝑖 (𝑈𝑖)
îòêðûòî â 𝑋𝑖 è, ïî îïðåäåëåíèþ òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ, ìíîæåñòâî
𝑓−1
1 (𝑈1)×· · ·×𝑓−1

𝑘 (𝑈𝑘) îòêðûòî â 𝑋1×· · ·×𝑋𝑘. Â ñèëó ðàâåíñòâà (9.5.6)
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî (𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘)

−1(𝑈1 × · · · × 𝑈𝑘) îòêðûòî â
𝑋1×· · ·×𝑋𝑘. Ýòèì äîêàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 𝑓1×· · ·×𝑓𝑘.

Ïóñòü îòîáðàæåíèÿ 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôèçìàìè. Òîãäà, ïî
äîêàçàííîìó, èç íåïðåðûâíîñòè 𝑓1, . . . , 𝑓𝑘 ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ïðî-
èçâåäåíèÿ 𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘. Äàëåå, èç íåïðåðûâíîñòè 𝑓

−1
1 , . . . , 𝑓−1

𝑘 ñëåäóåò
íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ 𝑓−1

1 × · · · × 𝑓−1
𝑘 . Â ñèëó ôîðìóëû (9.5.7)

îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ (𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘)
−1.

Â ýòîé ñâÿçè, îòîáðàæåíèå 𝑓1 × · · · × 𝑓𝑘 � ãîìåîìîðôèçì.

Ðàññìîòðèì ñâÿçü ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè è àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðà-
öèé.

Определение 9.26. Пусть F ∈ {R, C}, а 𝑋 — множество. Если 𝑓1 :
𝑋 → F и 𝑓2 : 𝑋 → F — некоторые функции, то их поточечная
сумма 𝑓1 + 𝑓2 : 𝑋 → F и поточечное произведение 𝑓1𝑓2 : 𝑋 → F
есть F-значные функции, определенные равенствами

(𝑓1 + 𝑓2)(𝑥) := 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥),

(𝑓1𝑓2)(𝑥) := 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥).

В правых частях этих равенств используются арифметические опера-
ции из поля F.

Предложение 9.40. Пусть 𝑋 — топологическое пространство, а F ∈
{R, C}. Тогда, если отображения 𝑓1 : 𝑋 → F и 𝑓2 : 𝑋 → F непрерывны,
то их поточечные сумма и произведение также непрерывны.

Доказательство. Îòîáðàæåíèÿ 𝑓1 + 𝑓2 : 𝑋 → F è 𝑓1𝑓2 : 𝑋 → F ìîãóò
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áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñëåäóþùèõ êîìïîçèöèé:

𝑓1 + 𝑓2 = + ∘ (𝑓1 × 𝑓2) ∘ 𝑔,
𝑓1𝑓2 = · ∘ (𝑓1 × 𝑓2) ∘ 𝑔.

Çäåñü + : F×F → F è · : F×F → F � îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â
F, à 𝑔 : 𝑋 → 𝑋×𝑋 � îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ðàâåíñòâîì 𝑔(𝑥) := (𝑥, 𝑥).
Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî èç îòîáðàæåíèé ìû èìååì

(𝑓1 + 𝑓2)(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) = +(𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥)) =

= + ∘ (𝑓1 × 𝑓2)(𝑥, 𝑥) = + ∘ (𝑓1 × 𝑓2) ∘ 𝑔(𝑥).

Ñîãëàñíî êóðñó Àíàëèçà, îòîáðàæåíèÿ + : F × F → F è · : F × F → F
íåïðåðûâíû (òåîðåìû î ïðåäåëå ñóììû è ïðîèçâåäåíèÿ). Èç Ïðåäëîæå-
íèÿ 9.39 ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝑓1 × 𝑓2 : 𝑋 × 𝑋 → F × F íåïðå-
ðûâíî. Íàêîíåö, îòîáðàæåíèå 𝑔 íåïðåðûâíî â ñèëó õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ñâîéñòâà òîïîëîãèè ïðîèçâåäåíèÿ, ïîñêîëüêó åãî êîìïîíåíòû 𝑔1 è 𝑔2
åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå: 𝑔1 = 𝑔2 = Id𝑋 , êîòîðîå íåïðåðûâíî.
Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ôóíêöèè 𝑓1 + 𝑓2 è 𝑓1𝑓2 íåïðåðûâíû êàê êîìïîçèöèè
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé.

6. Многообразия

6.1. Локально евклидовы пространства

Ìû ïî÷òè ãîòîâû äàòü îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ. Íî âíà÷àëå, äà-
äèì âñïîìîãàòåëüíîå îïðåäåëåíèå, îòðàæàþùåå èíòóèòèâíóþ èäåþ òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ëîêàëüíî âûãëÿäÿùåãî êàê åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî.

Определение 9.27. Топологическое пространство 𝑀 называется ло-
кально евклидовым, размерности 𝑛, если любая точка 𝑀 имеет
окрестность в 𝑀 , гомеоморфную некоторому открытому подмноже-
ству R𝑛.

Òàêèì îáðàçîì, 𝑀 � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè
𝑛, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑝 ∈𝑀 ìîæíî óêàçàòü:

∙ îêðåñòíîñòü 𝑈 òî÷êè 𝑝 â 𝑀 ;
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∙ îòêðûòîå ìíîæåñòâî 𝑂 â R𝑛;

∙ ãîìåîìîðôèçì 𝜙 : 𝑈 → 𝑂.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî êîíêðåòèçèðîâàòü âèä îòêðûòûõ ïîä-
ìíîæåñòâ R𝑛, èñïîëüçóåìûõ äëÿ îïèñàíèÿ ëîêàëüíî åâêëèäîâûõ ïðîñò-
ðàíñòâ. Ñëåäóþùàÿ Ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìû ìîæåì çàìåíèòü ¾îòêðû-
òîå ïîäìíîæåñòâî¿ íà îòêðûòûé øàð èëè ñàìî R𝑛.

Лемма 9.5. Топологическое пространство 𝑀 локально евклидово, раз-
мерности 𝑛, тогда и только тогда, когда выполняется одно из следу-
ющих свойств:

(a) Каждая точка 𝑀 имеет окрестность, гомеоморфную открытому
шару в R𝑛

(b) Каждая точка 𝑀 имеет окрестность, гомеоморфную R𝑛.

Доказательство. Åñëè ïðîñòðàíñòâî𝑀 óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó (a) èëè
(b), òî îíî ëîêàëüíî åâêëèäîâî, ðàçìåðíîñòè 𝑛, ïîñêîëüêó ôîðìóëèðîâêè
(a) è (b) ñîäåðæàò ÷àñòíûå ñëó÷àè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ. Îáðàòíî, ïóñòü
𝑀 ëîêàëüíî åâêëèäîâî, ðàçìåðíîñòè 𝑛. Ïîñêîëüêó ëþáîé îòêðûòûé øàð
â R𝑛 ãîìåîìîðôåí R𝑛 (Ïðèìåð 9.8), òî ñâîéñòâà (a) è (b) ýêâèâàëåíòíû.
Òàêèì îáðàçîì, íàì äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü (a).

Ïóñòü 𝑝 ∈𝑀 � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà. Äëÿ íåå ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü
𝑈 è ãîìåîìîðôèçì 𝜙 : 𝑈 → 𝑉 , ãäå 𝑉 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R𝑛.
Òî, ÷òî 𝑉 îòêðûòî â R𝑛, îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò îòêðûòûé øàð 𝐵 ñ
öåíòðîì â 𝜙(𝑝), ñîäåðæàùèéñÿ â 𝑉 . Òîãäà, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.14,
ìíîæåñòâî 𝜙−1(𝐵) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ 𝑝, ãîìåîìîðôíîé 𝐵.

Ïóñòü 𝑀 � ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 𝑛. Åñëè
𝑈 ⊂ 𝑀 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå íåêîòîðîìó îòêðûòîìó
ïîäìíîæåñòâó R𝑛, òî 𝑈 íàçûâàåòñÿ координатной областью, à ëþáîé
ãîìåîìîðôèçì 𝜙 èç 𝑈 â îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R𝑛 íàçûâàåòñÿ коор-
динатным отображением.

Определение 9.28. Пара (𝑈, 𝜙), в которой 𝑈 — координатная об-
ласть, а 𝜙 — координатное отображение, называется координатной
картой (или просто картой)𝑀 . Совокупность A всех карт𝑀 , коор-
динатные области которых в совокупности покрывают𝑀 , называется
атласом 𝑀 .
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Êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü, ãîìåîìîðôíàÿ øàðó â R𝑛, íàçûâàåòñÿ коор-
динатным шаром (Êîãäà𝑀 èìååò ðàçìåðíîñòü 2, ìû èíîãäà èñïîëüçó-
åì òåðìèí координатный диск.). Äîêàçàííàÿ Ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî
ëþáàÿ òî÷êà â ëîêàëüíî åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîäåðæèòñÿ â êîîðäè-
íàòíîì øàðå. Åñëè 𝑝 ∈ 𝑀 , à 𝑈 � êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ
𝑝, òî ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî 𝑈 � координатная окрестность 𝑝 èëè
евклидова окрестность 𝑝.

Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà èìååò ñìûñë äàæå êî-
ãäà 𝑛 = 0. Ïîñêîëüêó R0 ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, òî Ëåììà 9.5 (b) âëå÷åò,
÷òî ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî åâêëèäîâî ðàçìåðíîñòè 0 òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäàÿ òî÷êà èìååò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ îäíîòî÷å÷-
íîìó ïðîñòðàíñòâó, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, òîãäà è òîëüêî êîãäà, êîãäà
ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíî.

6.2. Локальные координаты

Àòëàñ A îñóùåñòâëÿåò àðèôìåòèçàöèþ ëîêàëüíî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà 𝑀 . Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ òî÷êà 𝑝 ∈ 𝑀 ñîäåðæèòñÿ â êî-
îðäèíàòíîé îáëàñòè 𝑈 íåêîòîðîé êàðòû (𝑈, 𝜙) ∈ A. Àðèôìåòèçàöèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì îòîáðàæåíèåì 𝜙, êîòîðîå ñíàáæàåò òî÷êó
𝑝 êîðòåæîì (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝜙(𝑝), èç 𝑛 ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâëÿþùèì êî-
îðäèíàòû 𝑝. Òî÷êè, ¾ñîñåäíèå¿ ñ 𝑝 â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè ïðèíàäëåæàò
òîìó æå ìíîæåñòâó 𝑈 , îáëàäàþò êîîðäèíàòàìè, ïîðîæäåííûìè òåì æå
ãîìåîìîðôèçìîì 𝜙. Âìåñòå ñ òåì, åñëè òî÷êà ëåæèò âíå ìíîæåñòâà 𝑈 ,
òî åå êîîðäèíàòû îïðåäåëÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì äðóãîãî ãîìåîìîðôèçìà. Â
ýòîé ñâÿçè, èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ¾ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû¿.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíàòíûå îáëàñòè êàðò (𝑈, 𝜙), (𝑉, 𝜓) ∈ A

èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå: 𝑈 ∩ 𝑉 ̸= ∅. Òî÷êè 𝑝 èç ìíîæåñòâà 𝑈 èìå-
þò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝜙(𝑝), à òî÷êè 𝑞 èç ìíîæåñòâà
𝑉 èìåþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) = 𝜓(𝑞). Òî÷êàì ïåðåñå÷å-
íèÿ 𝑈 ∩ 𝑉 ñîîòâåòñòâóþò ïàðû êîîðäèíàòíûõ êîðòåæåé (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) è
(̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛), ñâÿçàííûõ ãîìåîìîðôèçìîì

𝜓 ∘ 𝜙−1|𝜙(𝑈∩𝑉 ) : 𝜙(𝑈 ∩ 𝑉 ) → 𝜓(𝑈 ∩ 𝑉 ), (9.6.1)

êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü гомеоморфизмом пересчета èëè функци-
ей замены координат. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè,

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ ̃︀𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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6.3. Координатное представление отображений

Ïîñêîëüêó ñòðóêòóðà ëîêàëüíî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿåò
àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå åãî òî÷åê, òî îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûå íà òàêîì
ïðîñòðàíñòâå, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê îòîáðàæåíèÿ èç R𝑛 â R𝑘,
èçó÷àåìûå â àíàëèçå. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 𝑀 � ëîêàëüíî åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 𝑛, à 𝑓 : 𝑀 → R � íåêîòîðîå îòîáðàæåíèå
(ñêàëÿðíîå ïîëå). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé àòëàñA. Åñëè 𝑝 ∈𝑀 , òî òîãäà
𝑝 ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êîîðäèíàòíîé îáëàñòè 𝑈 íåêîòîðîé êàðòû (𝑈, 𝜙) ∈
A. Îòîáðàæåíèå

𝑓𝜙 = 𝑓 ∘ 𝜙−1 : 𝜙(𝑈) → R, (9.6.2)

äåéñòâóåò íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝜙(𝑈) ⊂ R𝑛:

𝑈 R

𝜙(𝑈)

𝑓

𝜙−1

𝑓𝜙

Áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå 𝑓𝜙 îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà R𝑛 â R коор-
динатным представлением 𝑓 .

Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 𝑓 ñâÿçàíà ñ íåïðåðûâíîñòüþ åãî êîîð-
äèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ.

Предложение 9.41. Пусть 𝑀 — локально евклидово пространство
размерности 𝑛. Отображение 𝑓 : 𝑀 → R непрерывно тогда и толь-
ко тогда, когда существует атлас A, такой, что координатное пред-
ставление 𝑓𝜙 непрерывно для любой карты (𝑈, 𝜙) ∈ A.

Доказательство. (⇒) ÏóñòüA � ïðîèçâîëüíûé àòëàñ𝑀 . Åñëè (𝑈, 𝜙) ∈
A, òî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå (9.6.2), áóäó÷è êîìïîçèöèåé äâóõ
íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé, ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Òà-
êèì îáðàçîì, íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà äëÿ ëþáîãî àòëàñà.

(⇐) Ïóñòü A � òàêîé àòëàñ 𝑀 , ÷òî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑓𝜙
íåïðåðûâíî äëÿ ëþáîé êàðòû (𝑈, 𝜙) ∈ A. Ëþáàÿ òî÷êà 𝑝 ∈𝑀 ïðèíàäëå-
æèò êîîðäèíàòíîé îáëàñòè 𝑈 íåêîòîðîé êàðòû (𝑈, 𝜙) ∈ A. Ïî óñëîâèþ,
îòîáðàæåíèå 𝑓𝜙 íåïðåðûâíî. Íî òîãäà è êîìïîçèöèÿ 𝑓𝜙 ∘ 𝜙 = 𝑓 |𝑈 òàêæå
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ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà
𝑀 èìååò îêðåñòíîñòü, ñóæåíèå 𝑓 íà êîòîðóþ íåïðåðûâíî. Â ñèëó Ïðåä-
ëîæåíèÿ 9.11 ýòî âëå÷åò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ 𝑓 .

Ïóñòü 𝜒 : I → 𝑀 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå èíòåðâàëà I ⊂ R â
ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî𝑀 ðàçìåðíîñòè 𝑛. Òàêîå îòîáðàæåíèå
áóäåì íàçûâàòü кривой. Ïóñòü 𝑡0 ∈ I. Âûáåðåì êàðòó (𝑈, 𝜙) ∈ A, òàêóþ,
÷òî 𝜒(𝑡0) ∈ 𝑈 . Ïîëîæèì I𝑡0 = 𝜒−1(𝑈), òîãäà îòîáðàæåíèå

�̃�𝜙 := 𝜙 ∘ 𝜒|I𝑡0 : I𝑡0 → R𝑛,

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âåùåñòâåííîãî ïåðåìåííîãî, ïðèíèìà-
þùåé çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå R𝑛,

I𝑡0 𝑈

R𝑛

𝜒

�̃�
𝜙

𝜙

Áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå �̃�𝜙 координатным представлением
кривой 𝜒.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü 𝑀 è 𝑁 � ëîêàëüíî åâêëè-
äîâû ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòåé 𝑛 è 𝑘 ñîîòâåòñòâåííî, à κ : 𝑀 → 𝑁
� íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Âûáåðåì êàðòó (𝑈, 𝜙) íà 𝑀 . Ìîæíî íàé-
òè, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäíó êàðòó (𝑉, 𝜓) íà 𝑁 , òàêóþ, ÷òî ìíîæåñòâî
𝑊 = 𝑈 ∩ κ−1(𝑉 ) íå ïóñòî. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè κ, ìíîæåñòâî 𝑊 îò-
êðûòî â 𝑈 è, â ýòîé ñâÿçè, ìíîæåñòâî 𝜙(𝑊 ) îòêðûòî â R𝑛. Îòîáðàæåíèå

κ̃𝜙, 𝜓 = 𝜓 ∘ κ ∘ 𝜙−1 : 𝜙(𝑊 ) → 𝜓(𝑉 ) (9.6.3)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ R𝑛 è R𝑘,

𝑊 κ(𝑊 )

𝜙(𝑊 ) 𝜓(𝑉 )

κ

𝜙−1

κ̃𝜙, 𝜓

𝜓
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è íàçûâàåòñÿ координатным представлением κ â êàðòàõ (𝑈, 𝜙) è
(𝑉, 𝜓).

6.4. Топологические многообразия

Âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîå îïðåäåëåíèå
íàñòîÿùåé ãëàâû.

Определение 9.29. 𝑛-мерное топологическое многообразие —
это хаусдорфово топологическое пространство, удовлетворяющее вто-
рой аксиоме счетности и являющееся локально евклидовым, размерно-
сти 𝑛.

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òîïîëîãè÷åñêèå ìíîãî-
îáðàçèÿ, ïîýòîìó áóäåì óïîòðåáëÿòü òåðìèíû ¾𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå¿,
¾𝑛-ìíîãîîáðàçèå¿, èëè äàæå ¾ìíîãîîáðàçèå¿, åñëè ðàçìåðíîñòü ÿñíà èç
êîíòåêñòà èëè íå èìååò çíà÷åíèÿ.

×àñòî èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåíèå ¾ïóñòü𝑀𝑛 � ìíîãîîáðàçèå¿ äëÿ îáî-
çíà÷åíèÿ òîãî, ÷òî 𝑀 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 𝑛. Âåðõíèé
èíäåêñ 𝑛 íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îáîçíà÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ è, êàê ïðàâèëî,
îïóñêàåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê ìíîãîîáðàçèå îïðåäåëåíî. Íóæíî ñîáëþäàòü
îñòîðîæíîñòü è îòëè÷àòü ýòó çàïèñü îò ïðîèçâåäåíèÿ𝑀𝑛 =𝑀×· · ·×𝑀 ,
íî, êàê ïðàâèëî, èç êîíòåêñòà ÿñíî, ÷òî ïîäðàçóìåâàåòñÿ. Òàêîå ñîêðà-
ùåíèå â êíèãå íå èñïîëüçóåòñÿ.

Íàèáîëåå î÷åâèäíûé ïðèìåð 𝑛-ìíîãîîáðàçèÿ � ýòî ñàìî R𝑛. Áîëåå
îáùî, ëþáîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R𝑛 � èëè, ëþáîãî 𝑛-ìíîãîîáðàçèÿ
� ñíîâà ÿâëÿåòñÿ 𝑛-ìíîãîîáðàçèåì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå Ïðåäëî-
æåíèå.

Предложение 9.42. Любое открытое подмножество 𝑛-многообразия
является 𝑛-многообразием.

Доказательство. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî 𝑀 ÿâëÿåòñÿ 𝑛-ìíîãîîáðàçèåì, à
𝑉 � îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì 𝑀 . Ëþáàÿ òî÷êà 𝑝 ∈ 𝑉 èìååò îêðåñò-
íîñòü (â 𝑀), ãîìåîìîðôíóþ îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó R𝑛; ïåðåñå÷åíèå
ýòîé îêðåñòíîñòè ñ 𝑉 ïî-ïðåæíåìó îòêðûòî, ïî-ïðåæíåìó ãîìåîìîðô-
íî îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó R𝑛 è ñîäåðæèòñÿ â 𝑉 . Ïî ýòîé ïðè÷èíå, 𝑉
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ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè 𝑛. Ñîãëàñ-
íî Ïðèìåðó 9.13, ìíîæåñòâî 𝑉 , ÿâëÿÿñü îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì õàó-
ñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà, ñàìî õàóñäîðôîâî. Íàêîíåö, â ñèëó Ïðåäëîæå-
íèÿ 9.27, ïðîñòðàíñòâî 𝑉 óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè. Â
ýòîé ñâÿçè, ïðîñòðàíñòâî 𝑉 ÿâëÿåòñÿ 𝑛-ìíîãîîáðàçèåì.

Ïî èñõîäíûì ìíîãîîáðàçèÿì ìîæíî ïîñòðîèòü íîâîå ìíîãîîáðàçèå �
èõ ïðîèçâåäåíèå.

Предложение 9.43. Если 𝑀1, . . . , 𝑀𝑘 — многообразия размерностей
𝑛1, . . . , 𝑛𝑘 соответственно, то произведение 𝑀1 × · · · ×𝑀𝑘 является
многообразием размерности 𝑛1 + · · ·+ 𝑛𝑘.

Доказательство. Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.38, ïðîèçâåäåíèå𝑀1×· · ·×
𝑀𝑘 ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì, óäîâëåòâîðÿþùèì âòîðîé
àêñèîìå ñ÷åòíîñòè. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü òîëüêî ñâîéñòâî ëîêàëüíîé åâ-
êëèäîâîñòè. Ïóñòü 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑘) ∈ 𝑀1 × · · · ×𝑀𝑘, òîãäà äëÿ êàæ-
äîãî 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòü 𝑈𝑖 òî÷êè 𝑝𝑖 è ãîìåîìîðôèçì
𝜙𝑖 èç 𝑈𝑖 íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R𝑛𝑖. Ìíîæåñòâî 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑘 ÿâ-
ëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè 𝑝. Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 9.39, ïðîèçâåäåíèå
𝜙1 × · · · × 𝜙𝑘 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì 𝑈1 × · · · × 𝑈𝑘 íà îòêðûòîå ïîä-
ìíîæåñòâî R𝑛1+···+𝑛𝑘 .

Ìû ìîæåì ãåíåðèðîâàòü ìíîæåñòâî ïðèìåðîâ ìíîãîîáðàçèé êàê ïîä-
ïðîñòðàíñòâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó àêñèîìà
Õàóñäîðôà è âòîðàÿ àêñèîìà ñ÷åòíîñòè àâòîìàòè÷åñêè íàñëåäóþòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâàìè (áëàãîäàðÿ ï. (d) è (f) Ïðåäëîæåíèÿ 9.33), äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî R𝑛 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíî ëîêàëüíî åâêëèäîâî.

Пример 9.21. Пусть 𝑈 ⊂ R𝑛 — открытое множество, а 𝑓 : 𝑈 → R𝑘

— непрерывное отображение. Тогда графиком 𝑓 называется подмно-
жество Γ(𝑓) ⊂ R𝑛+𝑘, определенное равенством

Γ(𝑓) = {(𝑥, 𝑦) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑘) ∈ R𝑛+𝑘 | 𝑥 ∈ 𝑈 и 𝑦 = 𝑓(𝑥)},

с индуцированной топологией, унаследованной от R𝑛+𝑘. Для проверки
того, что Γ(𝑓) является многообразием, мы покажем, что оно гомео-
морфно 𝑈 . Пусть Φ𝑓 : 𝑈 → R𝑛+𝑘 — непрерывное инъективное отобра-
жение

Φ𝑓(𝑥) = (𝑥, 𝑓(𝑥)).
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Как в Примере 9.18, Φ𝑓 определяет непрерывную биекцию из 𝑈 в Γ(𝑓),
а ограничение на Γ(𝑓) проекции 𝜋 : R𝑛+𝑘 → R𝑛 является непрерыв-
ной обратной биекцией для нее. В этой связи, Φ𝑓 — топологическое
вложение, а Γ(𝑓), таким образом, гомеоморфно 𝑈 .

Пример 9.22. Напомним, что единичная 𝑛-сфера — это множество
S𝑛 единичных векторов R𝑛+1. Легко представить сферы малых размер-
ностей: S0 — двухточечное дискретное пространство {±1} ⊂ R, S1 —
единичная окружность на плоскости, а S2 — знакомая сферическая по-
верхность радиуса 1 в R3. Для того, чтобы показать, что S𝑛 является
многообразием, нужно показать, что каждая его точка имеет евкли-
дову окрестность. Прямой путь заключается в том, чтобы показать,
что каждая точка имеет окрестность в S𝑛, являющуюся графиком
непрерывной функции. Для каждого 𝑖 = 1, . . . , 𝑛+ 1 пусть 𝑈+

𝑖 обозна-
чает открытое подмножество R𝑛+1, состоящее из точек с 𝑥𝑖 > 0, а
𝑈−
𝑖 — множество точек с 𝑥𝑖 < 0. Если 𝑥 ∈ S𝑛, то хотя бы одна коор-

дината 𝑥𝑖 должна быть ненулевой, поэтому множества 𝑈±
1 , . . . , 𝑈

±
𝑛+1

покрывают S𝑛. На 𝑈±
𝑖 мы можем решить уравнение ‖𝑥‖ = 1 относи-

тельно 𝑥𝑖 и получить, что 𝑥 ∈ S𝑛 ∩ 𝑈±
𝑖 если и только если

𝑥𝑖 = ±
√︀
1− (𝑥1)2 − · · · − (𝑥𝑖−1)2 − (𝑥𝑖+1)2 − · · · − (𝑥𝑛+1)2.

Другими словами, пересечение S𝑛 с 𝑈±
𝑖 является графиком непрерывной

функции, и потому локально евклидово. Этим доказывается, что S𝑛
является 𝑛-многообразием.

Имеется другой удобный способ показать, что S𝑛 является много-
образием. Пусть 𝑁 = (0, . . . , 0, 1) — «северный полюс» S𝑛. Определим
стереографическую проекцию как отображение 𝜎 : S𝑛 ∖ {𝑁} → R𝑛,
сопоставляющее точке 𝑥 ∈ S𝑛∖{𝑁} точку 𝑢 ∈ R𝑛, выбранную так, что
𝑈 = (𝑢, 0) ∈ R𝑛+1 — точка, в которой прямая, проходящая через 𝑁 и 𝑥
пересекает подпространство 𝑥𝑛+1 = 0. Для нахождения формулы для
𝜎, заметим, что 𝑢 = 𝜎(𝑥) характеризуется векторным уравнением

𝑈 −𝑁 = 𝜆(𝑥−𝑁),

для некоторого 𝜆 ∈ R. Это приводит к системе уравнений

𝑢𝑖 = 𝜆𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

−1 = 𝜆(𝑥𝑛+1 − 1).
(9.6.4)
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Решая последнее уравнение, определим 𝜆 и подставим в остальные.
Придем к равенству

𝜎(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1) =
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

1− 𝑥𝑛+1
.

Обратное к нему может быть найдено из (9.6.4):

𝑥𝑖 =
𝑢𝑖

𝜆
, 𝑥𝑛+1 =

𝜆− 1

𝜆
. (9.6.5)

Точка 𝑥 = 𝜎−1(𝑢) характеризуется этими уравнениями а также тем,
что 𝑥 ∈ S𝑛. Подставляя (9.6.5) в ‖𝑥‖2 = 1 и решая относительно 𝜆,
получаем

𝜆 =
‖𝑢‖2 + 1

2
.

Подстановка в (9.6.5) приводит к формуле

𝜎−1(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) =
(2𝑢1, . . . , 2𝑢𝑛, ‖𝑢‖2 − 1)

‖𝑢‖2 + 1
.

Поскольку это непрерывное обратное для 𝜎, то отсюда следует, что
S𝑛 ∖ {𝑁} гомеоморфно R𝑛. В частности, это дает евклидову окрест-
ность каждой точки S𝑛, за исключением 𝑁 , и аналогичная проекция
из южного полюса работает в окрестности 𝑁 .

Пример 9.23. Рассмотрим поверхность пончика, являющуюся по-
верхностью вращения 𝐷 ⊂ R3, полученной вращением окружности (𝑥−
2)2 + 𝑧2 = 1 (порождающей окружности) на плоскости 0𝑥𝑧 вокруг оси
0𝑧. Поверхность пончика характеризуется уравнением (𝑟−2)2+𝑧2 = 1,

где 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, и может быть параметризована двумя углами 𝜃

(отсчитываемого вокруг оси 0𝑧 от плоскости 0𝑥𝑧) и 𝜙 (отсчитывае-
мого вокруг порождающей окружности от горизонтального внешнего
направления). Для вычислений удобно сделать подстановки 𝜙 = 2𝜋𝑢 и
𝜃 = 2𝜋𝑣 и определить отображение 𝐹 : R2 → 𝐷 формулой

𝐹 (𝑢, 𝑣) = ((2 + cos 2𝜋𝑢) cos 2𝜋𝑣, (2 + cos 2𝜋𝑢) sin 2𝜋𝑣, sin 2𝜋𝑢). (9.6.6)

Оно отображает плоскость на 𝐷, но не инъективно, поскольку 𝐹 (𝑢+
𝑘, 𝑣+ 𝑙) = 𝐹 (𝑢, 𝑣) для любой пары целых чисел (𝑘, 𝑙). Вместе с тем, 𝐹
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инъективно, если ограничить его на достаточно малую окрестность
точки (𝑢0, 𝑣0). Прямые вычисления показывают, что локально обрат-
ное отображение в окрестности (𝑢0, 𝑣0) определяется формулами

𝑢 =
1

2𝜋
tan−1 𝑧

𝑟 − 2
+
𝑘

2
, 𝑣 =

1

2𝜋
tan−1 𝑦

𝑥
+
𝑙

2
,

𝑢 =
1

2𝜋
cot−1 𝑟 − 2

𝑧
+
𝑘

2
, 𝑣 =

1

2𝜋
cot−1 𝑥

𝑦
+
𝑙

2
,

при подходящем выборе целых 𝑘, 𝑙. Таким образом, 𝐷 является 2-
многообразием.

Определение 9.30. Произведение T𝑛 := S1×· · ·×S1 (𝑛 раз) называется
𝑛-тором. В частности, 2-тор называется тором.

Ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.43, 𝑛-òîð T𝑛 ÿâëÿåòñÿ 𝑛-ìåðíûì ìíîãîîá-
ðàçèåì. Ïîñêîëüêó S1 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì R2, òî òîð T2 ìîæåò
áûòü ðàññìîòðåí êàê ïîäïðîñòðàíñòâî R4, â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 9.38 (e):
ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ R4, òàêèõ, ÷òî (𝑥1)2 + (𝑥2)2 = 1
è (𝑥3)2 + (𝑥4)2 = 1. Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå, òîð T2

ãîìåîìîðôåí ïîâåðõíîñòè ïîí÷èêà.

Предложение 9.44. Тор T2 гомеоморфен поверхности пончика 𝐷 из
Примера 9.23.

Доказательство. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðèçàöèè îáåèõ ïîâåðõíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ äâà óãëà.
Äëÿ 𝐷 óãëàìè ÿâëÿþòñÿ 𝜙 = 2𝜋𝑢 è 𝜃 = 2𝜋𝑣, êàê â 9.6.6; äëÿ T2 ýòî óãëû
â äâóõ îêðóæíîñòÿõ. Õîòÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè óãëîâ íóæíî ñîáëþäàòü
îñòîðîæíîñòü, ïîñêîëüêó îíè íå îïðåäåëåíû íåïðåðûâíî íà âñåé îêðóæ-
íîñòè, èõ ìîæíî èñêëþ÷èòü è ïîëó÷èòü ÿâíî ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå
íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ.

Èìåÿ ýòî â âèäó, çàïèøåì 𝑥1 = cos 𝜃, 𝑥2 = sin 𝜃, 𝑥3 cos𝜙 è 𝑥4 = sin𝜙.
Ïîäñòàíîâêà â 9.6.6 äàåò îòîáðàæåíèå 𝐺 : T2 → 𝐷,

𝐺(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = ((2 + 𝑥3)𝑥1, (2 + 𝑥3)𝑥2, 𝑥4).

Îòîáðàæåíèå 𝐺 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ è, â
ýòîé ñâÿçè, îíî íåïðåðûâíî. Ïðîâåðèì, ÷òî îíî äåéñòâèòåëüíî ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ â 𝐷: åñëè (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ T2, òî

𝑥 = (2 + 𝑥3)𝑥1, 𝑦 = (2 + 𝑥3)𝑥2, 𝑧 = 𝑥4. (9.6.7)
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Òîãäà
𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 = (2 + 𝑥3)2,

è
(𝑟 − 2)2 + 𝑧2 = (𝑥3)2 + (𝑥4)2 = 1,

÷òî âëå÷åò (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷.
Îòîáðàæåíèå 𝐺 îáðàòèìî. Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæàÿ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4)

èç (9.6.7), ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå 𝐺−1 : 𝐷 → T2, èìååò âèä

𝐺−1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥/𝑟, 𝑦/𝑟, 𝑟 − 2, 𝑧),

ãäå 𝑟 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2. Ýòî îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíî è ïîýòîìó 𝐺 � ãîìåî-

ìîðôèçì.

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü âñå 0-
ìíîãîîáðàçèÿ.

Предложение 9.45. Топологическое пространство является 0-много-
образием тогда и только тогда, когда оно является не более, чем счет-
ным дискретным пространством.

Доказательство. (⇒) Ïóñòü 𝑀 ÿâëÿåòñÿ 0-ìíîãîîáðàçèåì, à 𝑝 ∈ 𝑀 �
ïðîèçâîëüíîé òî÷êîé. Òîãäà ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü 𝑈 òî÷êè 𝑝, ãîìåî-
ìîðôíàÿ R0 = {0}. Òàê êàê 𝑝 ∈ 𝑈 , à ìíîæåñòâà R0 è 𝑈 ðàâíîìîùíû,
òî 𝑈 = {𝑝}. Èòàê, ìíîæåñòâî {𝑝} îòêðûòî â 𝑀 è ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå
îäíîòî÷å÷íûå ïîäìíîæåñòâà îòêðûòû â 𝑀 . Â ýòîé ñâÿçè, 𝑀 ÿâëÿåòñÿ
äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü B � íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíàÿ áàçà 𝑀 . Äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑀 ,
ñîãëàñíî êðèòåðèþ áàçû, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝐵 ∈ B, òàêîé, ÷òî

𝑝 ∈ 𝐵 ⊂ {𝑝}.

Èç äâîéíîãî âêëþ÷åíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 𝐵 = {𝑝}. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêà-
çàëè, ÷òî

{{𝑝} | 𝑝 ∈𝑀} ⊂ B.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ìíîæåñòâî {{𝑝} | 𝑝 ∈ 𝑀} íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî. Ïî-
ñêîëüêó 𝑀 ðàâíîìîùíî ýòîìó ìíîæåñòâó, òî îíî òàêæå íå áîëåå, ÷åì
ñ÷åòíî.
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(⇐) Ïóñòü𝑀 ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíûì äèñêðåòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Òîãäà 𝑀 õàóñäîðôîâî, à íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî

B = {{𝑝} | 𝑝 ∈𝑀}

ÿâëÿåòñÿ áàçîé 𝑀 . Êðîìå òîãî, äëÿ 𝑝 ∈𝑀 îòîáðàæåíèå

𝜙 : {𝑝} → R0, 𝜙(𝑝) = 0,

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Â ýòîé ñâÿçè, ïðîñòðàíñòâî 𝑀 ÿâëÿåòñÿ 0-
ìíîãîîáðàçèåì.

Âàæíî äåðæàòü â ãîëîâå ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ ìíî-
ãîîáðàçèÿìè. Äâóìÿ ïðîñòûìè ïðèìåðàìè ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèå îñåé
0𝑥, 0𝑦 â R2 è êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü â R3, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì
𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧2; îáå � ñ åâêëèäîâîé òîïîëîãèåé. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ
òî÷êà 0 íå èìååò åâêëèäîâîé îêðåñòíîñòè.

6.5. Замечания, касающиеся определения многооб-

разий

Èìååòñÿ íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëåíèåì òîïîëî-
ãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Âî-ïåðâûõ, îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ òðåáó-
åò, ÷òîáû ìíîãîîáðàçèå èìåëî îñîáóþ, êîððåêòíî îïðåäåëåííóþ ðàçìåð-
íîñòü. Ýòî èñêëþ÷àåò, íàïðèìåð, òàêèå ïðîñòðàíñòâà, êàê äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â R3, â êîòîðîì êàæäàÿ òî÷êà èìååò
îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíóþ íåêîòîðîìó åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó; ïðè
ýòîì, ðàçìåðíîñòè ìîãóò áûòü ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ òî÷åê. Â ýòîé ñâÿçè,
âîçíèêàåò âîïðîñ: ßâëÿåòñÿ ëè ðàçìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ âíóòðåííèì
òîïîëîãè÷åñêèì ñâîéñòâîì? Èëè, èíà÷å, ìîæåò ëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî áûòü îäíîâðåìåííî 𝑛-ìíîãîîáðàçèåì è ìíîãîîáðàçèåì äðóãîé
ðàçìåðíîñòè? Îòâåò � íåò.

Теорема 9.6. (Инвариантность размерности) Если 𝑚 ̸= 𝑛, то
непустое топологическое пространство не может быть одновременно
𝑚- и 𝑛-многообразием.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñì. â [1].
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Òåîðåìà îá èíâàðèàíòíîñòè ðàçìåðíîñòè ñôîðìóëèðîâàíà òîëüêî äëÿ
íåïóñòûõ ïðîñòðàíñòâ, ïîñêîëüêó ïóñòîå ìíîæåñòâî óäîâëåòâîðÿåò îïðå-
äåëåíèþ 𝑛-ìíîãîîáðàçèÿ äëÿ ëþáîãî 𝑛. Õîòÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî íå ÿâ-
ëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ìíîãîîáðàçèåì, èíîãäà ïóñòûå ìíîãîîáðàçèÿ óäîáíî
ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå. Â ýòîé ñâÿçè, ìû ïðèìåì ñîãëàøåíèå, ñîãëàñíî
êîòîðîìó ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ëþáîé ðàçìåðíîñòè.

Âòîðîå çàìå÷àíèå ñâÿçàíî ñ âîïðîñîì: Èìåþòñÿ ëè òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ ìíîãîîáðàçèÿ è íå
ðåàëèçóåìû êàê ëîêàëüíî åâêëèäîâû ïîäìíîæåñòâà R𝑘? Îòâåò � íåò,
ìû íå îïðåäåëèëè íîâûå îáúåêòû, ïîñêîëüêó ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæ-
äîå òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî íåêîòîðîìó ïîäìíîæå-
ñòâó åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Õîòÿ àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå ìíîãîîáðàçèÿ êàê òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà íå óâåëè÷èâàåò êëàññ ìíîãîîáðàçèé, îïðåäåëÿåìûõ êàê
ïîäìíîæåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, îíî óïðîùàåò æèçíü, ïîñêîëüêó
ìû ìîæåì ââîäèòü íîâûå ìíîãîîáðàçèÿ, íå ïðåäñòàâëÿÿ èõ êàê ïîäìíî-
æåñòâà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

6.6. Многообразия с краем

Èíòóèòèâíî î÷åâèäíî (õîòÿ íåïðîñòî äîêàçàòü), ÷òî çàìêíóòûé øàð
â R𝑛 íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, ïîñêîëüêó òî÷êà íà åãî ãðàíèöå íå îá-
ëàäàåò åâêëèäîâîé îêðåñòíîñòüþ. Òåì íå ìåíåå, çàìêíóòûå øàðû è ïðî-
ñòðàíñòâà, ïîäîáíûå èì, èìåþò âàæíîå ïðèìåíåíèå â òåîðèè ìíîãîîáðà-
çèé. Â ýòîé ñâÿçè, óäîáíî ðàññìîòðåòü êëàññ ïðîñòðàíñòâ, áîëåå øèðî-
êèé, ÷åì êëàññ ìíîãîîáðàçèé, ýëåìåíòû êîòîðîãî îáëàäàþò, â íåêîòîðîì
ñìûñëå, ¾ãðàíèöåé¿.

Âáëèçè ñâîèõ ¾ãðàíèö¿ ïðîñòðàíñòâà íîâîãî êëàññà ìîäåëèðóþòñÿ
ïîñðåäñòâîì замкнутого 𝑛-мерного верхнего полупространства
H𝑛 ⊂ R𝑛, îïðåäåëåííîãî êàê

H𝑛 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥𝑛 ⩾ 0}.

Определение 9.31. 𝑛-мерное многообразие с краем — это хау-
сдорфово пространство, удовлетворяющее второй аксиоме счетности,
каждая точка которого имеет окрестность, гомеоморфную либо от-
крытому подмножеству R𝑛, либо открытому подмножеству H𝑛.
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Â îïðåäåëåíèè ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî H𝑛 ðàññìàòðèâà-
åòñÿ â åâêëèäîâîé òîïîëîãèè. Íåñìîòðÿ íà òåðìèíîëîãèþ, ìíîãîîáðàçèå
ñ êðàåì íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.

Åñëè 𝑀 ÿâëÿåòñÿ 𝑛-ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, òî координатной кар-
той 𝑀 íàçûâàåòñÿ ïàðà (𝑈, 𝜙), ãäå 𝑈 ⊂ 𝑀 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à
𝜙 � ãîìåîìîðôèçì èç 𝑈 â îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ëèáî R𝑛, ëèáî H𝑛.
Êàê è â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé, ìíîæåñòâî 𝑈 íàçûâàåòñÿ координатной
областью, à 𝜙 � координатным отображением.

Ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå 𝜕H𝑛 äëÿ ãðàíèöû H𝑛 è IntH𝑛 � äëÿ
âíóòðåííîñòè H𝑛, ðàññìàòðèâàÿ H𝑛 êàê ïîäìíîæåñòâî R𝑛. Äëÿ 𝑛 > 0
ýòî îçíà÷àåò

𝜕H𝑛 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥𝑛 = 0},
IntH𝑛 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥𝑛 > 0}.

Êîãäà 𝑛 = 0, òî H0 = R0 = {0}, ïîýòîìó IntH0 = H0, à 𝜕H𝑛 = ∅. Â ýòîé
ñâÿçè, 0-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì íåîòëè÷èìû îò 0-ìíîãîîáðàçèé.

Êîãäà íåîáõîäèìî ñäåëàòü ðàçëè÷èå, òî ãîâîðÿò, ÷òî (𝑈, 𝜙) � карта
внутренности, åñëè 𝜙(𝑈) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâîì R𝑛 (÷òî
âêëþ÷àåò ñëó÷àé, êîãäà 𝜙(𝑈) îòêðûòî â H𝑛 è ñîäåðæèòñÿ â IntH𝑛), è
картой края, åñëè 𝜙(𝑈) îòêðûòî â H𝑛 è 𝜙(𝑈) ∩ 𝜕H𝑛 ̸= ∅.

Пример 9.24. (Многообразия с краем)
Верхнее полупространство H𝑛 само есть 𝑛-многообразие с краем,

где тождественное отображение играет роль глобального координат-
ного отображения. Аналогично, любой замкнутый или полуоткрытый
интервал в R является 1-многообразием с краем. Другим важным при-
мером является замкнутый единичный шар B𝑛 с евклидовой тополо-
гией. Пространство B𝑛 является 𝑛-многообразием с краем.

Åñëè 𝑀 ÿâëÿåòñÿ 𝑛-ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, òî òî÷êà 𝑝 ∈ 𝑀 íàçû-
âàåòñÿ точкой внутренности 𝑀 , åñëè îíà ïðèíàäëåæèò êîîðäèíàòíîé
îáëàñòè íåêîòîðîé êàðòû âíóòðåííîñòè; è îíà íàçûâàåòñÿ точкой края
𝑀 , åñëè îíà ïðèíàäëåæèò êîîðäèíàòíîé îáëàñòè êàðòû êðàÿ, ïåðåâîäÿ-
ùåé 𝑝 â íåêîòîðóþ òî÷êó èç 𝜕H𝑛. Край 𝑀 , îáîçíà÷àåìûé ÷åðåç 𝜕𝑀 ,
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê êðàÿ 𝑀 , à внутренность 𝑀 , îáîçíà÷àåìàÿ
÷åðåç Int𝑀 , åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê âíóòðåííîñòè 𝑀 . Êàæäàÿ òî÷êà
𝑀 åñòü ëèáî òî÷êà âíóòðåííîñòè, ëèáî òî÷êà êðàÿ: åñëè 𝑝 ∈ 𝑀 ïðèíàä-
ëåæèò îáëàñòè êàðòû âíóòðåííîñòè, òî ýòî òî÷êà âíóòðåííîñòè; ñ äðóãîé
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ñòîðîíû, åñëè îíà ïðèíàäëåæèò îáëàñòè êàðòû êðàÿ, òî ýòî òî÷êà âíóò-
ðåííîñòè, åñëè åå îáðàç ëåæèò â IntH𝑛, è òî÷êà êðàÿ, åñëè åå îáðàç ëåæèò
â 𝜕H𝑛.

Замечание 9.4. Заметим, что мы получили новый смысл для тер-
минов «край» (граница) и «внутренность». Если 𝑀 — многообразие с
краем, то его край может быть непуст независимо от того, имеет ли
оно граничные точки будучи подмножеством объемлющего простран-
ства.

Например, диск B2
является многообразием с краем, где край —

окружность. Его топологическая граница, как подмножества R2, есть

также окружность. Однако, если мы рассмотрим B2
как топологиче-

ское пространство в себе, то оно будет иметь пустую границу. А если

мы будем думать об B2
как о подмножестве R3 (отождествляя R2 с

плоскостью 𝑥𝑦), то его границей будет весь диск.

Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåò-
ñÿ ìíîãîîáðàçèåì, ïîñêîëüêó òî÷êè êðàÿ íå èìåþò åâêëèäîâûõ îêðåñò-
íîñòåé. Áîëåå òîãî, ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ìîæåò èìåòü ïóñòîé êðàé: â
îïðåäåëåíèè íå ñêàçàíî, ÷òî êðàé îáÿçàí áûòü íåïóñòûì. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, êàæäîå 𝑛-ìíîãîîáðàçèå àâòîìàòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì ñ
êðàåì, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âíóòðåííîñòè.

Õîòÿ òåðìèí ¾ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì¿ òàêæå îõâàòûâàåò ìíîãîîáðà-
çèÿ, äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ïóòàíèöû, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìíîãî-
ñëîâíûå òåðìèíû, òàêèå, êàê многообразие без края, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
ìíîãîîáðàçèÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 9.29, èмногообразие с краем или
без äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì, ïîä÷åðêèâàÿ, ïðè ýòîì, ÷òî
êðàé ìîæåò áûòü ïóñò. Òåðìèí ¾ìíîãîîáðàçèå¿ áåç äàëüíåéøèõ óòî÷íå-
íèé âñåãäà áóäåò îáîçíà÷àòü ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ.

Предложение 9.46. Если𝑀 является 𝑛-мерным многообразием с кра-
ем, то Int𝑀 — открытое подмножество 𝑀 , являющееся 𝑛-мерным
многообразием без края.

Доказательство. 1) Ïîêàæåì, ÷òî Int𝑀 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîäìíî-
æåñòâîì𝑀 . Ïóñòü 𝑝 ∈ Int𝑀 . Ïî îïðåäåëåíèþ, ñóùåñòâóåò êàðòà (𝑈, 𝜙),
òàêàÿ, ÷òî 𝑝 ∈ 𝑈 , à 𝜙(𝑈) îòêðûòî â R𝑛. Ïóñòü 𝑞 ∈ 𝑈 . Òîãäà 𝑈 � îêðåñò-
íîñòü 𝑞, ïðè÷åì, 𝑈 ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé îáëàñòüþ âíóòðåííåé êàðòû.
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Òàêèì îáðàçîì, 𝑞 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âíóòðåííîñòè. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè
𝑞, ïðèõîäèì êî âêëþ÷åíèþ 𝑈 ⊂ Int𝑀 . Â ýòîé ñâÿçè, ìíîæåñòâî Int𝑀
îòêðûòî â 𝑀 .

2) Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Int𝑀 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, òî îíî õàóñäîð-
ôîâî, ñî âòîðîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíî åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè 𝑛. Ïóñòü 𝑝 ∈ Int𝑀 , òî-
ãäà ñóùåñòâóåò âíóòðåííÿÿ êàðòà (𝑈, 𝜙), òàêàÿ, ÷òî 𝑝 ∈ 𝑈 . Ìû óæå
çíàåì, ÷òî 𝑈 ⊂ Int𝑀 . Â ýòîé ñâÿçè, ïàðà (𝑈, 𝜙) ÿâëÿåòñÿ êàðòîé íà
Int𝑀 . Òåì ñàìûì çàâåðøåíî äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî Int𝑀 ÿâëÿåòñÿ
𝑛-ìíîãîîáðàçèåì.

Â îïðåäåëåíèÿõ âíóòðåííîñòè è êðàÿ åñòü òîíêîñòü, êîòîðàÿ íå ìîæåò
áûòü î÷åâèäíîé ñðàçó. Õîòÿ âíóòðåííîñòü è êðàé𝑀 ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíî
îïðåäåëåííûìè ïîäìíîæåñòâàìè, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ åñòü𝑀 , è ìîæåò
ïîêàçàòüñÿ èíòóèòèâíî î÷åâèäíûì, ÷òî îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðó-
ãîì, ó íàñ â äàííûé ìîìåíò íåò ñïîñîáà äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà 𝑝 ∈ 𝑀 íå
ìîæåò îäíîâðåìåííî áûòü òî÷êîé êðàÿ è âíóòðåííîñòè. Èíûìè ñëîâàìè,
íåâîçìîæíà òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ïðè êîòîðîé èìååòñÿ îäíà êàðòà âíóòðåííî-
ñòè, îáëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò 𝑝, è äðóãàÿ êàðòà êðàÿ, îòîáðàæàþùàÿ 𝑝
â òî÷êó èç 𝜕H𝑛.

Теорема 9.7. (Инвариантность края) Если 𝑀 является многооб-
разием с краем, то точка 𝑀 не может одновременно быть точкой
края и внутренности. Таким образом, 𝜕𝑀 и Int𝑀 являются непересе-
кающимися подмножествами, объединение которых есть 𝑀 .

Следствие 9.5. Если 𝑀 является непустым 𝑛-мерным многообрази-
ем с краем, то множество 𝜕𝑀 замкнуто в 𝑀 , и 𝑀 является 𝑛-
многообразием в том и только в том случае, когда 𝜕𝑀 = ∅.

Доказательство. Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 9.46, Int𝑀 îòêðû-
òî â 𝑀 òî èç Òåîðåìû 9.7 ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî 𝜕𝑀 = 𝑀 ∖ Int𝑀 çà-
ìêíóòî. Åñëè 𝑀 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì, òî êàæäàÿ åãî òî÷êà ïðèíàä-
ëåæèò îáëàñòè âíóòðåííåé êàðòû, ïîýòîìó 𝑀 = Int𝑀 . Èç Òåîðåìû 9.7
ñëåäóåò òîãäà, ÷òî 𝜕𝑀 = ∅. Îáðàòíî, åñëè 𝜕𝑀 = ∅, òî 𝑀 = Int𝑀 , ãäå
Int𝑀 ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 9.46.
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7. Топологические группы и действия групп

7.1. Топологические группы

Ïðè ñîåäèíåíèè òîïîëîãè÷åñêèõ êîíöåïöèé ñ òåîðèåé ãðóïï ïîëó÷à-
åòñÿ áîãàòûé èñòî÷íèê èíòåðåñíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Определение 9.32. Топологическая группа — это группа 𝐺, снаб-
женная такой топологией, что отображения 𝑚 : 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 и
𝑖 : 𝐺→ 𝐺, определенные равенствами

𝑚(𝑔1, 𝑔2) := 𝑔1𝑔2, 𝑖(𝑔) := 𝑔−1,

являются непрерывными. Здесь операции произведения и обращения
взяты из групповой структуры 𝐺. (Конечно, непрерывность 𝑚 пони-
мается относительно топологии произведения на 𝐺×𝐺.)

Пример 9.25. (Топологические группы) Каждая из следующих
структур является топологической группой:

∙ вещественная прямая R с аддитивной групповой структурой и
евклидовой топологией,

∙ множество R* = R ∖ {0} ненулевых вещественных чисел с опера-
цией произведения и евклидовой топологией,

∙ множество C* = C ∖ {0} ненулевых комплексных чисел с опера-
цией произведения и евклидовой топологией,

∙ общая линейная группа GL(𝑛, R), являющаяся множеством
𝑛×𝑛 обратимых вещественных матриц с операцией матричного
умножения и топологией, индуцированной из R𝑛2 (где мы отож-
дествляем 𝑛 × 𝑛 матрицу с точкой из R𝑛2, используя элементы
матрицы как координаты),

∙ комплексная общая линейная группа GL(𝑛, C), являющаяся
множеством 𝑛×𝑛 обратимых комплексных матриц с операцией
матричного умножения,

∙ любая группа с дискретной топологией (такая группа называется
дискретной группой).
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Предложение 9.47. Любая подгруппа топологической группы являет-
ся топологической группой с индуцированной топологией. Любое про-
изведение конечного числа топологических групп является топологиче-
ской группой со структурой прямого произведения и топологией про-
изведения.

Доказательство. Ïóñòü 𝐺 � ãðóïïà, à 𝐻 ⊂ 𝐺 � åå ïîäãðóïïà. Ðàññìîò-
ðèì 𝐻 â èíäóöèðîâàííîé òîïîëîãèè. Ïîñêîëüêó 𝐻 � ïîäïðîñòðàíñòâî
𝐺, òî ïðîèçâåäåíèå 𝐻 ×𝐻 ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì 𝐺×𝐺. Ïîñêîëü-
êó îòîáðàæåíèÿ 𝑚 : 𝐺 × 𝐺 → 𝐺 è 𝑖 : 𝐺 → 𝐺 íåïðåðûâíû â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû, òî èõ ñóæåíèÿ 𝑚|𝐻×𝐻 è 𝑖|𝐻 òàêæå
íåïðåðûâíû. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐻 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå Ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ ñëó÷àÿ
äâóõ ãðóïï. Ïóñòü (𝐺1, 𝑚1) è (𝐺2, 𝑚2)� ãðóïïû, òîãäà ñòðóêòóðà (𝐺,𝑚),
ãäå 𝐺 = 𝐺1×𝐺2, à îòîáðàæåíèå 𝑚 : 𝐺×𝐺→ 𝐺 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

(𝑔, ℎ)(𝑔′, ℎ′) := (𝑔𝑔′, ℎℎ′),

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Âûðàçèì 𝑚 ÷åðåç 𝑚1 è 𝑚2:

𝑚((𝑔, ℎ), (𝑔′, ℎ′)) = (𝑚1(𝑔, 𝑔
′), 𝑚2(ℎ, ℎ

′)) = 𝑚1 ×𝑚2((𝑔, 𝑔
′), (ℎ, ℎ′)).

Ïóñòü 𝜋1 : 𝐺→ 𝐺1, 𝜋2 : 𝐺→ 𝐺2 � êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè, òîãäà

𝜋1 × 𝜋1((𝑔, ℎ), (𝑔
′, ℎ′)) = (𝑔, 𝑔′),

𝜋2 × 𝜋2((𝑔, ℎ), (𝑔
′, ℎ′)) = (ℎ, ℎ′).

Â ýòîé ñâÿçè,

𝑚((𝑔, ℎ), (𝑔′, ℎ′)) = 𝑚1×𝑚2(𝜋1×𝜋1((𝑔, ℎ), (𝑔′, ℎ′)), 𝜋2×𝜋2((𝑔, ℎ), (𝑔′, ℎ′))).

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Δ : 𝐺×𝐺→ 𝐺×𝐺×𝐺×𝐺, Δ(𝑥, 𝑦) := (𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝑦),

òîãäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì êîìïîçèöèþ

𝑚 = (𝑚1 ×𝑚2) ∘ (𝜋1 × 𝜋1 × 𝜋2 × 𝜋2) ∘Δ,

â êîòîðîé îòîáðàæåíèÿ 𝑚1 × 𝑚2 : 𝐺1 × 𝐺1 × 𝐺2 × 𝐺2 → 𝐺, 𝜋1 × 𝜋1 :
𝐺×𝐺→ 𝐺1 ×𝐺1, 𝜋2 × 𝜋2 : 𝐺×𝐺→ 𝐺2 ×𝐺2 è Δ íåïðåðûâíû. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå, 𝑚 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.
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Îòîáðàæåíèå îáðàùåíèÿ äëÿ 𝐺 èìååò âèä

𝑖(𝑔, ℎ) := (𝑔, ℎ)−1 = (𝑔−1, ℎ−1) = (𝑖1(𝑔), 𝑖2(ℎ)) = 𝑖1 × 𝑖2(𝑔, ℎ).

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑖 = 𝑖1×𝑖2. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèÿ 𝑖1 è 𝑖2 íåïðåðûâíû, òî
𝑖 òàêæå íåïðåðûâíî. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐺 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé.

Пример 9.26. (Новые примеры топологических групп) В силу
Предложения 9.47, каждая из следующих структур является топо-
логической группой с топологией произведения, либо индуцированной
топологией соответственно:

∙ Евклидово пространство R𝑛 = R× · · · × R является группой от-
носительно сложения векторов,

∙ группа R+ ⊂ R положительных вещественных чисел относи-
тельно умножения,

∙ окружность S1 ⊂ C* относительно умножения комплексных чи-
сел,

∙ 𝑛-тор T𝑛 = S1 × · · · × S1 со структурой произведения групп,

∙ ортогональная группа O(𝑛), являющаяся подгруппой GL(𝑛,R),
состоящая из ортогональных матриц (матриц с ортонормиро-
ванными столбцами).

Определение 9.33. Если 𝐺 — топологическая группа, а 𝑔 ∈ 𝐺, то
левый сдвиг на 𝑔 — это отображение 𝐿𝑔 : 𝐺 → 𝐺, определенное
равенством 𝐿𝑔(𝑔

′) := 𝑔𝑔′ Правый сдвиг на 𝑔 — это отображение
𝑅𝑔 : 𝐺→ 𝐺, определенное равенством 𝑅𝑔(𝑔

′) := 𝑔′𝑔.

Îòîáðàæåíèå 𝐿𝑔 íåïðåðûâíî, ïîñêîëüêó îíî ðàâíî êîìïîçèöèè

𝐺
𝑖𝑔→ 𝐺×𝐺

𝑚→ 𝐺,

â êîòîðîé 𝑖𝑔(𝑔
′) = (𝑔, 𝑔′), à 𝑚 � ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ. Â ñèëó ðàâåí-

ñòâà 𝐿𝑔 ∘ 𝐿𝑔−1 = Id𝐺, ëåâûé ñäâèã íà ëþáîé ýëåìåíò 𝑔 ∈ 𝐺 ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì 𝐺. Àíàëîãè÷íî, ïðàâûé ñäâèã 𝑅𝑔 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìåîìîðôèçìîì.
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Определение 9.34. Топологическое пространство 𝑋 называется то-
пологически однородным, если для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 имеется гомео-
морфизм 𝜙 : 𝑋 → 𝑋, переводящий 𝑥 в 𝑦.

Èíòóèòèâíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑋 ¾âûãëÿäèò îäèíàêîâî¿ îòíîñèòåëüíî
ëþáîé òî÷êè. Ëþáàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà 𝐺 òîïîëîãè÷åñêè îäíîðîä-
íà: äëÿ ëþáûõ 𝑔, 𝑔′ ∈ 𝐺 ëåâûé ñäâèã 𝐿𝑔′𝑔−1 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì 𝐺,
ïåðåâîäÿùèì 𝑔 â 𝑔′. Ýòî âëå÷åò, â ÷àñòíîñòè, òî, ÷òî ìíîãèì òîïîëîãè÷å-
ñêèì ïðîñòðàíñòâàì íåëüçÿ ïðèäàòü ñòðóêòóðó òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû.
Íàïðèìåð, åñëè𝑋 ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì îñåé 0𝑥 è 0𝑦 â R2 è ìû ïðèìåì
ôàêò (êîòîðûé áóäåò äîêàçàí â ñëåäóþùåé ãëàâå), ÷òî íà÷àëî íå èìååò
ëîêàëüíî åâêëèäîâîé îêðåñòíîñòè â 𝑋, òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî 𝑋 íå
îáëàäàåò ãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé, ïðåâðàùàþùåé åãî â òîïîëîãè÷åñêóþ
ãðóïïó.

7.2. Действия групп

Определение 9.35. Пусть 𝐺 — группа (не обязательно топологиче-
ская), а 𝑋 — множество. Левое действие 𝐺 на 𝑋 — это отобра-
жение 𝐺 × 𝑋 → 𝑋, записываемое как (𝑔, 𝑥) ↦→ 𝑔 · 𝑥, со следующими
свойствами:

(i) 𝑔1 · (𝑔2 · 𝑥) = (𝑔1𝑔2) · 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺.

(ii) 1 · 𝑥 = 𝑥 для всех 𝑥 ∈ 𝑋.

Аналогично, правое действие — это отображение 𝑋×𝐺→ 𝑋, запи-
сываемое как (𝑥, 𝑔) ↦→ 𝑥 · 𝑔, с такими же свойствами, за исключением
того, что композиция работает в обратном порядке: (𝑥 · 𝑔1) · 𝑔2 =
𝑥 · (𝑔1𝑔2).

Ëþáîå ïðàâîå äåéñòâèå îïðåäåëÿåò ëåâîå äåéñòâèå åñòåñòâåííûì ñïî-
ñîáîì, è îáðàòíî, â ñèëó ñîîòâåòñòâèÿ

𝑔 · 𝑥 = 𝑥 · 𝑔−1.

Â ýòîé ñâÿçè, äëÿ ìíîãèõ öåëåé âûáîð ëåâîãî èëè ïðàâîãî äåéñòâèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ äåëîì âêóñà. Êàê ïðàâèëî, áóäåì èñïîëüçîâàòü ëåâûå äåéñòâèÿ,
ïîñêîëüêó çàêîí êîìïîçèöèè â ýòîì ñëó÷àå ïîäðàæàåò êîìïîçèöèè ôóíê-
öèé. Åñëè íå áóäåò óêàçàíî èíîå, ãðóïïû âñåãäà áóäóò äåéñòâîâàòü ñëåâà.
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Âìåñòå ñ òåì, áóäóò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ïðà-
âîå äåéñòâèå.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑋 � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝐺 �
ãðóïïà, äåéñòâóþùàÿ íà 𝑋 (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñêàæåì, ÷òî îíà äåé-
ñòâóåò ñëåâà). Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ действием гомеоморфизмами,
åñëè äëÿ êàæäîãî 𝑔 ∈ 𝐺 îòîáðàæåíèå 𝑥 ↦→ 𝑔 · 𝑥 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîì 𝑋. Åñëè, â äîïîëíåíèå, 𝐺 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé, òî
äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ непрерывным â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòîáðàæåíèå
𝐺 × 𝑋 → 𝑋 íåïðåðûâíî. Â ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñâÿçü ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ïîíÿòèÿìè.

Предложение 9.48. Пусть 𝐺 — топологическая группа, действующая
на топологическом пространстве 𝑋. Тогда

(a) Если действие непрерывно, то оно является действием гомеомор-
физмами.

(b) Если топология на 𝐺 дискретна, то действие непрерывно в том
и только в том случае, когда оно является действием гомеомор-
физмами.

Доказательство. (a) Ïóñòü äåéñòâèå íåïðåðûâíî. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñò-
íîñòè, ÷òî äëÿ êàæäîãî 𝑔 ∈ 𝐺 îòîáðàæåíèå Ψ𝑔 : 𝑥 ↦→ 𝑔 · 𝑥 èç 𝑋 â
𝑋 íåïðåðûâíî. Äåéñòâèòåëüíî, Ψ𝑔 ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé

𝑋 → 𝐺×𝑋, 𝑥 ↦→ (𝑔, 𝑥),

è
𝐺×𝑋 → 𝑋, (𝑔, 𝑥) ↦→ 𝑔 · 𝑥.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî Ψ𝑔 áèåêòèâíî. Äëÿ 𝑥 ∈ 𝑋,

Ψ𝑔 ∘Ψ𝑔−1(𝑥) = Ψ𝑔(𝑔
−1 · 𝑥) = 𝑔 · (𝑔−1 · 𝑥) = (𝑔𝑔−1) · 𝑥 = 1 · 𝑥 = 𝑥,

è

Ψ𝑔−1 ∘Ψ𝑔(𝑥) = Ψ𝑔−1(𝑔 · 𝑥) = 𝑔−1 · (𝑔 · 𝑥) = (𝑔−1 · 𝑔) · 𝑥 = 1 · 𝑥 = 𝑥,

÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâà

Ψ𝑔 ∘Ψ𝑔−1 = Id𝑋 , Ψ𝑔−1 ∘Ψ𝑔 = Id𝑋 .
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Â ýòîé ñâÿçè, îòîáðàæåíèåΨ𝑔 áèåêòèâíî, ïðè÷åì, (Ψ𝑔)
−1 = Ψ𝑔−1 � íåïðå-

ðûâíîå îòîáðàæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, Ψ𝑔 � ãîìåîìîðôèçì è ìû ïîêàçà-
ëè, ÷òî 𝐺 äåéñòâóåò ãîìåîìîðôèçìàìè.

(b) Ïóñòü 𝐺 èìååò äèñêðåòíóþ òîïîëîãèþ. (⇒) Ñëåäóåò èç (a).
(⇐) Ïóñòü 𝐺 äåéñòâóåò ãîìåîìîðôèçìàìè. Òîãäà îãðàíè÷åíèå äåé-

ñòâèÿ 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 íà ìíîæåñòâî âèäà {𝑔} × 𝑋 íåïðåðûâíî. Äåéñòâè-
òåëüíî, ýòî îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ãîìåîìîðôèçìà

{𝑔} ×𝑋 → 𝑋, (𝑔, 𝑥) ↦→ 𝑥,

è ãîìåîìîðôèçìà
𝑋 → 𝑋, 𝑥 ↦→ 𝑔 · 𝑥.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà âèäà {𝑔}×𝑋 îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå 𝐺×𝑋,
òî äåéñòâèå íåïðåðûâíî â ñèëó êðèòåðèÿ ëîêàëüíîé íåïðåðûâíîñòè.

Определение 9.36. Для любого 𝑥 ∈ 𝑋 множество

𝐺 · 𝑥 := {𝑔 · 𝑥 | 𝑔 ∈ 𝐺} ⊂ 𝑋

называется орбитой 𝑥.

Определение 9.37. Действие называется транзитивным, если для
любой пары точек 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 имеется элемент 𝑔 ∈ 𝐺, такой, что 𝑔 ·𝑥 =
𝑦.

Предложение 9.49. Действие транзитивно в том и только в том
случае, когда орбита любой точки — все пространство 𝑋, то есть,
когда 𝐺 · 𝑥 = 𝑋 для любой точки 𝑥 ∈ 𝑋.

Доказательство. (⇒) Ïóñòü äåéñòâèå òðàíçèòèâíî, 𝑥 ∈ 𝑋. Ïî îïðåäå-
ëåíèþ, 𝐺 · 𝑥 ⊂ 𝑋. Åñëè 𝑦 ∈ 𝑋, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝑔 ∈ 𝐺, òàêîé,
÷òî 𝑦 = 𝑔 · 𝑥. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑦 ∈ 𝐺 · 𝑥. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑋 ⊂ 𝐺 · 𝑥 è
ðàâåíñòâî 𝐺 · 𝑥 = 𝑋 ñïðàâåäëèâî.

(⇐) Ïóñòü 𝐺 · 𝑥 = 𝑋 äëÿ ëþáîãî 𝑥 ∈ 𝑋. Åñëè 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, òî 𝑦 ∈ 𝐺 · 𝑥,
÷òî âëå÷åò ðàâåíñòâî 𝑦 = 𝑔 · 𝑥 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺. Ñëåäîâàòåëüíî,
äåéñòâèå òðàíçèòèâíî.

Определение 9.38. Действие называется свободным, если един-
ственный элемент 𝐺, оставляющий какую-то точку 𝑋 неподвижной,
— единичный. Иными словами, если 𝑔 ·𝑥 = 𝑥 для некоторого 𝑥 ∈ 𝑋, то
𝑔 = 1.
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Пример 9.27. (Непрерывные действия групп)

(a) Общая линейная группа GL(𝑛, R) действует справа на R𝑛 по-
средством матричного умножения, где каждый элемент R𝑛 рас-
сматривается как матрица-столбец. Это действие непрерывно,
поскольку компоненты 𝑔·𝑥 являются полиномиальными функция-
ми компонент 𝑔 и 𝑥. Если 𝑥 ∈ R𝑛 — ненулевой вектор, то мы мо-
жем найти векторы 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, такие, что кортеж (𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
образует базис R𝑛. Тогда матрица 𝑔 со столбцами (𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
обратима и переводит вектор (1, 0, . . . , 0) в 𝑥. Если 𝑦 ∈ R𝑛

— любой другой ненулевой вектор, то аналогично можно пока-
зать, что имеется матрица ℎ ∈ GL(𝑛, R), переводящая вектор
(1, 0, . . . , 0) в 𝑦. Тогда матрица ℎ𝑔−1 переводит 𝑥 в 𝑦. В этой
связи, имеются лишь две орбиты: R𝑛 ∖ {0} и {0}.

(b) Ортогональная группа O(𝑛) также действует непрерывно на R𝑛

посредством матричного умножения; действие является ограни-
чением действия из (a) на O(𝑛)×R𝑛 ⊂ GL(𝑛, R)×R𝑛. Поскольку
любой единичный вектор 𝑥 может быть дополнен до ортонорми-
рованного базиса (𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), то рассуждения, аналогичные (a),
показывают, что для любых единичных векторов 𝑥 и 𝑦 имеется
ортогональная матрица, переводящая 𝑥 в 𝑦. Если 𝑥 и 𝑦 — нену-
левые векторы одинаковой длины, то существует ортогональная
матрица, переводящая 𝑥/‖𝑥‖ в 𝑦/‖𝑦‖, и эта матрица также пе-
реводит 𝑥 в 𝑦. Поскольку умножение на ортогональную матрицу
сохраняет длины векторов, то орбиты действия O(𝑛) на R𝑛 есть
{0} и сферы с центром в 0.

(c) Ограничение действия O(𝑛) на единичную сферу в R𝑛 дает тран-
зитивное действие на S𝑛−1.

(d) Группа R* действует на R𝑛 ∖ {0} посредством умножения на ска-
ляр. Это действие свободно, а орбитами являются прямые, про-
ходящие через начало координат (которое выколото).

(e) Любая топологическая группа 𝐺 действует непрерывно, свобод-
но и транзитивно на себя слева под действием левого сдвига:
𝑔 · 𝑔′ = 𝐿𝑔(𝑔

′) = 𝑔𝑔′. Аналогично, 𝐺 действует на себя справа
посредством правого сдвига.
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(f) Если Γ — подгруппа топологической группы 𝐺 (с индуцированной
топологией), то групповое умножение слева или справа определя-
ет левое или правое действие Γ на 𝐺; это всего лишь ограничение
действия 𝐺 на себя на Γ×𝐺 или 𝐺×Γ. Это действие непрерывно
и свободно, но в общем случае не транзитивно.

(g) Двухэлементная дискретная группа {±1} действует свободно на
S𝑛 посредством умножения: ±1 · 𝑥 = ±𝑥. Это действие гомео-
морфизмами, и, поскольку группа дискретна, то оно непрерывно.
Каждая орбита есть пара {𝑥, −𝑥}.

Ïóñòü äàíî äåéñòâèå ãðóïïû 𝐺 íà ïðîñòðàíñòâå 𝑋 (íå îáÿçàòåëüíî
íåïðåðûâíîå èëè äàæå ãîìåîìîðôèçìàìè). Îïðåäåëèì îòíîøåíèå íà 𝑋,
ïîëàãàÿ 𝑥1 ∼ 𝑥2, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝑔 ∈ 𝐺, òàêîé,
÷òî 𝑔 · 𝑥1 = 𝑥2. Îíî ðåôëåêñèâíî, ïîñêîëüêó 1 · 𝑥 = 𝑥 äëÿ êàæäîãî
𝑥; îíî ñèììåòðè÷íî, ïîñêîëüêó 𝑔 · 𝑥1 = 𝑥2 âëå÷åò 𝑔

−1 · 𝑥2 = 𝑥1; è îíî
òðàíçèòèâíî, ïîñêîëüêó èç ðàâåíñòâ 𝑔 · 𝑥1 = 𝑥2 è 𝑔′ · 𝑥2 = 𝑥3 ñëåäóåò
ðàâåíñòâî 𝑔′𝑔 ·𝑥1 = 𝑥3. Òàêèì îáðàçîì, ∼ � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.

Предложение 9.50. Классы эквивалентности по отношению ∼ явля-
ются орбитами действия группы:

∀𝑥 ∈ 𝑋 : [𝑥] = 𝐺 · 𝑥.

Доказательство. Ïóñòü 𝑥 ∈ 𝑋. Åñëè 𝑦 ∈ [𝑥], òî 𝑦 ∼ 𝑥 è 𝑦 = 𝑔 · 𝑥
äëÿ íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑦 ∈ 𝐺 · 𝑥 è ïîòîìó ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå [𝑥] ⊂ 𝐺 ·𝑥. Îáðàòíî, åñëè 𝑦 ∈ 𝐺 ·𝑥, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝑔 ∈
𝐺, òàêîé, ÷òî 𝑦 = 𝑔 · 𝑥. Òîãäà 𝑦 ∼ 𝑥, ÷òî âëå÷åò 𝑦 ∈ [𝑥]. Ñëåäîâàòåëüíî,
𝐺 · 𝑥 ⊂ [𝑥] è ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Определение 9.39. Факторпространство 𝑋/ ∼ называется про-
странством орбит действия и обозначается через 𝑋/𝐺.

Åñëè äåéñòâèå òðàíçèòèâíî, òî ïðîñòðàíñòâî îðáèò ñîñòîèò èç îäíîé
òî÷êè, ïîýòîìó òîëüêî íåòðàíçèòèâíûå äåéñòâèÿ äàþò èíòåðåñíûå ïðè-
ìåðû.

Ðàññìîòðèì ôàêòîðïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëåííûå äåéñòâèÿìè ãðóïï èç
Ïðèìåðà 9.27.
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Пример 9.28. Поскольку действие GL(𝑛, R) на R𝑛 посредством мат-
ричного умножения имеет две орбиты, то факторпространство име-
ет в точности две точки 𝑎 = 𝑞(R𝑛 ∖ {0}) и 𝑏 = 𝑞({0}). Единственные
насыщенные открытые подмножества R𝑛 есть само R𝑛, R𝑛 ∖ {0} и
∅, поэтому открытыми подмножествами факторпространства яв-
ляются {𝑎, 𝑏}, {𝑎} и ∅. В этой связи, пространство орбит не хау-
сдорфово.

Библиография
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ГЛАВА 10

Анализ на многообразиях

1. Гладкая структура

1.1. 𝐶𝑘-согласованность

Ëîêàëüíî åâêëèäîâà ñòðóêòóðà òîïîëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀
ïîçâîëÿåò ââåñòè êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå òî÷åê 𝑀 è îòîáðàæåíèé, îïðå-
äåëåííûõ íà 𝑀 . Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ôîðìàëèçàöèè ãëàäêèõ îòîáðàæå-
íèé, òî åñòü, îòîáðàæåíèé, äîïóñêàþùèõ òåéëîðèçàöèþ íóæíîãî ïîðÿä-
êà, ýòîãî íåäîñòàòî÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 𝑓 ∈ R𝑀 � íåêîòîðîå îòîá-
ðàæåíèå, à 𝑝 ∈𝑀 � òî÷êà. Ïîñêîëüêó íà 𝑀 íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íèêàêîé
àôôèííîé ñòðóêòóðû (íàïðèìåð,𝑀 � ñôåðà), òî ìû ìîæåì îïðåäåëèòü
ãëàäêîñòü ôóíêöèè 𝑓 â îêðåñòíîñòè òî÷êè 𝑝 ëèøü ÷åðåç ãëàäêîñòü åãî
êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âûáðàëè íåêîòî-
ðûé àòëàñ A íà 𝑀 . Òîãäà òî÷êà 𝑝 ïðèíàäëåæèò êîîðäèíàòíîé îáëàñòè
íåêîòîðîé êàðòû (𝑈, 𝜙) ∈ A. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑓 â îêðåñòíî-
ñòè 𝑝 åñòü îòîáðàæåíèå 𝑓𝜙, îïðåäåëåííîå ðàâåíñòâîì (9.6.2). Ïîñêîëüêó

𝑓𝜙 îòîáðàæàåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî R𝑛 â ìíîæåñòâî R, òî ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü åãî ãëàäêîñòü ìåòîäàìè êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà: îíî èìååò
êëàññ 𝐶𝑘, åñëè ñóùåñòâóþò è íåïðåðûâíû âñå åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
äî ïîðÿäêà 𝑘 âêëþ÷èòåëüíî.

Îäíàêî (𝑈, 𝜙) ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííîé êàðòîé, êîîðäèíàòíàÿ
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îáëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò 𝑝. Ïóñòü (𝑉, 𝜓) ∈ A � äðóãàÿ êàðòà, êîîð-
äèíàòíàÿ îáëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò 𝑝. Òîãäà îïðåäåëåíî êîîðäèíàòíîå
ïðåäñòàâëåíèå 𝑓𝜓, ñâÿçàííîå ñ ôóíêöèåé 𝑓𝜙 íà èõ îáùåé îáëàñòè îïðåäå-
ëåíèÿ ðàâåíñòâîì

𝑓𝜓 = 𝑓𝜙 ∘ 𝜙 ∘ 𝜓−1,

ãäå 𝜙 ∘ 𝜓−1 � ãîìåîìîðôèçì ïåðåñ÷åòà. Äëÿ êîððåêòíîãî îïðåäåëåíèÿ
ïîðÿäêà ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ 𝑓 , íåîáõîäèìî, ÷òîáû îí íå çàâèñåë îò
êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè. Â ñëó÷àå ñ
êàðòîé (𝑉, 𝜓) ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑓𝜓 äîëæíî áûòü îòîáðàæåíèåì êëàññà
𝐶𝑘. Äëÿ ýòîãî íóæíî, ÷òîáû ôóíêöèÿ 𝜙 ∘ 𝜓−1 èìåëà êëàññ ãëàäêîñòè íå
ìåíüøèé, ÷åì 𝑘. Íî êàðòû (𝑈, 𝜙) è (𝑉, 𝜓) ðàâíîïðàâíû, ïîýòîìó ôóíêöèÿ
çàìåíû êîîðäèíàò 𝜓 ∘ 𝜙−1 òàêæå äîëæíà èìåòü êëàññ ãëàäêîñòè, êàê
ìèíèìóì, ðàâíûé 𝑘.

Ìû ìîãëè áû ãîâîðèòü î ôóíêöèÿõ íà ìíîãîîáðàçèè, èìåþùèõ â
îêðåñòíîñòÿõ ðàçíûõ òî÷åê ðàçíûå êëàññû ãëàäêîñòè, íî äëÿ ôèçè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèé òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êëàññ ãëàäêîñòè áûë îäèíàêîâ íåçà-
âèñèìî îò òî÷êè. Ñêàçàííîå ÿâëÿåòñÿ ìîòèâàöèåé äëÿ ñëåäóþùåãî îïðå-
äåëåíèÿ [1, 2].

Определение 10.1. Атлас A топологического многообразия 𝑀 на-
зывается атласом класса 𝐶𝑘, 𝑘 ∈ N, если любые две карты
(𝑈, 𝜙), (𝑉, 𝜓) ∈ A являются 𝐶𝑘-согласованными: либо 1) 𝑈 ∩𝑉 = ∅,
либо 2) 𝑈 ∩ 𝑉 ̸= ∅ и функция замены координат (9.6.1) является 𝐶𝑘-
диффеоморфизмом.

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå ñîãëàøåíèå, êîãäà ñëó÷àé 𝑘 = 0 ñîîòâåòñòâó-
åò ãîìåîìîðôèçìó, ïîä 𝐶0-àòëàñîì áóäåì ïîíèìàòü ëþáîé àòëàñ òîïî-
ëîãè÷åñêîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Äàëåå, ïîä атласом класса 𝐶∞, èëè глад-
ким атласом ïîíèìàåòñÿ àòëàñ, â êîòîðîì ôóíêöèè çàìåíû êîîðäèíàò
â óñëîâèè 2) ãëàäêîãî ñîãëàñîâàíèÿ èìåþò íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ëþáûõ ïîðÿäêîâ. Íàêîíåö, ïîä 𝐶𝜔-атласом, èëè аналитиче-
ским атласом ïîíèìàåòñÿ àòëàñ, âñå ôóíêöèè çàìåíû êîîðäèíàò êîòî-
ðîãî ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè (òî åñòü, ðàçëàãàþòñÿ â ðÿä
Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ). Ñïðàâåäëèâû
ñòàíäàðòíûå âêëþ÷åíèÿ:

𝐶𝜔 ⊂ 𝐶∞ ⊂ 𝐶𝑘 ⊂ 𝐶0.
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Ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Âìåñòå ñ
òåì, íåîáõîäèìû íåêîòîðûå êîììåíòàðèè ê ãîìåîìîðôèçìó ïåðåñ÷åòà. Â
ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ áåç êðàÿ ãîìåîìîðôèçì ïåðåñ÷åòà 𝜓 ∘𝜙−1 äåéñòâó-
åò ìåæäó îòêðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè R𝑛 è åãî ãëàäêîñòü ïîíèìàåòñÿ
â ñìûñëå êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà (âñå åãî êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè èìåþò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå äî íóæíîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî).
Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèÿ ñ êðàåì ìíîæåñòâî 𝜙(𝑈 ∩𝑉 ) ìîæåò áûòü îòêðû-
òûì â H𝑛, íî íå â R𝑛. Â ýòîé ñâÿçè, íåîáõîäèìî ïîÿñíèòü, ÷òî îçíà÷àåò
ãëàäêîñòü 𝜓 ∘ 𝜙−1 â ýòîì ñëó÷àå.

Ïóñòü 𝑂 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî H𝑛, à 𝑓 : 𝑂 → R𝑘 � îòîáðàæåíèå.
Îíî íàçûâàåòñÿ гладким (êëàññà 𝐶𝑘, 𝑘 ∈ N ∪ {∞}), åñëè äëÿ ëþáîé
òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑂 ñóùåñòâóþò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑈 ⊂ R𝑛, ñîäåðæàùåå
𝑝, è îòîáðàæåíèå ̃︀𝑓 : 𝑈 → R𝑘 êëàññà 𝐶𝑘 (â ñòàíäàðòíîì ñìûñëå), òàêîå,

÷òî ̃︀𝑓 |𝑈∩𝑂 = 𝑓 |𝑈∩𝑂. Èíûìè ñëîâàìè, 𝑓 ãëàäêîå åñëè ëîêàëüíî åãî ìîæíî
ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì â ñòàíäàðòíîì
ñìûñëå.

1.2. Отношение эквивалентности в классе гладких

атласов

Ïóñòü 𝑀 � òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (ñ êðàåì èëè áåç). Åñëè A1

è A2 � àòëàñû êëàññà 𝐶𝑘 íà 𝑀 , òî èõ îáúåäèíåíèå A1 ∪ A2 ÿâëÿåòñÿ
àòëàñîì íà 𝑀 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò àòëàñ ÿâëÿåòñÿ àòëàñîì êëàñ-
ñà 𝐶𝑘. Òîãäà àòëàñû A1 è A2 ðàâíîïðàâíû: ïåðåõîäÿ îò îäíîãî èç íèõ
ê äðóãîìó, ìû íå ìåíÿåì ïîðÿäîê ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî íà
ìíîãîîáðàçèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ðàçëè÷àòü ðàâíîïðàâíûå àòëàñû, îïðå-
äåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà êëàññå âñåõ 𝐶𝑘-àòëàñîâ [1, 3, 4]:
A1 ∼ A2, åñëè A1 ∪A2 � àòëàñ êëàññà 𝐶𝑘.

Определение 10.2. Класс эквивалентности D = [A] называется 𝐶𝑘-
структурой на 𝑀 . Атлас

Amax =
⋃︁

{A ∈ D},

равный объединению всех элементов D, называется максимальным
атласом. Любая карта (𝑈, 𝜙) ∈ Amax называется гладкой картой.
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Замечание 10.1. Гладкую структуру можно определить эквивалент-
ным образом как максимальный атлас, содержащий данный гладкий
атлас [5, 6].

Ïðèñîåäèíÿÿ ê òîïîëîãè÷åñêîìó ìíîãîîáðàçèþ ãëàäêóþ ñòðóêòóðó,
ïðèõîäèì ê íîâîé ñòðóêòóðå, ÿâëÿþùåéñÿ ôóíäàìåíòîì òåîðåòè÷åñêèõ
ïîñòðîåíèé ñîâðåìåííîé ôèçèêè.

Определение 10.3. Структура (𝑀, T, D), в которой подструктура
(𝑀, T) является 𝑛-мерным топологическим многообразием (с краем
или без), а класс D является 𝐶𝑘-структурой на 𝑀 , называется 𝑛-
мерным 𝐶𝑘-многообразием (соответственно, с краем или без).

Åñëè ýòî íå ïîâëå÷åò íèêàêîé ïóòàíèöû, â äàëüíåéøåì ìû áóäåì
îïóñêàòü ñèìâîëû T, D â (𝑀, T, D) è ïèñàòü ¾𝑀 � ãëàäêîå ìíîãî-
îáðàçèå¿ (èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ¾ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì¿).

2. Гладкие отображения

Ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè èãðàþò ãëàâ-
íóþ ðîëü â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Êîíôèãóðàöèè, äåôîðìàöèè, òåìïåðàòó-
ðà, ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè òàêèõ îòîáðàæå-
íèé. Îïèðàÿñü íà ïîíÿòèå ãëàäêîé ñòðóêòóðû íàä ìíîãîîáðàçèåì, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü îáùåå îïðåäåëåíèå äëÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé ìåæäó íè-
ìè [1, 2, 7].

2.1. Алгебра 𝐶𝑘(𝑀) гладких функций

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ 𝑓 ∈ R𝑀 íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè (𝑀, T, D)
ðàçìåðíîñòè 𝑛 (ñ êðàåì èëè áåç). Êàðòà (𝑈, 𝜙) ∈ Amax îïðåäåëÿåò êî-
îðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑓 ïî ôîðìóëå (9.6.2). Ïîñêîëüêó ãëàäêîñòü
îòîáðàæåíèÿ 𝑓𝜙 ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà â ñìûñëå êëàññè÷åñêîãî àíàëè-
çà, òî îïðåäåëèì ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ 𝑓 ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Определение 10.4. Функция 𝑓 : 𝑀 → R называется функцией клас-
са 𝐶𝑘, если для каждой точки 𝑝 ∈𝑀 существует карта (𝑈, 𝜙) ∈ Amax

такая, что 𝑝 ∈ 𝑈 и координатное представление 𝑓𝜙 является функци-
ей класса 𝐶𝑘 на множестве 𝜙(𝑈).
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Â ñèëó ðàññóæäåíèé ï. 1.1., îïðåäåëåíèå 𝐶𝑘-ôóíêöèè íà ìíîãîîá-
ðàçèè ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ 𝐶𝑘-ôóíêöèé
𝑓 : 𝑀 → R ÷åðåç 𝐶𝑘(𝑀). Ýòî ìíîæåñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî, åñëè íà íåì ââåñòè ïîòî÷å÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíî-
æåíèÿ íà ñêàëÿðû:

(𝑓 + 𝑔) : 𝑀 → R, (𝑓 + 𝑔)(𝑝) := 𝑓(𝑝) + 𝑔(𝑝),

(𝜆𝑓) : 𝑀 → R, (𝜆𝑓)(𝑝) := 𝜆𝑓(𝑝),

ãäå 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶𝑘(𝑀), 𝜆 ∈ R. Îïåðàöèÿ ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ

(𝑓𝑔) : 𝑀 → R, (𝑓𝑔)(𝑝) := 𝑓(𝑝)𝑔(𝑝),

ïðåâðàùàåò 𝐶𝑘(𝑀) â êîììóòàòèâíóþ è àññîöèàòèâíóþ àëãåáðó íàä R.

Замечание 10.2. Для обоснования того, что 𝐶𝑘(𝑀) замкнуто отно-
сительно операций сложения и умножения, достаточно рассмотреть
координатные представления. Пусть (𝑈, 𝜙) — гладкая карта. Тогда

˜(𝑓 + 𝑔)𝜙 = (𝑓 + 𝑔) ∘ 𝜙−1 = 𝑓𝜙 + 𝑔𝜙,̃︂(𝜆𝑓)𝜙 = (𝜆𝑓) ∘ 𝜙−1 = 𝜆𝑓𝜙,̃︂(𝑓𝑔)𝜙 = (𝑓𝑔) ∘ 𝜙−1 = 𝑓𝜙𝑔𝜙,

и из того, что правые части — гладкие функции, следует гладкость
левых частей.

Åñëè 𝑈 ⊂𝑀 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑀 , òî ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê
îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑀 , ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå 𝐶𝑘(𝑈)
äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ 𝐶𝑘-ôóíêöèé 𝑓 : 𝑈 → R.

Âûáåðåì íåêîòîðóþ êàðòó (𝑈, 𝜙) èç ìàêñèìàëüíîãî àòëàñà 𝑀 . Äëÿ
êàæäîãî 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 îïðåäåëèì ïðîåêöèþ

𝜋𝑖𝑛 : R𝑛 → R, 𝜋𝑖𝑛(𝑥
1, . . . , 𝑥𝑛) := 𝑥𝑖.

Ïóñòü 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Ïîëó÷àåì ôóíêöèþ

𝜙𝑖 := 𝜋𝑖𝑛 ∘ 𝜙 : 𝑈 → R. (10.2.1)
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Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ôóíêöèè åñòü

𝜙𝑖 = 𝜙𝑖 ∘ 𝜙−1 : 𝜙(𝑈) → R.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜙𝑖 = 𝜋𝑖𝑛|𝜙(𝑈). Ïîñêîëüêó 𝜋
𝑖
𝑛 � 𝐶∞-ôóíêöèÿ, òî

∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} : 𝜙𝑖 ∈ 𝐶𝑘(𝑈).

2.2. Гладкие отображения между многообразиями

Ïóñòü (𝑀1, T1, D1) è (𝑀2, T2, D2) � 𝐶𝑘-ìíîãîîáðàçèÿ (ñ êðàåì èëè

áåç) ðàçìåðíîñòåé dim𝑀1 = 𝑛1 è dim𝑀2 = 𝑛2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A
(1)
max è

𝐴
(2)
max ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìàëüíûå àòëàñû.
Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå κ : 𝑀1 →𝑀2. Âûáåðåì íåêî-

òîðóþ êàðòó (𝑈, 𝜙) ∈ A
(1)
max. Ìîæíî íàéòè, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäíó êàð-

òó (𝑉, 𝜓) ∈ A
(2)
max, òàêóþ, ÷òî 𝑈 ∩ κ−1(𝑉 ) ̸= ∅. Â ñèëó íåïðåðûâíî-

ñòè κ, ìíîæåñòâî 𝑈 ∩κ−1(𝑉 ) îòêðûòî â 𝑈 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
𝜙(𝑈 ∩ κ−1(𝑉 )) îòêðûòî ëèáî â R𝑛1, ëèáî (åñëè íå îòêðûòî â R𝑛1) â H𝑛1.
Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå κ̃𝜙, 𝜓 (9.6.3), ÿâ-
ëÿþùååñÿ îòîáðàæåíèåì ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè R𝑛1 è R𝑛2. Ïóñòü (𝑥𝑗)
îáîçíà÷àåò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà 𝑀1, à (𝑦𝑖) � ëîêàëüíûå êîîðäèíà-
òû íà 𝑀2. Òîãäà îòîáðàæåíèå κ̃𝜙, 𝜓 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå 𝑛2
ôóíêöèé

𝑦𝑖 : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛1) ↦→ 𝑦𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛1), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛2.

Определение 10.5. Отображение κ : 𝑀1 →𝑀2 называется отобра-
жением класса 𝐶𝑘, если оно непрерывно и для любой точки 𝑝 ∈ 𝑀1

существуют карты (𝑈, 𝜙) ∈ A
(1)
max и (𝑉, 𝜓) ∈ A

(2)
max такие, что 𝑝 ∈ 𝑈 ,

κ(𝑝) ∈ 𝑉 и координатное представление κ̃𝜙, 𝜓 имеет класс 𝐶𝑘.

Â ðàáîòå ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé κ : 𝑀1 →𝑀2 îáîçíà-
÷àåòñÿ ÷åðåç 𝐶𝑘(𝑀1; 𝑀2). Â ÷àñòíîñòè, 𝐶𝑘(𝑀) = 𝐶𝑘(𝑀 ; R).

2.3. Диффеоморфизмы

Ïóñòü 𝑀1 è 𝑀2 � 𝐶𝑘-ìíîãîîáðàçèÿ (ñ êðàåì èëè áåç). Âûäåëèì âî
ìíîæåñòâå 𝐶𝑘(𝑀1; 𝑀2) òå îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ñîõðàíÿþò ãëàäêóþ
ñòðóêòóðó.
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Определение 10.6. Отображение κ : 𝑀1 →𝑀2 называется 𝐶𝑘-
диффеоморфизмом, если оно биективно и κ, κ−1 являются отоб-
ражениями класса 𝐶𝑘.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü𝑀 � 𝐶𝑘-ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 𝑛. Âû-
áåðåì íåêîòîðóþ ãëàäêóþ êàðòó (𝑈, 𝜙). Ðàíåå ìû ïîêàçàëè, ÷òî îòîáðà-
æåíèÿ 𝜙𝑖 (10.2.1), 𝑖 = 1, . . . 𝑛, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Òåïåðü ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå 𝜙 : 𝑈 → 𝑂. Çäåñü 𝑂 = 𝜙(𝑈) � îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå
R𝑛 ñ êàðòîé (𝑂, Id𝑂). Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝜙 èìååò âèä

𝜙𝜙, Id𝑂 = Id𝑂 ∘ 𝜙 ∘ 𝜙−1 = Id𝑂,

è ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì êëàññà 𝐶∞. Òàêèì îáðàçîì, 𝜙 ∈ 𝐶𝑘(𝑈 ; 𝑂).
Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå 𝜙 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, òî îáðàòíîå îòîá-
ðàæåíèå 𝜙−1 : 𝑂 → 𝑈 ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíî. Åãî êîîðäèíàòíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå òàêæå ñîâïàäàåò ñ Id𝑂 è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Â
ýòîé ñâÿçè, 𝜙 : 𝑈 → 𝑂 ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ìåæäó ãëàäêèìè
ìíîãîîáðàçèÿìè, ïðåäñòàâëåííûìè 𝑈 è 𝑂.

2.4. Иммерсии, субмерсии и вложения

Ïóñòü 𝑀1 è 𝑀2 � 𝐶𝑘�ìíîãîîáðàçèÿ ðàçìåðíîñòåé dim𝑀1 = 𝑛1 è
dim𝑀2 = 𝑛2. Ñðåäè ýëåìåíòîâ 𝐶𝑘(𝑀1; 𝑀2) èìåþòñÿ îòîáðàæåíèÿ ñî
ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â îïðåäåëå-
íèè êîíôèãóðàöèé è äåôîðìàöèé. Â ýòîé ñâÿçè, ðàññìîòðèì èõ áîëåå
äåòàëüíî.

Îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå ðàíãà îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü
κ ∈ 𝐶𝑘(𝑀1; 𝑀2), 𝑝 ∈𝑀 . Âûáåðåì ãëàäêèå êàðòû (𝑈, 𝜙) íà𝑀1 è (𝑉, 𝜓) íà
𝑀2 òàêèå, ÷òî 𝑝 ∈ 𝑈 , κ(𝑝) ∈ 𝑉 è îïðåäåëèì êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå

κ̃𝜙, 𝜓 : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛1) ↦→ (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛2).

Â òî÷êå 𝜙(𝑝) ìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó ßêîáè, òî åñòü ìàòðèöó ñ ýëå-
ìåíòàìè

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛2, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛1.

Äàëåå, ìîæíî âû÷èñëèòü ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòðîê (èëè ñòîëá-
öîâ) ýòîé ìàòðèöû. Ýòî ÷èñëî íàçûâàåòñÿ рангом κ в 𝑝 è îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç rank|𝑝κ.
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Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé êëàññèôèêàöèè ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé â
çàâèñèìîñòè îò ðàíãà [1, 2].

Определение 10.7. Отображение κ ∈ 𝐶𝑘(𝑀1; 𝑀2) называется

∙ 𝐶𝑘-субмерсией, если rank|𝑝κ = 𝑛2 во всех точках 𝑝 ∈𝑀1;

∙ 𝐶𝑘-иммерсией (погружением), если rank|𝑝κ = 𝑛1 во всех точ-
ках 𝑝 ∈𝑀1;

∙ 𝐶𝑘-вложением, если κ является 𝐶𝑘-иммерсией и гомеоморфиз-
мом на свой образ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ: ëåíòó Ìå-
áèóñà è ïîâåðõíîñòü Êëåéíà. Âîçìîæíîñòü âëîæåíèÿ èëè ïîãðóæåíèÿ
ýòèõ ìíîãîîáðàçèé â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E çàâèñèò îò
åãî ðàçìåðíîñòè è òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëåí-
òû Ìåáèóñà (ðèñ. 10.1) ìîæíî îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå, îáðàç êîòîðîãî
� òî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî E:

𝑥(𝑟, 𝜙) =
(︁
3 + 𝑟 cos

𝜙

2

)︁
cos𝜙𝑖+

(︁
3 + 𝑟 cos

𝜙

2

)︁
sin𝜙𝑗 + 𝑟 sin

𝜙

2
𝑘,

(𝑟, 𝜙) ∈ ]− 1, 1[× [0, 2𝜋[. Çäåñü 𝑖, 𝑗, 𝑘 � îðòû äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò, à 𝑥� âåêòîð ìåñòà òî÷êè ïîâåðõíîñòè. Ýòî ìíîæåñòâî íå èìååò ñà-
ìîïåðåñå÷åíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå 𝑥 (îïðåäåëÿåò âëîæåíèå).
Â òî æå âðåìÿ, ïðîåêöèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà íà ëþáóþ ïëîñêîñòü, íàïðè-
ìåð, XOY, íå ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì â äâóìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Âìåñòå ñ òåì, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âëîæåíèÿ â äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîå ïîâåðõíîñòè Êëåéíà (ðèñ. 10.2).

Ðèñ. 10.1. Ëåíòà Ìåáèóñà
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Ðèñ. 10.2. Ïîâåðõíîñòü Êëåéíà

Ïîâåðõíîñòü (¾áóòûëêà¿) Êëåéíà (ðèñ. 10.2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà â E îòîáðàæåíèåì

𝑥(𝑡, 𝜃) = 𝛼(𝑡) + 𝑟(𝑡) (cos 𝜃 𝐺(𝜏 (𝑡)) + sin 𝜃𝑘) , (𝑡, 𝜃) ∈ ]0, 2𝜋[× [0, 2𝜋[,

ãäå 𝛼(𝑡) = 𝑎(1− cos 𝑡)𝑖+ 𝑏 sin 𝑡(1− cos 𝑡)𝑗, 𝑟(𝑡) = 𝑐− 𝑑(𝑡− 𝜋)
√︀
𝑡(2𝜋 − 𝑡),

𝐺(𝑥𝑖 + 𝑦𝑗) = −𝑦𝑖 + 𝑥𝑗, 𝜏 (𝑡) = ‖𝛼′(𝑡)‖−1𝛼′(𝑡). Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì è, ñëåäîâàòåëüíî, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì. Âìåñòå
ñ òåì, åãî îáðàç â E èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïà-
ðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè Êëåéíà ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [8]. Ïîêà-
çàííàÿ íà ðèñ. 10.2 ïîâåðõíîñòü ïîñòðîåíà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑) = (20, 8, 11

2 ,
2
5).

2.5. Теоремы Уитни о вложениях

Ñïðàâåäëèâû äâå òåîðåìû î âëîæåíèè â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.

Теорема 10.1. (Слабая теорема Уитни) Для любого компактного
𝑛–мерного 𝐶𝑘-многообразия 𝑀 , где 𝑘 ⩾ 2, существует 𝐶𝑘–вложение
𝑀 в R2𝑛+1.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [4, 6]. Ïî ïîâîäó óñèëåíèÿ òåîðåìû ñì. çàìå÷à-
íèå â [6, ñòð. 40].

Теорема 10.2. (Сильная теорема Уитни) Любое гладкое 𝑛–мерное
(𝑛 > 1) многообразие можно погрузить в R2𝑛−1 и можно вложить в
R2𝑛. При этом, значения 2𝑛− 1 и 2𝑛 неулучшаемы.
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2.6. Разбиение единицы

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé, çàäàííûõ íà îò-
êðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ ìíîãîîáðàçèÿ, â ñîâîêóïíîñòè ïîêðûâàþùèõ
åãî. Äëÿ ñêëåéêè ýòîãî ñåìåéñòâà â åäèíîå îòîáðàæåíèå (ïðè îïðåäå-
ëåííûõ óñëîâèÿõ íà ñåìåéñòâî) èñïîëüçóåòñÿ èíñòðóìåíò, íàçûâàåìûé
ðàçáèåíèåì åäèíèöû [7]. Â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçáèåíèÿ åäè-
íèöû ñòðîèòñÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà ìíîãîîáðàçèè, à òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ
èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà íåì.

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå (ñ êðàåì èëè áåç). Носителем
supp 𝑓 отображения 𝑓 : 𝑀 → R íàçûâàåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà
𝑓−1(R ∖ {0}):

supp 𝑓 = 𝑓−1(R ∖ {0}).

Определение 10.8. Разбиение единицы на гладком многообразии
𝑀 — это семейство {(𝑈𝛼, 𝑓𝛼)}𝛼∈𝐼 , удовлетворяющая условиям:

(i) Семейство {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 является локально конечным открытым по-
крытием1 𝑀 .

(ii) Для каждого 𝛼 ∈ 𝐼: 𝑓𝛼 ∈ 𝐶𝑘(𝑀) и supp 𝑓𝛼 ⊂ 𝑈𝛼.

(iii) Для всех 𝛼 ∈ 𝐼 и для всех 𝑥 ∈𝑀 : 𝑓𝛼(𝑥) ⩾ 0.

(iv) Для всех 𝑥 ∈𝑀 :
∑︀
𝛼∈𝐼

𝑓𝛼(𝑥) = 1.

Ñîãëàñíî (i), â (iv) îòëè÷íî îò íóëÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ.
Åñëè A = {(𝑉𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 � ãëàäêèé àòëàñ 𝑀 , ñîäåðæàùèéñÿ â ìàêñè-
ìàëüíîì àòëàñå ãëàäêîé ñòðóêòóðû, òî разбиение единицы, подчи-
ненное A, åñòü òàêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {(𝑈𝛽, 𝑓𝛽)}𝛽∈𝐽 , ÷òî äëÿ ëþáîãî
𝛽 ∈ 𝐽 ñóùåñòâóåò 𝛼 ∈ 𝐼, äëÿ êîòîðîãî 𝑈𝛽 ⊂ 𝑉𝛼.

2.7. Замечание о гладких структурах

Õîòÿ 𝐶0�ñòðóêòóðà íà ëþáîì ïðîñòðàíñòâå 𝑀 åäèíñòâåííà, ïðè
𝑘 ⩾ 1 ïðîñòðàíñòâî 𝑀 ìîæåò äîïóñêàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ 𝐶𝑘�
ñòðóêòóð. ÅñëèD1,D2 � ðàçëè÷íûå 𝐶𝑘-ñòðóêòóðû íà𝑀 , òî (𝑀,T,D1),

1То есть, любая точка 𝑀 имеет окрестность, пересекающуюся лишь с конечным
числом множеств 𝑈𝛼.
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(𝑀, T, D2) � äâà ðàçíûõ 𝐶𝑘�ìíîãîîáðàçèÿ. Â ýòîé ñâÿçè, ñäåëàåì çàìå-
÷àíèå î ñóùåñòâîâàíèè 𝐶𝑘-ñòðóêòóð. Ñïðàâåäëèâî [6, ñòð. 71], ÷òî åñëè
íà ïðîñòðàíñòâå 𝑀 ñóùåñòâóåò 𝐶𝑘�ñòðóêòóðà (𝑘 ⩾ 1), òî íà íåì ñóùå-
ñòâóåò è 𝐶∞�ñòðóêòóðà, äèôôåîìîðôíàÿ äàííîé.

Теорема 10.3. (a) Пусть 1 ⩽ 𝑘 ⩽ ∞. Всякое 𝐶𝑘-многообразие 𝐶𝑘-
диффеоморфно 𝐶∞-многообразию.

(b) Пусть 1 ⩽ 𝑘 < 𝑠 < ∞. Если два 𝐶𝑠-многообразия 𝐶𝑘-
диффеоморфны, то они 𝐶𝑠-диффеоморфны.

Èñêëþ÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé 𝑘 = 0, â êîòîðîì èãðàåò ðîëü ðàç-
ìåðíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ. Íà ëþáîì 𝐶0�ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 𝑛 < 4
ìîæíî ââåñòè 𝐶1�ñòðóêòóðó, à, ñëåäîâàòåëüíî, è 𝐶∞�ñòðóêòóðó. Íî äëÿ
ëþáîãî 𝑛 ⩾ 4 ñóùåñòâóþò ìíîãîîáðàçèÿ, íå äîïóñêàþùèå ââåäåíèÿ 𝐶1�
ñòðóêòóðû [1].

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î êîëè÷åñòâå âîçìîæíûõ 𝐶∞-ñòðóêòóð íà òîïî-
ëîãè÷åñêîì 𝑛-ìíîãîîáðàçèè 𝑀 . Ïóñòü # îáîçíà÷àåò ýòî êîëè÷åñòâî ñ
òî÷íîñòüþ äî äèôôåîìîðôèçìà. Îíî çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè ìíîãîîá-
ðàçèÿ, êàê ïîêàçàíî â Òàáëèöå 10.1.

𝑛 #
1, 2, 3 1

4 â îáùåì ñëó÷àå, íåñ÷åòíî
5, 6, 7 êîíå÷íî

Òàáëèöà 10.1: Ðàçìåðíîñòü vs ÷èñëî ãëàäêèõ ñòðóêòóð

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîãîîáðàçèÿ êëàññà 𝐶∞.
Ñòðóêòóðó 𝐶∞ áóäåì íàçûâàòü гладкой структурой, à îòîáðàæåíèÿ
êëàññà 𝐶∞ � гладкими отображениями.

3. Вложенные подмногообразия

Âëîæåíèå ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â äðóãîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå
îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî îáëàñòè ïðèáûòèÿ � îáðàç èñõîäíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ, � êîòîðîå òàêæå ìîæåò áûòü ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ. Åñëè ýòà ñòðóêòóðà ñîãëàñîâàíà ñ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé
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îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî îáðàç âëîæåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîäìíîãîîá-
ðàçèåì îáëàñòè ïðèáûòèÿ. Òàêîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîäìíîãîîáðàçèé
èíòåíñèâíî èñïîëüçóåòñÿ â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà. Íàïðèìåð, ôîðìà òåëà
åñòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáðàç òåëà, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, � ïîäìíîãîîáðà-
çèå ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü òåëà �
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà êîòîðîãî ñîãëàñîâàíà
ñî ñòðóêòóðîé âñåãî òåëà.

3.1. Определение подмногообразия

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå (ñ êðàåì èëè áåç).

Определение 10.9. Гладкое многообразие 𝑁 ⊂ 𝑀 (с краем или без)
называется вложенным подмногообразием 𝑀 , если

(i) топология на 𝑁 индуцирована из 𝑀 ;

(ii) гладкая структура на 𝑁 такова, что каноническая инъекция
𝜄𝑁 : 𝑁 →𝑀 (1.3.2) является гладким вложением.

Îòêðûòîå ïîäìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì âëîæåííîãî ïîäìíî-
ãîîáðàçèÿ. Îáðàòíî, åñëè 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à 𝑁 ⊂ 𝑀 �
âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑀 , ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà dim𝑁 =
dim𝑀 , òî 𝑁 � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑀 [2].

3.2. Образ как подмногообразие

Ðàññìîòðèì äâà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 , 𝑁 ñ ðàçìåðíîñòÿìè
dim𝑀 ⩽ dim𝑁 . Ïóñòü κ : 𝑀 → 𝑁 � ãëàäêîå âëîæåíèå. Ìíîæåñòâî
κ(𝑀) ìîæåò áûòü ñíàáæåíî òîïîëîãèåé è ãëàäêîé ñòðóêòóðîé ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì [2].

Òîïîëîãèÿ Tκ(𝑀) íà κ(𝑀) èíäóöèðîâàíà èç 𝑁 . Äàëåå, ïóñòü
A = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 � àòëàñ èç ãëàäêîé ñòðóêòóðû 𝑀 . Òîãäà ñåìåéñòâî
{κ(𝑈𝛼)}𝛼∈𝐼 ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì κ(𝑀) (â èíäóöèðîâàííîé òî-
ïîëîãèè κ(𝑀)). Ïîñêîëüêó κ � ãëàäêîå âëîæåíèå, òî îòîáðàæåíèå

̂︀κ : 𝑀 → κ(𝑀), ̂︀κ(𝑝) := κ(𝑝),
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ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì. Äëÿ 𝛼 ∈ 𝐼, ïî îïðåäåëåíèþ êàðòû, îòîáðàæå-
íèå 𝜙𝛼 : 𝑈𝛼 → 𝑂𝛼 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è, â ýòîé ñâÿçè, êîìïîçèöèÿ

𝜓𝛼 = 𝜙𝛼 ∘ ̂︀κ−1 : κ(𝑈𝛼) → 𝑂𝛼,

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
Ïóñòü 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐼 � ðàçëè÷íûå èíäåêñû, äëÿ êîòîðûõ κ(𝑈𝛼)∩κ(𝑈𝛽) ̸=

∅. Òîãäà 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ̸= ∅, è ãîìåîìîðôèçì ïåðåñ÷åòà

𝜙𝛽 ∘ 𝜙−1
𝛼 |𝜙𝛼(𝑈𝛼∩𝑈𝛽) : 𝜙𝛼(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽) → 𝜙𝛽(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽),

åñòü 𝐶∞-äèôôåîìîðôèçì. Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìåîìîðôèçì ïåðåñ÷åòà

𝜓𝛽 ∘ 𝜓−1
𝛼 = 𝜙𝛽 ∘ ̂︀κ−1 ∘ ̂︀κ ∘ 𝜙−1

𝛼 ,

òàêæå ÿâëÿåòñÿ 𝐶∞-äèôôåîìîðôèçìîì. Ýòèì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñîâî-
êóïíîñòü Aκ(𝑀) = {(κ(𝑈𝛼), 𝜓𝛼)}𝛼∈𝐼 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì àòëàñîì íà κ(𝑀).
Â ýòîé ñâÿçè, (κ(𝑀), Tκ(𝑀), [Aκ(𝑀)]) � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíî-
ñòè dimκ(𝑀) = dim𝑀 .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî (κ(𝑀), Tκ(𝑀), [Aκ(𝑀)]) � âëîæåííîå
ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑁 , ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ̂︀κ : 𝑀 → κ(𝑀). Â ïîäõî-
äÿùèõ êàðòàõ (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) è (κ(𝑈𝛼), 𝜓𝛼) èìååì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ
êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ:

̃︀̂︀κ = 𝜓𝛼 ∘ ̂︀κ ∘ 𝜙−1
𝛼 = Id𝑂𝛼

.

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ̂︀κ−1,

̃︂̂︀κ−1 = 𝜙𝛼 ∘ ̂︀κ−1 ∘ 𝜓−1
𝛼 = Id𝑂𝛼

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ̂︀κ ÿâëÿåòñÿ 𝐶∞-äèôôåîìîðôèçìîì. Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî
êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ 𝜄κ(𝑀) : κ(𝑀) → 𝑁 ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

𝜄κ(𝑀) = κ ∘ ̂︀κ−1,

äèôôåîìîðôèçìà è ãëàäêîãî âëîæåíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè, 𝜄κ(𝑀) åñòü 𝐶
∞-

âëîæåíèå. Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî òðîéêà (κ(𝑀), Tκ(𝑀), [Aκ(𝑀)])
ÿâëÿåòñÿ âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì 𝑁 .
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3.3. Ограничение отображений на подмногообразия

Ïóñòü κ : 𝑀 → 𝑁 � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé𝑀 ,
𝑁 . Åñëè 𝑈 ⊂ 𝑀 � âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå, òî ñóæåíèå κ íà 𝑈 , òî
åñòü îòîáðàæåíèå κ|𝑈 = κ ∘ 𝜄𝑈 : 𝑈 → 𝑁 , ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé ãëàäêèõ
îòîáðàæåíèé. Â ýòîé ñâÿçè, îòîáðàæåíèå κ|𝑈 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì.

3.4. Координаты на подмногообразии

Ïóñòü 𝑀 � ïîäìíîãîîáðàçèå 𝑁 . Ïîñêîëüêó 𝑀 ñàìî ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãîîáðàçèåì, òî åãî àòëàñ îïðåäåëÿåò àðèôìåòèçàöèþ òî÷åê 𝑀 . Âìåñòå
ñ òåì, 𝑁 ìîæåò èãðàòü ðîëü ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, à 𝑀 � ôîðìû
òåëà. Òîãäà íàáëþäàòåëü, íàõîäÿùèéñÿ â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, áó-
äåò ââîäèòü êîîðäèíàòíîå îïèñàíèå òî÷åê 𝑀 , èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîé öåëè
äîñòóïíûé åìó àòëàñ íà 𝑁 . Ïðè ýòîì, óäîáíî ïîäîáðàòü òàêóþ ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò â 𝑁 , ÷òîáû ÷èñëî íåçàâèñèìûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò íà
ôîðìå òåëà ñîîòâåòñòâîâàëî åãî ðàçìåðíîñòè. Íàïðèìåð, â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå ñôåðà ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòüþ ñôåðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàò, öèëèíäð � öèëèíäðè÷åñêèõ, è òàê äàëåå. Èì ñîîòâåòñòâóþò äâà
íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, à íå òðè, êàê äëÿ âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Определение 10.10. Пусть 𝑀 является гладким 𝑛-мерным много-
образием, а (𝑈, 𝜙) — гладкой картой на 𝑀 . Подмножество 𝑆 ⊂ 𝑈
называется 𝑘-ломтем 𝑈 , 𝑘 ∈ {0, . . . , 𝑛}, если 𝜙(𝑆) ⊂ R𝑛 имеет вид

𝜙(𝑆) = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ R𝑛 | 𝑥𝑘+1 = . . . = 𝑥𝑛 = 0}.

Здесь (𝑥𝑖) — локальные координаты, порожденные координатным отоб-
ражением 𝜙.

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ, ïîñëåäíèå 𝑛 − 𝑘 êîîðäèíàò êàæäîé
òî÷êè 𝑆 ðàâíû íóëþ. Ïðèìåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå [2].

Определение 10.11. 𝑆 удовлетворяет условию локальной 𝑘-
нарезки, если для каждой точки 𝑝 ∈ 𝑆 существует гладкая карта
(𝑈, 𝜙) на 𝑀 , такая, что 𝑝 ∈ 𝑈 и 𝑈 ∩ 𝑆 является 𝑘-ломтем 𝑈 .

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà [2].

Теорема 10.4. Если 𝑆 ⊂ 𝑀 является вложенным 𝑘-мерным подмно-
гообразием 𝑀 , то 𝑆 удовлетворяет условию локальной 𝑘-нарезки.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß4. ¾Áàøíÿ¿ òåíçîðíûõ ïðîñòðàíñòâ 419

Â ýòîé ñâÿçè, ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî {(𝑈𝑝, 𝜙𝑝)}𝑝∈𝑆 êàðò íà 𝑀 , ïî-
êðûâàþùèõ 𝑆 è òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîãî 𝑝 ∈ 𝑆 êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü
(𝑈𝑝, 𝜙𝑝) ñîäåðæèò 𝑝 è 𝑆 ∩ 𝑈𝑝 ÿâëÿåòñÿ 𝑘-ëîìòåì 𝑈𝑝. Ñåìåéñòâî A𝑆 =
{(𝑆∩𝑈𝑝, 𝜋 ∘𝜙|𝑆∩𝑈𝑝

)}𝑝∈𝑆 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì àòëàñîì 𝑆. Çäåñü 𝜋 : R𝑛 → R𝑘

� ïðîåêöèÿ íà ïåðâûå 𝑘 êîîðäèíàò, òî åñòü,

𝜋 : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑘).

Ðàññóæäåíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ ñëåäóþùåé äèàãðàììîé:

𝑆 ∩ 𝑈𝑝 𝑈𝑝

R𝑘 R𝑛

𝜄𝑈𝑝∩𝑆

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑘, 0, . . . , 0) (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝜋

4. «Башня» тензорных пространств

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê ãðàäèåíò äåôîðìà-
öèè è ñêîðîñòü, íåîáõîäèìî ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèÿ êàñàòåëüíîãî âåê-
òîðà ê òåëó è êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ê ôèçè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó. Êî-
íå÷íî, ñîãëàñíî òåîðåìå Óèòíè, êàê äëÿ òåëà B, òàê è äëÿ ôèçè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâàP, ñóùåñòâóåò âëîæåíèå â íåêîòîðîå îáúåìëþùåå åâêëèäî-
âî ïðîñòðàíñòâî; ðàññìàòðèâàÿ êàæäîå èç B è P êàê ãèïåðïîâåðõíîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ìîæíî îïðåäåëèòü êàñàòåëü-
íûå âåêòîðû ê íèì, îïèðàÿñü íà ¾íàãëÿäíûå ïðåäñòàâëåíèÿ¿, ïðèñóùèå
îáû÷íîé, ¾øêîëüíîé¿, ãåîìåòðèè. Îäíàêî ïðè ýòîì òåîðåòè÷åñêèå ïî-
ñòðîåíèÿ (â âèäó áîëüøîé ðàçìåðíîñòè îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà) ñòà-
íîâÿòñÿ ãðîìîçäêèìè. Âìåñòå ñ òåì, îïèñàíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ
ìåòîäàìè âíóòðåííåé ãåîìåòðèè âñåãäà îïðåäåëÿëî èçÿùåñòâî ãåîìåòðè-
÷åñêîé òåîðèè. Â ýòîé ñâÿçè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå óäîáíûì îïðåäåëåíèå
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ, êàê îáúåêòîâ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè B è P.
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4.1. Касательное пространство к гладкому многооб-

разию

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à 𝑝 ∈ 𝑀 � íåêîòîðàÿ
òî÷êà. Èíòóèòèâíî, êàñàòåëüíûé âåêòîð ê 𝑀 â òî÷êå 𝑝 ïðåäñòàâëÿåò
¾èíôèíèòåçèìàëüíûé¿, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ¾ëîêàëüíûé¿ îáúåêò. Òà-
êîé îáúåêò ìîæíî îïðåäåëèòü â ðàìêàõ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè, òî åñòü
â òåðìèíàõ ¾îáèòàòåëåé¿ ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ
гладкие кривые è гладкие функции, îïðåäåëåííûå íà íåì.

Касательный вектор как класс эквивалентных кривых

Определение 10.12. Гладкая кривая на 𝑀 — это отображение
𝜒 ∈ 𝐶∞(J; 𝑀), где J ⊂ R — числовой промежуток (отрезок или ин-
тервал). Кривая 𝜒 ∈ 𝐶∞(J; 𝑀) проходит через точку 𝑝 ∈ 𝑀 , если
существует число 𝑐 ∈ J, для которого 𝜒(𝑐) = 𝑝.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Cu𝑝(𝑀) âñåâîçìîæíûõ ãëàäêèõ êðèâûõ, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 𝜒 ∈ Cu𝑝(𝑀) åñëè è òîëüêî
åñëè

(Cu1) 𝜒 � ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà 𝑀 , îïðåäåëåííàÿ íà îòêðûòîì èíòåðâàëå,
ñîäåðæàùåì 0.

(Cu2) 𝜒(0) = 𝑝. Áîëåå òîãî, 𝜒−1({𝑝}) = {0}.
Óñëîâèå 𝜒−1({𝑝}) = {0} òðåáóåò, ÷òîáû 0 ∈ R áûë åäèíñòâåííûì ÷èñ-
ëîì, êîòîðîå îòîáðàæàåòñÿ â 𝑝. Ïóñòü (𝑈, 𝜙) � ãëàäêàÿ êàðòà 𝑀 , êî-
îðäèíàòíàÿ îáëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò 𝑝. Ââåäåì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ∼𝑝 íà ìíîæåñòâå Cu𝑝(𝑀) [7]:

(𝜒1 ∼𝑝 𝜒2) ⇔
(︂
𝑑(𝜙 ∘ 𝜒1)(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝑑(𝜙 ∘ 𝜒2)(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

)︂
.

Çàìåòèì, ÷òî êîìïîçèöèè𝜙 ∘ 𝜒𝑖, 𝑖 = 1, 2, ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè èí-
òåðâàëîâ â R𝑛 è ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ 𝑑/𝑑𝑡 ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå êëàñ-
ñè÷åñêîãî àíàëèçà. Åñëè (𝑉, 𝜓) � äðóãàÿ ãëàäêàÿ êàðòà, êîîðäèíàòíàÿ
îáëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò 𝑝, òî ïðàâèëî öåïíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ãà-
ðàíòèðóåò, ÷òî åñëè 𝜒1 ∼𝑝 𝜒2 ïî îòíîøåíèþ ê êàðòå (𝑈, 𝜙), òî 𝜒1 ∼𝑝 𝜒2

ïî îòíîøåíèþ ê êàðòå (𝑉, 𝜓). Â ýòîé ñâÿçè, îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè
íå çàâèñèò îò êàðòû.
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Определение 10.13. Каждый класс эквивалентности 𝑢 = [𝜒]𝑝 назы-
вается касательным вектором к 𝑝, а фактормножество

𝑇𝑝𝑀 := Cu𝑝(𝑀)/ ∼𝑝

называется касательным пространством к 𝑀 в точке 𝑝.

Векторная структура на касательном пространстве

Êàæäàÿ ãëàäêàÿ êàðòà (𝑈, 𝜙) ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 , ñîäåðæàùàÿ 𝑝, îïðå-
äåëÿåò îòîáðàæåíèå

c𝜙𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 → R𝑛, c𝜙𝑝 : 𝑢 = [𝜒]𝑝 ↦→
𝑑(𝜙 ∘ 𝜒)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛). (10.4.1)

Îíî îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òî åñòü åãî çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò ïðåäñòà-
âèòåëÿ 𝜒 ∈ 𝑢. Áîëåå òîãî, îòîáðàæåíèå c𝜙𝑝 ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ýòî ìîæíî
ïîêàçàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèé:

(i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑇𝑝𝑀 è 𝑢1 ̸= 𝑢2. Åñëè c𝜙𝑝 (𝑢1) = c𝜙𝑝 (𝑢2) òî,
âûáèðàÿ ïðåäñòàâèòåëè 𝜒1 ∈ 𝑢1 è 𝜒2 ∈ 𝑢2, ïîëó÷èì, ÷òî 𝜒1 ∼𝑝 𝜒2.
Ýòî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ 𝑢1 ̸= 𝑢2. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðà-
æåíèå c𝜙𝑝 èíúåêòèâíî.

(ii) Ïóñòü òåïåðü (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛) ∈ R𝑛 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì êîðòåæåì,
à (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 𝜙(𝑝). Âûáåðåì 𝑎 > 0 òàêîå, ÷òî îáðàç ̃︀𝜒(] − 𝑎, 𝑎[)
êðèâîé

̃︀𝜒 ∈ 𝐶∞(]− 𝑎, 𝑎[; R𝑛), ̃︀𝜒(𝑡) := (𝑝1 + 𝑢1𝑡, . . . , 𝑝𝑛 + 𝑢𝑛𝑡),

ñîäåðæèòñÿ â 𝜙(𝑈). Ïîëàãàÿ çàòåì 𝜒 = 𝜙−1 ∘ ̃︀𝜒, ïîëó÷àåì êðèâóþ
𝜒 ∈ Cu𝑝(𝑀), äëÿ êîòîðîé c𝜙𝑝 ([𝜒]𝑝) = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛). Òàêèì îáðàçîì,
c𝜙𝑝 ñþðúåêòèâíî. Ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó çàêëþ÷åíèþ: îòîá-
ðàæåíèå c𝜙𝑝 áèåêòèâíî.

Ïî ïîñòðîåíèþ, îòîáðàæåíèå c𝜙𝑝 çàâèñèò îò êàðòû (𝑈, 𝜙). Ïóñòü (𝑈, 𝜙)
è (𝑉, 𝜓)� äâå êàðòû èç ìàêñèìàëüíîãî àòëàñà, ñîäåðæàùèå 𝑝. Èç öåïíîãî
ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëåäóåò ðàâåíñòâî

c𝜓𝑝 = 𝐷𝜙(𝑝)(𝜓 ∘ 𝜙−1) ∘ c𝜙𝑝 , (10.4.2)
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â êîòîðîì 𝐷𝜙(𝑝)(𝜓 ∘ 𝜙−1) ∈ Lin(R𝑛; R𝑠) � ïðîèçâîäíîå îòîáðàæåíèå,
ñîîòâåòñòâóþùåå ãîìåîìîðôèçìó ïåðåñ÷åòà 𝜓 ∘ 𝜙−1 â òî÷êå 𝜙(𝑝).

Ïîñêîëüêó c𝜙𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 → R𝑠 ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ñî
çíà÷åíèÿìè â 𝑛-ìåðíîì âåùåñòâåííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå R𝑛, òî
âåêòîðíóþ ñòðóêòóðó ïîñëåäíåãî ìîæíî èíäóöèðîâàòü íà 𝑇𝑝𝑀 ïîñðåä-
ñòâîì c𝜙𝑝 . Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (2.9.2) îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèÿ

+ : 𝑇𝑝𝑀 × 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑝𝑀, (𝑢+ 𝑣) := (c𝜙𝑝 )
−1(c𝜙𝑝 (𝑢) + c𝜙𝑝 (𝑣)),

· : R× 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑝𝑀, (𝜆 · 𝑢) := (c𝜙𝑝 )
−1(𝜆c𝜙𝑝 (𝑢)),

ãäå 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀 , à 𝜆 ∈ R. Õîòÿ îòîáðàæåíèå c𝜙𝑝 çàâèñèò îò êàðòû (𝑈, 𝜙),
ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (10.4.2), ïîêàçûâàþò, ÷òî îòîá-
ðàæåíèÿ (+) è (·) íå çàâèñÿò îò êàðò. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó Ïðåäëîæå-
íèÿ 2.7, îòîáðàæåíèÿ (+) è (·) êîððåêòíî îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó âåùå-
ñòâåííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íà 𝑇𝑝𝑀 , à c𝜙𝑝 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì
ïî îòíîøåíèþ ê äàííîé ñòðóêòóðå. Â ÷àñòíîñòè, dim𝑇𝑝𝑀 = 𝑛.

Координатный базис

Åñòåñòâåííûé (ñòàíäàðòíûé) áàçèñ R𝑛 îáðàçîâàí ñîâîêóïíîñòüþ êîð-
òåæåé âèäà (𝛿1𝑖 , . . . , 𝛿

𝑛
𝑖 ) èç 𝑛 ýëåìåíòîâ, ãäå 1 ñòîèò íà 𝑖-é ïîçèöèè, à 0 íà

îñòàëüíûõ. Âûáåðåì íåêîòîðóþ ãëàäêóþ êàðòó (𝑈, 𝜙), îáëàñòü äåéñòâèÿ
êîòîðîé ñîäåðæèò 𝑝. Ïîñêîëüêó c𝜙𝑝 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ
ïðîñòðàíñòâ, òî ñîâîêóïíîñòü (𝑒𝑖, . . . , 𝑒𝑛) êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ

𝑒𝑖 = (c𝜙𝑝 )
−1(𝛿1𝑖 , . . . , 𝛿

𝑛
𝑖 ) ∈ 𝑇𝑝𝑀, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (10.4.3)

îáðàçóåò áàçèñ 𝑇𝑝𝑀 . Êàæäûé âåêòîð 𝑒𝑖 ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíî-
ñòè êðèâîé 𝜒𝑖 òàêîé, ÷òî

𝜙 ∘ 𝜒𝑖(𝑡) = (𝑝1 + 𝛿1𝑖 𝑡, . . . , 𝑝
𝑛 + 𝛿𝑛𝑖 𝑡), (10.4.4)

ãäå (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 𝜙(𝑝).

Определение 10.14. Базис (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 называется координатным бази-

сом.

Êîîðäèíàòíûé áàçèñ çàâèñèò îò êàðòû (𝑈, 𝜙). Êàæäûé êàñàòåëüíûé
âåêòîð 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 èìååò ïðåäñòàâëåíèå 𝑢 = 𝑢𝑖𝑒𝑖, ãäå (𝑢

1, . . . , 𝑢𝑛) = c𝜙𝑝 (𝑢).
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Ïóñòü (𝑈, 𝜙) è (𝑉, 𝜓) � äâå ãëàäêèå êàðòû, êîîðäèíàòíûå îáëàñòè
êîòîðûõ ñîäåðæàò 𝑝, óñòàíàâëèâàþùèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝑥𝑖), (̃︀𝑥𝑖).
Åñëè (𝑢𝑖) è (̃︀𝑢𝑖) � êîìïîíåíòû îäíîãî è òîãî æå âåêòîðà 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 â ýòèõ
êàðòàõ, òî ðàâåíñòâî (10.4.2) âëå÷åò

̃︀𝑢𝑖 = 𝜕̃︀𝑥𝑖
𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

𝑢𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (10.4.5)

Çäåñü 𝜓 ∘ 𝜙−1 : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) � ãîìåîìîðôèçì ïåðåñ÷å-
òà (9.6.1).

Касательный вектор как дифференцирование пространства
ростков

Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝑀 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑈) � íåêîòîðàÿ
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (𝑓, 𝑈) гладким
функциональным элементом на 𝑀 [2]. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ
ãëàäêèõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ (𝑓, 𝑈) íà𝑀 , òàêèõ, ÷òî 𝑈 ∋ 𝑝, ÷åðåç
Fel𝑝(𝑀).

Ââåäåì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼𝑝 íà Fel𝑝(𝑀): (𝑓, 𝑈) ∼𝑝 (𝑔, 𝑉 ),
åñëè ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ìíîæåñòâî 𝑊 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 , ñîäåðæàùåå 𝑝, òàêîå,
÷òî 𝑓 |𝑊 = 𝑔|𝑊 . Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè f = [(𝑓, 𝑈)]𝑝 ôóíêöèîíàëüíîãî
ýëåìåíòà (𝑓, 𝑈) íàçûâàåòñÿ ростком 𝑓 в точке 𝑝 [2], à ôàêòîðìíîæåñòâî

𝐶∞
𝑝 (𝑀) := Fel𝑝(𝑀)/ ∼𝑝

ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî âñåõ ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé â òî÷êå 𝑝. Çà-
ìåòèì, ÷òî åñëè 𝑈 , 𝑉 ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòÿìè 𝑝, 𝑉 ⊂ 𝑈 , è (𝑓, 𝑈) ∈
Fel𝑝(𝑀), òî òàêæå (𝑓 |𝑉 , 𝑉 ) ∈ [(𝑓, 𝑈)]𝑝. Â ýòîé ñâÿçè, åñëè ýòî íå ïîâëå-
÷åò íèêàêîé ïóòàíèöû, ìû áóäåì ïèñàòü [𝑓 ]𝑝 âìåñòî [(𝑓, 𝑈)]𝑝.

Ìíîæåñòâî 𝐶∞
𝑝 (𝑀) ñíàáæàåòñÿ ñòðóêòóðîé âåùåñòâåííîãî âåêòîðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïðåäåëèì áèíàðíûå îïåðàöèè

+ : 𝐶∞
𝑝 (𝑀)× 𝐶∞

𝑝 (𝑀) → 𝐶∞
𝑝 (𝑀), f+ g := [(𝑓 + 𝑔, 𝑈 ∩ 𝑉 )]𝑝,

· : R× 𝐶∞
𝑝 (𝑀) → 𝐶∞

𝑝 (𝑀), 𝜆f := [(𝜆𝑓 + 𝑔, 𝑈)]𝑝,

ãäå (𝑓, 𝑈) ∈ f, (𝑔, 𝑉 ) ∈ g, à 𝜆 ∈ R. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè îïåðàöèè
îïðåäåëåíû êîððåêòíî è ïðåâðàùàþò 𝐶∞

𝑝 (𝑀) â âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå
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ïðîñòðàíñòâî. Áîëåå òîãî, îïåðàöèÿ

· : 𝐶∞
𝑝 (𝑀)× 𝐶∞

𝑝 (𝑀) → 𝐶∞
𝑝 (𝑀), f+ g := [(𝑓𝑔, 𝑈 ∩ 𝑉 )]𝑝,

ââîäèò íà 𝐶∞
𝑝 (𝑀) ñòðóêòóðó âåùåñòâåííîé àëãåáðû.

Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (𝑓, 𝑈), (𝑔, 𝑉 ) ∈ f ñïðàâåäëèâî ðàâåí-
ñòâî 𝑓(𝑝) = 𝑔(𝑝), òî îáîçíà÷åíèå f(𝑝) := 𝑓(𝑝) îïðåäåëåíî êîððåêòíî.

Определение 10.15. Дифференцирование алгебры 𝐶∞
𝑝 (𝑀) — это

линейное отображение

𝑣 : 𝐶∞
𝑝 (𝑀) → R,

удовлетворяющее правилу Лейбница:

∀f, g ∈ 𝐶∞
𝑝 (𝑀) : 𝑣(fg) = f(𝑝)𝑣(g) + g(𝑝)𝑣(f).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé ÷åðåç 𝐷𝑝𝑀 . Êàæ-
äûé ýëåìåíò 𝐷𝑝𝑀 íàçûâàåòñÿ касательным векторов в точке 𝑝 [2,
9, 10]. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê àëüòåðíàòèâíîìó îïðåäåëåíèþ êàñà-
òåëüíîãî âåêòîðà.

Ïóñòü 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷𝑝𝑀 , à 𝜆 ∈ R. Ïîñêîëüêó 𝑢 è 𝑣 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè
îòîáðàæåíèÿìè, ñóììà (𝑢 + 𝑣) : 𝐶∞

𝑝 (𝑀) → R è óìíîæåíèå íà ñêàëÿð
(𝜆𝑢) : 𝐶∞

𝑝 (𝑀) → R òàêæå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Ïðÿ-
ìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëó Ëåéáíèöà.
Â ýòîé ñâÿçè, ìíîæåñòâî 𝐷𝑝𝑀 îáëàäàåò ñòðóêòóðîé âåùåñòâåííîãî âåê-
òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïóñòü 𝑣 ∈ 𝐷𝑝𝑀 . Ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà íàïðÿìóþ ñëå-
äóþò èç îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

∙ Åñëè f � ðîñòîê ïîñòîÿííîé ôóíêöèè, òî2 𝑣(f) = 0.

∙ Åñëè f(𝑝) = g(𝑝) = 0 òî 𝑣(fg) = 0.

2Если функция 𝑓 : 𝑈 → R такова, что 𝑓(𝑈) = {𝑐}, то [𝑓 ]𝑝 = 𝑐[𝑒]𝑝, где 𝑒 ∈ 𝐶∞(𝑀)
— единичная функция: 𝑒(𝑀) = {1}. Поскольку 𝑣([𝑓 ]𝑝) = 𝑐𝑣([𝑒]𝑝), то достаточно
показать, что 𝑣([𝑒]𝑝) = 0. Используя равенство [𝑒]𝑝[𝑒]𝑝 = [𝑒]𝑝 и правило Лейбница,
приходим к соотношению 𝑣([𝑒]𝑝) = 𝑣([𝑒]𝑝[𝑒]𝑝) = 2𝑣([𝑒]𝑝), которое влечет желаемое
равенство.
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Изоморфизм 𝑇𝑝𝑀 ∼= 𝐷𝑝𝑀

Êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâûõ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àëãåáðû
ðîñòêîâ ÿâëÿþòñÿ íè÷åì èíûì, êàê ôîðìàëèçàöèÿìè èäåè ëîêàëüíîñòè.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòè ôîðìàëèçàöèè ïîðîæäåíû ðàçíûìè ïîñòðîå-
íèÿìè, îíè ïðåäñòàâëÿþò åäèíûé îáúåêò ñ òî÷íîñòüþ äî êàíîíè÷åñêîãî
èçîìîðôèçìà. Ïðèâåäåì íàáðîñîê ïîñòðîåíèÿ èçîìîðôèçìà ìåæäó 𝑇𝑝𝑀
è 𝐷𝑝𝑀 .

Ïóñòü 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 � êàñàòåëüíûé âåêòîð. Îí ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå
L𝑢 : 𝐶

∞
𝑝 (𝑀) → R,

L𝑢(f) :=
𝑑(𝑓 ∘ 𝜒)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

, (10.4.6)

ãäå 𝜒 ∈ 𝑢, à (𝑓, 𝑈) ∈ f. Öåïíîå ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è îïðåäåëå-
íèÿ f è 𝑢 âëåêóò, ÷òî çíà÷åíèå L𝑢 íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ
𝑢 è f. Èç îïðåäåëåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî (10.4.6) íå çàâèñèò îò êàðòû.
Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå L𝑢 îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Ïîñêîëüêó 𝑑/𝑑𝑡
ëèíåéíî è óäîâëåòâîðÿåò ïðàâèëó Ëåéáíèöà, òî L𝑢 ∈ 𝐷𝑝𝑀 .

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

L : 𝑇𝑝𝑀 → 𝐷𝑝𝑀, L : 𝑢 ↦→ L𝑢,

ãäå L𝑢 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì (10.4.6). Òàêîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ æå-
ëàííûì èçîìîðôèçìîì, ïîñêîëüêó:

∙ Отображение L линейно. Ýòî ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè c𝜙𝑝 .

∙ Отображение L инъективно. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
L𝑢1 = L𝑢2. Âûáåðåì ãëàäêóþ êàðòó (𝑈, 𝜙), êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü
êîòîðîé ñîäåðæèò 𝑝. Ïîëîæèì 𝜙𝑖 := 𝜋𝑖𝑛 ∘ 𝜙 (10.2.1), ãäå

𝜋𝑖𝑛 : R𝑛 → R, 𝜋𝑖𝑛(𝑥
1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Òîãäà L𝑢1([𝜙
𝑖]𝑝) = L𝑢2([𝜙

𝑖]𝑝), äëÿ âñåõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. Âûáèðàÿ ïðåä-
ñòàâèòåëè 𝜒1 ∈ 𝑢1, 𝜒2 ∈ 𝑢2, ïîëó÷àåì

𝑑(𝜋𝑖𝑛 ∘ 𝜙 ∘ 𝜒1)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝑑(𝜋𝑖𝑛 ∘ 𝜙 ∘ 𝜒2)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

è ýòî âëå÷åò 𝑢1 = 𝑢2.
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∙ Отображение L сюръективно. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑣 ∈ 𝐷𝑝𝑀 . Íàéäåì
òàêîé êàñàòåëüíûé âåêòîð 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 , ÷òî L𝑢 = 𝑣. Âûáåðåì ãëàäêóþ
êàðòó (𝑈, 𝜙), ñîäåðæàùóþ 𝑝 è îáîçíà÷èì 𝜙𝑖 = 𝜋𝑖𝑛∘𝜙 è (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) =
𝜙(𝑝).

Ïîëó÷èì îáùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðîñòêà.
Âûáåðåì ðîñòîê f = [(𝑓, ̃︀𝑈)]𝑝 ∈ 𝐶∞

𝑝 (𝑀). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæ-

íî ïîëàãàòü, ÷òî ̃︀𝑈 ⊂ 𝑈 . Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó ðàçëîæåíèþ íà 𝜙(̃︀𝑈):
𝑓 ∘ 𝜙−1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑓(𝑝) +

𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

(𝑥𝑖 − 𝑝𝑖)+

+ 𝑓𝑖𝑗(𝑥
1, . . . , 𝑥𝑛)(𝑥𝑖 − 𝑝𝑖)(𝑥𝑗 − 𝑝𝑗), (10.4.7)

ãäå 𝑓𝑖𝑗 � ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ (îñòàòî÷íûé ÷ëåí) íà 𝜙(̃︀𝑈). Îòîæäåñòâ-
ëÿÿ 𝑓(𝑝) è 𝑝𝑖 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè íà ̃︀𝑈 ,
ìîæíî âûðàçèòü (10.4.7) íà ̃︀𝑈 â âèäå:

𝑓 = 𝑓(𝑝) +
𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

(𝜙𝑖− 𝑝𝑖) + ̃︀𝑓𝑖𝑗(𝜙𝑖− 𝑝𝑖)(𝜙𝑗 − 𝑝𝑗), (10.4.8)

ãäå ̃︀𝑓𝑖𝑗 = 𝑓𝑖𝑗 ∘𝜙. Èñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ðîñòêîâ, ñâîé-
ñòâà 𝑣, ñîîòíîøåíèå (10.4.8), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

𝑣([𝑓 ]𝑝) =
𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

𝑣([𝜙𝑖]𝑝). (10.4.9)

Ôîðìóëà (10.4.9) ïîëó÷åíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðîñòêà [𝑓 ]𝑝.

Îïðåäåëèì ãëàäêóþ êðèâóþ 𝜒 : 𝑡 ↦→ 𝜒(𝑡) ðàâåíñòâîì

𝜒(𝑡) = 𝜙−1(𝑝1 + 𝑡𝑣([𝜙1]𝑝), . . . , 𝑝
𝑛 + 𝑡𝑣([𝜙𝑛]𝑝)).

Çäåñü (𝑈, 𝜙) è 𝑝𝑖 òàêèå æå, ÷òî è âûøå. Îïðåäåëåííàÿ òàêèì îá-
ðàçîì êðèâàÿ ïðèíàäëåæèò Cu𝑝(𝑀). Ïîëîæèì 𝑢 := [𝜒]𝑝 ∈ 𝑇𝑝𝑀 .
Âûáåðåì ðîñòîê [𝑓 ]𝑝 ∈ 𝐶∞

𝑝 (𝑀). Ïðÿìûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò,
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÷òî

L𝑢([𝑓 ]𝑝) =
𝑑(𝑓 ∘ 𝜒)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=

= 𝐷𝜙(𝑝)(𝑓 ∘ 𝜙−1)
𝑑(𝜙 ∘ 𝜒)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

𝑣([𝜙𝑖]𝑝).

Ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó 𝑣(f) = L𝑢(f), ñïðàâåäëèâîìó äëÿ êàæäîãî
ðîñòêà f ∈ 𝐶∞

𝑝 (𝑀). Òàêèì îáðàçîì, 𝑢 ÿâëÿåòñÿ æåëàåìûì âåêòî-
ðîì, äëÿ êîòîðîãî L𝑢 = 𝑣.

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî L � êàíîíè÷åñêèé èçîìîð-
ôèçì è ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî 𝑇𝑝𝑀 ∼= 𝐷𝑝𝑀 .

Ïóñòü (𝑈, 𝜙) � ãëàäêàÿ êàðòà, êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü êîòîðîé ñîäåð-
æèò 𝑝, à (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) � ñîîòâåòñòâóþùèé êîîðäèíàòíûé áàçèñ (10.4.3)
ïðîñòðàíñòâà 𝑇𝑝𝑀 , ïîðîæäåííûé êðèâûìè (10.4.4). ÏîñêîëüêóL � èçî-
ìîðôèçì, òî (L𝑒1, . . . , L𝑒𝑛) � áàçèñ 𝐷𝑝𝑀 . Òàêèì îáðàçîì, åñëè 𝑢 = 𝑢𝑖𝑒𝑖,
òî L𝑢 = 𝑢𝑖L𝑒𝑖. Ïóñòü [𝑓 ]𝑝 ∈ 𝐶∞

𝑝 (𝑀), òîãäà

L𝑒𝑖([𝑓 ]𝑝) =
𝑑(𝑓 ∘ 𝜒)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

= 𝐷𝜙(𝑝)(𝑓 ∘ 𝜙−1)(𝛿1𝑖 , . . . , 𝛿
𝑠
𝑖 ) =

𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå L𝑒𝑖 äåéñòâóåò ïîäîáíî ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé. Ýòèì
ìîòèâèðóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

𝜕𝑖|𝑝 := L𝑒𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (10.4.10)

Òîãäà äëÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 èìååì L𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖|𝑝. Äàëåå ìû
îòîæäåñòâëÿåì 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 ñ åãî îáðàçîì L𝑢 ∈ 𝐷𝑝𝑀 â ñèëó èçîìîðôèçìà
L. Òàêèì îáðàçîì, (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ (𝜕𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 è ìû ïîëó÷àåì

ðàçëîæåíèå
𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖|𝑝

äëÿ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 .
Óñòàíîâèì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàòíîãî áàçèñà ïðè çàìåíå

êàðòû. Ïóñòü (𝑈, 𝜙) è (𝑉, 𝜓) � äâå ãëàäêèå êàðòû, ñîäåðæàùèå 𝑝 è
óñòàíàâëèâàþùèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝑥𝑖), (̃︀𝑥𝑖). Ñîîòíîøåíèå (10.4.5)
âëå÷åò, ÷òî

𝜕𝑥𝑖|𝑝 =
𝜕̃︀𝑥𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

𝜕�̃�𝑗 |𝑝, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (10.4.11)
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ãäå (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ↦→ (̃︀𝑥1, . . . , ̃︀𝑥𝑛) � ãîìåîìîðôèçì ïåðåñ÷åòà 𝜓 ∘ 𝜙−1.
Ñèìâîëû 𝑥 è ̃︀𝑥 â 𝜕𝑥𝑖|𝑝 è 𝜕�̃�𝑖|𝑝 óêàçûâàþò íà òî, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ
ðàçíûìè êîîðäèíàòíûìè áàçèñàìè.

Касательный вектор как дифференцирование алгебры 𝐶∞(𝑀).

Ïðèâåäåì òðåòüå îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà [2, 7].

Определение 10.16. Дифференцирование в точке 𝑝 — это линей-
ное отображение 𝑣 : 𝐶∞(𝑀) → R, удовлетворяющее правилу Лейбни-
ца:

∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀) : 𝑣(𝑓𝑔) = 𝑓(𝑝)𝑣(𝑔) + 𝑔(𝑝)𝑣(𝑓).

Ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé â òî÷êå 𝑝 ìîæåò áûòü ñíàáæå-
íî ñòðóêòóðîé âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîñðåäñòâîì îïåðàöèé ñëîæåíèÿ
ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé è óìíîæåíèÿ èõ íà ñêàëÿð. Îáîçíà÷èì ýòî ïðî-
ñòðàíñòâî ÷åðåç 𝑆𝑝𝑀 . Äëÿ ëþáîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 𝑣 ∈ 𝑆𝑝𝑀 ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

∙ Åñëè 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) � ïîñòîÿííàÿ ôóíêöèÿ, òî 𝑣(𝑓) = 0.

∙ Åñëè 𝑓(𝑝) = 𝑔(𝑝) = 0, òî 𝑣(𝑓𝑔) = 0.

Ïóñòü 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀) òàêîâû, ÷òî 𝑓 |𝑊 = 𝑔|𝑊 äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
𝑊 ⊂𝑀 òî÷êè 𝑝. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 𝑣 ∈ 𝐶∞

𝑝 (𝑀) èìååì 𝑣(f) = 𝑣(g) â ñèëó
îïðåäåëåíèÿ ðîñòêà â 𝑝. Àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî ëîêàëüíîñòè âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ëþáîãî 𝑣 ∈ 𝑆𝑝𝑀 : 𝑣(𝑓) = 𝑣(𝑔), íî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ðîñòêîâ,
åãî íóæíî äîêàçàòü. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè ôóíêöèè
ℎ : 𝑀 → R òàêîé, ÷òî ℎ(𝑝) = 1 è ℎ|𝑀∖𝑊 = 0 [7].

Ëþáîé âåêòîð 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 îïðåäåëÿåò äèôôåðåíöèðîâàíèå L𝑢 :
𝐶∞(𝑀) → R ïîõîæèì îáðàçîì, êàê äëÿ ðîñòêîâ (ñì. (10.4.6)):

L𝑢(𝑓) :=
𝑑(𝑓 ∘ 𝜒)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡=0

,

ãäå 𝜒 ∈ 𝑢. Êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçìL : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑆𝑝𝑀 óñòàíàâëèâàåòñÿ
ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè òåì, ÷òî èñïîëüçîâàëèñü ïðè ïîñòðîåíèè
êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà L : 𝑇𝑝𝑀 → 𝐷𝑝𝑀 .

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâîé, èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå àëãåáðû ðîñòêîâ, èëè, íàêîíåö, äèôôåðåíöèðîâàíèå àëãåáðû
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ãëàäêèõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâëÿåò ¾èíôèíèòåçèìàëüíûé¿ îáúåêò â òî÷êå
𝑝. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ îáúåêòîâ � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇𝑝𝑀 �
ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçàöèåé èäåè ¾èíôèíèòåçèìàëüíîé¿ îêðåñòíîñòè òî÷êè
𝑝.

4.2. Касательное отображение в точке

Ïóñòü 𝑀 è 𝑁 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè ðàçìåðíîñòåé 𝑛 è
𝑘 ñîîòâåòñòâåííî, 𝑝 ∈ 𝑀 � íåêîòîðàÿ òî÷êà, à κ : 𝑀 → 𝑁 � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå. Ýòî îòîáðàæåíèå, ïî îïðåäåëåíèþ, ïåðåâîäèò òî÷êó èç 𝑀
â òî÷êó èç 𝑁 . Èäåÿ êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëå-
íèè ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 𝑇𝑝𝑀 â 𝑇κ(𝑝)𝑁 , êîòîðîå ñîãëàñîâàíî ñ κ
è ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðîèçâîäíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðèâåäåì äâà ýêâèâà-
ëåíòíûõ îïðåäåëåíèÿ [2, 11].

Определение 10.17. Касательное отображение к κ в точке 𝑝
— это отображение

𝑇𝑝κ : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇κ(𝑝)𝑁,

∀𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 : 𝑇𝑝κ(𝑢) := [κ ∘ 𝜒]κ(𝑝),

где 𝜒 ∈ 𝑢.

Ïðàâèëî öåïíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü, ÷òî ýòî
îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò ïðåäñòàâèòåëÿ 𝑢. Òàêèì îáðàçîì, 𝑇𝑝κ ïðå-
îáðàçóåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè êðèâîé â êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè îáðàçà
ýòîé êðèâîé.

Определение 10.18. Касательное отображение к κ в точке 𝑝
— это отображение

𝑇𝑝κ : 𝐷𝑝𝑀 → 𝐷κ(𝑝)𝑁,

∀𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀 : 𝑇𝑝κ(𝑣)(f) := 𝑣([𝑓 ∘ κ]𝑝),

где 𝑓 ∈ f ∈ 𝐶∞
κ(𝑝)(𝑁).

Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì [2],
ïîäîáíûì ñâîéñòâàì ïîëíîé ïðîèçâîäíîé 𝑓 ′(𝑥) ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ
𝑓 : R𝑛 → R𝑘 â òî÷êå 𝑥.
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Предложение 10.1. Пусть 𝑀 , 𝑁 , 𝑃 — гладкие многообразия, κ ∈
𝐶∞(𝑀 ; 𝑁), 𝛾 ∈ 𝐶∞(𝑁 ; 𝑃 ) — гладкие отображения, а 𝑝 ∈𝑀 . Тогда

(i) Отображение 𝑇𝑝κ : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇κ(𝑝)𝑁 линейно.

(ii) Касательное отображение к композиции отображений есть ком-
позиция касательных отображений:

𝑇𝑝(𝛾 ∘ κ) = 𝑇κ(𝑝)𝛾 ∘ 𝑇𝑝κ : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝛾∘κ(𝑝)𝑃.

(iii) 𝑇𝑝Id𝑀 = Id𝑇𝑝𝑀 .

(iv) Если κ — диффеоморфизм, то 𝑇𝑝κ : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇κ(𝑝)𝑁 — изоморфизм
векторных пространств и (𝑇𝑝κ)−1 = 𝑇κ(𝑝)κ−1.

Доказательство. Ñâîéñòâî (i) ñëåäóåò èç öåïíîãî ïðàâèëà äèôôåðåí-
öèðîâàíèÿ, ïðèìåíåííîìó ê ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, è èç îïðåäåëåíèÿ c𝜙𝑝 .
Ñâîéñòâà (ii) è (iii) âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.
Íàêîíåö, ñâîéñòâî (iv) ñëåäóåò èç (ii) è (iii).

4.3. Замечания о касательных пространствах

Касательное пространство к открытому подмногообразию

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à 𝑈 ⊂𝑀 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Åñëè 𝑝 ∈ 𝑈 � íåêîòîðàÿ òî÷êà, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà êàñàòåëüíûõ
ïðîñòðàíñòâà: 𝑇𝑝𝑀 è 𝑇𝑝𝑈 , ãäå 𝑈 ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòêðûòîå ïîäìíî-
ãîîáðàçèå 𝑀 . Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [2].

Предложение 10.2. Касательное отображение 𝑇𝑝𝜄𝑈 : 𝑇𝑝𝑈 → 𝑇𝑝𝑀
к канонической инъекции 𝜄𝑈 : 𝑈 → 𝑀 (1.3.2) является каноническим
изоморфизмом векторных пространств.

Â ýòîé ñâÿçè, ëþáîé âåêòîð 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑈 ìîæåò áûòü îòîæäåñòâëåí ñ åãî
îáðàçîì 𝑇𝑝𝜄𝑈(𝑢) â 𝑇𝑝𝑀 . Òàêîå îòîæäåñòâëåíèå èñïîëüçóåòñÿ â íàñòîÿùåé
êíèãå.
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Касательное пространство к произведению многообразий

Ïóñòü𝑀1 è𝑀2 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Òîãäà èõ ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå, 𝑀1 ×𝑀2, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïóñòü
(𝑝1, 𝑝2) ∈𝑀1 ×𝑀2 � íåêîòîðàÿ òî÷êà, à 𝑇(𝑝1, 𝑝2)𝑀1 ×𝑀2 � êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî â (𝑝1, 𝑝2). Îïðåäåëèì ïðîåêöèè

𝜋𝑖 : 𝑀1 ×𝑀2 →𝑀𝑖, 𝜋𝑖(𝑞1, 𝑞2) := 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 2.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [2].

Предложение 10.3. Отображение

𝛼 : 𝑇(𝑝1, 𝑝2)𝑀1 ×𝑀2 → 𝑇𝑝1𝑀1 ⊕ 𝑇𝑝2𝑀2,

∀𝑢 ∈ 𝑇(𝑝1, 𝑝2)𝑀1 ×𝑀2 : 𝛼(𝑢) := (𝑇(𝑝1, 𝑝2)𝜋1(𝑢), 𝑇(𝑝1, 𝑝2)𝜋2(𝑢)),

является каноническим изоморфизмом.

Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê ïðîèçâåäåíèþ ìíîãîîáðàçèé
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óïîðÿäî÷åííûå ïàðû êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ê
êàæäîìó ñîìíîæèòåëþ.

Вектор скорости кривой

Êàæäûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ïðåäñòàâëÿåò êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ
ãëàäêèõ êðèâûõ. Â ýòîé ñâÿçè, îí ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê âåê-
òîð ñêîðîñòè êðèâîé. Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à 𝜒 : J →𝑀 �
ãëàäêàÿ êðèâàÿ, îïðåäåëåííàÿ íà èíòåðâàëå J ⊂ R. Âûáåðåì íåêîòîðóþ
òî÷êó 𝑡0 ∈ J. Ïðîñòðàíñòâî J ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îäíîìåðíûì ìíîãîîá-
ðàçèåì è ïîýòîìó êîîðäèíàòíûé áàçèñ 𝑇𝑡0J ñîñòîèò èç îäíîãî âåêòîðà
𝜕𝑡|𝑡0.

Определение 10.19. Вектор скорости кривой 𝜒 в точке 𝑡0 — это
вектор 𝜒′(𝑡0) ∈ 𝑇𝜒(𝑡0)𝑀 ,

𝜒′(𝑡0) := 𝑇𝑡0𝜒(𝜕𝑡|𝑡0). (10.4.12)

Âûáåðåì íåêîòîðóþ ãëàäêóþ êàðòó (𝑈, 𝜙) íà 𝑀 , êîîðäèíàòíàÿ îá-
ëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò 𝜒(𝑡0). Åé ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòíûé áàçèñ



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß432 Ãë. 10. Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ

(𝜕𝑖|𝜒(𝑡0))𝑛𝑖=1, ãäå 𝑛 = dim𝑀 . Òîãäà êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝜒′(𝑡0)
èìååò âèä:

𝜒′(𝑡0) =
𝑑𝜒𝑖(𝑡)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑡0

𝜕𝑖|𝜒(𝑡0).

Çäåñü 𝜒𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, � êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝜒.

Касательное пространство к многообразию с краем

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî áûëî îïðåäåëåíî äëÿ ìíîãîîáðàçèé áåç
êðàÿ. Âìåñòå ñ òåì, ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè, ìîæíî âîñïðîèç-
âåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì. Ïóñòü 𝑀
� ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì; 𝑝 ∈𝑀 . Ïðîñòðàíñòâî 𝐶∞

𝑝 (𝑀)
ðîñòêîâ â òî÷êå 𝑝 îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå êàê è äëÿ ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ.
Ïðè ýòîì íå èìååò çíà÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè 𝑝 âíóòðåííåé òî÷êîé, èëè ýòî
òî÷êà êðàÿ. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇𝑝𝑀 îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî âñåõ äèôôåðåíöèðîâàíèé íà 𝐶∞

𝑝 (𝑀). Âî âñåõ òî÷êàõ îíî
èìååò ðàçìåðíîñòü 𝑛 [10]. Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ àëãåáðû 𝐶∞(𝑀) [2]. Â îòëè÷èå îò ìîäåëè êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â
âèäå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ìîäåëü êàñàòåëüíîãî âåêòîðà â âèäå êëàññà
ýêâèâàëåíòíûõ êðèâûõ òðåáóåò íåáîëüøîãî óòî÷íåíèÿ. Â ñëó÷àå òî÷êè
êðàÿ, êðèâûå äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû íå òîëüêî íà èíòåðâàëàõ, íî òàê-
æå è íà ìíîæåñòâàõ âèäà [0, 𝜀[ èëè ]− 𝜀, 0] [2].

Êàê è â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé áåç êðàÿ, äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑀
êîîðäèíàòíûé áàçèñ îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì (𝜕𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè 𝑝 ∈ 𝜕𝑀 òî, ïîñêîëüêó êðàé 𝜕𝑀 ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êèì (𝑛− 1)-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì (ïîäìíîãîîáðàçèåì 𝑀), ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü äâà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâà: âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇𝑝𝑀
ðàçìåðíîñòè 𝑛 èëè âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇𝑝𝜕𝑀 ðàçìåðíîñòè 𝑛− 1.

Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ïîâòîðÿåòñÿ áåç èçìåíåíèé.
Ìû ïðèíèìàåì ñîãëàøåíèå îá îòîæäåñòâëåíèè 𝑇𝑝𝜕𝑀 ñ åãî îáðàçîì ïîä
äåéñòâèåì èíúåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ 𝑇𝑝𝜄𝜕𝑀 : 𝑇𝑝𝜕𝑀 → 𝑇𝑝𝑀 , ÿâëÿþùå-
ãîñÿ êàñàòåëüíûì ê êàíîíè÷åñêîé èíúåêöèè 𝜄𝜕𝑀 : 𝜕𝑀 →𝑀 .

Касательные векторы внутрь/наружу

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, à 𝑝 ∈ 𝜕𝑀 � íåêîòîðàÿ
òî÷êà. Âåêòîðû 𝑇𝑝𝑀 ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà òðè êëàññà:
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∙ âåêòîðû, êàñàòåëüíûå ê 𝑇𝑝𝜕𝑀 ,

∙ âåêòîðû, íàïðàâëåííûå âíóòðü,

∙ âåêòîðû, íàïðàâëåííûå íàðóæó.

Ïîñëåäíèå äâà êëàññà îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2].

Определение 10.20. Вектор 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 ∖ 𝑇𝑝𝜕𝑀 называется направ-
ленным внутрь, если существует гладкая кривая 𝜒 : [0, 𝜀[→ 𝑀 ,
𝜀 > 0, такая, что 𝜒(0) = 𝑝 и 𝜒′(0) = 𝑢. Вектор 𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 ∖ 𝑇𝑝𝜕𝑀 на-
зывается направленным наружу, если существует гладкая кривая
𝜒 : ]− 𝜀, 0] →𝑀 , 𝜀 > 0, такая, что 𝜒(0) = 𝑝 и 𝜒′(0) = 𝑢.

4.4. Кокасательное пространство к гладкому много-

образию

Определение

Ïóñòü𝑀 � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (ñ êðàåì èëè áåç), à 𝑝 ∈𝑀
� íåêîòîðàÿ òî÷êà. Ïîñêîëüêó 𝑇𝑝𝑀 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìîæ-
íî ðàññìîòðåòü âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî (𝑇𝑝𝑀)* ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
(êîâåêòîðîâ) 𝜈 : 𝑇𝑝𝑀 → R (äóàëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî).

Определение 10.21. Пространство 𝑇 *
𝑝𝑀 := (𝑇𝑝𝑀)* называется ко-

касательным пространством к 𝑀 в точке 𝑝.

Îïðåäåëèì áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

⟨·, ·⟩𝑝 : 𝑇 *
𝑝𝑀 × 𝑇𝑝𝑀 → R, ⟨𝜈, 𝑢⟩𝑝 := 𝜈(𝑢).

Èç êàíîíè÷åñêîãî èçîìîðôèçìà ìåæäó êàñàòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì 𝑇𝑝𝑀
è åãî âòîðûì ñîïðÿæåííûì (𝑇𝑝𝑀)** ñëåäóåò, ÷òî îïåðàöèÿ ⟨·, ·⟩𝑝 ñèììåò-
ðè÷íà:

∀𝜈 ∈ 𝑇 *
𝑝𝑀 ∀𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 : ⟨𝜈, 𝑢⟩𝑝 = ⟨𝑢, 𝜈⟩𝑝.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß434 Ãë. 10. Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ

Координатный дуальный базис

Âûáåðåì ãëàäêóþ êàðòó (𝑈, 𝜙), êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü êîòîðîé ñîäåð-
æèò 𝑝. Ýòîé êàðòå ñîîòâåòñòâóåò êîîðäèíàòíûé áàçèñ (𝜕𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1, à òîáðà-
æåíèå c𝜙𝑝 (10.4.1) ïîðîæäàåò 𝑛 ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ

𝑑𝑥𝑖|𝑝 = 𝜋𝑖𝑛 ∘ c𝜙𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 → R, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (10.4.13)

óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: åñëè 𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖|𝑝 ∈ 𝑇𝑝𝑀 , òî
𝑑𝑥𝑖|𝑝(𝑢) = 𝑢𝑖. Â ýòîé ñâÿçè,

⟨𝑑𝑥𝑖|𝑝, 𝜕𝑗|𝑝⟩𝑝 = 𝛿𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

è (𝑑𝑥𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 ÿâëÿåòñÿ äóàëüíûì áàçèñîì.

Определение 10.22. Базис (𝑑𝑥𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 называется координатным ду-
альным базисом.

Êàæäûé êîâåêòîð 𝜈 ∈ 𝑇 *
𝑝𝑀 ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàç-

ëîæåí â âèäå 𝜈 = 𝜈𝑖𝑑𝑥
𝑖|𝑝. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (𝑈, 𝜙) è (𝑉, 𝜓) � äâå ãëàä-

êèå êàðòû, êîîðäèíàòíûå îáëàñòè êîòîðûõ ñîäåðæàò 𝑝. Êàðòû ïîðîæ-
äàþò ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝑥𝑖) è (̃︀𝑥𝑖). Òîãäà ïðîèçâîëüíûé êîâåêòîð
𝜈 ∈ 𝑇 *

𝑝𝑀 ìîæåò áûòü ðàçëîæåí äâóìÿ ñïîñîáàìè: 𝜈 = 𝜈𝑖𝑑𝑥
𝑖|𝑝 = ̃︀𝜈𝑖𝑑̃︀𝑥𝑖|𝑝.

Ôîðìóëà (10.4.11) âëå÷åò, ÷òî

𝜈𝑖 =
𝜕̃︀𝑥𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

̃︀𝜈𝑗, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. (10.4.14)

Дифференциал

Ïðèìåðîì êîâåêòîðà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàë ãëàäêîé ôóíêöèè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀). Òîãäà [2]

Определение 10.23. Дифференциал 𝑓 в точке 𝑝 — это отображе-
ние 𝑑𝑓𝑝 : 𝑇𝑝𝑀 → R, действующее следующим образом:

∀𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 : 𝑑𝑓𝑝(𝑢) := 𝑢([𝑓 ]𝑝). (10.4.15)
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Çäåñü [𝑓 ]𝑝 � ðîñòîê 𝑓 â òî÷êå 𝑝. Îòîáðàæåíèå 𝑑𝑓𝑝 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòîì 𝑇 *

𝑝𝑀 . Èñïîëüçóÿ äóàëüíûé áàçèñ (10.4.13),
ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

𝑑𝑓𝑝 =
𝜕(𝑓 ∘ 𝜙−1)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

𝑑𝑥𝑖|𝑝.

Ïóñòü (𝑈, 𝜙) � ãëàäêàÿ êàðòà, êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü êîòîðîé ñîäåð-
æèò 𝑝. Äëÿ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàë 𝑑𝜙𝑖𝑝 îòîáðàæåíèÿ

𝜙𝑖 (10.2.1). Ïîñêîëüêó 𝜙𝑖 ∘ 𝜙−1 = 𝜋𝑖𝑛, òî

𝑑𝜙𝑖𝑝 =
𝜕𝜋𝑖𝑛
𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙(𝑝)

𝑑𝑥𝑗|𝑝 = 𝛿𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑗|𝑝.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑑𝜙𝑖𝑝 = 𝑑𝑥𝑖|𝑝. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà îçíà÷àåò, ÷òî êîâåê-

òîð 𝑑𝑥𝑖|𝑝 ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè
𝑑 ê îòîáðàæåíèþ 𝜙𝑖. Ïîñëåäíåå, äëÿ òî÷êè 𝑥 ∈ 𝑈 , âîçâðàùàåò åå 𝑖-þ
êîîðäèíàòó 𝑥𝑖. Ýòî íàáëþäåíèå ÿâëÿåòñÿ ìîòèâàöèåé ê èñïîëüçîâàíèþ
îáîçíà÷åíèÿ 𝑑𝑥𝑖|𝑝 äëÿ êîâåêòîðîâ, ñîñòàâëÿþùèõ êîîðäèíàòíûé äóàëü-
íûé áàçèñ.

4.5. «Башня»

Ïóñòü 𝑀 ÿâëÿåòñÿ 𝑛-ìåðíûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì (ñ êðàåì èëè
áåç). Êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâà 𝑇𝑝𝑀 è 𝑇 *

𝑝𝑀 àññîöè-
èðîâàíû ñ êàæäîé òî÷êîé 𝑝 ∈ 𝑀 . Îíè ïðåäñòàâëÿþò ¾íèæíèé¿ óðî-
âåíü ¾áàøíè¿ è èõ íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé êîíòèíóàëüíîé ôèçèêè. Îñòàëüíûå óðîâíè ñòðîÿòñÿ èç íèæíåãî
ïîñðåäñòâîì ñïåöèàëüíîé ñòðîèòåëüíîé òåõíèêè � àáñòðàêòíîãî òåíçîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ [12, 13]. Òàêîé ôîðìàëèçì íå
íóæäàåòñÿ â åâêëèäîâîé ñòðóêòóðå è äàåò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ïîñòðî-
åíèÿ òåíçîðîâ â íååâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Ôèêñèðóåì òî÷êó 𝑝 ∈ 𝑀 . Èç êîïèé ïðîñòðàíñòâ 𝑇𝑝𝑀 è 𝑇 *
𝑝𝑀 , ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì àáñòðàêòíîãî òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîðîæäàþòñÿ âñå-
âîçìîæíûå êîíå÷íûå òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ. Ñðåäè íèõ (𝑘 ∈ N):
∙ Ïðîñòðàíñòâî êîíòðàâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ ðàíãà 𝑘:

𝑇 𝑘(𝑇𝑝𝑀) := 𝑇𝑝𝑀 ⊗ · · · ⊗ 𝑇𝑝𝑀⏟  ⏞  
𝑘 раз

.
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Áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòü

(𝑒𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝑒𝑖𝑘)1⩽𝑖1, ..., 𝑖𝑘⩽𝑛,

ãäå (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 � áàçèñ 𝑇𝑝𝑀 .

∙ Ïðîñòðàíñòâî êîâàðèàíòíûõ òåíçîðîâ ðàíãà 𝑘:

𝑇 𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀) := 𝑇 *

𝑝𝑀 ⊗ · · · ⊗ 𝑇 *
𝑝𝑀⏟  ⏞  

𝑘 раз

,

ýëåìåíòû êîòîðîãî ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðàçëîæåíèé
ïî áàçèñó

(𝜗𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝜗𝑖𝑘)1⩽𝑖1, ..., 𝑖𝑘⩽𝑛.

Çäåñü (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1 � áàçèñ 𝑇 *
𝑝𝑀 .

∙ Ïðîñòðàíñòâî ñìåøàííûõ òåíçîðîâ ðàíãà (𝑘, 𝑙):

𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑝𝑀) := 𝑇𝑝𝑀 ⊗ · · · ⊗ 𝑇𝑝𝑀⏟  ⏞  
𝑘 раз

⊗𝑇 *
𝑝𝑀 ⊗ · · · ⊗ 𝑇 *

𝑝𝑀⏟  ⏞  
𝑙 раз

.

Áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ñìåøàííûõ òåíçîðîâ èìååò âèä:

(𝑒𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝑒𝑖𝑘 ⊗ 𝜗𝑗1 ⊗ · · · ⊗ 𝜗𝑗𝑙)1⩽𝑖1, ..., 𝑖𝑘⩽𝑛, 1⩽𝑗1, ..., 𝑗𝑙⩽𝑛,

ãäå (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 � áàçèñ 𝑇𝑝𝑀 , à (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1 � äóàëüíûé áàçèñ 𝑇 *

𝑝𝑀 .

Èñïîëüçóþòñÿ ñòàíäàðòíûå ñîãëàøåíèÿ:

𝑇 0(𝑇𝑝𝑀) = 𝑇 0(𝑇 *
𝑝𝑀) := R,

𝑇 (0, 𝑘)(𝑇𝑝𝑀) = 𝑇 𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀), 𝑇 (𝑘, 0)(𝑇𝑝𝑀) = 𝑇 𝑘(𝑇𝑝𝑀), . . .

Ðàçìåðíîñòè ïîñòðîåííûõ ïðîñòðàíñòâ èìåþò âèä:

dim𝑇 𝑘(𝑇𝑝𝑀) = dim𝑇 𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀) = 𝑛𝑘 è dim𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑝𝑀) = 𝑛𝑘+𝑙.
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Âñå òàêèå ïðîñòðàíñòâà ìîãóò áûòü óïîðÿäî÷åíû ïî óðîâíÿì ñèìâîëè-
÷åñêîé ¾áàøíè¿, êàê ïîêàçàíî íèæå:

. . . . . . . . . . . .

𝑇𝑝𝑀 ⊗ 𝑇𝑝𝑀 𝑇𝑝𝑀 ⊗ 𝑇 *
𝑝𝑀 𝑇 *

𝑝𝑀 ⊗ 𝑇𝑝𝑀 𝑇 *
𝑝𝑀 ⊗ 𝑇 *

𝑝𝑀

𝑇𝑝𝑀 𝑇 *
𝑝𝑀

∼=

Â ¾áàøíå¿ òåíçîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ìîæíî âûäåëèòü ¾ïîäáàøíþ¿ �
ãðàäóèðîâàííóþ àëãåáðó Ãðàññìàíà âíåøíèõ ôîðì:

Λ(𝑇 *
𝑝𝑀) =

𝑛⨁︁
𝑘=0

Λ𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀),

â êîòîðîé Λ𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀) � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑘-ôîðì 𝜔,

𝜔 =
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘⩽𝑛

𝜔𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝜗
𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝜗𝑖𝑘.

Çäåñü 𝜔𝑖1𝑖2...𝑖𝑘 = 𝜔(𝑒𝑖1, . . . , 𝑒𝑖𝑘), à ∧ � îïåðàöèÿ âíåøíåãî ïðîèçâåäå-
íèÿ (2.5.1). Èñïîëüçóþòñÿ ñîãëàøåíèÿ:

Λ0(𝑇 *
𝑝𝑀) = R, Λ1(𝑇 *

𝑝𝑀) = 𝑇 *
𝑝𝑀.

5. Векторные расслоения и их сечения

Òåíçîðû, â èõ àëãåáðàè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè â âèäå ëèíåéíûõ îïåðà-
òîðîâ èëè ïîëèëèíåéíûõ ôîðì, õàðàêòåðèçóþò ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ëî-
êàëüíî, â èíôèíèòåçèìàëüíîé îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé ïðîñòðàíñòâåííîé
èëè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Ñ öåëüþ ãëîáàëüíîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîãî
ïðîöåññà, íåîáõîäèìî ðàñøèðèòü àëãåáðàè÷åñêîå ïîíÿòèå òåíçîðà íà ïî-
íÿòèå òåíçîðíîãî ïîëÿ. Ôîðìàëèçàöèÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ â ðàìêàõ òåîðèè
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ñå÷åíèÿ âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ. Ïî-âèäèìîìó, äåòàëüíîå èçëîæåíèå òåîðèè ðàññëîåíèé âïåð-
âûå ïðåäñòàâèë N. Steenrod â [14]. Â èçëîæåíèè ìû ñëåäóåì [2, 11].
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5.1. Гладкие векторные расслоения ранга 𝑘

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå (ñ êðàåì èëè áåç).

Определение 10.24. Гладким вещественным векторным рас-
слоением ранга 𝑘 над 𝑀 называется упорядоченная тройка
(𝐸, 𝑀, 𝜋), в которой 𝐸 — гладкое многообразие, а 𝜋 : 𝐸 → 𝑀 —
гладкое сюръективное отображение, такие, что

(𝐸1) Для каждой точки 𝑝 ∈ 𝑀 множество 𝐸𝑝 := 𝜋−1({𝑝}), называ-
емое слоем над 𝑝, снабжено структурой 𝑘-мерного веществен-
ного векторного пространства.

(𝐸2) Для каждой точки 𝑝 ∈ 𝑀 существуют такая ее окрестность
𝑈 ⊂𝑀 и такой диффеоморфизм

Φ : 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 × R𝑘,

называемый гладкой локальной тривиализацией 𝐸 над 𝑈 ,
что

(Φ1) pr1 ∘ Φ = 𝜋|𝜋−1(𝑈), где pr1 : 𝑈 × R𝑘 → 𝑈 — проекция;

(Φ2) для каждого 𝑞 ∈ 𝑈 отображение Φ|𝐸𝑞
является изоморфиз-

мом между векторными пространствами 𝐸𝑞 и {𝑞} × R𝑘 ∼=
R𝑘.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïèñüìà ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèå rank(𝐸) äëÿ ðàíãà ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ (𝐸, 𝑀, 𝜋).

Â îáùåì ñëó÷àå, âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ òîïîëîãè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ [15], íî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçè-
ÿìè. Ïîñêîëüêó ìû ðàáîòàåì òîëüêî ñ ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ñëîâî
¾âåùåñòâåííûé¿ â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü. Åñëè (𝐸, 𝑀, 𝜋) ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêèì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà 𝑘, òî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ òåðìèíîëîãèÿ: ïðîñòðàíñòâî 𝐸 íàçûâàåòñÿ тотальным простран-
ством расслоения, 𝑀 íàçûâàåòñÿ базой, à îòîáðàæåíèå 𝜋 íàçûâàåòñÿ
проекцией. Åñëè ýòî íå ïðèâåäåò ê ïóòàíèöå, ìû áóäåì ñëåäîâàòü ñòàí-
äàðòíûì ñîêðàùåíèÿì è ïèñàòü: ¾𝐸 � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå íàä 𝑀¿,
èëè ¾𝜋 : 𝐸 →𝑀 � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå¿. Åñëè Φ ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé
òðèâèàëèçàöèåé, òî åñòü, 𝑈 = 𝑀 , òî (𝐸, 𝑀, 𝜋) íàçûâàåòñÿ тривиаль-
ным расслоением. Â ýòîì ñëó÷àå 𝐸 äèôôåîìîðôíî 𝑀 × R𝑘.
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Äàäèì íåêîòîðûå êîììåíòàðèè ê îïðåäåëåíèþ âåêòîðíûõ ðàññëîå-
íèé. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå 𝜋 : 𝐸 →𝑀 ñþðúåêòèâíî, òî ìíîæåñòâî 𝐸
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå 𝑘-ìåðíûõ âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ: 𝐸 =

∐︀
𝑝∈𝑀 𝐸𝑝. Ëîêàëüíî, òàêîå îáúåäèíåíèå äèô-

ôåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ. Òî åñòü, åñëè 𝑈 ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíî-
ñòüþ èç (𝐸2), òî ïðîñòðàíñòâî 𝜋

−1(𝑈) =
∐︀

𝑞∈𝑈 𝐸𝑞 äèôôåîìîðôíî ãëàäêî-

ìó ìíîãîîáðàçèþ 𝑈×R𝑘. Äèôôåîìîðôèçì Φ ñîõðàíÿåò ñëîèñòóþ ñòðóê-
òóðó: óñëîâèå (Φ1) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó: äëÿ êàæäîãî 𝑞 ∈ 𝑈 èìååì
Φ(𝐸𝑞) ⊂ {𝑞} × R𝑘. Çäåñü {𝑞} × R𝑘 ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ¾ñëîé¿
𝑈 × R𝑘 =

∐︀
𝑞∈𝑈
(︀
{𝑞} × R𝑘

)︀
. Äîïîëíèòåëüíî, âåêòîðíûå ñòðóêòóðû 𝐸𝑞 è

{𝑞} × R𝑘 ñîãëàñîâàíû óñëîâèåì (Φ2).

Òî÷êà 𝑝 ìîæåò èìåòü äâå îêðåñòíîñòè 𝑈 , 𝑉 ñ ãëàäêèìè ëîêàëüíûìè
òðèâèàëèçàöèÿìè

Φ : 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 × R𝑘, Ψ : 𝜋−1(𝑉 ) → 𝑉 × R𝑘.

Êàê ïîêàçàíî â [2], ñóùåñòâóåò ãëàäêîå îòîáðàæåíèå

𝜏 : 𝑈 ∩ 𝑉 → GL(𝑘; R),

òàêîå, ÷òî êîìïîçèöèÿ Φ ∘Ψ−1 : (𝑈 ∩𝑉 )×R𝑘 → (𝑈 ∩𝑉 )×R𝑘 èìååò âèä

Φ ∘Ψ−1(𝑝, 𝑣) = (𝑝, 𝜏(𝑝)𝑣).

Çäåñü 𝜏(𝑝)𝑣 ïðåäñòàâëÿåò äåéñòâèå ìàòðèöû ðàçìåðà 𝑘 × 𝑘 íà âåêòîð
𝑣 ∈ R𝑘. Îòîáðàæåíèå 𝜏 îáû÷íî íàçûâàåòñÿ функцией перехода [2].

5.2. Касательные и кокасательные расслоения

Ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå𝑀 ñíàáæåíî òåíçîðíûìè ¾áàøíÿìè¿ íàä êàæ-
äîé òî÷êîé. ¾Ïåðâûå ýòàæè¿ ïðåäñòàâëåíû ñåìåéñòâàìè (𝑇𝑝𝑀)𝑝∈𝑀 ,
(𝑇 *

𝑝𝑀)𝑝∈𝑀 êàñàòåëüíûõ è êîêàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Ýòè ñåìåéñòâà,
âìåñòå ñ çàêîíàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ è êîâåêòîðîâ, äàþò èíôîð-
ìàöèþ, äîñòàòî÷íóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Äàëåå áóäåò
ïðåäñòàâëåí íàáðîñîê ðàññóæäåíèé. Äåòàëè è äîêàçàòåëüñòâà ìîãóò áûòü
íàéäåíû â [2, 7].
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Дизъюнктное объединение

Ñíà÷àëà îïðåäåëèì îïåðàöèþ äèçúþíêòíîãî îáúåäèíåíèÿ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî èìååòñÿ ñåìåéñòâî (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 íåïóñòûõ ìíîæåñòâ. Ýòè ìíîæåñòâà
ìîãóò íå áûòü ïîäìíîæåñòâàìè îáúåìëþùåãî ìíîæåñòâà è òàêæå ìîãóò
íå áûòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ.

Определение 10.25. Множество∐︁
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖 :=
⋃︁
𝑖∈𝐼

({𝑖} ×𝑋𝑖) = {(𝑖, 𝑥) | (𝑖 ∈ 𝐼) ∧ (𝑥 ∈ 𝑋𝑖)}

называется дизъюнктным объединением семейства (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 .

Äëÿ êàæäîãî 𝑖 ∈ 𝐼 îïðåäåëåíà êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ

𝜄𝑖 : 𝑋𝑖 →
∐︁
𝑖∈𝐼

𝑋𝑖, 𝜄𝑖(𝑥) = (𝑖, 𝑥).

Îáîçíà÷èì 𝑋 ′
𝑖 = 𝜄𝑖(𝑋𝑖) = {𝑖} × 𝑋𝑖. Ïî ïîñòðîåíèþ, åñëè 𝑖 ̸= 𝑗, òî 𝑋 ′

𝑖

íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ 𝑋 ′
𝑗 è ìíîæåñòâî 𝑋 =

∐︀
𝑖∈𝐼 𝑋𝑖 ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì

îáúåäèíåíèåì â îáû÷íîì ñìûñëå: 𝑋 =
∐︀

𝑖∈𝐼 𝑋
′
𝑖. Ìíîæåñòâî 𝑋 ′

𝑖 ÿâëÿåòñÿ
¾êîïèåé¿ 𝑋𝑖 â äèçúþíêòíîì îáúåäèíåíèè è èíäåêñ 𝑖 â (𝑖, 𝑥) ñëóæèò
¾ìåòêîé¿, óêàçûâàþùåé íà òî, êàêîìó ìíîæåñòâó ïðèíàäëåæèò 𝑥.

Построение векторных расслоений

Теорема 10.5. Пусть 𝑀 — гладкое многообразие (с краем или без), а
(𝐸𝑝)𝑝∈𝑀 — семейство 𝑘-мерных векторных пространств. Пусть

𝐸 =
∐︁
𝑝∈𝑀

𝐸𝑝 =
⋃︁
𝑝∈𝑀

({𝑝} × 𝐸𝑝),

а 𝜋 : 𝐸 → 𝑀 — отображение, действующее по правилу (𝑝, 𝑢) ↦→
𝜋(𝑝, 𝑢) := 𝑝. Пусть, далее, известно семейство {(𝑈𝑖, Φ𝑖)}𝑖∈𝐼 . Здесь
{𝑈𝑖}𝑖∈𝐼 — открытое покрытие 𝑀 , и для каждого 𝑖 ∈ 𝐼, Φ𝑖 — биектив-
ное отображение

Φ𝑖 : 𝜋
−1(𝑈𝑖) → 𝑈𝑖 × R𝑘,

такое, что Φ𝑖|𝐸𝑝
: E𝑝 → {𝑝} × R𝑘 — изоморфизм векторных прост-

ранств для каждого 𝑝 ∈ 𝑈𝑖. Предположим, что семейство {(𝑈𝑖, Φ𝑖)}𝑖∈𝐼
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удовлетворяет следующему условию. Если 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 такие индексы, что
𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ̸= ∅, то существует гладкое отображение

𝜏𝑖𝑗 : 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 → GL(𝑘; R),

такое, что композиция Φ𝑖 ∘Φ−1
𝑗 : (𝑈𝑖∩𝑈𝑗)×R𝑘 → (𝑈𝑖∩𝑈𝑗)×R𝑘 имеет

вид

Φ𝑖 ∘ Φ−1
𝑗 (𝑝, 𝑣) = (𝑝, 𝜏𝑖𝑗(𝑝)𝑣).

Если эти условия справедливы, то множество 𝐸 имеет единственную
топологию и гладкую структуру, превращающие его в гладкое много-
образие (с краем или без). Упорядоченная тройка (𝐸, 𝑀, 𝜋) является
гладким векторным расслоением ранга 𝑘 над 𝑀 с проекцией 𝜋 и глад-
кими локальными тривиализациями {Φ𝑖}𝑖∈𝐼 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïîñòðîåíèè ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
ïðèâåäåíî â [2].

Построение касательного и кокасательного расслоений

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑀 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè
𝑛 (ñ êðàåì èëè áåç). Èìåþòñÿ ñåìåéñòâà (𝑇𝑝𝑀)𝑝∈𝑀 è (𝑇 *

𝑝𝑀)𝑝∈𝑀 êàñàòåëü-
íûõ è êîêàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑇𝑀 è 𝑇 *𝑀 ñëåäó-
þùèå äèçúþíêòíûå îáúåäèíåíèÿ:

𝑇𝑀 :=
∐︁
𝑝∈𝑀

𝑇𝑝𝑀, 𝑇 *𝑀 :=
∐︁
𝑝∈𝑀

𝑇 *
𝑝𝑀

è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ 𝜋𝑡 : 𝑇𝑀 → 𝑀 , 𝜋𝑐 : 𝑇 *𝑀 → 𝑀 êîòîðûå
äåéñòâóþò êàê (𝑝, 𝑣) ↦→ 𝑝.

Âûáåðåì ãëàäêèé àòëàñ {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 èç ìàêñèìàëüíîé ñòðóêòóðû
𝑀 è îïðåäåëèì ñåìåéñòâà {Φ𝑡; 𝛼}𝛼∈𝐼 , {Φ𝑐; 𝛼}𝛼∈𝐼 îòîáðàæåíèé

Φ𝑡; 𝛼 : 𝜋−1
𝑡 (𝑈𝛼) → 𝑈𝛼 × R𝑛, Φ𝑡; 𝛼(𝑝, 𝑢

𝑖𝜕𝑖|𝑝) := (𝑝, (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)),

Φ𝑐; 𝛼 : 𝜋−1
𝑐 (𝑈𝛼) → 𝑈𝛼 × R𝑛, Φ𝑐; 𝛼(𝑝, 𝜈𝑖𝑑𝑥

𝑖|𝑝) := (𝑝, (𝜈1, . . . , 𝜈𝑛)).

Ïóñòü äëÿ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐼 ïåðåñå÷åíèå 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 íå ïóñòî.
Ðàâåíñòâà (10.4.5) è (10.4.14), ïðåäñòàâëÿþùèå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ
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âåêòîðà è êîâåêòîðà, ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
(𝑝, 𝑢) ∈ 𝜋−1

𝑡 (𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽) and (𝑝, 𝜈) ∈ 𝜋−1
𝑐 (𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽):

Φ𝑡; 𝛼 ∘ Φ−1
𝑡; 𝛽(𝑝, (𝑢

1, . . . , 𝑢𝑛)) = (𝑝, 𝜏𝑡; 𝛼𝛽(𝑝)(𝑢
1, . . . , 𝑢𝑛)),

Φ𝑐; 𝛼 ∘ Φ−1
𝑐; 𝛽(𝑝, (𝜈1, . . . , 𝜈𝑛)) = (𝑝, 𝜏𝑐; 𝛼𝛽(𝑝)(𝜈1, . . . , 𝜈𝑛)),

ãäå ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ 𝜏𝑡; 𝛼𝛽 è 𝜏𝑐; 𝛼𝛽, äåéñòâóþùèå íà 𝑈𝛼 ∩𝑈𝛽 è ïðèíè-
ìàþùèå çíà÷åíèÿ â GL(𝑠; R), îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜏𝑡; 𝛼𝛽(𝑝) := 𝐷𝜙𝛽(𝑝)(𝜙𝛼 ∘ 𝜙
−1
𝛽 ), 𝜏𝑐; 𝛼𝛽(𝑝) := (𝐷𝜙𝛽(𝑝)(𝜙𝛼 ∘ 𝜙

−1
𝛽 ))−T.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå î ïîñòðîåíèè ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ðàñ-
ñëîåíèé, (𝑇𝑀, 𝑀, 𝜋𝑡) è (𝑇 *𝑀, 𝑀, 𝜋𝑐) ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè âåêòîðíûìè
ðàññëîåíèÿìè ðàíãà 𝑛. Ëîêàëüíûå êàðòû äëÿ 𝑇𝑀 è 𝑇 *𝑀 ïðåäñòàâëåíû
ïàðàìè (𝜋−1

𝑡 (𝑈𝛼), ̃︀𝜙𝑡; 𝛼), (𝜋−1
𝑐 (𝑈𝛼), ̃︀𝜙𝑐; 𝛼), ãäå̃︀𝜙𝑡; 𝛼 : 𝜋−1

𝑡 (𝑈𝛼) → R2𝑛, ̃︀𝜙𝑡; 𝛼(𝑝, 𝑢) := (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛),̃︀𝜙𝑐; 𝛼 : 𝜋−1
𝑐 (𝑈𝛼) → R2𝑛, ̃︀𝜙𝑐; 𝛼(𝑝, 𝜈) := (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑛),

äëÿ (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) = 𝜙𝛼(𝑝), 𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖|𝑝 è 𝜈 = 𝜈𝑖𝑑𝑥
𝑖|𝑝. Òàêèì îáðàçîì, 𝑇𝑀 è

𝑇 *𝑀 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè 2𝑛-ìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Êîðòåæè (𝑥𝑖, 𝑢𝑖)
è (𝑥𝑖, 𝜈𝑖) èç 2𝑛 ýëåìåíòîâ íàçûâàþòñÿ натуральными координатами
íà 𝑇𝑀 è 𝑇 *𝑀 ñîîòâåòñòâåííî [2].

5.3. Операции над векторными расслоениями

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèëè íàáðîñîê ðàññóæäåíèé, êîòî-
ðûå ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ. Àíà-
ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîãóò áûòü ïðîâåäåíû äëÿ âåêòîðíûõ ðàññëî-
åíèé, ñëîè êîòîðûõ � òåíçîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êàñàòåëüíûõ è êîêàñà-
òåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âìåñòå ñ òåì, èìååòñÿ è äðóãîé ñïîñîá ðàññóæäå-
íèé. Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Çàòåì, ñòðîèòñÿ дуальное
расслоение ê íåìó � êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå. Èñïîëüçóÿ ïîñòðîåííûå
ðàññëîåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü èõ тензорные произведения è прямые
суммы. Òàêàÿ ìåòîäîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ óäîáíîé â òåîðèè ñâÿçíîñòåé: åñ-
ëè ââåñòè ñâÿçíîñòü íà íåêîòîðîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè, òî îïåðàöèè
íàä âåêòîðíûìè ðàññëîåíèÿìè ïîçâîëÿþò èíäóöèðîâàòü ýòó ñâÿçíîñòü íà
äóàëüíîå ðàññëîåíèå è ò.ä. Äàëåå áóäåò ïðåäñòàâëåíî êðàòêîå îïèñàíèå
îïåðàöèé íàä âåêòîðíûìè ðàññëîåíèÿìè. Äåòàëüíîå èçëîæåíèå ìîæíî
íàéòè, íàïðèìåð, â [7].
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Дуальное расслоение

Ïóñòü (𝐸, 𝑀, 𝜋) � ãëàäêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà 𝑘. Îáîçíà÷èì

E* :=
∐︁
𝑝∈𝑀

𝐸*
𝑝 ,

ãäå𝐸*
𝑝 � äóàëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ê𝐸𝑝. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝜋* : 𝐸* →𝑀 ïðàâèëîì: (𝑝, 𝑣) ↦→ 𝑝. Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (𝐸*, 𝑀, 𝜋*)
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà 𝑘. Ôóíêöèÿ ïåðåõîäà
𝜏 * ïîñòðîåííîé ñòðóêòóðû èìååò âèä 𝜏 *(𝑝) = (𝜏(𝑝))−T, ãäå 𝜏 � ôóíêöèÿ
ïåðåõîäà ðàññëîåíèÿ (𝐸, 𝑀, 𝜋).

Определение 10.26. Векторное расслоение (𝐸*, 𝑀, 𝜋*) называется
дуальным к (𝐸, 𝑀, 𝜋).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ äóàëüíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ, êîêàñàòåëü-
íîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ âñåãî ëèøü äóàëüíûì ê êàñàòåëüíîìó ðàññëîå-
íèþ.

Сумма Уитни

Ïóñòü (𝐸1, 𝑀, 𝜋1) è (𝐸2, 𝑀, 𝜋2) � ãëàäêèå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ
ðàíãîâ 𝑘1 è 𝑘2 íàä îäíîé è òîé æå áàçîé 𝑀 . Îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî
𝐸1 ⊕ 𝐸2 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝐸1 ⊕ 𝐸2 :=
∐︁
𝑝∈𝑀

(𝐸1; 𝑝 ⊕ 𝐸2; 𝑝),

ãäå 𝐸𝑖; 𝑝 = 𝜋−1
𝑖 ({𝑝}). Çíàê ⊕ â 𝐸1; 𝑝 ⊕ 𝐸2; 𝑝 ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèåé âíåøíåé

ïðÿìîé ñóììû: êàæäûé ýëåìåíò 𝐸1; 𝑝⊕𝐸2; 𝑝 ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷åííîé ïà-
ðîé (𝑣1, 𝑣2), ãäå 𝑣𝑖 ∈ 𝐸𝑖; 𝑝. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå 𝜋 : 𝐸1 ⊕ 𝐸2 → 𝑀
ïðàâèëîì: (𝑝, 𝑣) ↦→ 𝑝. Òîãäà óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (𝐸1 ⊕ 𝐸2, 𝑀, 𝜋)
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà 𝑘1 + 𝑘2.

Определение 10.27. Векторное расслоение (𝐸1⊕𝐸2, 𝑀, 𝜋) называется
суммой Уитни расслоений (𝐸1, 𝑀, 𝜋1) и (𝐸2, 𝑀, 𝜋2).
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Тензорное произведение расслоений

Ïóñòü (𝐸1, 𝑀, 𝜋1) è (𝐸2, 𝑀, 𝜋2) � ãëàäêèå âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ
ðàíãîâ 𝑘1 è 𝑘2 íàä îäíîé è òîé æå áàçîé 𝑀 . Îáîçíà÷èì

𝐸1 ⊗ 𝐸2 :=
∐︁
𝑝∈𝑀

(𝐸1; 𝑝 ⊗ 𝐸2; 𝑝),

ãäå 𝐸𝑖; 𝑝 = 𝜋−1
𝑖 ({𝑝}). Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå 𝜋 : 𝐸1 ⊗ 𝐸2 → 𝑀 àíà-

ëîãè÷íî ïðåäûäóùèì ñëó÷àÿì. Óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (𝐸1 ⊗ 𝐸2, 𝑀, 𝜋)
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà 𝑘1𝑘2.

Определение 10.28. Векторное расслоение (𝐸1⊗𝐸2, 𝑀, 𝜋) называется
тензорным произведением расслоений (𝐸1, 𝑀, 𝜋1) и (𝐸2, 𝑀, 𝜋2).

«Pullback»-расслоение

Ïóñòü (𝐸, 𝑁, 𝜋) � ãëàäêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå, 𝑀 � ãëàäêîå ìíî-
ãîîáðàçèå, à 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀 ; 𝑁) � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå. Îòîáðàæåíèå 𝑓 ïî
èñõîäíîìó ðàññëîåíèþ (𝐸, 𝑁, 𝜋) îïðåäåëÿåò íîâîå âåêòîðíîå ðàññëîå-
íèå (𝑓 *𝐸, 𝑀, 𝜋*), íàçûâàåìîå «pullback»-расслоением [7]. Òîòàëüíîå
ïðîñòðàíñòâî òàêîãî ðàññëîåíèÿ ïðåäñòàâëåíî ìíîæåñòâîì

𝑓 *𝐸 := {(𝑝, 𝑥) ∈𝑀 × 𝐸 | 𝑓(𝑝) = 𝜋(𝑥)} =
⋃︁
𝑝∈𝑀

{𝑝} × 𝐸𝑓(𝑝),

à ïðîåêöèÿ 𝜋* : 𝑓 *𝐸 → 𝑀 îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì 𝜋*(𝑝, 𝑥) := 𝑝. Òàêèì
îáðàçîì, ñëîé íàä òî÷êîé 𝑝 èìååò âèä

(𝑓 *𝐸)𝑝 = {𝑝} × 𝐸𝑓(𝑝).

5.4. Векторные расслоения высокого ранга

Èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
è ïîñòðîåííûå êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 è 𝑇 *𝑀 , ìîæ-
íî îïðåäåëèòü íîâûå ðàññëîåíèÿ èç ñîâîêóïíîñòè ¾áàøåí¿ íàä ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì𝑀 (ñ êðàåì èëè áåç). Ñðåäè òàêèõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé
ìîæíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå [2]:
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∙ Ðàññëîåíèå êîíòðàâàðèàíòíûõ 𝑘-òåíçîðîâ ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì

𝑇 𝑘(𝑇𝑀) =
∐︁
𝑝∈𝑀

𝑇 𝑘(𝑇𝑝𝑀).

∙ Ðàññëîåíèå êîâàðèàíòíûõ 𝑘-òåíçîðîâ ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì

𝑇 𝑘(𝑇 *𝑀) =
∐︁
𝑝∈𝑀

𝑇 𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀).

∙ Ðàññëîåíèå ñìåøàííûõ (𝑘, 𝑙)-òåíçîðîâ ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì

𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑀) =
∐︁
𝑝∈𝑀

𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑝𝑀).

∙ Ðàññëîåíèå âíåøíèõ 𝑘-ôîðì ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì

Λ𝑘(𝑇 *𝑀) =
∐︁
𝑝∈𝑀

Λ𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀).

5.5. Сечения векторных расслоений

Âåêòîðíûå è òåíçîðíûå ïîëÿ ìîãóò áûòü ôîðìàëèçîâàíû êàê ñå÷å-
íèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Ïóñòü (E, 𝑀, 𝜋) � ãëàäêîå
âåêòîðíîå ðàññëîåíèå.

Определение 10.29. Локальное сечение 𝐸 — это непрерывное отоб-
ражение 𝜎 : 𝑈 → 𝐸, заданное на открытом подмножестве 𝑈 ⊂ 𝑀 и
удовлетворяющее условию 𝜋 ∘ 𝜎 = Id𝑈 .

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ:

∀𝑝 ∈ 𝑈 : 𝜎(𝑝) ∈ 𝐸𝑝.

Åñëè 𝑈 = 𝑀 , òî 𝜎 íàçûâàåòñÿ глобальным сечением 𝐸. Ìû èìå-
åì äåëî ñ гладкими ëîêàëüíûìè è ãëîáàëüíûìè ñå÷åíèÿìè. Ãëàäêîñòü
ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèé ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîá-
ðàçèÿìè (ñì. ðàçäåë 2.).
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Ìíîæåñòâî âñåõ ãëàäêèõ ãëîáàëüíûõ ñå÷åíèé ãëàäêîãî âåêòîðíîãî
ðàññëîåíèÿ (𝐸, 𝑀, 𝜋) ìîæåò áûòü ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé âåùåñòâåííîãî
âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, åñëè íà íåì ïîòî÷å÷íî îïðåäåëèòü îïåðàöèè
ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð:

(𝜎1 + 𝜎2)(𝑝) := 𝜎1(𝑝) + 𝜎2(𝑝),

(𝜆𝜎1)(𝑝) := 𝜆𝜎1(𝑝),

ãäå 𝜎1, 𝜎2 � ãëàäêèå ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ 𝐸, à 𝜆 ∈ R. Ïîëó÷åííîå âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Sec(𝐸). Åãî íóëåì ÿâëÿåòñÿ íóëåâîå
ñå÷åíèå 𝑝 ↦→ 0 ∈ 𝐸𝑝.

Äëÿ ñå÷åíèÿ 𝜎 ∈ Sec(𝐸) è ôóíêöèè 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) ìîæíî îïðåäåëèòü
èõ ïðîèçâåäåíèå

𝑓𝜎 : 𝑀 → 𝐸, (𝑓𝜎)(𝑝) := 𝑓(𝑝)𝜎(𝑝).

Ïîñòðîåííàÿ îïåðàöèÿ ïðåâðàùàåò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Sec(𝐸) â ìî-
äóëü íàä àëãåáðîé 𝐶∞(𝑀) [2]. Ìû ÷àñòî èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå 𝜎𝑝 äëÿ
çíà÷åíèÿ ñå÷åíèÿ 𝜎 â òî÷êå 𝑝, òî åñòü, 𝜎𝑝 := 𝜎(𝑝).

Ãëàäêèå ñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîãî è êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèé 𝑇𝑀 è
𝑇 *𝑀 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ñå÷åíèé, îáñóæäàåìûõ âûøå. Ìû
èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ïðîñòðàíñòâ ýòèõ ñå÷åíèé:

Vec(𝑀) := Sec(𝑇𝑀), CVec(𝑀) := Sec(𝑇 *𝑀).

Ñëåäóÿ ïðèíÿòîé òåðìèíîëîãèè, ìû íàçûâàåì ýëåìåíòû ìîäóëÿ Vec(𝑀)
векторными полями, à ýëåìåíòû CVec(𝑀) � ковекторными по-
лями. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Vec(𝑀) áîëåå ïîäðîáíî. Êàæäîå âåêòîðíîå
ïîëå 𝑢 ∈ Vec(𝑀) è ôóíêöèÿ 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) ïîðîæäàþò íîâóþ ôóíêöèþ
𝑢(𝑓) ∈ 𝐶∞(𝑀):

𝑢(𝑓)(𝑝) := 𝑢𝑝([𝑓 ]𝑝).

Çäåñü [𝑓 ]𝑝 îçíà÷àåò ðîñòîê 𝑓 â òî÷êå 𝑝 (ñì. ðàçäåë 4.1.). Òàêîå îïðåäåëå-
íèå ïîçâîëÿåò ââåñòè ñêîáî÷íóþ îïåðàöèþ [·, ·] : Vec(𝑀) × Vec(𝑀) →
Vec(𝑀) ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèÿ

[𝑢, 𝑣]𝑓 := 𝑢(𝑣𝑓)− 𝑣(𝑢𝑓). (10.5.1)

Определение 10.30. Операция (10.5.1) называется коммутатором
или скобкой Ли.
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Ñêîáêà Ëè èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà [1, 2]:

(i) Билинейность. Äëÿ 𝛼, 𝛽 ∈ R è 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ Vec(𝑀) èìååì

[𝛼𝑢+ 𝛽𝑣, 𝑤] = 𝛼[𝑢, 𝑤] + 𝛽[𝑣, 𝑤],

[𝑢, 𝛼𝑣 + 𝛽𝑤] = 𝛼[𝑢, 𝑣] + 𝛽[𝑢, 𝑤].

(ii) Антисимметричность. Äëÿ 𝑢, 𝑣 ∈ Vec(𝑀):

[𝑢, 𝑣] = −[𝑣, 𝑢].

(iii) Тождество Якоби. Åñëè 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ Vec(𝑀), òî

[𝑢, [𝑣, 𝑤]] + [𝑣, [𝑤, 𝑢]] + [𝑤, [𝑢, 𝑣]] = 0.

(iv) Åñëè 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀) è 𝑢, 𝑣 ∈ Vec(𝑀), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[𝑓𝑢, 𝑔𝑣] = 𝑓𝑔[𝑢, 𝑣] + 𝑓𝑢(𝑔)𝑣 − 𝑔𝑣(𝑓)𝑢. (10.5.2)

Замечание 10.3. Если ℎ ∈ 𝐶∞(𝑀) — произвольная функция, то

[𝑓𝑢, 𝑔𝑣]ℎ = 𝑓𝑔(𝑢(𝑣(ℎ))− 𝑣(𝑢(ℎ))) + 𝑓𝑢(𝑔)𝑣ℎ− 𝑔𝑣(𝑓)𝑢ℎ =

= (𝑓𝑔[𝑢, 𝑣] + (𝑓𝑢(𝑔)𝑣 − 𝑔𝑣(𝑓)𝑢)ℎ.

Это соотношение, совместно с (10.5.1), влечет (10.5.2).

Îïåðàöèÿ ⟨·, ·⟩𝑝, êîòîðàÿ áûëà îïðåäåëåíà äëÿ ýëåìåíòîâ êàñàòåëüíî-
ãî è êîêàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâ (ñì. ðàçäåë 4.4.), ìîæåò áûòü îáîáùåíà
íà ñå÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

⟨·, ·⟩ : CVec(𝑀)× Vec(𝑀) → R, ⟨𝜈, 𝑢⟩ := ⟨𝜈𝑝, 𝑢𝑝⟩𝑝.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü áèëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
⌞, ⌟:

⌞ : (𝑢⊗𝜗, 𝑣) ↦→ 𝑢⊗𝜗 ⌞ 𝑣 = ⟨𝜗, 𝑣⟩𝑢, ⌟ : (𝑣, 𝜗⊗𝑢) ↦→ 𝑣 ⌟𝜗⊗𝑢 = ⟨𝜗, 𝑣⟩𝑢.

Çäåñü 𝑢 � ãëàäêîå ñå÷åíèå âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ, à 𝑣, 𝜗 � âåêòîðíîå è
êîâåêòîðíîå ïîëÿ.
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Определение 10.31. Гладкое сечение расслоения Λ𝑘(𝑇 *𝑀) внешних
𝑘-форм называется дифференциальной 𝑘-формой или, просто, 𝑘-
формой.

Ïðîñòðàíñòâî âñåõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 𝑘-ôîðì îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

Ω𝑘(𝑀) := Sec(Λ𝑘(𝑇 *𝑀)).

Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì îïðåäåëÿåòñÿ êàê

(𝜔 ∧ 𝜂)𝑝 := 𝜔𝑝 ∧ 𝜂𝑝.

Â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñèìâîë ∧ ïðåäñòàâëÿåò îïåðà-
öèþ (2.5.1), äåéñòâóþùóþ ìåæäó âíåøíèìè ôîðìàìè, à â ëåâîé ÷àñòè
ñèìâîë ∧ îçíà÷àåò íîâóþ îïåðàöèþ ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìà-
ìè.

Åñëè 𝜔 ∈ Ω𝑘(𝑀) è 𝑢 ∈ Vec(𝑀), òî ìîæíî îïðåäåëèòü (𝑘 − 1)-ôîðìó
𝑢 ⌟𝜔 ∈ Ω𝑘(𝑀) ðàâåíñòâîì

𝑝 ↦→ (𝑢 ⌟𝜔)𝑝, (𝑢 ⌟𝜔)𝑝(𝑣1, . . . , 𝑣𝑘−1) := 𝜔𝑝(𝑢𝑝, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘−1).

Определение 10.32. Дифференциальная форма 𝑢 ⌟𝜔 называется
внутренним произведением 𝜔 на 𝑢.

Â ðàáîòå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå

𝑖𝑢𝜔 := 𝑢 ⌟𝜔.

5.6. Гомоморфизмы векторных расслоений

Определение

Ïóñòü (𝐸1, 𝑀1, 𝜋1) è (𝐸2, 𝑀2, 𝜋2) � äâà ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ðàññëî-
åíèÿ. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ èç 𝐸1 â 𝐸2, êîòîðûå ïðåîáðàçóþò ñëîè
â ñëîè. Ïîñêîëüêó ñëîè ïðåäñòàâëåíû âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, òî
îæèäàåòñÿ, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ýòèõ îòîáðàæåíèé íà ñëîè ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíûìè. Âìåñòå ñ òåì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ, ïðåîáðàçóþùåãî
ñëîé 𝐸1; 𝑝 â ñëîé 𝐸2; 𝑞, íåîáõîäèìà èíôîðìàöèÿ î òîì, êàêàÿ èìåííî òî÷êà
𝑞 ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîé òî÷êå 𝑝. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþ-
ùåìó îïðåäåëåíèþ [2].
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Определение 10.33. Непрерывное отображение 𝐹 : 𝐸1 → 𝐸2 назы-
вается гомоморфизмом векторных расслоений, если существует
отображение 𝑓 : 𝑀1 →𝑀2, удовлетворяющее следующим свойствам:

(a) 𝜋2 ∘ 𝐹 = 𝑓 ∘ 𝜋1, то есть, диаграмма коммутативна:

𝐸1 𝐸2

𝑀1 𝑀2

𝐹

𝜋1 𝜋2

𝑓
,

(b) для каждой точки 𝑝 ∈ 𝑀1 ограничение 𝐹 |𝐸1; 𝑝
: 𝐸1; 𝑝 → 𝐸2; 𝑓(𝑝) яв-

ляется линейным отображением.

Предложение 10.4. Отображение 𝑓 определения гомоморфизма век-
торных расслоений является единственным и непрерывным.

Доказательство. Ïóñòü 𝑓1, 𝑓2 � îòîáðàæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ãîìî-
ìîðôèçìó ðàññëîåíèé 𝐹 . Âûáåðåì íåêîòîðîå ñå÷åíèå 𝜎 : 𝑀1 → 𝐸1 (íà-
ïðèìåð, íóëåâîå ñå÷åíèå). Òîãäà ðàâåíñòâà 𝜋2 ∘𝐹 = 𝑓𝑖 ∘𝜋1 è 𝜋1 ∘𝜎 = Id𝑀1

âëåêóò 𝑓𝑖 = 𝜋2 ∘ 𝐹 ∘ 𝜎, 𝑖 = 1, 2. Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, îçíà÷àåò íåïðåðûâ-
íîñòü è åäèíñòâåííîñòü 𝑓 .

Â ðàáîòå ìû èìååì äåëî òîëüêî ñ ãëàäêèìè ãîìîìîðôèçìàìè âåêòîð-
íûõ ðàññëîåíèé: ãîìîìîðôèçì 𝐹 âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êèì îòîáðàæåíèåì ìåæäó ãëàäêèìè ìíîãîîáðàçèÿìè 𝐸1 è 𝐸2.

Определение 10.34. Если биективное отображение 𝐹 : 𝐸1 → 𝐸2

является гладким гомоморфизмом векторных расслоений, и обратное
к нему также является гладким гомоморфизмом, то будем называть
𝐹 изоморфизмом векторных расслоений.

Глобальное касательное отображение

Ïóñòü 𝑀 è 𝑁 � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, à 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀 ; 𝑁) � ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå. Îíî îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî (𝑇𝑝𝑓)𝑝∈𝑀 êàñàòåëüíûõ îòîáðà-
æåíèé (ñì. ðàçäåë 4.2.) 𝑇𝑝𝑓 : 𝑇𝑝𝑀 → 𝑇𝑝𝑁 .
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Определение 10.35. Глобальное касательное отображение —
это отображение 𝑇𝑓 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑁 между касательными расслоения-
ми, сужение которого на каждое касательное пространство 𝑇𝑝𝑀 есть
𝑇𝑝𝑓 .

Îòîáðàæåíèå 𝑇𝑓 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì, ïîñêîëüêó â íàòóðàëüíûõ êîîð-
äèíàòàõ îíî èìååò âèä ̃︁𝑇𝑓(𝑥𝑖, 𝑢𝑖) = (𝑦𝑖, 𝑢𝑗𝜕𝑥𝑗𝑦

𝑖),

ãäå 𝑦𝑖(𝑥𝑗)� êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑓 . Ïî ïîñòðîåíèþ, îòîáðàæåíèå
𝑇𝑓 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé.

5.7. «Pullback» и «pushforward»

Ïóñòü𝑀 è 𝑁 � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, à 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 � ãëàäêîå îòîá-
ðàæåíèå. Íàïðèìåð, â ðàìêàõ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà,𝑀 ìîæåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü òåëî, 𝑁 � ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝑓 � êîíôèãóðàöèþ. Îïðåäå-
ëåíèå ïîëåé íà𝑀 äàåò ìàòåðèàëüíîå îïèñàíèå, à îïðåäåëåíèå ïîëåé íà𝑁
� ïðîñòðàíñòâåííîå îïèñàíèå. ¾Pullback¿ è ¾pushforward¿ ïðåäñòàâëÿþò
êëàññ ïðåîáðàçîâàíèé èç ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñàíèÿ â ìàòåðèàëüíîå, è
íàîáîðîò.

Случай векторного поля

Ïóñòü 𝑓 � äèôôåîìîðôèçì. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ

𝑓 * : Vec(𝑁) → Vec(𝑀),

𝑓* : Vec(𝑀) → Vec(𝑁).

Ïåðâîå îòîáðàæåíèå, 𝑓 *, äåéñòâóÿ íà âåêòîðíîå ïîëå 𝑢 ∈ Vec(𝑁), äàåò
âåêòîðíîå ïîëå

𝑓 *𝑢 := (𝑇𝑓−1) ∘ 𝑢 ∘ 𝑓 ∈ Vec(𝑀).

Определение 10.36. Поле 𝑓 *𝑢 называется «pullback» векторного
поля 𝑢 относительно 𝑓 .

Âòîðîå îòîáðàæåíèå, 𝑓*, àññîöèèðóåò ñ êàæäûì âåêòîðíûì ïîëåì 𝑢 ∈
Vec(𝑀) âåêòîðíîå ïîëå

𝑓*𝑢 := (𝑇𝑓) ∘ 𝑢 ∘ 𝑓−1 ∈ Vec(𝑁).
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Определение 10.37. Поле 𝑓*𝑢 называется «pushforward» вектор-
ного поля 𝑢 относительно 𝑓 .

Îïðåäåëåíèÿ ¾pullback¿ è ¾pushforward¿ èëëþñòðèðóþòñÿ êîììóòà-
òèâíûìè äèàãðàììàìè

𝑀 𝑁

𝑇𝑀 𝑇𝑁

𝑓

𝑓 *𝑢 𝑢

𝑇𝑓−1

𝑀 𝑁

𝑇𝑀 𝑇𝑁

𝑓−1

𝑢 𝑓*𝑢

𝑇𝑓

Ïî îïðåäåëåíèþ, 𝑓 * è 𝑓* ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè è (𝑓 *)−1 = 𝑓*.

Случай ковекторного поля

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝑓 * : CVec(𝑁) → CVec(𝑀),

êîòîðîå êàæäîìó êîâåêòîðíîìó ïîëþ 𝜈 ∈ CVec(𝑁) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
êîâåêòîðíîå ïîëå 𝑓 *𝜈 ∈ CVec(𝑀), äåéñòâóþùåå íà êàñàòåëüíûé âåêòîð
𝑢 ∈ 𝑇𝑀 ïî çàêîíó 𝑓 *𝜈(𝑢) := 𝜈 ⌞𝑇𝑓(𝑢).

Определение 10.38. Ковекторное поле 𝑓 *𝜈 называется «pullback»
поля 𝜈 относительно 𝑓 .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓 ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Îòîáðàæå-
íèå

𝑓* : CVec(𝑀) → CVec(𝑁),

äåéñòâóåò ïîäîáíî îáðàòíîìó ê 𝑓 *: äëÿ êàæäîãî êîâåêòîðíîãî ïîëÿ 𝜈 ∈
CVec(𝑀) èìååì 𝑓*𝜈 := (𝑓−1)*𝜈.

Определение 10.39. Ковекторное поле 𝑓*𝜈 называется «pushforward»
поля 𝜈 относительно 𝑓 .
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Случай 𝑘-формы

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝑓 * : Ω𝑘(𝑁) → Ω𝑘(𝑀),

äåéñòâóþùåå íà 𝑘-ôîðìó 𝜔 ∈ Ω𝑘(𝑁) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ òî÷êè
𝑝 ∈ 𝑀 çíà÷åíèå (𝑓 *𝜔)𝑝 íà êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑘 ∈ 𝑇𝑝𝑀
èìååò âèä

(𝑓 *𝜔)𝑝(𝑢1, . . . , 𝑢𝑘) := 𝜔𝑓(𝑝)(𝑇𝑓(𝑢1), . . . , 𝑇 𝑓(𝑢𝑘)).

Определение 10.40. Дифференциальная 𝑘-форма 𝑓 *𝜔 называется
«pullback» дифференциальной формы 𝜔 относительно 𝑓 .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑓 � äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà îòîáðàæåíèå

𝑓* : Ω𝑘(𝑀) → Ω𝑘(𝑁),

äëÿ êàæäîé 𝑘-ôîðìû 𝜔 ∈ Ω𝑘(𝑀) äàåò 𝑓*𝜔 := (𝑓−1)*𝜔.

Определение 10.41. Дифференциальная 𝑘-форма 𝑓*𝜔 называется
«pushforward» дифференциальной формы 𝜔 относительно 𝑓 .

Случай смешанного (𝑘, 𝑙)-тензорного поля

¾Pullback¿ è ¾pushforward¿ îáîáùàþòñÿ íà ñìåøàííûå òåíçîðû ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü 𝑓 � äèôôåîìîðôèçì. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝑓* : Sec(𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑀)) → Sec(𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑁)),

êîòîðîå äåéñòâóåò íà òåíçîðíûå ïîëÿ 𝑇 ∈ Sec(𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑀)). Äëÿ òî÷êè
𝑝 ∈ 𝑁 çíà÷åíèå îáðàçà, 𝑓*𝑇 , ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì

(𝑓*𝑇 )𝑝(𝜈1, . . . , 𝜈𝑘; 𝑢1, . . . , 𝑢𝑙) := 𝑇𝑓−1(𝑝)(𝑓
*𝜈1, . . . , 𝑓

*𝜈𝑘; 𝑓
*𝑢1, . . . , 𝑓

*𝑢𝑙),

äëÿ âñåõ 𝑢1, . . . , 𝑢𝑙 ∈ 𝑇𝑁 , 𝜈1, . . . , 𝜈𝑘 ∈ 𝑇 *𝑁 , 𝑓 *𝑢𝑖 = (𝑇𝑓−1)𝑢𝑖,
(𝑓 *𝜈𝑗)𝑣 = 𝜈𝑗(𝑇𝑓𝑣).

Определение 10.42. Смешанное тензорное поле 𝑓*𝑇 называется
«pushforward» тензорного поля 𝑇 относительно 𝑓 .
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Îòîáðàæåíèå

𝑓 * : Sec(𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑁)) → Sec(𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑀)),

äåéñòâóåò íà êàæäîå òåíçîðíîå ïîëå 𝑇 ∈ Sec(𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑁)) ïî ïðàâèëó

𝑓 *𝑇 = (𝑓−1)*𝑇.

Определение 10.43. Смешанное тензорное поле 𝑓 *𝑇 называется
«pullback» тензорного поля 𝑇 относительно 𝑓 .

Замечание 10.4. Заметим, что в определении «pushforward» мы брали
касательные векторы 𝑢𝑖 ∈ 𝑇𝑁 и отождествляли их с постоянными
полями. То есть,

𝑓 *𝑢𝑖|𝑓−1(𝑝) = ((𝑇𝑓−1) ∘ 𝑢𝑖 ∘ 𝑓)(𝑓−1(𝑝)) = (𝑇𝑓−1)𝑢𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘.

5.8. Интегральные кривые

Ëþáàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ 𝜒 : I → 𝑀 ïîðîæäàåò ïîëå âåêòîðîâ ñêî-
ðîñòè (10.4.12) 𝑡 ↦→ 𝜒′(𝑡). Îáðàòíî, ïóñòü çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå 𝑢 ∈
Vec(𝑀). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îïðåäåëåíèè êðèâîé, äëÿ êîòîðîé âåê-
òîðíîå ïîëå áóäåò ïîëåì âåêòîðîâ ñêîðîñòè [2].

Определение 10.44. Интегральной кривой векторного поля 𝑢
называется гладкая кривая 𝜒 : I →𝑀 , удовлетворяющая условию

∀𝑡 ∈ I : 𝜒′(𝑡) = 𝑢𝜒(𝑡).

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî 0 ∈ I. Òî÷êà 𝜒(0) íàçûâàåòñÿ на-
чальной точкой 𝜒.

Âîïðîñ îá îïðåäåëåíèè èíòåãðàëüíîé êðèâîé 𝜒, äëÿ êîòîðîé òî÷êà
𝑝 ∈𝑀 ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè. Äåéñòâè-
òåëüíî, âûáåðåì ãëàäêóþ êàðòó (𝑈, 𝜙), òàêóþ, ÷òî 𝑝 ∈ 𝑈 . Òîãäà, â ëî-
êàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, 𝜙 ∘𝜒(𝑡) = (𝜒1(𝑡), . . . , 𝜒𝑛(𝑡)) è 𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖. Ïðèõîäèì
ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ÎÄÓ:

𝑑𝜒𝑖

𝑑𝑡
= 𝑢𝑖(𝜒1, . . . , 𝜒𝑠), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì (𝜒1(0), . . . , 𝜒𝑛(0)) = 𝜙(𝑝). Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû
îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì èíòåðâàëå ]−𝜀, 𝜀[, äëÿ íåêîòîðîãî 𝜀 > 0. Êðèâàÿ
𝜒 : ]−𝜀, 𝜀[→𝑀 ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé âåêòîðíîãî ïîëÿ
𝑢 ñ íà÷àëîì â 𝑝.
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5.9. Гладкие реперы

Ïóñòü (𝐸, 𝑀, 𝜋) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà 𝑘, à 𝑈 �
îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî 𝑀 .

Определение 10.45. Упорядоченный набор (𝜀1, . . . , 𝜀𝑘) из 𝑘 гладких3

локальных сечений называется локальным репером 𝐸 над 𝑈 , если
для каждой точки 𝑝 ∈ 𝑈 значения (𝜀1(𝑝), . . . , 𝜀𝑘(𝑝)) образуют базис
𝑘-мерного векторного пространства 𝐸𝑝.

Ïóñòü 𝜎 � ëîêàëüíîå ñå÷åíèå, îïðåäåëåííîå íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå
𝑈 . Äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑈 èìååì 𝜎(𝑝) = 𝜎𝑖(𝑝)𝜀𝑖(𝑝), ãäå óïîðÿäî÷åííûé
íàáîð (𝜎1(𝑝), . . . , 𝜎𝑘(𝑝)) èç 𝑘 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì 𝑘 îòîáðàæåíèé 𝜎𝑖 : 𝑈 → R, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
компонентами сечения 𝜎 îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíîãî ðåïåðà (𝜀1, . . . , 𝜀𝑘).
Ãëàäêîñòü 𝜎 ýêâèâàëåíòíà ãëàäêîñòè êàæäîé èç êîìïîíåíò [2].

Ðàññìîòðèì ëîêàëüíûå ðåïåðû äëÿ ñòàíäàðòíûõ âåêòîðíûõ ðàññëî-
åíèé. Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 𝑈
ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé îáëàñòüþ, à (𝑥𝑖) � ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòàìè,
òîãäà:

∙ Касательное расслоение 𝑇𝑀 . Ðåïåð (𝜕𝑖)
𝑛
𝑖=1, îïðåäåëåííûé íà 𝑈

ïðàâèëîì 𝑝 ↦→ 𝜕𝑖|𝑝, íàçûâàåòñÿ координатным репером. Çäåñü
𝜕𝑖|𝑝 � ñèìâîëû, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (10.4.10). Äëÿ âåêòîðíîãî
ïîëÿ 𝑢 ∈ Vec(𝑈) èìååì 𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖.

∙ Кокасательное расслоение 𝑇 *𝑀 . Ðåïåð (𝑑𝑥𝑖)𝑛𝑖=1, çàäàííûé íà 𝑈
ïðàâèëîì 𝑝 ↦→ 𝑑𝑥𝑖|𝑝, íàçûâàåòñÿ координатным корепером.
Çäåñü 𝑑𝑥𝑖|𝑝 � ñèìâîëû, îïðåäåëåííûå ôîðìóëîé (10.4.13). Äëÿ êî-
âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝜈 ∈ CVec(𝑈) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå 𝜈 = 𝜈𝑖𝑑𝑥

𝑖.

∙ Расслоение внешних 𝑘-форм Λ𝑘(𝑇 *𝑀). Êîîðäèíàòû (𝑥𝑖) ïîðîæ-
äàþò ëîêàëüíûé ðåïåð (𝑑𝑥𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘)1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘⩽𝑛 íàä 𝑈 . Ýòîò
ðåïåð îïðåäåëåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑝 ↦→ 𝑑𝑥𝑖1|𝑝 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘|𝑝, 1 ⩽ 𝑖1 < 𝑖2 < . . . < 𝑖𝑘 ⩽ 𝑛.

3Поскольку мы работаем только с гладкими полями, то элементы кортежа
(𝜀1, . . . , 𝜀𝑘) также предполагаются гладкими.
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Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé 𝑘-ôîðìû 𝜔 ∈ Ω𝑘(𝑈) èìååì ðàçëîæåíèå

𝜔 =
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘⩽𝑛

𝜔𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝑑𝑥
𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘.

∙ Расслоение смешанных (𝑘, 𝑙)-тензоров 𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑀). Ëîêàëüíûé
ðåïåð íàä 𝑈 , ñîîòâåòñòâóþùèé (𝑥𝑖), ïðåäñòàâëåí ñîâîêóïíîñòüþ

(𝜕𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝜕𝑖𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑗1 ⊗ · · · ⊗ 𝑑𝑥𝑗𝑙)1⩽𝑖1, ..., 𝑖𝑘⩽𝑛, 1⩽𝑗1, ..., 𝑗𝑙⩽𝑛,

â êîòîðîé êàæäûé ýëåìåíò åñòü îòîáðàæåíèå

𝑝 ↦→ 𝜕𝑖1|𝑝 ⊗ · · · ⊗ 𝜕𝑖𝑘|𝑝 ⊗ 𝑑𝑥𝑗1|𝑝 ⊗ · · · ⊗ 𝑑𝑥𝑗𝑙|𝑝.

Äëÿ ñìåøàííîãî òåíçîðà 𝑇 ∈ Sec(𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑈)) ñïðàâåäëèâî ðàçëî-
æåíèå

𝑇 = 𝑇 𝑖1...𝑖𝑘 · · ·
· · · 𝑗1...𝑗𝑙 𝜕𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝜕𝑖𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑗1 ⊗ · · · ⊗ 𝑑𝑥𝑗𝑙.

Åñëè 𝑢 ∈ Vec(𝑀) è 𝜈 ∈ CVec(𝑀), òî ìû èñïîëüçóåì ñèìâîëüíûå ðà-
âåíñòâà 𝑢 = 𝑢𝑖𝜕𝑖 è 𝜈 = 𝜈𝑖𝑑𝑥

𝑖. Ýòè ðàâåíñòâà ïîëó÷àþò òî÷íûé ñìûñë, åñ-
ëè èõ ðàññìàòðèâàòü â ïðåäåëàõ êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòè. Åñëè ðàâåí-
ñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ â îáùèõ òî÷êàõ ïåðåñåêàþùèõñÿ êîîðäèíàòíûõ
îêðåñòíîñòåé, òî êîìïîíåíòû ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè (10.4.5), (10.4.14).
Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðíîãî ïî-
ëÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ðåïåð íàä âñåì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì
𝑀 . Ìû íàçûâàåì òàêîé ðåïåð глобальным репером. Â ÷àñòíîñòè, èìå-
åì ãëîáàëüíûé ðåïåð êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 . Åñëè òàêîé ðåïåð
ñóùåñòâóåò, òî ìíîãîîáðàçèå íàçûâàåòñÿ параллелизуемым. Íåîáõî-
äèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïàðàëëåëèçóåìîñòè ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëü-
íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ 𝑇𝑀 (òî åñòü äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò àòëàñ, ñîñòîÿùèé
èç îäíîé êàðòû) [2].

5.10. Голономные и неголономные реперы

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 � ëîêàëüíûé

ðåïåð êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä 𝑀 .
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Определение 10.46. Репер (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 называется голономным или ком-

мутирующим, если

[𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 0, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

В противном случае, репер (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 называется неголономным.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè (𝜕𝑖)
𝑛
𝑖=1 � êîîðäèíàòíûé ðåïåð, òî îí ÿâëÿåòñÿ ãî-

ëîíîìíûì: [𝜕𝑖, 𝜕𝑗] = 0. Âìåñòå ñ òåì, ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäå-
íèå [2].

Предложение 10.5. Если (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 — голономный репер, то локально,

в некоторой окрестности каждой точки его области определения,
можно ввести такие координаты (𝑥𝑖)𝑛𝑖=1, что 𝑒𝑖 = 𝜕𝑥𝑖 для любого
𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}.

5.11. Внешнее дифференцирование

Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) ôîðìóëà (10.4.15) îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå 𝑑𝑓 : 𝑝 ↦→
𝑑𝑓𝑝, òî åñòü, ýëåìåíò CVec(𝑀). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îïåðàöèþ

𝑑 : Ω0(𝑀) → Ω1(𝑀), 𝑓 ↦→ 𝑑𝑓,

ãäå Ω0(𝑀) := 𝐶∞(𝑀) è Ω1(𝑀) := CVec(𝑀).
Îïåðàöèÿ 𝑑 ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà íà ïðîèçâîëüíûå äèôôåðåíöè-

àëüíûå 𝑘-ôîðìû ñëåäóþùèì îáðàçîì [2].

Теорема 10.6. Пусть 𝑀 — гладкое многообразие размерности 𝑛 с кра-
ем или без. Тогда существуют единственные отображения

𝑑 : Ω𝑘(𝑀) → Ω𝑘+1(𝑀), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1,

которые удовлетворяют условиям:

(i) 𝑑(𝑎𝛼 + 𝑏𝛽) = 𝑎𝑑𝛼 + 𝑏𝑑𝛽, где 𝛼, 𝛽 ∈ Ω𝑘(𝑀) и 𝑎, 𝑏 ∈ R;

(ii) для 𝛼 ∈ Ω0(𝑀) поле 𝑑𝛼 : 𝑝 ↦→ 𝑑𝛼𝑝 определено формулой (10.4.15);

(iii) 𝑑(𝛼 ∧ 𝛽) = 𝑑𝛼 ∧ 𝛽 + (−1)𝑘𝛼 ∧ 𝑑𝛽, для 𝛼 ∈ Ω𝑘(𝑀) и 𝛽 ∈ Ω𝑙(𝑀);

(iv) 𝑑2𝛼 = 𝑑(𝑑𝛼) = 0, для всех 𝛼 ∈ Ω𝑘(𝑀).
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Определение 10.47. Отображения 𝑑 называются операциями внеш-
него дифференцирования. Для дифференциальной 𝑘-формы 𝛼 соот-
ветствующая ей (𝑘+1)-форма 𝑑𝛼 называется внешней производной
𝛼.

Замечание 10.5. В соответствии со свойствами (i)–(iv), внешняя
производная 𝑘-формы

𝛼 =
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘⩽𝑛

𝛼𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝑑𝑥
𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘,

имеет вид

𝑑𝛼 =
∑︁

1⩽𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘⩽𝑛

𝑑𝛼𝑖1𝑖2...𝑖𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘,

где 𝑑𝛼𝑖1𝑖2...𝑖𝑘 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝜕𝑖𝛼𝑖1𝑖2...𝑖𝑘𝑑𝑥
𝑖. Справедливо эквивалентное представ-

ление [5]:

𝑑𝛼 =
∑︁

1⩽𝑗1<...<𝑗𝑘+1⩽𝑛

(︃
𝑘+1∑︁
𝑎=1

(−1)𝑎+1
𝜕𝛼𝑗1... ̂︀𝑗𝑎...𝑗𝑘+1

𝜕𝑥𝑗𝑎

)︃
𝑑𝑥𝑗1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑗𝑘+1,

в котором символ̂︀ указывает на то, что соответствующий индекс
опускается.

Пример 10.1. Пусть 𝜔 ∈ Ω1(𝑀), 𝜔 = 𝜔𝑖𝑑𝑥
𝑖. Следуя свойствам опе-

рации внешнего дифференцирования 𝑑, указанным в Теореме 10.6, полу-
чим координатное выражение для 𝑑𝜔:

𝑑𝜔 = 𝑑(𝜔𝑗𝑑𝑥
𝑗) = 𝑑𝜔𝑗 ∧ 𝑑𝑥𝑗 + (−1)0𝜔𝑗 ∧ 𝑑2𝑥𝑗.

Здесь 𝑑𝜔𝑗 = 𝜕𝑖𝜔𝑗𝑑𝑥
𝑖, а 𝑑2𝑥𝑗 = 0. В этой связи,

𝑑𝜔 = 𝜕𝑖𝜔𝑗𝑑𝑥
𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗.

Представим полученное равенство в другой форме. В силу соотношения
𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑖 = 0, имеем

𝑑𝜔 =
∑︁
𝑖<𝑗

𝜕𝑖𝜔𝑗𝑑𝑥
𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 +

∑︁
𝑖>𝑗

𝜕𝑖𝜔𝑗𝑑𝑥
𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗.
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Преобразуем вторую сумму:∑︁
𝑖>𝑗

𝜕𝑖𝜔𝑗𝑑𝑥
𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 = −

∑︁
𝑖>𝑗

𝜕𝑖𝜔𝑗𝑑𝑥
𝑗 ∧ 𝑑𝑥𝑖.

Сделав замены индексов 𝑖 на 𝑗 и 𝑗 на 𝑖, получим, что∑︁
𝑖>𝑗

𝜕𝑖𝜔𝑗𝑑𝑥
𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 = −

∑︁
𝑖<𝑗

𝜕𝑗𝜔𝑖𝑑𝑥
𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗.

Тогда
𝑑𝜔 =

∑︁
𝑖<𝑗

(𝜕𝑖𝜔𝑗 − 𝜕𝑗𝜔𝑖)𝑑𝑥
𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗.

Пример 10.2. В качестве иллюстрации рассмотрим случай гладкого
многообразия 𝑀 размерности 𝑛 = 3.

1. Пусть 𝜔 ∈ Ω0(𝑀) = 𝐶∞(𝑀), тогда

𝑑𝜔 = 𝜕1𝜔 𝑑𝑥
1 + 𝜕2𝜔 𝑑𝑥

2 + 𝜕3𝜔 𝑑𝑥
3.

Получили 1-форму.
2. Пусть 𝜔 ∈ Ω1(𝑀), 𝜔 = 𝜔1𝑑𝑥

1 + 𝜔2𝑑𝑥
2 + 𝜔3𝑑𝑥

3, тогда

𝑑𝜔 = 𝑑𝜔1 ∧ 𝑑𝑥1 + (−1)0𝜔1 ∧ 𝑑2𝑥1+
+ 𝑑𝜔2 ∧ 𝑑𝑥2 + (−1)0𝜔2 ∧ 𝑑2𝑥2 + 𝑑𝜔3 ∧ 𝑑𝑥3 + (−1)0𝜔3 ∧ 𝑑2𝑥3.

Поскольку 𝑑2𝑥𝑖 = 0, а 𝑑𝜔𝑖𝑗 = 𝜕𝑘𝜔𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑘, то

𝑑𝜔 = (𝜕1𝜔1𝑑𝑥
1 + 𝜕2𝜔1𝑑𝑥

2 + 𝜕3𝜔1𝑑𝑥
3) ∧ 𝑑𝑥1+

+(𝜕1𝜔2𝑑𝑥
1+𝜕2𝜔2𝑑𝑥

2+𝜕3𝜔2𝑑𝑥
3)∧𝑑𝑥2+(𝜕1𝜔3𝑑𝑥

1+𝜕2𝜔3𝑑𝑥
2+𝜕3𝜔3𝑑𝑥

3)∧𝑑𝑥3.

Приводя подобные и учитывая равенства 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑖 = 0, 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 =
−𝑑𝑥𝑗 ∧ 𝑑𝑥𝑖, получаем 2-форму

𝑑𝜔 = (𝜕1𝜔2−𝜕2𝜔1)𝑑𝑥
1∧𝑑𝑥2+(𝜕1𝜔3−𝜕3𝜔1)𝑑𝑥

1∧𝑑𝑥3+(𝜕2𝜔3−𝜕3𝜔2)𝑑𝑥
2∧𝑑𝑥3.

3. Пусть 𝜔 ∈ Ω2(𝑀), 𝜔 = 𝜔12𝑑𝑥
1 ∧ 𝑑𝑥2 +𝜔13𝑑𝑥

1 ∧ 𝑑𝑥3 +𝜔23𝑑𝑥
2 ∧ 𝑑𝑥3.

Тогда

𝑑𝜔 = 𝑑𝜔12 ∧ 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 + 𝑑𝜔13 ∧ 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥3 + 𝑑𝜔23 ∧ 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3.
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Используя определение дифференциала скалярной функции и равенства
𝑑2𝑥𝑖 = 0, 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑖 = 0, получаем

𝑑𝜔 = 𝜕3𝜔12𝑑𝑥
3 ∧ 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 + 𝜕2𝜔13𝑑𝑥

2 ∧ 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥3 + 𝜕1𝜔23𝑑𝑥
1 ∧ 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3.

Наконец, в силу равенства 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 = −𝑑𝑥𝑗 ∧ 𝑑𝑥𝑖, приходим к выраже-
нию

𝑑𝜔 = (𝜕1𝜔23 − 𝜕2𝜔13 + 𝜕3𝜔12)𝑑𝑥
1 ∧ 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3.

Получили 3-форму.
4. 𝜔 ∈ Ω3(𝑀), 𝜔 = 𝑓 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3. Тогда

𝑑𝜔 = 𝑑𝑓 ∧ 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 =
= (𝜕1𝑓 𝑑𝑥

1 + 𝜕2𝑓 𝑑𝑥
2 + 𝜕3𝑓 𝑑𝑥

3) ∧ 𝑑𝑥1 ∧ 𝑑𝑥2 ∧ 𝑑𝑥3 = 0.

5.12. Риманова метрика и музыкальные изоморфиз-

мы

Ïóñòü𝑀 � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì èëè áåç. Èçìåðè-
òåëüíûé ïðèáîð, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëÿòü äëèíû âåêòîðîâ èç êàñàòåëü-
íîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑇𝑝𝑀 è óãëû ìåæäó íèìè, ïðåäñòàâëåí ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì íà 𝑇𝑝𝑀 . Íî â ðàçíûõ òî÷êàõ 𝑀 ýòîò ïðèáîð îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ðàçíîìó, è äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå çíà÷åíèÿ ïî-
ëÿ, çàäàííîãî íà âñåì ìíîãîîáðàçèè, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äîïîëíè-
òåëüíûå ñîîáðàæåíèÿ. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ðàçáèåíèþ åäèíèöû,
êîòîðîå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãëàäêîå ïîëå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé �
ðèìàíîâó ìåòðèêó.

Определение 10.48. Риманова метрика на 𝑀 — это гладкое се-
чение 𝑔 ∈ Sec(𝑇 *𝑀 ⊗ 𝑇 *𝑀), такое, что для каждой точки 𝑝 ∈ 𝑀
выполняются следующие аксиомы:

(𝑔1) ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑝𝑀 : 𝑔𝑝(𝑢, 𝑣) = 𝑔𝑝(𝑣, 𝑢);

(𝑔2) ∀𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 : 𝑔𝑝(𝑢, 𝑢) ⩾ 0;

(𝑔3) ∀𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑀 : (𝑔𝑝(𝑢, 𝑢) = 0, если и только если 𝑢 = 0).
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Замечание 10.6. Для каждого гладкого 𝑛-мерного многообразия 𝑀 (с
краем или без) существует риманова метрика [2]. Рассуждения, уста-
навливающие существование римановой метрики, используют два объ-
екта. Первый из них — это евклидова метрика 𝑔Eucl = 𝛿𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗 на
R𝑛, записанная в декартовых координатах. Выберем некоторый атлас
A = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 из гладкой структуры 𝑀 . Он порождает семей-
ство (𝑔𝛼)𝛼∈𝐼 отображений 𝑔𝛼 := 𝜙*

𝛼𝑔
Eucl; каждое из них является ри-

мановой метрикой на соответствующей координатной области карты
𝑈𝛼. Второй объект — гладкое разбиение единицы {𝑓𝛼}𝛼∈𝐼 , подчиненное
покрытию {𝑈𝛼}𝛼∈𝐼 . Оно позволяет «склеить» полученные римановы
метрики в глобальную риманову метрику 𝑔 =

∑︀
𝛼∈𝐼 𝑓𝛼𝑔𝛼 на 𝑀 .

Поскольку риманова метрика дает инструмент для геометриче-
ских измерений, то выбор метрики из всех возможных римановых
метрик на 𝑀 не является произвольным в физических приложениях
и основан на определенных физических рассуждениях.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑀 îòîáðàæåíèå 𝑢 ↦→ 𝑔𝑝(𝑢, ·) ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ 𝑇𝑝𝑀 è 𝑇 *

𝑝𝑀 . Ýòî ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèÿ (ïîñëîéíûå èçîìîðôèçìû) (·)♭ : 𝑇𝑀 → 𝑇 *𝑀
è (·)♯ : 𝑇 *𝑀 → 𝑇𝑀 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑇𝑀 ∋ 𝑢 ↦→ 𝑢♭ ∈ 𝑇 *
𝜋𝑡(𝑢)

𝑀 : ⟨𝑢♭, ·⟩𝜋𝑡(𝑢) = 𝑔𝜋𝑡(𝑢)(𝑢, ·);
𝑇 *𝑀 ∋ 𝜈 ↦→ 𝜈♯ ∈ 𝑇𝜋𝑐(𝜈)𝑀 : 𝑔𝜋𝑐(𝜈)(𝜈

♯, ·) = ⟨𝜈, ·⟩𝜋𝑐(𝜈).

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïîñòðîåííûìè îòîáðàæåíèÿìè èëëþñòðèðóþòñÿ
äèàãðàììàìè

𝑀

𝑇𝑀 𝑇 *𝑀

𝜋𝑡
𝜋
𝑐

(·)♭

𝑀

𝑇𝑀 𝑇 *𝑀

𝜋𝑡
𝜋
𝑐

(·)♯

Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòíûé ðåïåð (𝜕𝑖)
𝑛
𝑖=1 è ñîîòâåòñòâóþùèé êîðåïåð

(𝑑𝑥𝑖)𝑛𝑖=1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ïðåäñòàâëåíèÿì:

𝑢♭ = 𝑔𝑖𝑗𝑢
𝑗𝑑𝑥𝑖, 𝜈♯ = 𝑔𝑖𝑗𝜈𝑗𝜕𝑖,
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ãäå 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔(𝜕𝑖, 𝜕𝑗), à [𝑔𝑖𝑗] � ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ê [𝑔𝑖𝑗].
Åñëè 𝜈 = 𝑔(𝑢, ·), òî 𝑢♭ = 𝜈, 𝜈♯ = 𝑢 è 𝜈𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝑢

𝑗, 𝑢𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝜈𝑗. Äàëåå ìû
èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå 𝜈𝑖 = 𝑣𝑖. Òàêèì îáðàçîì, â êîîðäèíàòíîé íîòàöèè,
ìóçûêàëüíûå èçîìîðôèçìû ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê îïåðàöèè
ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñà.

Ìóçûêàëüíûå èçîìîðôèçìû ìîãóò áûòü îáîáùåíû íà òåíçîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îïåðàöèÿ (·)𝑘♭, 𝑘 ∈ N, îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì

(·)𝑘♭ : 𝑆1⊗ . . . 𝑆𝑘−1⊗ 𝑇𝑀 ⊗𝑆𝑘+1⊗𝑆𝑟 → 𝑆1⊗ . . . 𝑆𝑘−1⊗ 𝑇 *𝑀 ⊗𝑆𝑘+1⊗𝑆𝑟,

òî åñòü, 𝑇 𝑘♭(𝑓1, . . . , 𝑓𝑘−1, 𝑢, 𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑟) = 𝑇 (𝑓1, . . . , 𝑓𝑘−1, 𝑢
♭, 𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑟),

à îïåðàöèÿ (·)𝑘♯, 𝑘 ∈ N, îïðåäåëåíà êàê

(·)𝑘♯ : 𝑆1 ⊗ . . . 𝑆𝑘−1 ⊗ 𝑇 *𝑀 ⊗ 𝑆𝑘+1 ⊗ 𝑆𝑟 → 𝑆1 ⊗ . . . 𝑆𝑘−1 ⊗𝑀 ⊗ 𝑆𝑘+1 ⊗ 𝑆𝑟,

òî åñòü, 𝑇 𝑘♯(𝑓1, . . . , 𝑓𝑘−1, 𝜈, 𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑟) = 𝑇 (𝑓1, . . . , 𝑓𝑘−1, 𝜈
♯, 𝑓𝑘+1, . . . , 𝑓𝑟).

Çäåñü 𝑆𝑗 îáîçíà÷àåò ëèáî 𝑇𝑀 , ëèáî 𝑇 *𝑀 .
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå òåíçîðíûõ ïîëåé âòîðîãî ðàíãà èìååì ñëåäóþùèå

ðàçëîæåíèÿ:

∙ Ñëó÷àé 𝑇 = 𝑇 𝑖𝑗𝜕𝑖 ⊗ 𝜕𝑗:

𝑇 1♭ = 𝑔𝑘𝑖𝑇
𝑖𝑗𝑑𝑥𝑘 ⊗ 𝜕𝑗, 𝑇 · 𝑗

𝑘 · = 𝑔𝑘𝑖𝑇
𝑖𝑗.

∙ Ñëó÷àé 𝑇 = 𝑇𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗:

𝑇 1♯ = 𝑔𝑘𝑖𝑇𝑖𝑗𝜕𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑗, 𝑇 𝑘 ·· 𝑗 = 𝑔𝑘𝑖𝑇𝑖𝑗.

∙ Ñëó÷àé 𝑇 = 𝑇𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗:

𝑇 2♯ = 𝑔𝑘𝑗𝑇𝑖𝑗𝑑𝑥
𝑖 ⊗ 𝜕𝑘, 𝑇 ·𝑘

𝑖 · = 𝑔𝑘𝑗𝑇𝑖𝑗.

Ðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔 èíäóöèðóåò ïîëå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ìåæ-
äó ýëåìåíòàìè 𝑇 *𝑀 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáîçíà÷èì 𝑔(1) := 𝑔1♯2♯. Òî
åñòü,

𝑔(1) = 𝑔𝑖𝑗𝜕𝑖 ⊗ 𝜕𝑗.
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Äëÿ ëþáûõ êîâåêòîðîâ 𝜇, 𝜈 ∈ 𝑇 *𝑀 èìååì 𝑔(1)(𝜇, 𝜈) = 𝜇𝑖𝜈𝑗𝑔
𝑖𝑗. Â îáùåì

ñëó÷àå, ðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔 îïðåäåëÿåò ïîëå 𝑔(𝑘) âíóòðåííèõ ïðîèçâåäå-

íèé ìåæäó ýëåìåíòàìè Λ𝑘(𝑇 *𝑀). Ïóñòü 𝛼 =
∑︀

𝑖1<...<𝑖𝑘
𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝑒

𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑖𝑘
è 𝛽 =

∑︀
𝑗1<...<𝑗𝑘

𝛽𝑗1...𝑗𝑘𝑒
𝑗1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑗𝑘 � âíåøíèå 𝑘-ôîðìû. Òîãäà [11]

𝑔(𝑘)(𝛼, 𝛽) :=
∑︁

1⩽𝑖1<...<𝑖𝑘⩽𝑛
𝑗1, ..., 𝑗𝑘∈{1, ..., 𝑛}

𝑔𝑖1𝑗1 . . . 𝑔𝑖𝑘𝑗𝑘𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝛽𝑗1...𝑗𝑘.

5.13. Двухточечные тензоры

Ãðàäèåíò äåôîðìàöèè 𝐹 è ïåðâûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû�
Êèðõãîôà 𝑃 , âîçíèêàþùèå â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, ÿâëÿþòñÿ
ïðèìåðàìè äâóõòî÷å÷íûõ òåíçîðîâ. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ýòî îòìå÷à-
ëîñü â ðàáîòå [16]. Äëÿ îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ äâóõòî÷å÷íûõ òåíçîðîâ íà
ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ñïåöèàëüíîå ðàññëîåíèå �
ðàññëîåíèå äâóõòî÷å÷íûõ òåíçîðîâ4.

Расслоение двухточечных тензоров

Ïîíÿòèå ¾pullback¿-ðàññëîåíèÿ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âåêòîðíîå ðàñ-
ñëîåíèå, íàçûâàåìîå расслоением двухточечных тензоров. Åñëè 𝑀
è 𝑁 � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀 ; 𝑁), òî5 ìíîãîîáðàçèå

𝑇 (𝑟, 𝑠)𝑓 *𝑇𝑁 ⊗ 𝑇 (𝑘, 𝑙)𝑇𝑀,

ÿâëÿåòñÿ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì òàêîãî ðàññëîåíèÿ. Åãî áàçà ïðåä-
ñòàâëåíà ìíîãîîáðàçèåì 𝑀 , à ñëîé íàä 𝑝 èìååò âèä

{𝑝} ×
(︁
𝑇 (𝑟, 𝑠)(𝑇𝑓(𝑝)𝑁)⊗ 𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑝𝑀)

)︁
.

Êàæäûé ýëåìåíò 𝑇 (𝑟, 𝑠)𝑓 *𝑇𝑁 ⊗ 𝑇 (𝑘, 𝑙)𝑇𝑀 íàçûâàåòñÿ двухточечным
тензором над отображением 𝑓 [16, 17, 18, 19].

Âûáåðåì íåêîòîðîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî 𝑉 ⊂ N è îáîçíà÷èì 𝑈 =
𝑓−1(𝑉 ). Ïóñòü (𝐸𝛼), (𝐸

𝛼) ëîêàëüíûé ðåïåð è êîðåïåð ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 ,

4При построении такого расслоения мы следуем идее, изложенной в [17].
5Расслоение можно определить и по другому, например 𝑇 (𝑘, 𝑙)𝑇𝑀 ⊗ 𝑇 (𝑟, 𝑠)𝑓 *𝑇𝑁 .
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îïðåäåëåííûå íà 𝑈 , à (𝑒𝑖), (𝑒
𝑖) � ëîêàëüíûé ðåïåð è êîðåïåð ðàññëîåíèÿ

𝑇𝑁 , îïðåäåëåííûå íà 𝑉 . ×åðåç

𝑒𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝑒𝑖𝑟 ⊗ 𝑒𝑗1 ⊗ · · · ⊗ 𝑒𝑗𝑠 ⊗ 𝐸𝛼1
⊗ · · · ⊗ 𝐸𝛼𝑘

⊗ 𝐸𝛽1 ⊗ · · · ⊗ 𝐸𝛽𝑙,

ìû îáîçíà÷àåì ëîêàëüíîå ñå÷åíèå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå 𝑝 ∈ 𝑈 ñîïî-
ñòàâëÿåò ñìåøàííûé òåíçîð

𝑝 ↦→ 𝑒𝑖1|𝑞⊗· · ·⊗𝑒𝑖𝑟 |𝑞⊗𝑒𝑗1|𝑞⊗· · ·⊗𝑒𝑗𝑠|𝑞⊗𝐸𝛼1
|𝑝⊗· · ·⊗𝐸𝛼𝑘

|𝑝⊗𝐸𝛽1|𝑝⊗· · ·⊗𝐸𝛽𝑙|𝑝,

ãäå 𝑞 = 𝑓(𝑝). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ñå÷åíèé îáðàçóåò ëîêàëüíûé ðåïåð
ðàññëîåíèÿ 𝑇 (𝑟, 𝑠)𝑓 *𝑇𝑁 ⊗ 𝑇 (𝑘, 𝑙)𝑇𝑀 .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîëÿ äâóõòî÷å÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Íè-
æå ïðèâåäåíû âñåâîçìîæíûå âàðèàíòû òàêèõ ïîëåé:

𝑇 ∈ Sec(𝑓 *𝑇𝑁 ⊗ 𝑇 *𝑀), 𝑇 : 𝑝 ↦→ 𝑇 𝑖 ··𝛼 (𝑝)𝑒𝑖|𝑓(𝑝) ⊗ 𝐸𝛼|𝑝,
𝑇 ∈ Sec(𝑓 *𝑇𝑁 ⊗ 𝑇𝑀), 𝑇 : 𝑝 ↦→ 𝑇 𝑖𝛼· · (𝑝)𝑒𝑖|𝑓(𝑝) ⊗ 𝐸𝛼|𝑝,

𝑇 ∈ Sec(𝑓 *𝑇 *𝑁 ⊗ 𝑇 *𝑀), 𝑇 : 𝑝 ↦→ 𝑇 · ·
𝑖𝛼 (𝑝)𝑒

𝑖|𝑓(𝑝) ⊗ 𝐸𝛼|𝑝,
𝑇 ∈ Sec(𝑓 *𝑇 *𝑁 ⊗ 𝑇𝑀), 𝑇 : 𝑝 ↦→ 𝑇 ·𝛼

𝑖 · (𝑝)𝑒
𝑖|𝑓(𝑝) ⊗ 𝐸𝛼|𝑝.

(10.5.3)

Ðàññìîòðèì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò äâóõòî÷å÷íûõ òåíçîðîâ
âòîðîãî ðàíãà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ¾øòðèõîâàííûå¿ ðåïåðû, (𝐸 ′

𝛼), (𝑒
′
𝑖) è

¾íåøòðèõîâàííûå¿, (𝐸𝛼), (𝑒𝑖), ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè

𝐸 ′
𝛼 = Ω𝛽 ·

·𝛼𝐸𝛽, 𝑒′𝑖 = 𝜔𝑗 ··𝑖𝑒𝑗,

ãäå Ω : 𝑝 ↦→ Ω(𝑝) ∈ GL(dim𝑀 ; R) è 𝜔 : 𝑝 ↦→ 𝜔(𝑝) ∈ GL(dim𝑁 ; R) �
ãëàäêèå ïîëÿ îáðàòèìûõ ìàòðèö, îïðåäåëåííûå íà îòêðûòûõ ïîäìíîæå-
ñòâàõ 𝑀 è 𝑁 ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ êîðåïåðîâ èìååì ðàâåíñòâà

𝐸 ′𝛼 = (Ω−1)𝛼 ·
· 𝛽𝐸

𝛽, 𝑒′
𝑖
= (𝜔−1)𝑖 ··𝑗𝑒

𝑗.

Ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì ôîðìóëàì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò òåíçî-
ðîâ (10.5.3):

𝑇 ′𝑖 ·
·𝛼 = (𝜔−1)𝑖 ··𝑗Ω

𝛽 ·
·𝛼𝑇

𝑗 ·
·𝛽 , 𝑇 ′𝑖𝛼

· · = (𝜔−1)𝑖 ··𝑗(Ω
−1)𝛼 ·

· 𝛽𝑇
𝑗𝛽
· · ,

𝑇 ′ · ·
𝑖𝛼 = 𝜔𝑗 ··𝑖Ω

𝛽 ·
·𝛼𝑇

· ·
𝑗𝛽 , 𝑇 ′ ·𝛼

𝑖 · = 𝜔𝑗 ··𝑖(Ω
−1)𝛼 ·

· 𝛽𝑇
·𝛽
𝑗 · .
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Èìååòñÿ òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîëÿìè äâóõòî÷å÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî
ðàíãà è ãîìîìîðôèçìàìè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Ñëåäóþùèå êîììóòà-
òèâíûå äèàãðàììû èëëþñòðèðóþò äåéñòâèÿ ãîìîìîðôèçìîâ:

𝑇𝑀 𝑇𝑁

𝑀 𝑁

𝑇

𝜋𝑇𝑀 𝜋𝑇𝑁

𝑓

𝑇 *𝑀 𝑇𝑁

𝑀 𝑁

𝑇

𝜋𝑇 *𝑀 𝜋𝑇𝑁

𝑓

𝑇𝑀 𝑇 *𝑁

𝑀 𝑁

𝑇

𝜋𝑇𝑀 𝜋𝑇 *𝑁

𝑓

𝑇 *𝑀 𝑇 *𝑁

𝑀 𝑁

𝑇

𝜋𝑇 *𝑀 𝜋𝑇 *𝑁

𝑓

Íà êàæäîé èç äèàãðàìì ñèìâîë 𝑇 ïðåäñòàâëÿåò ãîìîìîðôèçì. Ïî îïðå-
äåëåíèþ, îãðàíè÷åíèå ãîìîìîðôèçìà íà ñëîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîá-
ðàæåíèåì. Â ýòîé ñâÿçè, èìååòñÿ ñëåäóþùåå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîò-
âåòñòâèå ìåæäó ãîìîìîðôèçìàìè è äâóõòî÷å÷íûìè òåíçîðàìè âòîðîãî
ðàíãà:

𝑇 : 𝑇𝑀 → 𝑇𝑁 ↔ 𝑇 ∈ Sec(𝑓 *𝑇𝑁 ⊗ 𝑇 *𝑀),

𝑇 : 𝑇 *𝑀 → 𝑇𝑁 ↔ 𝑇 ∈ Sec(𝑓 *𝑇𝑁 ⊗ 𝑇𝑀),

𝑇 : 𝑇𝑀 → 𝑇 *𝑁 ↔ 𝑇 ∈ Sec(𝑓 *𝑇 *𝑁 ⊗ 𝑇 *𝑀),

𝑇 : 𝑇 *𝑀 → 𝑇 *𝑁 ↔ 𝑇 ∈ Sec(𝑓 *𝑇 *𝑁 ⊗ 𝑇𝑀).

Транспонированный и ортогональный тензоры

Òðàíñïîíèðîâàííûé è îðòîãîíàëüíûé òåíçîðû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà. Îäèí èç ìíîãèõ ïðèìåðîâ � ïîëÿðíîå ðàçëîæå-
íèå Êîøè, èç êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ìåðû äåôîðìàöèé Êîøè�Ãðèíà.

Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé òðàíñïîíèðîâàííûé
òåíçîð 𝐹 T ê ãðàäèåíòó äåôîðìàöèè 𝐹 : S𝑅 → Lin(V; V), ãäå S𝑅 � îò-
ñ÷åòíàÿ ôîðìà, à V � òðàíñëÿöèîííîå ïðîñòðàíñòâî, îïðåäåëÿåòñÿ êàê
åäèíñòâåííîå ïîëå 𝐹 T : S𝑅 → Lin(V; V), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

∀𝑢, 𝑣 ∈ V : 𝑣 · 𝐹 x[𝑢] = 𝑢 · 𝐹 T
x[𝑣],
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äëÿ âñåõ x ∈ S𝑅. Îðòîãîíàëüíûé òåíçîð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå V
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 𝑄 ∈ Lin(V; V), ñîõðàíÿþùåå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

∀𝑢, 𝑣 ∈ V : 𝑄[𝑢] ·𝑄[𝑣] = 𝑢 · 𝑣.

Êàæäîå èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò åâêëèäîâó ñòðóê-
òóðó àññîöèèðîâàííîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V. Â ñëó÷àå ãëàäêèõ
ìíîãîîáðàçèé âìåñòî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëè-
áî ñâåðòêó ⟨·, ·⟩ âåêòîðà ñ êîâåêòîðîì, ëèáî ðèìàíîâó ìåòðèêó 𝑔. Ïî-
ñêîëüêó íèêàêîé àôôèííîé ñòðóêòóðû íå ïðåäïîëàãàåòñÿ, íåîáõîäèìî
ðàññìàòðèâàòü ÷åòûðå âîçìîæíûõ òèïà äâóõòî÷å÷íûõ òåíçîðîâ (10.5.3).
Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì îïðåäåëåíèÿì òðàíñïîíèðîâàííîãî è îðòîãî-
íàëüíîãî òåíçîðîâ [17, 19, 20].

Èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëåíèå òðàíñïîíèðîâàííîãî òåíçîðà ê ïåðâîìó èç
òåíçîðîâ, ïðåäñòàâëåííîìó â (10.5.3). Îíî ñîãëàñîâàíî ñ îïðåäåëåíèåì,
ïðèíÿòûì â [19], íî, âìåñòå ñ òåì, èìååò òåõíè÷åñêîå îòëè÷èå. Â öèòè-
ðóåìîé ñòàòüå îòîáðàæåíèå 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 (èëè, ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèÿì
ñòàòüè, 𝜙 : B → I) ïðåäïîëàãàëîñü áèåêòèâíûì. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíûì, ïîñêîëüêó ðàçâèâàåìàÿ òåî-
ðèÿ äîëæíà ïðèìåíÿòüñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà 𝑓 ÿâëÿåòñÿ êîíôèãóðàöèåé, òî
åñòü áèåêöèåé íà ñâîé îáðàç.

Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀 ; 𝑁). Ðàññìîòðèì ¾pullback¿-ðàññëîåíèå 𝜄*𝑓(𝑀)𝑇𝑁 .

Åãî áàçîé ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèå 𝑓(𝑀), à ñëîé íàä êàæäîé òî÷êîé 𝑝 ∈
𝑓(𝑀) ïðåäñòàâëåí ìíîæåñòâîì {𝑝} × 𝑇𝑝𝑁 . Òàêîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì 𝑇𝑁 íà 𝑓(𝑀).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ 𝑀 è 𝑁 ñíàáæåíû ðèìàíî-
âûìè ìåòðèêàìè 𝐺 è 𝑔. Äëÿ ñå÷åíèÿ 𝑇 ∈ Sec(𝑓 *𝑇𝑁 ⊗ 𝑇 *𝑀) îïðåäåëèì
åãî транспонирование êàê ïîëå äâóõòî÷å÷íûõ òåíçîðîâ6

𝑇T ∈ Sec(( ̂︀𝑓−1)*𝑇𝑀 ⊗ 𝜄*𝑓(𝑀)𝑇
*𝑁),

òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî 𝑥 ∈ 𝑓(𝑀) îòîáðàæåíèå 𝑇T
𝑥 ∈ Lin(𝑇𝑥𝑁 ; 𝑇𝑦𝑀),

ãäå 𝑦 = ̂︀𝑓−1(𝑥), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

∀𝑢 ∈ 𝑇𝑦𝑀 ∀𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑁 : 𝑔𝑥(𝑇𝑦𝑢, 𝑣) = 𝐺𝑦(𝑢, 𝑇
T
𝑥 𝑣). (10.5.4)

6Отображение ̂︀𝑓 : 𝑀 → 𝑓(𝑀) построено по отображению 𝑓 согласно правилу:̂︀𝑓(𝑝) := 𝑓(𝑝).



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß466 Ãë. 10. Àíàëèç íà ìíîãîîáðàçèÿõ

Äâóõòî÷å÷íûé òåíçîð 𝑇T ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí êàê ãîìîìîðôèçì âåê-
òîðíîãî ðàññëîåíèÿ:

𝑇T : 𝜄*𝑓(𝑀)𝑇𝑁 → 𝑇𝑀.

Îòìåòèì, ÷òî òàêîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî íå íà òîòàëüíîì ïðîñòðàí-
ñòâå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ (𝑇𝑓(𝑀), 𝑓(𝑀), 𝜋), à íà òîòàëüíîì ïðî-
ñòðàíñòâå ðàññëîåíèÿ (𝜄*𝑓(𝑀)𝑇𝑁, 𝑓(𝑀), 𝜋*). Ñâÿçü ìåæäó îòîáðàæåíèÿìè

𝑇T è ̂︀𝑓 èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà

𝜄*𝑓(𝑀)𝑇𝑁 𝑇𝑀

𝑓(𝑀) 𝑀

𝑇T

𝜋* 𝜋𝑇𝑀

̂︀𝑓−1

Ôîðìóëà äëÿ êîìïîíåíò òðàíñïîíèðîâàííîãî òåíçîðà íàïðÿìóþ ñëå-
äóåò èç (10.5.4). Åñëè 𝑇 (𝑥) = 𝑇 𝑖 ··𝛼 (𝑥)𝑒𝑖|𝑦⊗𝐸𝛼|𝑥, ãäå 𝑦 = 𝑓(𝑥), òî òîãäà 𝑇T

èìååò ñëåäóþùåå äèàäíîå ðàçëîæåíèå:

𝑇T(𝑦) = (𝑇T)𝛼·· 𝑖(𝑦)𝐸𝛼|𝑥 ⊗ 𝑒𝑖|𝑦,

â êîòîðîì (𝑇T)𝛼·· 𝑖(𝑦) = 𝑇T(𝐸𝛼|𝑥, 𝑒𝑖|𝑦). Ñîãëàñíî ôîðìóëå (10.5.4), â êîòî-
ðîé ïîëîæèì 𝑢 = 𝐸𝛼|𝑥, 𝑣 = 𝑒𝑗|𝑦, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

(𝐺)𝛼𝛽|𝑥(𝑇T)𝛽 ·· 𝑗(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗|𝑦𝑇 𝑖 ··𝛼 (𝑥).

Ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ

(𝑇T)𝛼·· 𝑖(𝑦) = 𝑔𝑖𝑗|𝑦𝐺𝛼𝛽|𝑥𝑇 𝑗 ··𝛽 (𝑥), (10.5.5)

ãäå 𝐺𝛼𝛽 = 𝐺(𝐸𝛼, 𝐸𝛽), à 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔(𝑒𝑖, 𝑒𝑗).
Ортогональный тензор 𝑄 îïðåäåëÿåòñÿ êàê äâóõòî÷å÷íûé òåíçîð

𝑄 ∈ Sec(𝑓 *𝑇𝑁 ⊗ 𝑇 *𝑀), óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó

∀𝑥 ∈𝑀 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 : 𝐺𝑥(𝑢, 𝑣) = 𝑔𝑓(𝑥)(𝑄𝑥𝑢, 𝑄𝑥𝑣). (10.5.6)

Èñïîëüçóÿ (10.5.4), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå 𝐺𝑥(𝑢, 𝑣) = 𝐺𝑥(𝑢, 𝑄𝑓(𝑥)
T𝑄𝑥𝑣),

äëÿ âñåõ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 . Ýòî âëå÷åò ðàâåíñòâî 𝐺𝑥(𝑢, (𝑄𝑓(𝑥)
T𝑄𝑥− Id𝑇𝑥𝑀)𝑣) =

0, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑥𝑀 . Òàêèì îáðàçîì, 𝑄𝑓(𝑥)
T𝑄𝑥 =

Id𝑇𝑥𝑀 , è ìû ïðèøëè ê ïðèâû÷íîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ îðòîãîíàëüíîãî
òåíçîðà.
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6. Ориентация и интегрирование на много-

образиях

6.1. Форма объема и ориентация гладкого многооб-

разия

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇𝑝𝑀 â òî÷êå 𝑝 ∈ 𝑀 ãëàäêîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ 𝑀 ðàçìåðíîñòè 𝑛 (ñ êðàåì èëè áåç) ÿâëÿåòñÿ 𝑛-ìåðíûì âåêòîð-
íûì ïðîñòðàíñòâîì è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåãî îïðåäåëåíî êëàññè÷åñêîå
ïîíÿòèå îðèåíòàöèè. Îðèåíòàöèÿ � ýòî îäèí èç äâóõ êëàññîâ ýêâèâà-
ëåíòíîñòè упорядоченных áàçèñîâ. Íàïîìíèì, ÷òî äâà óïîðÿäî÷åííûõ
áàçèñà ýêâèâàëåíòíû, åñëè èõ ìàòðèöà ïåðåõîäà èìååò ïîëîæèòåëüíûé
îïðåäåëèòåëü. Ïîíÿòèå îïðåäåëèòåëÿ òåñíî ñâÿçàíî ñ ïîíÿòèåì âíåø-
íåé 𝑛-ôîðìû è îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ íåíóëåâàÿ âíåøíÿÿ ôîðìà
𝜇 ∈ Λ𝑛(𝑇 *

𝑝𝑀) çàäàåò îðèåíòàöèþ íà 𝑇𝑝𝑀 [2]. Âûáèðàÿ îðèåíòàöèþ â
êàæäîì ïðîñòðàíñòâå 𝑇𝑝𝑀 , ïðèõîäèì ê ïîëþ îðèåíòàöèé, èëè, ýêâè-
âàëåíòíî, ê ïîëþ íåíóëåâûõ 𝑛-ôîðì. Òðåáîâàíèå ãëàäêîñòè ýòîãî ïîëÿ
ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ôîðìû îáúåìà.

Форма объема

Определение 10.49. Формой объема называется 𝑛-форма 𝜇 ∈
Ω𝑛(𝑀), такая, что 𝜇(𝑝) ̸= 0 для любой точки 𝑝 ∈𝑀 . Если для много-
образия существует форма объема, то оно называется ориентируе-
мым.

Äâå ôîðìû îáúåìà 𝜇1, 𝜇2 ∈ Ω𝑛(𝑀) íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), òàêàÿ, ÷òî 𝑓(𝑝) > 0 äëÿ ëþáîãî
𝑝 ∈ 𝑀 , è 𝜇1 = 𝑓𝜇2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè [11].

Определение 10.50. Ориентацией 𝑀 называется любой класс эк-
вивалентности [𝜇]. Ориентированным многообразием называется
упорядоченная пара (𝑀, [𝜇]).

Îðèåíòàöèÿ [𝜇] èíäóöèðóåò îðèåíòàöèþ íà êàæäîå êàñàòåëüíîå
ïðîñòðàíñòâî. Òî åñòü, êîðòåæ (𝑏𝑖)

𝑛
𝑖=1 â 𝑇𝑝𝑀 íàçûâàåòñÿ положи-

тельно (отрицательно) ориентированным îòíîñèòåëüíî 𝜇, åñëè
𝜇𝑝(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) > 0 (< 0).
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Íà îðèåíòèðîâàííîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî âûáðàòü êàðòû è ãëàäêèé
àòëàñ, ñîãëàñîâàííûå ñ îðèåíòàöèåé [𝜇].

Определение 10.51. Гладкая карта (𝑈, 𝜙) называется положи-
тельно ориентированной, если координатный репер (𝜕𝑖) поло-
жительно ориентирован, и отрицательно ориентированной, ес-
ли координатный репер отрицательно ориентирован. Гладкий атлас
{(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 называется ориентирующим, если для любых 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐼
функция замены координат 𝜙𝛽 ∘𝜙−1

𝛼 имеет положительный якобиан в
любой точке 𝜙𝛼(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽).

Îòìåòèì, ÷òî îðèåíòèðóþùèé àòëàñ îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ îðè-
åíòàöèþ íà ìíîãîîáðàçèè, â êîòîðîé êàæäàÿ êàðòà ýòîãî àòëàñà ïîëî-
æèòåëüíî îðèåíòèðîâàíà. Îáðàòíî, åñëè íà ìíîãîîáðàçèè 𝑀 âûáðàíà
íåêîòîðàÿ îðèåíòàöèÿ è ëèáî 𝜕𝑀 = ∅, ëèáî dim𝑀 > 1, òî ñîâîêóï-
íîñòü âñåõ îðèåíòèðîâàííûõ ãëàäêèõ êàðò ñîñòàâëÿåò îðèåíòèðóþùèé
àòëàñ íà ìíîãîîáðàçèè [1, 2].

Ориентация края

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè𝑀 ñ êðàåì âûáðàíà îðè-
åíòàöèÿ, òî åñòü, âûáðàíà ôîðìà îáúåìà 𝜇. Êðàé 𝜕𝑀 ìîæíî îðèåíòèðî-
âàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî îðèåíòàöèÿ áóäåò ñîãëàñîâàíà ñ îðèåíòàöèåé
[𝜇]. Âûáåðåì ïîëå 𝑝 ↦→ 𝑁(𝑝) ∈ 𝑇𝑝𝑀 ∖ 𝑇𝑝𝜕𝑀 âåêòîðîâ, íàïðàâëåííûõ íà-
ðóæó. Òîãäà (𝑛 − 1)-ôîðìà 𝜄*𝜕𝑀(𝑁 ⌟𝜇) ïðåäñòàâëÿåò ôîðìó îáúåìà íà
𝜕𝑀 è îíà îïðåäåëÿåò æåëàåìóþ îðèåíòàöèþ [2].

Риманова форма объема

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà 𝑀 âûáðàíà ðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔. Â êàæäîì
êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå 𝑇𝑝𝑀 ìîæíî ïîñòðîèòü îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ, ñëåäóÿ ïðîöåäóðå îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà �Øìèäòà. Ïóñòü 𝑀
îðèåíòèðîâàíî. Òîãäà â âûáðàííîé îðèåíòàöèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ ôîðìà îáúåìà 𝜇, äëÿ êîòîðîé 𝜇𝑝(𝑏1, . . . , 𝑏𝑛) = 1 äëÿ âñÿêîãî ïî-
ëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà 𝑇𝑝𝑀 [2]. Â
îðèåíòèðîâàííîé ãëàäêîé êàðòå,

𝜇 =
√
𝑔 𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛, 𝑔 = det [𝑔𝑖𝑗].

Ìû îáîçíà÷àåì ýòó äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ÷åðåç 𝑑𝑉 .
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Определение 10.52. Дифференциальная форма 𝑑𝑉 называется рима-
новой формой объема.

6.2. Звезда Ходжа

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî𝑀 îðèåíòèðîâàíî, à ôîðìà îáúåìà 𝑑𝑉 ïîðîæäåíà
ðèìàíîâîé ìåòðèêîé 𝑔. Çàôèêñèðóåì îðèåíòàöèþ äëÿ 𝑇𝑝𝑀 îòíîñèòåëüíî
𝑑𝑉 è îïðåäåëèì èçîìîðôèçì � звезду Ходжа [11]

* : Λ𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀) → Λ𝑛−𝑘(𝑇 *

𝑝𝑀),

∀𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀) : 𝛼 ∧ *𝛽 = 𝑔(𝑘)(𝛼, 𝛽)𝑑𝑉.

Åñëè (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé 𝑔-îðòîãîíàëüíûé
áàçèñ 𝑇𝑝𝑀 , à (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äóàëüíûé áàçèñ, òî

*(𝑒𝜎(1) ∧ · · · ∧ 𝑒𝜎(𝑘)) = (sgn 𝜎)𝑒𝜎(𝑘+1) ∧ · · · ∧ 𝑒𝜎(𝑛),

äëÿ ïåðåñòàíîâêè 𝜎 ∈ 𝑆𝑛, òàêîé, ÷òî 𝜎(1) < · · · < 𝜎(𝑘) è 𝜎(𝑘+1) < · · · <
𝜎(𝑛).

Пример 10.3. В частности, когда 𝑛 = 2,

*𝑒1 = 𝑒2, *𝑒2 = −𝑒1,

а когда 𝑛 = 3,

*𝑒1 = 𝑒2 ∧ 𝑒3, *(𝑒1 ∧ 𝑒3) = −𝑒2.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çâåçäà Õîäæà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâàì [11]:

(i) ∀𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀) : 𝛼 ∧ *𝛽 = 𝛽 ∧ *𝛼;

(ii) *1 = 𝑑𝑉 , *𝑑𝑉 = 1;

(iii) ∀𝛼 ∈ Λ𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀) : * * 𝛼 = (−1)𝑘(𝑛−1)𝛼;

(iv) ∀𝛼, 𝛽 ∈ Λ𝑘(𝑇 *
𝑝𝑀) : 𝑔(𝑘)(𝛼, 𝛽) = 𝑔(𝑛−𝑘)(*𝛼, *𝛽).
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Â áàçèñå (𝑒𝑖1, . . . , 𝑒𝑖𝑛), äóàëüíîì ê îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó, èìååì

*(𝑒𝑖1 ∧ . . . ∧ 𝑒𝑖𝑘) = √
𝑔

∑︁
𝑗1<...<𝑗𝑘
𝑗𝑘+1<...<𝑗𝑛

𝜀(𝑗1, ..., 𝑗𝑛)𝑔
𝑖1𝑗1 . . . 𝑔𝑖𝑘𝑗𝑘𝑒𝑗𝑘+1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑗𝑛,

ãäå 𝑔 = det [𝑔𝑖𝑗]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ 𝑘 = 1, ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

* 𝑒𝑖 = √
𝑔

𝑛∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗−1𝑔𝑖𝑗𝑒1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑗 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑛, (10.6.1)

ãäå 𝑒𝑗 îçíà÷àåò, ÷òî êîâåêòîð 𝑒𝑗 íóæíî îïóñòèòü.
Äëÿ 𝛼 =

∑︀
𝑖1<...<𝑖𝑘

𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝑒
𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑖𝑘 , èìååì

*𝛼 =
∑︁

𝑖1<...<𝑖𝑘

∑︁
𝑗1<...<𝑗𝑘
𝑗𝑘+1<...<𝑗𝑛

𝜀(𝑗1, ..., 𝑗𝑛)𝛼𝑖1...𝑖𝑘𝑔
𝑖1𝑗1 . . . 𝑔𝑖𝑘𝑗𝑘𝑒𝑗𝑘+1 ∧ · · · ∧ 𝑒𝑗𝑛.

Çâåçäó Õîäæà ìîæíî ïîòî÷å÷íî ïåðåíåñòè íà äèôôåðåíöèàëüíûå
ôîðìû:

(*𝛼)𝑝 = *(𝛼𝑝).

6.3. Интегрирование дифференциальных форм и

теорема Стокса

Â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà, óðàâíåíèÿ áàëàíñà êîíòèíóàëü-
íîé ôèçèêè ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â òåðìèíàõ èíòåãðàëîâ îò äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïî ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèÿì. Ýòè èíòåãðàëû îïðå-
äåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, îò èíòåãðàëîâ ïî îòêðûòûì ïîäìíîæåñòâàì
R𝑛 ê èíòåãðàëàì ïî ìíîãîîáðàçèÿì. Ïðèâåäåì íàáðîñîê òàêîãî ïîñòðîå-
íèÿ [2, 11].

Интегрирование по открытому подмножеству R𝑛

Ïóñòü 𝑈 ⊂ R𝑛 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà
𝜔 ∈ Ω𝑛(𝑈) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü7. Åñëè, îòíîñèòåëüíî åñòåñòâåí-
íîãî áàçèñà R𝑛, 𝜔 = 𝜔1...𝑛𝑑𝑥

1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛, òî èíòåãðàë îò 𝜔 ïî ìíîæåñòâó

7Носитель дифференциальной формы определяется аналогично носителю функ-
ции.
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𝑈 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì∫︁
𝑈

𝜔 :=

∫︁
𝑈

𝜔1...𝑛(𝑥)𝑑𝑥
1 · · · 𝑑𝑥𝑛.

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà åñòü êðàòíûé èíòåãðàë.

Интегрирование по карте

Ïóñòü òåïåðü𝑀 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì 𝑛-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, à (𝑈, 𝜙)
� ãëàäêîé êàðòîé íà íåì. Åñëè 𝜔 ∈ Ω𝑛(𝑀) è supp𝜔 ⊂ 𝑈 , òî 𝜔|𝑈 èìååò
òàêîé æå íîñèòåëü. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜙*(𝜔|𝑈) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü,
åñëè ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ 𝜔.

Åñëè ìíîãîîáðàçèå 𝑀 îðèåíòèðîâàíî è äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà
𝜔 ∈ Ω𝑛(𝑈) èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü supp𝜔 ⊂ 𝑈 , ãäå (𝑈, 𝜙) � ãëàäêàÿ
ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ êàðòà, òî∫︁

𝑈

𝜔 :=

∫︁
𝜙(𝑈)

(𝜙−1)*(𝜔|𝑈).

Åñëè supp𝜔 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 , ãäå (𝑈, 𝜙) è (𝑉, 𝜓) � ïîëîæèòåëüíî îðèåíòè-
ðîâàííûå êàðòû, òî ∫︁

𝑈

𝜔 =

∫︁
𝑉

𝜔.

Интегрирование по многообразию

Ìû îïðåäåëèëè èíòåãðèðîâàíèå ïî îäíîé êàðòå. Äëÿ ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ íà âñå ìíîãîîáðàçèå, èñïîëüçóåòñÿ ðàçáèåíèå åäè-
íèöû. Ïóñòü 𝑀 � îðèåíòèðîâàííîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, A � ãëàä-
êèé àòëàñ ñ ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûìè êàðòàìè, à {(𝑈𝛼, 𝑓𝛼)}𝛼∈𝐼
� ðàçáèåíèå åäèíèöû, ïîä÷èíåííîå A. Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû
𝜔 ∈ Ω𝑛(𝑀) ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì îïðåäåëèì 𝜔𝛼 := 𝑓𝛼𝜔 (òî åñòü, 𝜔𝛼
èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü â 𝑈𝛼). Òîãäà∫︁

𝑀

𝛼 :=
∑︁
𝛼∈A

∫︁
𝑈𝛼

𝜔𝛼.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñîäåðæèò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, îò-
ëè÷íûõ îò íóëÿ, è åãî çíà÷åíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà àòëàñà è ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðàçáèåíèÿ åäèíèöû.

Теорема Стокса

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå îðèåíòèðîâàííîå 𝑛-ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì, à
𝜔 ∈ Ω𝑛−1(𝑀) � äèôôåðåíöèàëüíàÿ (𝑛 − 1)-ôîðìà ñ êîìïàêòíûì íîñè-
òåëåì. Òîãäà [2]

Теорема 10.7. (Теорема Стокса)∫︁
𝑀

𝑑𝜔 =

∫︁
𝜕𝑀

𝜄*𝜕𝑀𝜔, (10.6.2)

где 𝜄𝜕𝑀 : 𝜕𝑀 →𝑀 — каноническая инъекция (1.3.2).

Ñîêðàùàÿ çàïèñü (åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå), òåîðåìó Ñòîêñà
ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ∫︁

𝑀

𝑑𝜔 =

∫︁
𝜕𝑀

𝜔.
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ГЛАВА 11

Группы и алгебры Ли

1. Основные определения

Ïóñòü (𝐺, ⊤) � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà, â êîòîðîé 𝐺 � ìíîæå-
ñòâî1, à ⊤ : 𝐺×𝐺→ 𝐺 � áèíàðíàÿ îïåðàöèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (𝐺,⊤) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé, íî ìû ïðåäïîëàãàåì,
÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé. Åñëè íåéòðàëüíûé ýëåìåíò îáîçíà÷èòü ÷åðåç
1, ýëåìåíò, îáðàòíûé ê 𝑎 � ÷åðåç 𝑎−1, òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà ⊤:

∙ ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 : 𝑎⊤(𝑏⊤𝑐) = (𝑎⊤𝑏)⊤𝑐,

∙ ∃1 ∈ 𝐺∀𝑎 ∈ 𝐺 : 𝑎⊤1 = 1⊤𝑎 = 𝑎,

∙ ∀𝑎 ∈ 𝐺∃𝑎−1 ∈ 𝐺 : 𝑎⊤𝑎−1 = 𝑎−1⊤𝑎 = 1.

Áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

inv : 𝐺→ 𝐺, 𝑎 ↦→ 𝑎−1,

íàçûâàåòñÿ отображением обращения.
Ïóñòü (𝐺1, ⊤1) è (𝐺2, ⊤2) � ãðóïïû. Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåð-

ìèíîëîãèÿ äëÿ îòîáðàæåíèé 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2:

1Как правило будем предполагать, что множество 𝐺 имеет мощность континуума.
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∙ Гомоморфизм: ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺1 : 𝑓(𝑎⊤1𝑏) = 𝑓(𝑎)⊤2𝑓(𝑏),

∙ Изоморфизм: áèåêòèâíûé ãîìîìîðôèçì,

∙ Эндоморфизм: 𝐺1 = 𝐺2 è 𝑓 � ãîìîìîðôèçì,

∙ Автоморфизм: áèåêòèâíûé ýíäîìîðôèçì.

Òàêèì îáðàçîì, ãîìîìîðôèçì ãðóïï � ýòî îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå
îïåðàöèþ, à ýíäîìîðôèçì ãðóïï � ýòî ãîìîìîðôèçì ãðóïïû â ñåáÿ.

Ïóñòü T𝐺 îáîçíà÷àåò òîïîëîãèþ íà 𝐺, à D𝐺 � ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà
𝐺.

Определение 11.1. Группа Ли — это математическая структу-
ра (𝐺, T𝐺, D𝐺, ⊤), в которой подструктура (𝐺, T𝐺, D𝐺) является
гладким многообразием, а подструктура (𝐺, ⊤) является группой. При
этом структуры гладкого многообразия и группы согласованы следую-
щим требованием: отображение

𝑞 : 𝐺×𝐺→ 𝐺, (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎⊤𝑏−1,

является гладким.

Â îïðåäåëåíèè ãðóïïû Ëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî 𝐺 × 𝐺
ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, à 𝑞 � îòîáðàæåíèå îäíî-
ãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ â äðóãîå. Â ýòîé ñâÿçè, ñäåëàåì íåîáõîäèìûå
ïîÿñíåíèÿ.

Òîïîëîãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà 𝐺×𝐺 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîâîêóïíîñòü

B = {𝑂1 ×𝑂2 |𝑂1, 𝑂2 ∈ T𝐺}

ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãèè, à îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà 𝐺×𝐺 ïðåäñòàâëå-
íû âñåâîçìîæíûìè îáúåäèíåíèÿìè âèäà

𝑂 =
⋃︁

𝑂1, 𝑂2∈V

𝑂1 ×𝑂2,

ãäå V ⊂ T𝐺.
Ïóñòü (𝑝1, 𝑝2) ∈ 𝐺 × 𝐺 � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Ñóùåñòâóþò ãëàäêèå

êàðòû (𝑈1, 𝜙1) è (𝑈2, 𝜙2) íà 𝐺, òàêèå, ÷òî 𝑝1 ∈ 𝑈1, 𝑝2 ∈ 𝑈2. Çäåñü 𝑈1,
𝑈2 � îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà 𝐺, à 𝜙1 : 𝑈1 → R𝑛, 𝜙2 : 𝑈2 → R𝑛 �
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ãîìåîìîðôèçìû; 𝑛 � ðàçìåðíîñòü 𝐺. Òîãäà ïàðà (𝑈1 × 𝑈2, 𝜙1 × 𝜙2) �
êàðòà íà 𝐺×𝐺, êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü êîòîðîé ñîäåðæèò òî÷êó (𝑝1, 𝑝2).
Çäåñü2

𝜙1 × 𝜙2 : 𝑈1 × 𝑈2 → R2𝑛, 𝜙1 × 𝜙2(𝑥1, 𝑥2) := (𝜙1(𝑥1), 𝜙2(𝑥2)).

Ïîñòðîåíèÿ èëëþñòðèðóþò ñëåäóþùèå äèàãðàììû:

𝑈1 × 𝑈2

𝑈1 𝑈2

R𝑛 R2𝑛 R𝑛

𝜙1 × 𝜙2

pr 1
pr
2

𝜙1 𝜙2

(𝑥1, 𝑥2)

𝑥1 𝑥2

(𝑥11, . . . , 𝑥
𝑛
1) (𝑥11, . . . , 𝑥

𝑛
1 , 𝑥

1
2, . . . , 𝑥

𝑛
2) (𝑥12, . . . , 𝑥

𝑛
2)

𝜙1 × 𝜙2

pr 1
pr

2

𝜙1 𝜙2

Íà äèàãðàììàõ: îòîáðàæåíèÿ pr𝑖 : 𝑈1 × 𝑈2 → 𝑈𝑖, 𝑖 = 1, 2, îáîçíà÷àþò
ïðîåêöèè.

2Напомним, что если 𝑓1 : 𝑋1 → 𝑌1 и 𝑓2 : 𝑋2 → 𝑌2 — отображения, то они
определяют новое отображение

𝑓1 × 𝑓2 : 𝑋1 ×𝑋2 → 𝑌1 × 𝑌2, 𝑓1 × 𝑓2(𝑥, 𝑦) = (𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑦)).
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Ãëàäêîñòü îòîáðàæåíèÿ 𝑞 îçíà÷àåò, ïî îïðåäåëåíèþ, íåïðåðûâíîñòü
𝑞 è ãëàäêîñòü åãî êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â îêðåñòíîñòè ëþáîé
òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 𝐺×𝐺. Ïóñòü A𝐺 = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 � ãëàäêèé
àòëàñ íà 𝐺, ïðèíàäëåæàùèé äèôôåðåíöèàëüíîé ñòðóêòóðå D𝐺. Òîãäà
A𝐺×𝐺 = {(𝑈𝛼 × 𝑈𝛽, 𝜙𝛼 × 𝜙𝛽)}𝛼, 𝛽∈𝐼 � ãëàäêèé àòëàñ íà 𝐺 × 𝐺. Ïóñòü
òåïåðü (𝑝1, 𝑝2) ∈ 𝐺× 𝐺 � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Òîãäà ñóùåñòâóþò èíäåêñû
𝛼, 𝛽, 𝛾 ∈ 𝐼, òàêèå, ÷òî (𝑝1, 𝑝2) ∈ 𝑈𝛼×𝑈𝛽 è 𝑞(𝑝1, 𝑝2) ∈ 𝑈𝛾. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ñèëó íåïðåðûâíîñòè 𝑞, ìíîæåñòâî𝑊𝛼, 𝛽, 𝛾 = (𝑈𝛼×𝑈𝛽)∩𝑞−1(𝑈𝛾) îòêðûòî
â 𝑈𝛼×𝑈𝛽. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑞 â ïàðå êàðò (𝑈𝛼×𝑈𝛽, 𝜙𝛼×𝜙𝛽)
è (𝑈𝛾, 𝜙𝛾) èìååò âèä

𝑞𝛼, 𝛽, 𝛾 = 𝜙𝛾 ∘ 𝑞 ∘ (𝜙𝛼 × 𝜙𝛽)
−1 : 𝜙𝛼 × 𝜙𝛽(𝑊𝛼, 𝛽, 𝛾) → 𝜙𝛾(𝑞(𝑊𝛼, 𝛽, 𝛾))

è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà R2𝑛 â îò-
êðûòîå ïîäìíîæåñòâî R𝑛. Êîíñòðóêöèÿ 𝑞𝛼, 𝛽, 𝛾 ïðîèëëþñòðèðîâàíà íà
ñëåäóþùåé äèàãðàììå:

𝑊𝛼, 𝛽, 𝛾 𝑞(𝑊𝛼, 𝛽, 𝛾)

𝜙𝛼 × 𝜙𝛽(𝑊𝛼, 𝛽, 𝛾) 𝜙𝛾(𝑞(𝑊𝛼, 𝛽, 𝛾))

𝜙𝛼 × 𝜙𝛽

𝑞

𝑞𝛼, 𝛽, 𝛾

𝜙𝛾

Определение 11.2. Пусть (𝐺1, ⊤1) и (𝐺2, ⊤2) — группы Ли. Гомо-
морфизм 𝑓 : 𝐺1 → 𝐺2 называется гомоморфизмом групп Ли, если
𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐺1; 𝐺2).

Òî, ÷òî ãîìîìîðôèçì 𝑓 ãðóïï Ëè ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíè-
åì, îçíà÷àåò, ÷òî îí íåïðåðûâåí è åãî êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå â
îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè èç 𝐺1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì. Ïóñòü
A1 = {(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈𝐼 , A2 = {(𝑉𝛽, 𝜓𝛽)}𝛽∈𝐽 � ãëàäêèå àòëàñû íà 𝐺1 è 𝐺2

ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ òî÷êè 𝑝 ∈ 𝐺1 ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ 𝛼 ∈ 𝐼
è 𝛽 ∈ 𝐽 , òàêèå, ÷òî 𝑝 ∈ 𝑈𝛼 è 𝑓(𝑝) ∈ 𝑉𝛽. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè 𝑓 , ìíîæå-
ñòâî 𝑊𝛼, 𝛽 = 𝑈𝛼 ∩ 𝑓−1(𝑉𝛽) îòêðûòî â 𝑈𝛼. Êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑓
â ïàðå êàðò (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) è (𝑉𝛽, 𝜓𝛽) èìååò âèä

𝑓𝛼, 𝛽 = 𝜓𝛽 ∘ 𝑓 ∘ 𝜙−1
𝛼 : 𝜙𝛼(𝑊𝛼, 𝛽) → 𝜓𝛽(𝑓(𝑊𝛼, 𝛽)),
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è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà R𝑛 â îò-
êðûòîå ïîäìíîæåñòâî R𝑚. Çäåñü 𝑛 = dim𝐺1, 𝑚 = dim𝐺2. Ïîñòðîåíèÿ
èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà:

𝑊𝛼, 𝛽 𝑓(𝑊𝛼, 𝛽)

𝜙𝛼(𝑊𝛼, 𝛽) 𝜓𝛽(𝑓(𝑊𝛼, 𝛽))

𝜙𝛼

𝑓

𝑓𝛼, 𝛽

𝜓𝛽

Êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èç ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ
𝑞 âûòåêàåò ãëàäêîñòü ãðóïïîâûõ îïåðàöèé ⊤ è inv.

Предложение 11.1. Пусть (𝐺, ⊤) — группа Ли. Тогда отображения

⊤ : 𝐺×𝐺→ 𝐺,

inv : 𝐺→ 𝐺,

являются гладкими.

Доказательство. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî inv ∈ 𝐶∞(𝐺; 𝐺). Ïîñêîëüêó
{1} ⊂ 𝐺 ÿâëÿåòñÿ 0-ìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì 𝐺, òî {1} × 𝐺 ⊂ 𝐺× 𝐺
ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîãîîáðàçèåì 𝐺×𝐺. Â ýòîé ñâÿçè, êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ
𝜄 : {1} × 𝐺 → 𝐺 × 𝐺 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì. Äàëåå, ïóñòü
𝜙 : 𝐺→ {1}×𝐺, 𝑎 ↦→ (1, 𝑎). Òîãäà îòîáðàæåíèå inv ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê êîìïîçèöèþ

inv = 𝑞 ∘ 𝜄 ∘ 𝜙
ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, îòîáðàæåíèå inv ÿâëÿåòñÿ ãëàä-
êèì.

Ïîñêîëüêó

𝑎⊤𝑏 = 𝑎⊤(𝑏−1)−1 = 𝑎⊤(inv(𝑏))−1 = 𝑞(𝑎, inv(𝑏)),

òî
⊤ = 𝑞 ∘ (Id𝐺 × inv).

Îòîáðàæåíèÿ Id𝐺 è inv ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå

Id𝐺 × inv : 𝐺×𝐺→ 𝐺×𝐺,

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ⊤ ∈ 𝐶∞(𝐺×𝐺; 𝐺).
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Â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ãðóïïû Ëè,
îñíîâàííîå íà ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè [1].

Предложение 11.2. Пусть на множестве 𝐺 определены структуры
группы (с групповой операцией ⊤) и гладкого многообразия так, что
отображения

⊤ : 𝐺×𝐺→ 𝐺,

inv : 𝐺→ 𝐺,

являются гладкими. Тогда (𝐺, ⊤) — группа Ли.

Доказательство. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

𝑞 : 𝐺×𝐺→ 𝐺, (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎⊤𝑏−1,

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Ïîñêîëüêó

𝑞(𝑎, 𝑏) = 𝑎⊤𝑏−1 = 𝑎⊤inv(𝑏) = ⊤(𝑎, inv(𝑏)),

òî
𝑞 = ⊤ ∘ (Id𝐺 × inv).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ óòâåðæäåíèÿ, ⊤ è inv ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè îòîáðàæå-
íèÿìè. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑞 ∈ 𝐶∞(𝐺 × 𝐺; 𝐺), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïó Ëè ìîæíî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëèòü êàê ìíî-
æåñòâî, ñíàáæåííîå ñòðóêòóðàìè ãðóïïû è ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ òàê,
÷òî îòîáðàæåíèÿ

⊤ : 𝐺×𝐺→ 𝐺,

inv : 𝐺→ 𝐺,

ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè.

Замечание 11.1. На самом деле, в определении группы Ли достаточно
потребовать гладкость ⊤. Гладкость inv следует тогда из теоремы об
обратной функции. Более точно, справедливо утверждение [2]: пусть
𝐺 — гладкое многообразие, снабженное гладкой групповой операцией ⊤.
Тогда (𝐺, ⊤) — группа Ли.
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Ðàññìîòðèì ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ ⊤ áîëåå ïîäðîáíî. Ïóñòü (𝑝1, 𝑝2) ∈
𝐺×𝐺, òîãäà

𝑇(𝑝1, 𝑝2)⊤ : 𝑇(𝑝1, 𝑝2)(𝐺×𝐺) → 𝑇𝑝1⊤𝑝2𝐺.

Çäåñü 𝑇(𝑝1, 𝑝2)(𝐺 × 𝐺) � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê 𝐺 × 𝐺. Îïðåäåëèì
ñîîòâåòñòâèå

𝛼 : 𝑇(𝑝1, 𝑝2)(𝐺×𝐺) → 𝑇𝑝1𝐺⊕𝑇𝑝2𝐺, 𝛼(𝑣) = (𝑇𝑝1𝜋1(𝑣), 𝑇𝑝2𝜋2(𝑣)), (11.1.1)

ãäå 𝜋𝑖 � ïðîåêöèè. Èõ êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ èìåþò âèä

�̃�𝑖(𝑥
1
1, . . . , 𝑥

𝑛
1 , 𝑥

1
2, . . . , 𝑥

𝑛
2) = (𝑥1𝑖 , . . . , 𝑥

𝑛
𝑖 ).

Ïðîèçâîäíûå îòîáðàæåíèÿ îò ýòèõ ôóíêöèé â íàòóðàëüíîì áàçèñå ïðåä-
ñòàâëåíû ìàòðèöàìè ðàçìåðà 𝑛× (2𝑛):

�̃�′1 = (𝐸|0), ̃︀𝜋′2 = (0|𝐸),

ãäå 𝐸 � åäèíè÷íàÿ 𝑛 × 𝑛 ìàòðèöà, à 0 � íóëåâàÿ 𝑛 × 𝑛 ìàòðèöà. Â
ýòîé ñâÿçè, åñëè â íàòóðàëüíîì áàçèñå êàñàòåëüíûé âåêòîð 𝑣 ïðåäñòàâëåí
êîìïîíåíòàìè (𝑣1, . . . , 𝑣2𝑛), òî âåêòîð 𝛼(𝑣) ïðåäñòàâëåí êîìïîíåíòàìè
((𝑣1, . . . , 𝑣𝑛), (𝑣𝑛+1, . . . , 𝑣2𝑛)). Ñîîòâåòñòâèå 𝛼 ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì
èçîìîðôèçìîì [1] è, â ýòîé ñâÿçè, èñïîëüçóåòñÿ îòîæäåñòâëåíèå

𝑇(𝑝1, 𝑝2)(𝐺×𝐺) ∼= 𝑇𝑝1𝐺⊕ 𝑇𝑝2𝐺.

Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíûé âåêòîð 𝑣 èç 𝑇(𝑝1, 𝑝2)(𝐺×𝐺) ðàññìàòðèâàåòñÿ
êàê ïàðà (𝑣1, 𝑣2) êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ 𝑣1 ∈ 𝑇𝑝1𝐺 è 𝑣2 ∈ 𝑇𝑝2𝐺.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ, êàñàòåëüíîãî ê ⊤, ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå:

Предложение 11.3.

𝑇(𝑝1, 𝑝2)⊤(𝑣1, 𝑣2) = (𝑇𝑝1𝑅𝑝2)𝑣1 + (𝑇𝑝2𝐿𝑝1)𝑣2, (11.1.2)

для любых (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝑇(𝑝1, 𝑝2)(𝐺×𝐺) ∼= 𝑇𝑝1𝐺⊕ 𝑇𝑝2𝐺. Здесь

𝐿𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝐿𝑎(𝑏) := 𝑎⊤𝑏,
𝑅𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝑅𝑎(𝑏) := 𝑏⊤𝑎.
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Доказательство. Ïóñòü 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝐺), òîãäà, ïîñêîëüêó ⊤(𝑝1, 𝑝2) =
𝑅𝑝2(𝑝1) è ⊤(𝑝1, 𝑝2) = 𝐿𝑝1(𝑝2), òî

(𝑇(𝑝1, 𝑝2)⊤(𝑣1, 𝑣2))(𝑓) = (𝑣1, 𝑣2)(𝑓 ∘ ⊤) =

= 𝑣1(𝑓 ∘𝑅𝑝2) + 𝑣2(𝑓 ∘ 𝐿𝑝1) =
= (𝑇𝑝1𝑅𝑝2)𝑣1(𝑓) + (𝑇𝑝2𝐿𝑝1)𝑣2(𝑓).

Ïóñòü 𝑎 ∈ 𝐺. Îòîáðàæåíèÿ

𝐿𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝐿𝑎(𝑏) := 𝑎⊤𝑏,
𝑅𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝑅𝑎(𝑏) := 𝑏⊤𝑎,

èñïîëüçîâàííûå â äîêàçàííîì ïðåäëîæåíèè, íàçûâàþòñÿ, ñîîòâåòñòâåí-
íî, левым сдвигом è правым сдвигом è îïðåäåëÿþò äåéñòâèå ãðóïïû
Ëè íà ñåáÿ. Äëÿ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

𝐿𝑎 ∘ 𝐿𝑏 = 𝐿𝑎⊤𝑏, 𝑅𝑎 ∘𝑅𝑏 = 𝑅𝑏⊤𝑎, 𝐿𝑎 ∘𝑅𝑎 = 𝑅𝑏 ∘ 𝐿𝑎.

Èç ðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî ëåâûé è ïðàâûé ñäâèãè ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìàìè 𝐺 íà ñåáÿ, ïðè÷åì, (𝐿𝑎)

−1 = 𝐿𝑎−1 è (𝑅𝑎)
−1 = 𝑅𝑎−1.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäå-
íèÿ [1].

Предложение 11.4. Если (𝐺, ⊤) — группа, снабженная структурой
гладкого многообразия, в которой ⊤ — гладкое отображение, то отоб-
ражение

inv : 𝐺→ 𝐺

является гладким.

Доказательство. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå îòîáðàæåíèå

𝐹 : 𝐺×𝐺→ 𝐺×𝐺, 𝐹 (𝑔, ℎ) = (𝑔, 𝑔⊤ℎ).

Ïîêàæåì, ÷òî 𝐹 ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ïðåæäå âñåãî, 𝐹 áèåêòèâ-
íî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü îáðàòíóþ áèåêöèþ. Ïóñòü

𝐻 : 𝐺×𝐺→ 𝐺×𝐺, 𝐻(𝑔, ℎ) = (𝑔, 𝑔−1⊤ℎ),
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òîãäà

𝐻 ∘ 𝐹 (𝑔, ℎ) = 𝐻(𝑔, 𝑔⊤ℎ) = (𝑔, 𝑔−1⊤𝑔⊤ℎ) = (𝑔, ℎ),

ïîýòîìó 𝐻 ∘ 𝐹 = Id𝐺×𝐺, è

𝐹 ∘𝐻(𝑔, ℎ) = 𝐹 (𝑔, 𝑔−1⊤ℎ) = (𝑔, 𝑔−1⊤𝑔⊤ℎ) = (𝑔, ℎ),

îòêóäà 𝐹 ∘𝐻 = Id𝐺×𝐺. Òàêèì îáðàçîì, 𝐹 áèåêòèâíî è 𝐹−1 = 𝐻.
Ïî ïîñòðîåíèþ, 𝐹 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì. Êàñàòåëüíîå

îòîáðàæåíèå ê 𝐹 èìååò âèä 𝑇(𝑝1, 𝑝2)𝐹 : 𝑇𝑝1𝐺⊕ 𝑇𝑝2𝐺→ 𝑇𝑝1𝐺⊕ 𝑇𝑝1⊤𝑝2𝐺,

(𝑣1, 𝑣2) ↦→ (𝑣1, (𝑇𝑝1𝑅𝑝2)𝑣1 + (𝑇𝑝2𝐿𝑝1)𝑣2).

Ýòî ëèíåéíîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ïîñêîëüêó òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ
êàñàòåëüíûå îòîáðàæåíèÿ 𝑇𝑝1𝑅𝑝2 è 𝑇𝑝2𝐿𝑝1. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåî-
ðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè3, îòîáðàæåíèå 𝐹 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèô-
ôåîìîðôèçìîì. Ïîñêîëüêó 𝐹 áèåêòèâíî, òî 𝐹 � äèôôåîìîðôèçì (ãëî-
áàëüíî). Òîãäà îòîáðàæåíèå îáðàùåíèÿ inv, áóäó÷è êîìïîçèöèåé

𝐺 𝐺×𝐺 𝐺×𝐺 𝐺×𝐺
𝜄 𝐹−1 pr2

inv

inv : 𝑔 ↦→ (𝑔, 1) ↦→ (𝑔, 𝑔−1) ↦→ 𝑔−1,

ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì.

Ëåâûé è ïðàâûé ñäâèãè ïîðîæäàþò ãëîáàëüíûå òðèâèàëèçàöèè êàñà-
òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇𝐺 [2]:

Предложение 11.5. Пусть (𝐺, ⊤) — группа Ли. Отображения

𝜒𝐿, 𝜒𝑅 : 𝐺× 𝑇1𝐺→ 𝑇𝐺, 𝜒𝐿(𝑎, 𝑢) := 𝑇𝐿𝑎𝑢, 𝜒𝑅(𝑎, 𝑢) := 𝑇𝑅𝑎𝑢,

являются глобальными тривиализациями 𝑇𝐺.

3Теорема об обратной функции формулируется следующим образом [1]. Пусть
𝑀 , 𝑁 — гладкие многообразия, 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 — гладкое отображение. Если точка
𝑝 ∈ 𝑀 такова, что касательное отображение 𝑇𝑝𝑓 обратимо, то существуют связные
окрестности 𝑈0 точки 𝑝 и 𝑉0 точки 𝑓(𝑝), такие, что 𝑓 |𝑈0 : 𝑈0 → 𝑉0 — диффеоморфизм.
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Доказательство. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ 𝜒𝐿. Ñëó÷àé 𝜒𝑅 ðàññìàòðè-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Îòîáðàæåíèå 𝜒𝐿 ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé

𝜒𝐿 = 𝑇⊤ ∘ 𝛼−1 ∘ (𝑠0 × 𝜄),

𝐺× 𝑇1𝐺 𝑇𝐺⊕ 𝑇𝐺 𝑇 (𝐺×𝐺) 𝑇𝐺
𝑠0 × 𝜄 𝛼−1 𝑇⊤

𝜒𝐿

𝜒𝐿 : (𝑎, 𝑢) ↦→ (0𝑎, 𝑢1) ↦→ 𝛼−1(0𝑎, 𝑢1) ↦→ 𝑇𝐿𝑎𝑢,

ãäå 𝑠0 : 𝐺 → 𝑇𝐺 � íóëåâîå ñå÷åíèå, 𝜄 : 𝑇1𝐺 → 𝐺 � êàíîíè÷åñêàÿ
èíúåêöèÿ, 𝛼 � èçîìîðôèçì (11.1.1). Â ñèëó ôîðìóëû (11.1.2),

𝑇⊤(0𝑎, 𝑢1) = 𝑇1𝐿𝑎𝑢.

Êàê êîìïîçèöèÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, 𝜒𝐿 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Ïî ïîñòðî-
åíèþ, îíî äåéñòâóåò ïîñëîéíî è åãî ñóæåíèå íà êàæäûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì. Ïîñêîëüêó îíî áèåêòèâíî, òî îíî îïðåäåëÿåò ëîêàëüíóþ òðè-
âèàëèçàöèþ êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Íî ïîñêîëüêó ëîêàëüíàÿ òðèâèà-
ëèçàöèÿ çàäàíà íà âñåì 𝐺, òî ýòî � ãëîáàëüíâàÿ òðèâèàëèçàöèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå 𝑇𝐺 ê ãðóïïå Ëè 𝐺 ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ 𝐺× 𝑇1𝐺 � ¾öèëèíäðà¿ ñ îñíî-
âàíèåì 𝐺 è îáðàçóþùåé, ñîñòàâëåííîé èç êîïèé 𝑇1𝐺.

Ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äåêîìïîçèöèè ñ
ëåâûìè ñäâèãàìè:

Предложение 11.6. Пусть (𝐺, ⊤𝐺), (𝐻, ⊤𝐻) — группы Ли, а 𝜙 : 𝐺→
𝐻 — гомоморфизм групп Ли. Тогда для любого 𝑎 ∈ 𝐺,

𝜙 = 𝐿𝜙(𝑎) ∘ 𝜙 ∘ 𝐿𝑎−1.

Доказательство. Ïóñòü 𝑏 ∈ 𝐺, òîãäà

𝐿𝜙(𝑎) ∘ 𝜙 ∘ 𝐿𝑎−1(𝑏) = 𝐿𝜙(𝑎) ∘ 𝜙(𝑎−1⊤𝐺𝑏) = 𝜙(𝑎)⊤𝐻𝜙(𝑎
−1)⊤𝐻𝜙(𝑏) = 𝜙(𝑏),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå âëå÷åò ñâîéñòâî ïåðåñòàíîâî÷íîñòè êàñà-
òåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ê ëåâîìó ñäâèãó ñ êàñàòåëüíûì îòîáðàæåíèåì ê
ãîìîìîðôèçìó:
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Предложение 11.7. Пусть (𝐺, ⊤𝐺), (𝐻, ⊤𝐻) — группы Ли, а 𝜙 : 𝐺→
𝐻 — гомоморфизм групп Ли. Тогда для любого 𝑎 ∈ 𝐺,

𝑇𝜙 ∘ 𝑇𝐿𝑎 = 𝑇𝐿𝜙(𝑎) ∘ 𝑇𝜙.

Доказательство. Èç ðàâåíñòâà 𝜙 = 𝐿𝜙(𝑎) ∘ 𝜙 ∘ 𝐿𝑎−1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

𝜙 ∘ 𝐿𝑎 = 𝐿𝜙(𝑎) ∘ 𝜙.

Ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ 𝑇 ê îáåèì ÷àñòÿì ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà è èñïîëü-
çóÿ ñâîéñòâà êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì æåëàåìûé ðåçóëü-
òàò.

2. Примеры

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ãðóïï Ëè.

Пример 11.1. Пусть 𝑉 — вещественное векторное пространство раз-
мерности 𝑛. Определение нормы на 𝑉 задает индуцированную (метри-
ческую) топологию на нем и все такие топологии совпадают. Таким
образом, 𝑉 является топологическим пространством. Определим кар-
трирование на нем.

Пусть (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) — базис 𝑉 . Он определяет изоморфизм

𝐸 : R𝑛 → 𝑉, 𝐸(𝑥) = 𝑥𝑖𝑒𝑖,

векторных пространств. Но R𝑛 — тоже топологическое простран-
ство, с топологией, индуцированной евклидовой метрикой. Будучи ли-
нейными отображениями конечномерных нормированных векторных
пространств, 𝐸 и 𝐸−1 являются непрерывными. В этой связи, отоб-
ражение 𝐸 — гомеоморфизм, и пара (𝑉, 𝐸−1) представляет карту, пол-
ностью покрывающую 𝑉 . Следовательно, 𝑉 является 𝑛-мерным топо-
логическим многообразием.

Пусть теперь (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) — другой базис 𝑉 , а

�̃� : R𝑛 → 𝑉, �̃�(𝑥) = �̃�𝑖𝑒𝑖,

представляет соответствующий гомеоморфизм. Поскольку (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛)
и (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) — базисы одного и того же векторного пространства,
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то они связаны между собой посредством обратимой матрицы [𝐴𝑗 ·
·𝑖],

такой, что

𝑒𝑖 = 𝐴𝑗 ·
·𝑖𝑒𝑗.

Рассмотрим гомеоморфизм пересчета между картами (𝑉, 𝐸−1) и
(𝑉, �̃�−1):

�̃�−1 ∘ 𝐸(𝑥) = �̃�−1(𝑥𝑖𝑒𝑖) = �̃�−1(𝑥𝑖𝐴𝑗 ·
·𝑖𝑒𝑗) = �̃�,

где �̃�𝑗 = 𝐴𝑗 ·
·𝑖𝑥

𝑖. Отображение 𝑥 ↦→ �̃� является линейным и обрати-
мым, то есть, диффеоморфизмом. В этой связи, любые две карты ви-
да (𝑉, 𝐸−1) и (𝑉, �̃�−1) являются 𝐶∞ — согласованными. Совокупность
всех таких карт образует атлас, характеризующий гладкую структу-
ру — стандартную гладкую структуру на 𝑉 .

Множество 𝑉 со стандартной гладкой структурой и групповой
структурой (𝑉, +) является группой Ли.

Äàëåå𝑀𝑚×𝑛(R) îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåííûõ 𝑚×𝑛 ìàò-
ðèö. Èñïîëüçóåòñÿ ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå 𝑀𝑛(R) :=𝑀𝑛×𝑛(R).

Лемма 11.1. Отображение

det𝑛 : 𝑀𝑛(R) → R

является непрерывным.

Доказательство. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî 𝑀𝑛(R) � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîð-
íîå ïðîñòðàíñòâî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ det𝑛
äîñòàòî÷íî âçÿòü â íåì êàêóþ-ëèáî íîðìó. Ïóñòü äëÿ 𝐴 ∈𝑀𝑛(R),

‖𝐴‖ := sup
‖𝑥‖⩽1

‖𝐴𝑥‖,

ãäå 𝑥 ∈ R𝑛, ‖𝑥‖ =
√︀

(𝑥1)2 + . . .+ (𝑥𝑛)2. Íîðìà íà 𝑀𝑛(R) îáëàäàåò ñëå-
äóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè 𝑒𝑗 � ýëåìåíò R𝑛, ãäå íà 𝑗-ì ìåñòå ñòîèò 1, à íà
îñòàëüíûõ ñòîèò 0, òî äëÿ 𝐴 ∈𝑀𝑛(R),

‖𝐴‖ ⩾ ‖𝐴𝑒𝑗‖ =
√︁
(𝑎1𝑗)2 + . . .+ (𝑎𝑛𝑗)2 ⩾ |𝑎𝑖𝑗|,

ïðè ëþáîì 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Òàêèì îáðàçîì, ‖𝐴‖ ⩾ |𝑎𝑖𝑗|, 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}.
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Ïóñòü {𝑋(𝑛)}∞𝑛=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ 𝑀𝑛(R), ñõîäÿùà-
ÿñÿ ê 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(R). Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{det𝑛𝑋(𝑛)}∞𝑛=1 ñõîäèòñÿ ê ÷èñëó det𝑛𝐴. Ïîñêîëüêó

‖𝑋(𝑛) − 𝐴‖ ⩽ |𝑥(𝑛)𝑖𝑗 − 𝑎𝑖𝑗|,

è ‖𝑋(𝑛) − 𝐴‖ → 0 ïðè 𝑛 → ∞, òî ìû èìååì, ÷òî 𝑥
(𝑛)
𝑖𝑗 → 𝑎𝑖𝑗. Ïî îïðåäå-

ëåíèþ,

det𝑛𝑋
(𝑛) = (−1)|𝜎|𝑥

(𝑛)
1, 𝜎(1) · · ·𝑥

(𝑛)
𝑛, 𝜎(𝑛),

ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî 𝑥
(𝑛)
𝑖𝑗 → 𝑎𝑖𝑗, è àðèôìåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðå-

äåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïðèõîäèì ê

det𝑛𝑋
(𝑛) → (−1)|𝜎|𝑎1, 𝜎(1) · · · 𝑎𝑛, 𝜎(𝑛) = det𝑛𝐴.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ det𝑛.

Пример 11.2. Поскольку множество 𝑀𝑚×𝑛(R) — вещественное век-
торное пространство, то оно является гладким многообразием размер-
ности 𝑚𝑛. Далее, как установлено в доказанной Лемме, отображение
det𝑛 является непрерывным. Следовательно, множество

GL(𝑛; R) := det−1
𝑛 (R ∖ {0}) = {𝐴 ∈𝑀𝑛(R) | det𝐴 ̸= 0},

будучи прообразом открытого множества, открыто в 𝑀𝑛(R). В этой
связи, GL(𝑛; R) — гладкое многообразие размерности 𝑛2. Оно явля-
ется группой относительно операции матричного умножения (общая
линейная группа).

Произведение 𝐴𝐵 матриц 𝐴, 𝐵 ∈ GL(𝑛; R) определяет гладкое
отображение GL(𝑛; R) × GL(𝑛; R) → GL(𝑛; R), поскольку элементы
матрицы 𝐴𝐵 являются полиномами. Отображение inv : GL(𝑛; R) →
GL(𝑛; R) является гладким в силу правила Крамера. В этой связи,
общая линейная группа GL(𝑛; R) является группой Ли.

Пример 11.3. Пусть 𝑉 — конечномерное векторное пространство.
Ему соответствует группа линейных автоморфизмов (обратимых ли-
нейных отображений 𝑉 на себя) GL(𝑉 ) с групповой операцией, порож-
даемой композицией функций. Любой базис 𝑉 определяет изоморфизм
GL(𝑉 ) ∼= GL(dim𝑉 ; R). По этой причине, GL(𝑉 ) — группа Ли.
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Пример 11.4. Определим множество GL+(𝑛; R) равенством

GL+(𝑛; R) := det−1(]0, +∞[) = {𝐴 ∈ GL(𝑛; R) | det𝐴 > 0}.

Будучи открытым подмножеством GL(𝑛; R), оно является гладким
многообразием размерности 𝑛2. Поскольку

det(𝐴𝐵) = (det𝐴)(det𝐵),

det𝐴−1 = (det𝐴)−1,

где 𝐴, 𝐵 ∈ GL+(𝑛; R) то GL+(𝑛; R) — группа. Групповые операции,
будучи ограничениями исходных, являются гладкими. В этой связи,
GL+(𝑛; R) — группа Ли.

Пример 11.5. Группы

SL(𝑛; R) := {𝐴 ∈ GL(𝑛; R) | det𝐴 = 1},
O(𝑛) := {𝐴 ∈ GL(𝑛; R) | 𝐴𝑇𝐴 = 1},

называются, соответственно, унимодулярной и ортогональной груп-
пами. Обе они являются группами Ли. Мы докажем это для случая
ортогональной группы.

Доказательство основано на следующем утверждении (теорема о
множестве уровня [2]). Пусть 𝑈 ⊂ R𝑛 — открытое множество,
𝑓 : 𝑈 → R𝑚 — гладкое отображение, а 𝑐 ∈ R𝑚 — регулярное зна-
чение 𝑓 , такое, что множество уровня 𝑀 := 𝑓−1({𝑐}) непусто. Тогда
𝑀 является гладким многообразием размерности 𝑛−𝑚. Дадим необхо-
димые пояснения. Точка 𝑥 ∈ 𝑈 называется регулярной точкой 𝑓 , если
rank(𝑓 ′(𝑥)) = 𝑚. Точка 𝑐 ∈ R𝑚 называется регулярным значением 𝑓 ,
если все точки множества 𝑓−1({𝑐}) регулярны.

Пусть 𝑆𝑛(R) обозначает линейное подпространство 𝑀𝑛(R) сим-
метричных матриц. Тогда O(𝑛) является множеством уровня
𝑓−1({1}) отображения

𝑓 : 𝑀𝑛(R) → 𝑆𝑛(R), 𝑓(𝐴) = 𝐴𝑇𝐴.

Покажем, что 1 — регулярное значение 𝑓 . Пусть 𝐴, 𝑋 ∈𝑀𝑛(R), тогда

𝑓(𝐴+𝑋) = (𝐴+𝑋)𝑇 (𝐴+𝑋) = 𝑓(𝐴) + 𝑓 ′(𝐴)𝑋,
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где 𝑓 ′(𝐴)𝑋 = 𝐴𝑇𝑋 + 𝑋𝑇𝐴. Если 𝑓(𝐴) = 1, то для 𝐵 ∈ 𝑆𝑛(R) будем
иметь

𝑓 ′(𝐴)(𝐴𝐵) = 𝐴𝑇𝐴𝐵 +𝐵𝑇𝐴𝑇𝐴 = 2𝐵,

что влечет сюръективность 𝑓 ′(𝐴). Таким образом, 1 — регулярное
значение 𝑓 и O(𝑛) — гладкое многообразие размерности 𝑛(𝑛 − 1)/2.
Поскольку сужение гладких матричных операций на это многообразие
является гладким то O(𝑛) — группа Ли.

Пример 11.6. Специальная ортогональная группа SO(𝑛) является
подгруппой O(𝑛), состоящей из элементов с единичным определите-
лем:

SO(𝑛) = O(𝑛) ∩ SL(𝑛; R),
и также является группой Ли. В случае 𝑛 = 2 специальная ортого-
нальная группа имеет вид

SO(2) =
{︁(︂

cos 𝑡 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡

)︂ ⃒⃒⃒
𝑡 ∈ R

}︁
.

Действительно, пусть 𝐴 =

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
∈ SO(2). Тогда(︂

𝑎 𝑐
𝑏 𝑑

)︂(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
=

(︂
1 0
0 1

)︂
, det

(︂
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

)︂
= 1.

То есть,

𝑎2 + 𝑐2 = 1,

𝑏2 + 𝑑2 = 1,

𝑎𝑑− 𝑏𝑐 = 1,

𝑎𝑏+ 𝑐𝑑 = 0.

Из первых двух уравнений следует, что точки (𝑎, 𝑐) и (𝑏, 𝑑) принадле-
жат единичной окружности, поэтому

𝑎 = cos𝛼, 𝑐 = sin𝛼, 𝑏 = cos 𝛽, 𝑑 = sin 𝛽,

для некоторых 𝛼, 𝛽 ∈ R. Подставляя в последние два уравнения, полу-
чим

cos𝛼 sin 𝛽 − cos 𝛽 sin𝛼 = 1,

cos𝛼 sin 𝛽 + sin𝛼 sin 𝛽 = 0,
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откуда следуют равенства

sin(𝛽 − 𝛼) = 1, cos(𝛽 − 𝛼) = 0.

В этой связи, 𝛽 − 𝛼 ∈ 𝜋/2 + 2𝜋Z. Выбирая 𝛽 − 𝛼 = 𝜋/2, получаем

𝐴 =

(︂
cos 𝑡 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡

)︂
,

где 𝑡 = −𝛼.

Пример 11.7. Пусть (𝐺1, ⊤1) и (𝐺2, ⊤2) — группы Ли. Определим
групповую структуру на 𝐺1 ×𝐺2 следующим образом. Пусть

⊤ : (𝐺1×𝐺2)×(𝐺1×𝐺2) → 𝐺1×𝐺2, (𝑎1, 𝑎2)⊤(𝑏1, 𝑏2) := (𝑎1⊤1𝑏1, 𝑎2⊤2𝑏2).

Операция ⊤ удовлетворяет всем аксиомам группы. Действительно,
пусть 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 ∈ 𝐺1 и 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 ∈ 𝐺2, тогда

((𝑎1, 𝑎2)⊤(𝑏1, 𝑏2))⊤(𝑐1, 𝑐2) =

= (𝑎1⊤1𝑏1, 𝑎2⊤2𝑏2)⊤(𝑐1, 𝑐2) = (𝑎1⊤1𝑏1⊤1𝑐1, 𝑎2⊤2𝑏2⊤2𝑐2),

и

(𝑎1, 𝑎2)⊤((𝑏1, 𝑏2)⊤(𝑐1, 𝑐2)) =

= (𝑎1, 𝑎2)⊤(𝑏1⊤1𝑐1, 𝑏2⊤2𝑐2) = (𝑎1⊤1𝑏1⊤1𝑐1, 𝑎2⊤2𝑏2⊤2𝑐2),

где использованы свойства ассоциативности операций ⊤1 и ⊤2. Таким
образом, ⊤ — ассоциативная операция. Далее, пусть 𝑎1 ∈ 𝐺1 и 𝑎2 ∈ 𝐺2,
тогда

(𝑎1, 𝑎2)⊤(11, 12) = (𝑎1⊤111, 𝑎2⊤212) = (𝑎1, 𝑎2),

(11, 12)⊤(𝑎1, 𝑎2) = (11⊤1𝑎1, 12⊤2𝑎2) = (𝑎1, 𝑎2).

Следовательно, (11, 12) является нейтральным элементом относи-
тельно ⊤. Наконец, пусть 𝑎1 ∈ 𝐺1, 𝑎2 ∈ 𝐺2, тогда

(𝑎1, 𝑎2)⊤(𝑎−1
1 , 𝑎−1

2 ) = (𝑎1⊤1𝑎
−1
1 , 𝑎2⊤2𝑎

−1
2 ) = (11, 12),

(𝑎−1
1 , 𝑎−1

2 )⊤(𝑎1, 𝑎2) = (𝑎−1
1 ⊤1𝑎1, 𝑎

−1
2 ⊤2𝑎2) = (11, 12).
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Мы показали, что элемент (𝑎1, 𝑎2) обратим, причем, (𝑎1, 𝑎2)
−1 =

(𝑎−1
1 , 𝑎−1

2 ). В этой связи, (𝐺1 ×𝐺2, ⊤) — группа.
Структуры гладкого многообразия, определенные на множествах

𝐺1 и 𝐺2, индуцируют гладкую структуру на множество 𝐺1 × 𝐺2. В
этой структуре отображение ⊤ является гладким. Действительно,
⊤ можно представить в виде

(𝑎1, 𝑎2)⊤(𝑏1, 𝑏2) = (⊤1∘(pr1×pr1)((𝑎1, 𝑎2), (𝑏1, 𝑏2)),⊤2∘(pr2×pr2)((𝑎1, 𝑎2), (𝑏1, 𝑏2))),

где pr𝑖 : 𝐺1 ×𝐺2 → 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 2, — проекции. Таким образом,

⊤ = [⊤1 ∘ (pr1 × pr1)]× [⊤2 ∘ (pr2 × pr2)].

Проекции pr1, pr2 и операции ⊤1, ⊤2 являются гладкими, что влечет
гладкость ⊤. Тем самым мы показали, что (𝐺1 ×𝐺2, ⊤) — группа Ли.

Пример 11.8. Множество R* := R ∖ {0} является группой Ли отно-
сительно операции умножения.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ãîìîìîðôèçìîâ ãðóïï Ëè.

Пример 11.9. Отображение

exp : R → R*, exp(𝑡) := 𝑒𝑡,

является гомоморфизмом групп Ли (R, +) и (R*, ·).

Пример 11.10. Отображение

det : GL(𝑛; R) → R*

является гомоморфизмом мультипликативных групп Ли.

3. Левоинвариантные векторные поля

Определение 11.3. Пусть (𝐺, ⊤) — группа Ли. Векторное поле 𝑋 ∈
Vec(𝐺) называется левоинвариантным, если

∀𝑎 ∈ 𝐺 : (𝐿𝑎)*𝑋 = 𝑋.
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Çäåñü (𝐿𝑎)* � ¾pushforward¿ âåêòîðíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìûé ðàâåí-
ñòâîì

(𝐿𝑎)*𝑋 := 𝑇𝐿𝑎 ∘𝑋 ∘ (𝐿𝑎)−1.

Ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà èëëþñòðèðóåò äåéñòâèå îïåðàöèè ¾pushforward¿:

𝐺 𝐺

𝑇𝐺 𝑇𝐺

(𝐿𝑎)
−1

𝑋 𝑓*𝑋

𝑇𝐿𝑎

Ïóñòü 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, òîãäà (𝐿𝑎)
−1(𝑎⊤𝑏) = 𝑏. Ñëåäîâàòåëüíî,

[(𝐿𝑎)*𝑋]|𝑎⊤𝑏 = 𝑇𝐿𝑎𝑋𝑏,

è óñëîâèå ëåâîé èíâàðèàíòíîñòè ñâîäèòñÿ ê

𝑇𝐿𝑎𝑋𝑏 = 𝑋𝑎⊤𝑏.

Ïîëàãàÿ 𝑏 = 1, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

∀𝑎 ∈ 𝐺 : 𝑋𝑎 = 𝑇1𝐿𝑎𝑋1.

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ íà 𝐺 ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî èìååò âèä

𝑋 𝑖
𝑎 =

𝜕(𝑎⊤𝑏)𝑖

𝜕𝑏𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝑏=1

𝑋𝑗
1.

4. Алгебра Ли группы Ли

Ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ àëãåáðû Ëè.

Определение 11.4. Алгебра Ли над R — это векторное простран-
ство g над R, снабженное билинейным отображением

[·, ·] : g× g → g,

удовлетворяющим следующим аксиомам:
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(1) антисимметричность: ∀𝐴 ∈ g : [𝐴, 𝐴] = 0,

(2) тождество Якоби: ∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ g : [𝐴, [𝐵, 𝐶]] + [𝐵, [𝐶, 𝐴]] +
[𝐶, [𝐴, 𝐵]] = 0.

Определение 11.5. Гомоморфизм алгебр Ли g, h — это линейное
отображение 𝜙 : g → h, удовлетворяющее условию:

∀𝐴, 𝐵 ∈ g : 𝜙([𝐴, 𝐵]) = [𝜙(𝐴), 𝜙(𝐵)].

Определение 11.6. Пусть g — алгебра Ли. Подалгебра Ли — это
векторное подпространство h ⊂ g, такое, что

∀𝐴, 𝐵 ∈ h : [𝐴, 𝐵] ∈ h.

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Vec(𝑀)
ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà 𝑀 . Îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ íà
ñêàëÿð è ïîòî÷å÷íîãî óìíîæåíèÿ íà ýëåìåíòû êîëüöà 𝐶∞(𝑀) ãëàäêèõ
ñêàëÿðíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ïðåâðàùàþò Vec(𝑀) â ìîäóëü íàä 𝐶∞(𝑀).
Îïðåäåëåíà ñêîáî÷íàÿ îïåðàöèÿ (ñêîáêà Ëè)

[·, ·] : Vec(𝑀)× Vec(𝑀) → Vec(𝑀), [𝑋, 𝑌 ](𝑓) := 𝑋(𝑌 𝑓)− 𝑌 (𝑋𝑓),

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì àíòèñèììåòðè÷íîñòè è òîæäåñòâó ßêî-
áè. Â ýòîé ñâÿçè, Vec(𝑀) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé Ëè îòíîñèòåëüíî ñêîáêè
Ëè.

Ñêîáêà Ëè êîììóòèðóåò ñ äèôôåîìîðôèçìîì â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Предложение 11.8. Пусть 𝑓 : 𝑀 → 𝑁 — диффеоморфизм между
гладкими многообразиями 𝑀 и 𝑁 . Тогда

∀𝑋, 𝑌 ∈ Vec(𝑀) : 𝑓*[𝑋, 𝑌 ] = [𝑓*𝑋, 𝑓*𝑌 ].

Доказательство. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ¾pushforward¿:

∀𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀) : 𝑓*𝑋(𝑔) = 𝑋(𝑔 ∘ 𝑓) ∘ 𝑓−1.

Äëÿ 𝑋, 𝑌 ∈ Vec(𝑀) è 𝑔 ∈ 𝐶∞(𝑀) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝑓*[𝑋, 𝑌 ](𝑔) = [𝑋, 𝑌 ](𝑔 ∘ 𝑓) ∘ 𝑓−1 = 𝑋(𝑌 (𝑔 ∘ 𝑓)) ∘ 𝑓−1−𝑌 (𝑋(𝑔 ∘ 𝑓)) ∘ 𝑓−1.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

[𝑓*𝑋, 𝑓*𝑌 ](𝑔) = 𝑓*𝑋(𝑓*𝑌 (𝑔))− 𝑓*𝑌 (𝑓*𝑋(𝑔)).

Íî

𝑓*𝑋(𝑓*𝑌 (𝑔)) = 𝑋(𝑓*𝑌 (𝑔) ∘ 𝑓) ∘ 𝑓−1 =

= 𝑋(𝑌 (𝑔 ∘ 𝑓) ∘ 𝑓−1 ∘ 𝑓) ∘ 𝑓−1 = 𝑋(𝑌 (𝑔 ∘ 𝑓)) ∘ 𝑓−1,

è

𝑓*𝑌 (𝑓*𝑋(𝑔)) = 𝑌 (𝑓*𝑋(𝑔) ∘ 𝑓) ∘ 𝑓−1 =

= 𝑌 (𝑋(𝑔 ∘ 𝑓) ∘ 𝑓−1 ∘ 𝑓) ∘ 𝑓−1 = 𝑌 (𝑋(𝑔 ∘ 𝑓)) ∘ 𝑓−1,

ïîýòîìó 𝑓*[𝑋, 𝑌 ](𝑔) = [𝑓*𝑋, 𝑓*𝑌 ](𝑔). Èç ïðîèçâîëüíîñòè 𝑔 îòñþäà âûòå-
êàåò æåëàåìîå ðàâåíñòâî.

Ïóñòü òåïåðü 𝐺 � àëãåáðà Ëè, à g ⊂ Vec(𝐺) � ìíîæåñòâî âñåõ ëå-
âîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà 𝐺. Îíî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì X(𝐺). Áîëåå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé Ëè àëãåáðû
Vec(𝐺) [2]:

Предложение 11.9. Левоинвариантные векторные поля на 𝐺 образу-
ют подалгебру Ли алгебры Vec(𝐺).

Доказательство. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè𝑋, 𝑌 ∈ g, òî [𝑋, 𝑌 ] ∈ g.
Ïóñòü 𝑎 ∈ 𝐺. Ïîñêîëüêó 𝐿𝑎 � äèôôåîìîðôèçì, òî ìû ìîæåì èñïîëüçî-
âàòü ðàâåíñòâî

(𝐿𝑎)*[𝑋, 𝑌 ] = [(𝐿𝑎)*𝑋, (𝐿𝑎)*𝑌 ].

Íî (𝐿𝑎)*𝑋 = 𝑋, (𝐿𝑎)*𝑌 = 𝑌 , ïîýòîìó

(𝐿𝑎)*[𝑋, 𝑌 ] = [𝑋, 𝑌 ].

Ñëåäîâàòåëüíî, [𝑋, 𝑌 ] ∈ g. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî g � ïîäàëãåáðà Ëè àëãåáðû
Vec(𝐺).

Определение 11.7. Алгебра Ли g левоинвариантных векторных полей
на 𝐺 называется алгеброй Ли группы 𝐺.
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Õîòÿ àëãåáðà Vec(𝐺), â îáùåì ñëó÷àå, áåñêîíå÷íîìåðíà, åå ïîäàëãåá-
ðà g âñåãäà èìååò êîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü, ÷òî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî
Ïðåäëîæåíèÿ [2]:

Предложение 11.10. Отображение

𝑓 : g → 𝑇1𝐺, 𝑋 ↦→ 𝑋1,

является каноническим изоморфизмом векторных пространств.

Доказательство. (1) Линейность. Åñëè 𝑋, 𝑌 ∈ g, 𝜆 ∈ R, òî

𝑓(𝑋 + 𝑌 ) = (𝑋 + 𝑌 )1 = 𝑋1 + 𝑌1 = 𝑓(𝑋) + 𝑓(𝑌 ),

𝑓(𝜆𝑋) = (𝜆𝑋)1 = 𝜆𝑋1 = 𝜆𝑓(𝑋).

Òåì ñàìûì, ëèíåéíîñòü 𝑓 äîêàçàíà.

(2) Инъективность. Ïóñòü 𝑓(𝑋) = 𝑓(𝑌 ), òîãäà 𝑋1 = 𝑌1 è äëÿ ëþáîãî
𝑎 ∈ 𝐺,

𝑋𝑎 = 𝑇𝐿𝑎𝑋1 = 𝑇𝐿𝑎𝑌1 = 𝑌𝑎,

÷òî âëå÷åò 𝑋 = 𝑌 .

(3) Сюръективность. Ïóñòü 𝑢 ∈ 𝑇1𝐺, à 𝜒𝐿 : 𝐺 × 𝑇1𝐺 → 𝑇𝐺 �
òðèâèàëèçàöèÿ 𝑇𝐺; 𝜒𝐿(𝑎, 𝑋) = 𝑇𝐿𝑎𝑋. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

𝑋 : 𝐺→ 𝑇𝐺, 𝑎 ↦→ 𝜒𝐿(𝑎, 𝑢).

Îíî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì. Äàëåå, äëÿ 𝑏 ∈ 𝐺,

𝑇𝑏𝐿𝑎(𝑋|𝑏) = 𝑇𝑏𝐿𝑎 ∘ 𝑇 |1𝐿𝑏(𝑢) = 𝑇1(𝐿𝑎 ∘ 𝐿𝑏)(𝑢) = 𝑇1𝐿𝑎⊤𝑏(𝑢) = 𝑋𝑎⊤𝑏,

÷òî âëå÷åò 𝑋 ∈ g. Íàêîíåö,

𝑋1 = 𝑇𝐿1(𝑢) = 𝑇 Id𝐺𝑢 = 𝑢,

è ïîòîìó 𝑓(𝑋) = 𝑢.
Èç ðàññóæäåíèé (1)�(3) ñëåäóåò, ÷òî 𝑓 � èçîìîðôèçì.
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Òàêèì îáðàçîì, g ∼= 𝑇1𝐺 è, ñëåäîâàòåëüíî, dim g = dim𝐺. Äàäèì
èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííîìó ðàâåíñòâó. Ýëåìåíòû Vec(𝐺) ÿâëÿþòñÿ èí-
ôèíèòåçèìàëüíûìè ãåíåðàòîðàìè êðèâûõ íà 𝐺, à, çíà÷èò, è ïîòîêîâ.
Îãðàíè÷èâàÿñü ëåâîèíâàðèàíòíûìè ãåíåðàòîðàìè, ìû ìîæåì ñêàçàòü,
÷òî äîñòàòî÷íî âñåãî ëèøü dim𝐺 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëåâîèíâàðèàíò-
íûõ ãåíåðàòîðîâ äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêðûòü 𝐺 ñåòÿìè êðèâûõ. Ëþáîé äðó-
ãîé ëåâîèíâàðèàíòíûé ãåíåðàòîð ïîðîæäàåò ñåòü êðèâûõ, ÿâëÿþùóþ-
ñÿ, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, íàëîæåíèåì ¾èñêàæåíèé¿ ¾áàçèñíûõ¿ ñåòåé
êðèâûõ.

Ïóñòü g � àëãåáðà Ëè íàä 𝐺, à (𝑒1, . . . , 𝑒𝑛) � áàçèñ g. Òîãäà

[𝑒𝑖, 𝑒𝑗] = 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 ·𝑒𝑘, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.

Определение 11.8. Числа 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · называются структурными коэф-
фициентами g в заданном базисе.

Предложение 11.11. Структурные коэффициенты удовлетворяют
соотношениям:

∙ 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · + 𝑐 · ·𝑘𝑗𝑖 · = 0, где 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

∙ 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · 𝑐
· ·𝑚
𝑘𝑙 · + 𝑐 · ·𝑘𝑗𝑙 · 𝑐

· ·𝑚
𝑘𝑖 · + 𝑐··𝑘𝑙𝑖 · 𝑐

· ·𝑚
𝑘𝑗 · = 0, где 𝑖, 𝑗, 𝑙, 𝑚 = 1, . . . , 𝑛.

5. Экспоненциальное отображение

Ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ. Ïóñòü 𝑀 �
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå.

Определение 11.9. Продолжение интегральной кривой вектор-
ного поля 𝑋 — это интегральная кривая 𝛾 поля 𝑋, являющаяся продол-
жением 𝛾 в теоретико-множественном смысле. Интегральная кривая
называется максимальной, если она не допускает продолжения. Она
называется полной, если 𝐼 = R.

Векторное поле называется полным, если все его максимальные
интегральные кривые полны.

Предложение 11.12. Пусть 𝑀 — многообразие, а 𝑋 ∈ X(𝑀). Для
любой точки 𝑚 ∈ 𝑀 существует единственная максимальная инте-
гральная кривая 𝛾𝑚 : 𝐼𝑚 →𝑀 поля 𝑋, такая, что 𝛾𝑚(0) = 𝑚.
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Â ñëó÷àå ãðóïïû Ëè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå

Предложение 11.13. Каждое левоинвариантное векторное поле яв-
ляется полным.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåííûõ Ïðåäëîæåíèé ìîæíî íàéòè â [2]. Òàêèì
îáðàçîì, ýëåìåíòû g ãåíåðèðóþò èíòåãðàëüíûå êðèâûå 𝛾 : R → 𝐺 íà
𝐺. Ýòè êðèâûå ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
èíôèíèòåçèìàëüíûõ äåéñòâèé ãðóïïû Ëè íà ñåáÿ.

Определение 11.10. Пусть 𝐷 — окрестность {0} ×𝑀 в R ×𝑀 , а
Φ : 𝐷 →𝑀 — гладкое отображение. Для 𝑚 ∈𝑀 и 𝑡 ∈ R обозначим

D𝑚 = {𝑡 ∈ R | (𝑡, 𝑚) ∈ 𝐷}, D𝑡 = {𝑚 ∈𝑀 | (𝑡, 𝑚) ∈ 𝐷},

и пусть Φ𝑚 : 𝐷𝑚 → 𝑀 и Φ𝑡 : 𝐷𝑡 → 𝑀 обозначают отображения,
определенные равенствами

Φ𝑚(𝑡) = Φ𝑡(𝑚) = Φ(𝑡, 𝑚).

Отображение Φ называется потоком на 𝑀 , если:

(i) Φ𝑡=0 = Id𝑀 ,

(ii) если (𝑠, 𝑚) ∈ 𝐷 и (𝑡, Φ𝑠(𝑚)) ∈ 𝐷, то (𝑠+ 𝑡, 𝑚) ∈ 𝐷 и

Φ𝑡(Φ𝑠(𝑚)) = Φ𝑡+𝑠(𝑚),

(iii) 𝐷𝑚 — связно (следовательно, открытый интервал) для любого
𝑚 ∈𝑀 ,

(iv) Φ𝑡(𝐷𝑡) ⊂ 𝐷−𝑡 для любого 𝑡 ∈ R.

Определение 11.11. Поток называется максимальным, если его
нельзя продолжить на отображение, являющееся потоком. Поток на-
зывается полным, если 𝐷 = R×𝑀 .

Ïóñòü 𝑋 ∈ Vec(𝑀), òîãäà ïîëîæèì

𝐷 =
⋃︁
𝑚∈𝑀

𝐼𝑚 × {𝑚},
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è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

Φ : 𝐷 →𝑀, Φ(𝑡, 𝑚) = 𝛾𝑚(𝑡),

ãäå 𝛾𝑚 : 𝐼𝑚 →𝑀 � ìàêñèìàëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ
𝑋, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 𝑚.

Предложение 11.14. Соответствие Φ ↦→ 𝑋 является биекцией меж-
ду векторными полями и максимальными потоками на 𝑀 . Полным
векторным полям соответствуют полные потоки.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [2]. Ïîòîê, ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîðíîìó ïîëþ
𝑋, îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ𝑋 .

Определение 11.12. Пусть 𝐺 — группа Ли. Экспоненциальное
отображение 𝐺 определяется как

exp : g → 𝐺, exp(𝑋) = Φ𝑋
1 (1).

Ñâîéñòâà ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ
ïîòîêà:

∙ Ïîñêîëüêó Φ0
𝑡 = Id𝐺, òî

exp(0) = 1.

∙ Äëÿ 𝑡, 𝑠 ∈ R,

exp((𝑡+ 𝑠)𝑋) = exp(𝑡𝑋) exp(𝑠𝑋),

exp(−𝑡𝑋) = (exp 𝑡𝑋)−1.

Предложение 11.15. Экспоненциальное отображение является глад-
ким. Оно индуцирует диффеоморфизм между некоторой окрестно-
стью 0 в g и некоторой окрестностью 1 в 𝐺.

Предложение 11.16. Для 𝑋, 𝑌 ∈ g с [𝑋, 𝑌 ] = 0 справедливо равенство

exp(𝑋) exp(𝑌 ) = exp(𝑌 ) exp(𝑋) = exp(𝑋 + 𝑌 ).
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6. Представление групп и алгебр Ли

Предложение 11.17. Гомоморфизм групп Ли индуцирует гомомор-
физм ассоциированных с ними алгебр Ли.

Ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü 𝐺, 𝐻 � ãðóïïû Ëè, à g,
h � ñîîòâåòñòâóþùèå èì àëãåáðû Ëè. Ïóñòü, êðîìå òîãî, 𝜙 : 𝐺 → 𝐻
� ãîìîìîðôèçì ãðóïï Ëè. Ïîñêîëüêó 𝜙(1𝐺) = 1𝐻 , òî 𝑇1𝐺

𝜙 : 𝑇1𝐺
𝐺 →

𝑇1𝐻
𝐻. Êàê ïîêàçàíî â Ïðåäëîæåíèè 5, îòîáðàæåíèÿ

𝑓𝐺 : g → 𝑇1𝐺
𝐺, 𝑋 ↦→ 𝑋1𝐺

,

𝑓𝐻 : h → 𝑇1𝐻
𝐻, 𝑌 ↦→ 𝑌1𝐻

,

ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôèçìàìè. Òîãäà îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå4

𝑑𝜙 : g → h, 𝑑𝜙 = 𝑓−1
𝐻 ∘ 𝑇1𝐺

𝜙 ∘ 𝑓𝐺.

Îòîáðàæåíèå 𝑑𝜙 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð Ëè, èíäóöè-
ðîâàííûì 𝜙. Ïîñòðîåíèÿ èëëþñòðèðóþòñÿ äèàãðàììîé

g 𝑇1𝐺
𝐺 𝑇1𝐻

𝐻 h
𝑓𝐺 𝑇1𝐺

𝜙 𝑓−1
𝐻

𝑑𝜙

Ïîëó÷èì äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ 𝑑𝜙. Ïóñòü 𝑋 ∈ g, òîãäà 𝑓𝐺(𝑋) =
𝑋1𝐺

è 𝑇1𝐺
𝜙 ∘ 𝑓𝐺(𝑋) = 𝑇1𝐺

𝜙(𝑋1𝐺
) ∈ 𝑇1𝐻

𝐻. Îáîçíà÷èì 𝑌1𝐻
= 𝑇1𝐺

𝜙(𝑋1𝐺
).

Ïî îïðåäåëåíèþ 𝑑𝜙, ïðèäåì ê ðàâåíñòâó 𝑑𝜙(𝑋) = 𝑓−1
𝐻 (𝑌1𝐻

) = 𝑌 . Åñëè
𝑏 ∈ 𝐻, òî

𝑑𝜙(𝑋)|𝑏 = 𝑌𝑏 = 𝑇𝐿𝑏𝑌1𝐻
= 𝑇𝐿𝑏𝑇1𝐺

𝜙(𝑋1𝐺
).

Òàêèì îáðàçîì,

∀𝑏 ∈ 𝐻 : 𝑑𝜙(𝑋)|𝑏 = 𝑇𝐿𝑏𝑇1𝐺
𝜙(𝑋1𝐺

).

Ñâîéñòâà 𝑑𝜙 ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè.

Предложение 11.18. (i) Пусть 𝜙 : 𝐺 → 𝐻, 𝜓 : 𝐻 → 𝐾 — гомомор-
физмы групп Ли, тогда

𝑑(𝜓 ∘ 𝜙) = 𝑑𝜓 ∘ 𝑑𝜙.
4Символ 𝑑 вносит путаницу, но он традиционно используется.
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(ii) 𝑑Id𝐺 = Idg.

(iii) Если 𝜙 : 𝐺→ 𝐻 — гомоморфизм групп Ли, то

∀𝑎 ∈ 𝐺∀𝑋 ∈ g : 𝑇𝜙(𝑋𝑎) = 𝑑𝜙(𝑋)|𝜙(𝑎).

(iv) Если 𝜙 : 𝐺→ 𝐻 — изоморфизм групп Ли, то 𝑑𝜙 обратимо, причем

(𝑑𝜙)−1 = 𝑑(𝜙−1),

и
∀𝑋 ∈ g : 𝑑𝜙(𝑋) = 𝜙*𝑋,

где 𝜙*𝑋 = 𝑇𝜙 ∘𝑋 ∘ 𝜙−1 — «pushforward».

Доказательство. (i) Ïî îïðåäåëåíèþ,

𝑑𝜙 : g → h, 𝑑𝜙 = 𝑓−1
𝐻 ∘ 𝑇1𝐺

𝜙 ∘ 𝑓𝐺,
𝑑𝜓 : h → k, 𝑑𝜓 = 𝑓−1

𝐾 ∘ 𝑇1𝐻
𝜓 ∘ 𝑓𝐻 .

Òîãäà

𝑑𝜓 ∘ 𝑑𝜙 = 𝑓−1
𝐾 ∘ 𝑇1𝐻

𝜓 ∘ 𝑓𝐻 ∘ 𝑓−1
𝐻 ∘ 𝑇1𝐺

𝜙 ∘ 𝑓𝐺 = 𝑓−1
𝐾 ∘ 𝑇1𝐻

𝜓 ∘ 𝑇1𝐺
𝜙 ∘ 𝑓𝐺 =

= 𝑓−1
𝐾 ∘ 𝑇1𝐺

(𝜓 ∘ 𝜙) ∘ 𝑓𝐺.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó 𝜓 ∘ 𝜙 : 𝐺→ 𝐾 � ãîìîìîðôèçì, òî

𝑑(𝜓 ∘ 𝜙) = 𝑓−1
𝐾 ∘ 𝑇1𝐺

(𝜓 ∘ 𝜙) ∘ 𝑓𝐺.

Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî 𝑑(𝜓 ∘ 𝜙) = 𝑑𝜓 ∘ 𝑑𝜙.
(ii) Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå Id𝐺 : 𝐺 → 𝐺 ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì,

òî äëÿ íåãî îïðåäåëåí ãîìîìîðôèçì 𝑑Id𝐺. Äàëåå,

𝑑Id𝐺 = 𝑓−1
𝐺 ∘ 𝑇1𝐺

Id𝐺 ∘ 𝑓𝐺 = 𝑓−1
𝐺 ∘ Id𝑇1𝐺 ∘ 𝑓𝐺 = Idg,

è ìû óñòàíîâèëè, ÷òî 𝑑Id𝐺 = Idg.
(iii) Ïóñòü 𝑎 ∈ 𝐺 è 𝑋 ∈ g, òîãäà, ñîãëàñíî Ïðåäëîæåíèþ 7,

𝑇𝜙(𝑋𝑎) = 𝑇𝜙 ∘ 𝑇𝐿𝑎(𝑋1𝐺
) = 𝑇𝐿𝜙(𝑎) ∘ 𝑇𝜙(𝑋1𝐺

) = 𝑑𝜙(𝑋)|𝜙(𝑎),

÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.
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(iv) Ïóñòü 𝜙 : 𝐺 → 𝐻 � èçîìîðôèçì ãðóïï Ëè, òîãäà ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

𝜙 ∘ 𝜙−1 = Id𝐻 , 𝜙−1 ∘ 𝜙 = Id𝐺.

Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì ýòèõ ðàâåíñòâ îïåðàöèþ 𝑑 è èñïîëüçóÿ óñòà-
íîâëåííûå ñâîéñòâà (i) è (ii), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèÿì

𝑑𝜙 ∘ 𝑑(𝜙−1) = Idh, 𝑑(𝜙−1) ∘ 𝑑𝜙 = Idg.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑑𝜙 � îáðàòèìûé ãîìîìîðôèçì (òî åñòü, èçîìîðôèçì) è
(𝑑𝜙)−1 = 𝑑(𝜙−1).

Ïîñêîëüêó, êàê óñòàíîâëåíî â (iii), 𝑇𝜙(𝑋𝑎) = 𝑑𝜙(𝑋)|𝜙(𝑎), òî, ïîëàãàÿ
𝜙(𝑎) = 𝑏, ïîëó÷àåì

𝑑𝜙(𝑋)|𝑏 = 𝑇𝜙(𝑋𝜙−1(𝑏)) = 𝜙*(𝑋)|𝑏,

îòêóäà ñëåäóåò æåëàåìàÿ ôîðìóëà.

Ïóñòü 𝑉 � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Определение 11.13. Представление группы Ли 𝐺 на 𝑉 — это го-
моморфизм групп Ли 𝜙 : 𝐺 → GL(𝑉 ). Гомоморфизм представлений
𝜙𝑖 : 𝐺 → GL(𝑉𝑖), 𝑖 = 1, 2, — это линейное отображение 𝜆 : 𝑉1 → 𝑉2,
такое, что

∀𝑎 ∈ 𝐺 : 𝜆 ∘ 𝜙1(𝑎) = 𝜙2(𝑎) ∘ 𝜆.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gl(𝑉 ) âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïî-
ñòðîåííîå íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç 𝑉 â 𝑉 è ñíàáæåííîå
êîììóòàòîðîì [𝑓, 𝑔] = 𝑓 ∘ 𝑔 − 𝑔 ∘ 𝑓 .

Определение 11.14. Представление алгебры Ли — это гомомор-
физм алгебр Ли 𝜙 : g → gl(𝑉 ). Гомоморфизм представлений
𝜙𝑖 : g → gl(𝑉𝑖), 𝑖 = 1, 2, — это линейное отображение 𝜆 : 𝑉1 → 𝑉2,
такое, что

∀𝐴 ∈ g : 𝜆 ∘ 𝜙1(𝐴) = 𝜙2(𝐴) ∘ 𝜆.

Ëþáàÿ ãðóïïà Ëè îáëàäàåò åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì íà ñâîåé
àëãåáðå Ëè. Ïóñòü 𝑎 ∈ 𝐺, òîãäà îòîáðàæåíèå

𝐶𝑎 : 𝐺→ 𝐺, 𝐶𝑎(𝑏) := 𝑎⊤𝑏⊤𝑎−1,



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß502 Ãë. 11. Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè

íàçûâàåòñÿ сопряжением. Äëÿ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

𝐶𝑎(𝑏⊤𝑐) = 𝐶𝑎(𝑏)⊤𝐶𝑎(𝑐), 𝐶𝑎 ∘ 𝐶𝑏 = 𝐶𝑎⊤𝑏.

Îòîáðàæåíèå ñîïðÿæåíèÿ 𝐶𝑎 : 𝐺→ 𝐺 ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû
Ëè. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑑𝐶𝑎 : g → g � àâòîìîðôèçì àëãåáðû Ëè g. Òàêèì
îáðàçîì, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå

Ad : 𝐺→ GL(g), Ad(𝑎) = 𝑑𝐶𝑎.

Îòîáðàæåíèå Ad ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì 𝐺 â g.
Êàæäàÿ àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè îáëàäàåò åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëå-

íèåì â ñåáå:
ad : g → gl(g),

îïðåäåëåííûì ðàâåíñòâîì

∀𝑋, 𝑌 ∈ g : ad(𝑋)𝑌 := [𝑋, 𝑌 ].

Определение 11.15. Представления Ad и ad называются, соответ-
ственно, сопряженными представлениями 𝐺 и g.

Предложение 11.19.
𝑑Ad = ad.

Ïóñòü 𝜙 � ïðåäñòàâëåíèå 𝐺 â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå 𝑉 . Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå5

End(𝑉 ) → End(𝑉 *), 𝐴 ↦→ 𝐴𝑇 ,

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî îíî ãëàäêîå. Òàêèì îáðàçîì, 𝜙 èíäóöèðóåò ïðåä-
ñòàâëåíèå

𝜙* : 𝐺→ GL(𝑉 *), 𝜙*(𝑎) = 𝜙(𝑎−1)𝑇 ,

íàçûâàåìîå дуальным ê 𝜙. Ïðåäñòàâëåíèå

𝑑(𝜙*) : g → gl(𝑉 *),

íàçûâàåòñÿ дуальным представлением 𝑑𝜙. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

∀𝑋 ∈ g : 𝑑(𝜙*)(𝑋) = −(𝑑𝜙(𝑋))𝑇 .
5Здесь End(𝑉 ) — векторное пространство линейных отображений из 𝑉 в 𝑉 .
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Определение 11.16. Дуальные к сопряженным представлениям 𝐺 и
g называются косопряженными представлениями 𝐺 и g и обозна-
чаются через Ad* и ad*.

Òàêèì îáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ,

∀𝑎 ∈ 𝐺∀𝑌 ∈ g ∀𝜉 ∈ g* : ⟨Ad*(𝑎)𝜉, 𝑌 ⟩ = ⟨𝜉, Ad(𝑎−1)𝑌 ⟩,
∀𝑋, 𝑌 ∈ g ∀𝜉 ∈ g* : ⟨ad*(𝑋)𝜉, 𝑌 ⟩ = −⟨𝜉, [𝑋, 𝑌 ]⟩.

7. Форма Маурера –Картана

Определение 11.17. Формой Маурера –Картана называется 1-
форма Θ : 𝐺→ 𝑇 *𝐺⊗ g, такая, что Θ : 𝑎 ↦→ Θ𝑎, где

Θ𝑎 : 𝑇𝑎𝐺→ 𝑇1𝐺 ∼= g, ∀𝑣 ∈ 𝑇𝑎𝐺 : Θ𝑎(𝑣) := (𝐿𝑎−1)*𝑣.

Âìåñòî (𝐿𝑎−1)* ìîæíî íàïèñàòü 𝑇𝐿𝑎−1.
Ïóñòü (𝑒𝑖) � ðåïåð èç ëåâîèíâàðèàíòíûõ ñå÷åíèé 𝑇𝐺, à (𝑒𝑖) � êîðå-

ïåð. Òîãäà, äëÿ 𝑎 ∈ 𝐺,

Θ(𝑒𝑖)(𝑎) = Θ𝑎(𝑒𝑖(𝑎)) = 𝑇𝐿𝑎−1𝑒𝑖(𝑎) = 𝑒𝑖(1).

Òàêèì îáðàçîì, Θ(𝑒𝑖) = 𝑒𝑖(1). Ïóñòü Θ = 𝜈 ·𝑗𝑖 · 𝑒
𝑖 ⊗ 𝑒𝑗(1), òîãäà

𝑒𝑘(1) = Θ(𝑒𝑘) = 𝛿𝑖𝑘𝜈
·𝑗
𝑖 · 𝑒𝑗(1) = 𝜈 · 𝑗

𝑘 · 𝑒𝑗(1).

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜈 · 𝑗
𝑘 · = 𝛿𝑗𝑘, è ìû îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

Θ = 𝑒𝑖 ⊗ 𝑒𝑖(1).

8. Действие группы

8.1. Определение и простейшие свойства

Ïóñòü (𝐺, ⊤) � ãðóïïà ñ åäèíèöåé 1, à 𝑀 � ìíîæåñòâî.

Определение 11.18. Левое действие 𝐺 на 𝑀 — это отображение

▷: 𝐺×𝑀 →𝑀, (𝑔, 𝑝) ↦→ 𝑔 ▷ 𝑝,

удовлетворяющее условиям:
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(1▷) ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺∀𝑝 ∈𝑀 : 𝑔1 ▷ (𝑔2 ▷ 𝑝) = (𝑔1⊤𝑔2) ▷ 𝑝,

(2▷) ∀𝑝 ∈𝑀 : 1 ▷ 𝑝 = 𝑝.

Определение 11.19. Правое действие 𝐺 на 𝑀 — это отображение

◁: 𝑀 ×𝐺→𝑀, (𝑝, 𝑔) ↦→ 𝑝 ◁ 𝑔,

удовлетворяющее условиям:

(1◁) ∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺∀𝑝 ∈𝑀 : (𝑝 ◁ 𝑔1) ◁ 𝑔2 = 𝑝 ◁ (𝑔1⊤𝑔2),

(2◁) ∀𝑝 ∈𝑀 : 𝑝 ◁ 1 = 𝑝.

Определение 11.20. Если 𝑀 — топологическое пространство, а 𝐺 —
топологическая группа, то действие 𝐺 на 𝑀 называется непрерыв-
ным, если отображение ▷: 𝐺 × 𝑀 → 𝑀 (или ◁: 𝑀 × 𝐺 → 𝑀)
непрерывно. Тогда говорят, что 𝑀 является левым (соответствен-
но, правым) 𝐺-пространством. Если 𝑀 — гладкое многообразие, 𝐺
— группа Ли, а ▷ (соответственно, ◁) — гладкое отображение, то
действие называется гладким.

Ïðàâîå äåéñòâèå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ëåâîå äåéñòâèå, è íàîáîðîò.

Предложение 11.20. Пусть ▷: 𝐺×𝑀 → 𝑀 — левое действие 𝐺 на
𝑀 , тогда отображение

◁: 𝑀 ×𝐺→𝑀, 𝑝 ◁ 𝑔 := 𝑔−1 ▷ 𝑝,

является правым действием 𝐺 на 𝑀 .

Доказательство. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå ñâîéñòâ (1◁) è (2◁). Ïóñòü
𝑔1, 𝑔2 ∈𝑀 , 𝑝 ∈𝑀 , òîãäà

(𝑝 ◁ 𝑔1) ◁ 𝑔2 = (𝑔−1
1 ▷ 𝑝) ◁ 𝑔2 = 𝑔−1

2 ▷ (𝑔−1
1 ▷ 𝑝) =

= (𝑔−1
2 ⊤𝑔−1

1 ) ▷ 𝑝 = (𝑔1⊤𝑔2)−1 ▷ 𝑝 = 𝑝 ◁ (𝑔1⊤𝑔2).

Äàëåå, åñëè 𝑝 ∈𝑀 , òî
𝑝 ◁ 1 = 1 ▷ 𝑝 = 𝑝.

Òåì ñàìûì ìû ïðîâåðèëè, ÷òî ◁ � ïðàâîå äåéñòâèå.
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Определение 11.21. Пусть ▷: 𝐺 ×𝑀 → 𝑀 — левое действие 𝐺 на
𝑀 , тогда6

∙ для 𝑝 ∈𝑀 орбита 𝑝, обозначаемая через 𝐺 ▷ 𝑝, есть множество

𝐺 ▷ 𝑝 := {𝑔 ▷ 𝑝 | 𝑔 ∈ 𝐺},

∙ для 𝑝 ∈𝑀 группа изотропии (или стабилизатор 𝑝), обознача-
емая через 𝐺𝑝, есть множество

𝐺𝑝 := {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑝},

∙ действие называется транзитивным, если

∀𝑝, 𝑞 ∈𝑀 ∃𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑞,

∙ действие называется свободным, если

∀𝑔 ∈ 𝐺 : (∃𝑝 ∈𝑀 : 𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑝) ⇒ 𝑔 = 1.

Ãðóïïà èçîòðîïèè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé.

Предложение 11.21. Для любой точки 𝑝 ∈ 𝑀 , (𝐺𝑝, ⊤) — подгруппа
группы (𝐺, ⊤).

Доказательство. Íóæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùåå:

∙ Åñëè 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺𝑝, òî 𝑔1⊤𝑔2 ∈ 𝐺𝑝.

∙ 1 ∈ 𝐺𝑝.

∙ Åñëè 𝑔 ∈ 𝐺𝑝, òî 𝑔
−1 ∈ 𝐺𝑝.

Ïóñòü 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺𝑝. Ïîêàæåì, ÷òî (𝑔1⊤𝑔2) ▷ 𝑝 = 𝑝:

(𝑔1⊤𝑔2) ▷ 𝑝 = 𝑔1 ▷ (𝑔2 ▷ 𝑝) = 𝑔1 ▷ 𝑝 = 𝑝,

ïîñêîëüêó 𝑔1 ▷ 𝑝 = 𝑝, 𝑔2 ▷ 𝑝 = 𝑝. Òàêèì îáðàçîì, 𝑔1⊤𝑔2 ∈ 𝐺𝑝. Äàëåå, òàê
êàê 1 ▷ 𝑝 = 𝑝, òî 1 ∈ 𝐺𝑝. Ïóñòü òåïåðü 𝑔 ∈ 𝐺𝑝. Ïîêàæåì, ÷òî 𝑔

−1 ∈ 𝐺𝑝.
Äåéñòâèòåëüíî,

𝑔−1 ▷ 𝑝 = 𝑔−1 ▷ (𝑔 ▷ 𝑝) = (𝑔−1⊤𝑔) ▷ 𝑝 = 1 ▷ 𝑝 = 𝑝,

ïîýòîìó 𝑔−1 ∈ 𝐺𝑝 è ìû ïîêàçàëè, ÷òî (𝐺𝑝, ⊤) � ïîäãðóïïà ãðóïïû
(𝐺, ⊤).

6Аналогичные определения могут быть сформулированы для правого действия.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß506 Ãë. 11. Ãðóïïû è àëãåáðû Ëè

Îïðåäåëåíèå ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ ìîæíî âûðàçèòü â òåðìèíàõ ñòà-
áèëèçàòîðà:

Предложение 11.22. Действие свободно тогда и только тогда, когда

∀𝑝 ∈𝑀 : 𝐺𝑝 = {1}.

Доказательство. (⇒) Ïóñòü ▷ äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà 𝑀 . Åñëè 𝑝 ∈ 𝑀 ,
òî {1} ⊂ 𝐺𝑝. Ïóñòü 𝑔 ∈ 𝐺𝑝, òîãäà 𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑝, è, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ
ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ, 𝑔 = {1}. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐺𝑝 = {1}.

(⇐) Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî ∀𝑝 ∈ 𝑀 : 𝐺𝑝 = {1}. Åñëè 𝑔 ∈ 𝐺 òàêîâ,
÷òî 𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑝 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑝 ∈ 𝑀 , òî 𝑔 ∈ 𝐺𝑝, ÷òî âëå÷åò 𝑔 = 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, äåéñòâèå ãðóïïû ñâîáîäíî.

Åñëè äåéñòâèå ãðóïïû òðàíçèòèâíî è ñâîáîäíî, òî îò îäíîãî ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãîìó, èñïîëüçóÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí-
íûé ýëåìåíò ãðóïïû.

Предложение 11.23. Пусть ▷ — транзитивное и свободное действие
на 𝑀 , тогда

∀𝑝, 𝑞 ∈𝑀 ∃!𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑞

Доказательство. Ïóñòü 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑀 . Ïîñêîëüêó ▷ òðàíçèòèâíî, òî íàé-
äåòñÿ 𝑔 ∈ 𝐺, òàêîé, ÷òî 𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑞. Ïîêàæåì, ÷òî 𝑔 åäèíñòâåííûé. Ïóñòü
𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 òàêîâû, ÷òî

𝑔1 ▷ 𝑝 = 𝑞, 𝑔2 ▷ 𝑝 = 𝑞.

Òîãäà 𝑔1 ▷ 𝑝 = 𝑔2 ▷ 𝑝. Äåéñòâóÿ ýëåìåíòîì 𝑔−1
1 íà ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè

ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì

𝑔−1
1 ▷ (𝑔1 ▷ 𝑝) = 𝑔−1

1 ▷ (𝑔2 ▷ 𝑝),

÷òî ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ëåâîãî äåéñòâèÿ äàåò

(𝑔−1
1 ⊤𝑔1) ▷ 𝑝 = (𝑔−1

1 ⊤𝑔2) ▷ 𝑝,

èëè, (𝑔−1
1 ⊤𝑔2) ▷ 𝑝 = 𝑝. Òàê êàê ▷ ñâîáîäíî, òî 𝑔−1

1 ⊤𝑔2 = 1, ÷òî îêîí÷à-
òåëüíî âëå÷åò 𝑔1 = 𝑔2.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß8. Äåéñòâèå ãðóïïû 507

Ïóñòü ▷ � ëåâîå äåéñòâèå, à 𝑔 ∈ 𝐺. Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íîå îòîáðà-
æåíèå

Ψ𝑔 : 𝑀 →𝑀, Ψ𝑔(𝑝) := 𝑔 ▷ 𝑝.

Äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Предложение 11.24. Для любого 𝑔 ∈ 𝐺 отображение Ψ𝑔 является
биекцией.

Доказательство. Ïîêàæåì, ÷òî

Ψ𝑔 ∘Ψ𝑔−1 = Id𝑀 , Ψ𝑔−1 ∘Ψ𝑔 = Id𝑀 .

Ïóñòü 𝑝 ∈𝑀 , òîãäà

Ψ𝑔 ∘Ψ𝑔−1(𝑝) = Ψ𝑔(𝑔
−1 ▷ 𝑝) = 𝑔 ▷ (𝑔−1 ▷ 𝑝) = 𝑝,

è, àíàëîãè÷íî,

Ψ𝑔−1 ∘Ψ𝑔(𝑝) = Ψ𝑔−1(𝑔 ▷ 𝑝) = 𝑔−1 ▷ (𝑔 ▷ 𝑝) = 𝑝.

Òàêèì îáðàçîì, Ψ𝑔 � áèåêöèÿ, ïðè÷åì, (Ψ𝑔)
−1 = Ψ𝑔−1.

Îòîáðàæåíèå Ψ𝑔 îáëàäàåò ãðóïïîâûìè ñâîéñòâàìè: åñëè 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺,
òî

Ψ𝑔1 ∘Ψ𝑔2 = Ψ𝑔1⊤𝑔2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 𝑝 ∈𝑀 , òîãäà

Ψ𝑔1 ∘Ψ𝑔2(𝑝) = Ψ𝑔1(𝑔2 ▷ 𝑝) = 𝑔1 ▷ (𝑔2 ▷ 𝑝) = (𝑔1⊤𝑔2) ▷ 𝑝 = Ψ𝑔1⊤𝑔2(𝑝),

îòêóäà ñëåäóåò æåëàåìîå ðàâåíñòâî.
Åñëè 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, 𝐺 � ãðóïïà Ëè, òî ãëàäêîå ëåâîå

äåéñòâèå ïîðîæäàåò äèôôåîìîðôèçì Ψ𝑔 äëÿ ëþáîãî 𝑔 ∈ 𝐺.
Ïóñòü (Diff(𝑀), ∘) � ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ íà 𝑀 ñ îïåðàöèåé

êîìïîçèöèè ∘. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Предложение 11.25. Отображение

𝑓 : 𝐺→ Diff(𝑀), 𝑔 ↦→ Ψ𝑔,

является гомоморфизмом групп, то есть

∀𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺 : 𝑓(𝑔1⊤𝑔2) = 𝑓(𝑔1) ∘ 𝑓(𝑔2).
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Доказательство. Ïî îïðåäåëåíèþ,

𝑓(𝑔1⊤𝑔2) = Ψ𝑔1⊤𝑔2,

𝑓(𝑔1) ∘ 𝑓(𝑔2) = Ψ𝑔1 ∘Ψ𝑔2.

Íî èç ðàññóæäåíèé, ïðåäøåñòâîâàâøèõ äîêàçàòåëüñòâó, ìû ïîëó÷èëè,
÷òî Ψ𝑔1 ∘Ψ𝑔2 = Ψ𝑔1⊤𝑔2. Ýòî âëå÷åò æåëàåìîå ðàâåíñòâî.

8.2. Примеры

Пример 11.11. Пусть 𝑉 — конечномерное векторное пространство,
а отображение

𝜌 : 𝐺→ GL(𝑉 )

является гомоморфизмом групп (то есть, 𝜌 — представление). Опре-
делим отображение

▷: 𝐺× 𝑉 → 𝑉, 𝑔 ▷ 𝑣 := 𝜌(𝑔)𝑣.

Покажем, что ▷ — левое действие 𝐺 на 𝑉 . Пусть 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺, 𝑣 ∈ 𝑉 ,
тогда

𝑔1 ▷ (𝑔2 ▷ 𝑣) = 𝑔1 ▷ (𝜌(𝑔2)𝑣) = 𝜌(𝑔1)(𝜌(𝑔2)𝑣) = 𝜌(𝑔1) ∘ 𝜌(𝑔2)(𝑣) =
= 𝜌(𝑔1⊤𝑔2)𝑣 = (𝑔1⊤𝑔2) ▷ 𝑣.

Аксиома (1▷) удовлетворена. Наконец, если 𝑣 ∈ 𝑉 , то

1 ▷ 𝑣 = 𝜌(1)𝑣 = Id𝑉 𝑣 = 𝑣,

и аксиома (2▷) также удовлетворена. Следовательно, ▷ — левое дей-
ствие 𝐺 на 𝑉 .

Пример 11.12. Пусть ▷1: 𝐺1×𝑀1 →𝑀1, ▷2: 𝐺2×𝑀2 →𝑀2 — левые
действия групп (𝐺1, ⊤1), (𝐺2, ⊤2) на 𝑀1 и 𝑀2. Тогда отображение

▷: 𝐺1×𝐺2×𝑀1×𝑀2 →𝑀1×𝑀2, (𝑔1, 𝑔2) ▷ (𝑝1, 𝑝2) := (𝑔1 ▷1 𝑝1, 𝑔2 ▷2 𝑝2),

является левым действием группы (𝐺1 ×𝐺2, ⊤),

⊤ : (𝐺1×𝐺2)×(𝐺1×𝐺2) → 𝐺1×𝐺2, (𝑔1, 𝑔2)⊤(ℎ1, ℎ2) := (𝑔1⊤1ℎ1, 𝑔2⊤2ℎ2),
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на 𝑀1 ×𝑀2.
Действительно, пусть 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺1, ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐺2, 𝑝 ∈ 𝑀1, 𝑞 ∈ 𝑀2,

тогда

(𝑔1, ℎ1) ▷ ((𝑔2, ℎ2) ▷ (𝑝, 𝑞)) = (𝑔1, ℎ1) ▷ (𝑔2 ▷1 𝑝, ℎ2 ▷2 𝑞) =

= (𝑔1 ▷1 (𝑔2 ▷1 𝑝), ℎ1 ▷2 (ℎ2 ▷2 𝑞)) = ((𝑔1⊤1𝑔2) ▷1 𝑝, (ℎ1⊤2ℎ2) ▷2 𝑞) =

= (𝑔1⊤1𝑔2, ℎ1⊤2ℎ2) ▷ (𝑝, 𝑞) = ((𝑔1, ℎ1)⊤(𝑔2, ℎ2)) ▷ (𝑝, 𝑞),

и условие (1▷) выполнено. Далее, если 𝑝 ∈𝑀1 и 𝑞 ∈𝑀2, то

(11, 12) ▷ (𝑝, 𝑞) = (11 ▷1 𝑝, 12 ▷2 𝑞) = (𝑝, 𝑞),

и (2▷) также выполнено. Следовательно, ▷ — левое действие группы
(𝐺1 ×𝐺2, ⊤) на 𝑀1 ×𝑀2.

Пример 11.13. Определим отображение

▷: GL(𝑛; R)× R𝑛 → R𝑛, (𝐴, 𝑥) ↦→ 𝐴𝑥.

Оно является левым действием. Действительно, если 𝐴, 𝐵 ∈
GL(𝑛; R), 𝑥 ∈ R𝑛, то

𝐴 ▷ (𝐵 ▷ 𝑥) = 𝐴 ▷ (𝐵𝑥) = 𝐴(𝐵𝑥) = (𝐴𝐵)𝑥 = 𝐴𝐵 ▷ 𝑥,

что дает (1▷). Наконец, если 𝑥 ∈ R𝑛, то

𝐸 ▷ 𝑥 = 𝐸𝑥 = 𝑥,

что дает (2▷).

Пример 11.14. Пусть (𝐺, ⊤) — группа Ли, а отображение

𝐿𝑔 : 𝐺→ 𝐺, 𝐿𝑔(ℎ) = 𝑔⊤ℎ,
представляет левый сдвиг; здесь 𝑔 ∈ 𝐺. Тогда соответствие

▷: 𝐺×𝐺→ 𝐺, 𝑔 ▷ ℎ := 𝐿𝑔(ℎ),

является левым действием 𝐺 на себя. Оно транзитивно и свободно.
Действительно, если ℎ1, ℎ2 — элементы 𝐺, то для 𝑔 = ℎ2⊤ℎ−1

1 будем
иметь

ℎ2 = 𝑔⊤ℎ1 = 𝑔 ▷ ℎ1,

что влечет транзитивность. Далее, если для 𝑔 ∈ 𝐺 найдется такой
ℎ ∈ 𝐺, что 𝑔 ▷ ℎ = ℎ, то

𝑔⊤ℎ = ℎ,

и 𝑔 = 1. В этой связи, ▷ свободно.
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8.3. Полупрямое произведение

Ïóñòü (𝐻, ⊤𝐻) è (𝑁, ⊤𝑁) � ãðóïïû Ëè, à ▷ 𝐻 ×𝑁 → 𝑁 � ãëàäêîå
ëåâîå äåéñòâèå 𝐻 íà 𝑁 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ℎ ∈ 𝐻, îòîáðà-
æåíèå

Ψℎ : 𝑁 → 𝑁, Ψℎ(𝑔) := ℎ ▷ 𝑔,

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì 𝑁 , òî åñòü, èçîìîðôèçìîì 𝑁 íà ñåáÿ. Îïðåäå-
ëèì íîâóþ ãðóïïó Ëè 𝑁 ⋊▷𝐻, íàçûâàåìóþ полупрямым произведе-
нием 𝐻 и 𝑁 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, 𝑁 ⋊▷ 𝐻
åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå 𝑁 ×𝐻, íî ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ çàäàíà ðàâåí-
ñòâîì

(𝑛, ℎ)⊤(𝑛′, ℎ′) := (𝑛⊤𝑁Ψℎ(𝑛
′), ℎ⊤𝐻ℎ

′).

Предложение 11.26. Операция ⊤ наделяет 𝑁 ×𝐻 структурой груп-
пы.

Доказательство. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

1) îïåðàöèÿ ⊤ àññîöèàòèâíà,

2) îïåðàöèÿ ⊤ îáëàäàåò íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì,

3) ëþáîé ýëåìåíò 𝑁 ×𝐻 îáðàòèì îòíîñèòåëüíî ⊤.

1) Ïóñòü 𝑛1, 𝑛2, 𝑛3 ∈ 𝑁 , ℎ1, ℎ2, ℎ3 ∈ 𝐻, òîãäà

((𝑛1, ℎ1)⊤(𝑛2, ℎ2))⊤(𝑛3, ℎ3) = (𝑛1⊤𝑁Ψℎ1(𝑛2), ℎ1⊤𝐻ℎ2)⊤(𝑛3, ℎ3) =

= (𝑛1⊤𝑁Ψℎ1(𝑛2)⊤𝑁Ψℎ1⊤𝐻ℎ2(𝑛3), ℎ1⊤𝐻ℎ2⊤𝐻ℎ3).

Íî Ψℎ1⊤𝐻ℎ2(𝑛3) = Ψℎ1(Ψℎ2(𝑛3)), ïîýòîìó

((𝑛1, ℎ1)⊤(𝑛2, ℎ2))⊤(𝑛3, ℎ3) = (𝑛1⊤𝑁Ψℎ1(𝑛2)⊤𝑁Ψℎ1(Ψℎ2(𝑛3)), ℎ1⊤𝐻ℎ2⊤𝐻ℎ3).

Äàëåå,

(𝑛1, ℎ1)⊤((𝑛2, ℎ2)⊤(𝑛3, ℎ3)) = (𝑛1, ℎ1)⊤(𝑛2⊤𝑁Ψℎ2(𝑛3), ℎ2⊤ℎ3) =
= (𝑛1⊤𝑁Ψℎ1(𝑛2⊤𝑁Ψℎ2(𝑛3)), ℎ1⊤𝐻ℎ2⊤𝐻ℎ3).

Ïîñêîëüêó Ψℎ1 � àâòîìîðôèçì, òî

Ψℎ1(𝑛2⊤𝑁Ψℎ2(𝑛3)) = Ψℎ1(𝑛2)⊤𝑁Ψℎ1(Ψℎ2(𝑛3)),
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è ïîýòîìó

(𝑛1, ℎ1)⊤((𝑛2, ℎ2)⊤(𝑛3, ℎ3)) = (𝑛1⊤𝑁Ψℎ1(𝑛2)⊤𝑁Ψℎ1(Ψℎ2(𝑛3)), ℎ1⊤𝐻ℎ2⊤𝐻ℎ3).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê æåëàåìîìó ðàâåíñòâó

((𝑛1, ℎ1)⊤(𝑛2, ℎ2))⊤(𝑛3, ℎ3) = (𝑛1, ℎ1)⊤((𝑛2, ℎ2)⊤(𝑛3, ℎ3)),

îçíà÷àþùåìó, ÷òî îïåðàöèÿ ⊤ àññîöèàòèâíà.
2) Ïóñòü 𝑛 ∈ 𝑁 , ℎ ∈ 𝐻, òîãäà

(𝑛, ℎ)⊤(1𝑁 , 1𝐻) = (𝑛⊤𝑁Ψℎ(1𝑁), ℎ⊤𝐻1𝐻) = (𝑛, ℎ),

ïîñêîëüêó Ψℎ(1𝑁) = 1𝑁 , è

(1𝑁 , 1𝐻)⊤(𝑛, ℎ) = (1𝑁⊤𝑁Ψ1𝐻
(𝑛), 1𝐻⊤𝐻ℎ) = (𝑛, ℎ),

ïîñêîëüêó Ψ1𝐻
(𝑛) = 1𝐻 ▷ 𝑛 = 𝑛. Òàêèì îáðàçîì, (1𝑁 , 1𝐻) � íåéòðàëü-

íûé ýëåìåíò îòíîñèòåëüíî ⊤.
3) Ïóñòü 𝑛 ∈ 𝑁 , ℎ ∈ 𝐻, òîãäà

(𝑛, ℎ)⊤(Ψℎ−1(𝑛−1), ℎ−1) = (𝑛⊤𝑁Ψℎ(Ψℎ−1(𝑛−1)), ℎ⊤𝐻ℎ
−1).

Ïîñêîëüêó

Ψℎ(Ψℎ−1(𝑛−1)) = Ψℎ ∘Ψℎ−1(𝑛−1) = Ψℎ⊤𝐻ℎ−1(𝑛−1) = Ψ1𝐻
(𝑛−1) = 𝑛−1,

òî
(𝑛, ℎ)⊤(Ψℎ−1(𝑛−1), ℎ−1) = (𝑛⊤𝑁𝑛

−1, ℎ⊤𝐻ℎ
−1) = (1𝑁 , 1𝐻).

Äàëåå,

(Ψℎ−1(𝑛−1), ℎ−1)⊤(𝑛, ℎ) = (Ψℎ−1(𝑛−1)⊤𝑁Ψℎ−1(𝑛), ℎ−1⊤𝐻ℎ).

Ïî óñëîâèþ, Ψℎ−1 � àâòîìîðôèçì, ïîýòîìó

Ψℎ−1(𝑛−1)⊤𝑁Ψℎ−1(𝑛) = Ψℎ−1(𝑛−1⊤𝑁𝑛) = Ψℎ−1(1𝑁) = 1𝑁 ,

è
(Ψℎ−1(𝑛−1), ℎ−1)⊤(𝑛, ℎ) = (1𝑁 , 1𝐻).

Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýëåìåíò (𝑛, ℎ) ∈ 𝑁 ×𝐻 îáðàòèì è

(𝑛, ℎ)−1 = (Ψℎ−1(𝑛−1), ℎ−1).

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî (𝑁 ×𝐻, ⊤) � ãðóïïà.
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Пример 11.15. Рассмотрим группу (R𝑛, +). Ортогональная группа
𝑂(𝑛) действует на R𝑛 по правилу

▷: 𝑂(𝑛)× R𝑛 → R𝑛, 𝐴 ▷ 𝑥 := 𝐴𝑥.

Тогда Ψ𝐴 является автоморфизмом7 R𝑛. Полупрямое произведение

Eucl(𝑛) := R𝑛 ⋊𝑂(𝑛)

называется евклидовой группой. Групповая операция на Eucl(𝑛) дей-
ствует следующим образом:

(𝑏, 𝐴)⊤(𝑏′, 𝐴′) = (𝑏⊤R𝑛Ψ𝐴(𝑏
′), 𝐴𝐴′) = (𝑏+ 𝐴𝑏′, 𝐴𝐴′).

Единица Eucl(𝑛) имеет вид (1, 𝐸), а элемент, обратный к (𝑏, 𝐴), пред-
ставлен парой

(𝑏, 𝐴)−1 = (Ψ𝐴−1(𝑏−1), 𝐴−1) = (−𝐴−1𝑏, 𝐴−1).

Определим левое действие Eucl(𝑛) на R𝑛 равенством

(𝑏, 𝐴) ▷𝐸 𝑥 := 𝑏+ 𝐴𝑥.

Действие ▷𝐸 и элемент (𝑏, 𝐴) ∈ Eucl(𝑛) определяют отображение

𝑓(𝑏, 𝐴) : R𝑛 → R𝑛, 𝑓(𝑏, 𝐴)(𝑥) := (𝑏, 𝐴) ▷𝐸 𝑥 = 𝑏+ 𝐴𝑥.

Определенное таким образом аффинное преобразование сохраняет ев-
клидово расстояние в R𝑛: если 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛, то

‖𝑓(𝑏, 𝐴)(𝑥)− 𝑓(𝑏, 𝐴)(𝑦)‖ = ‖𝐴𝑥− 𝐴𝑦‖ = ‖𝑥− 𝑦‖,

поскольку 𝐴 ∈ 𝑂(𝑛). Обратно, если 𝑓 : R𝑛 → R𝑛 сохраняет расстояние
в R𝑛, то существуют 𝐴 ∈ 𝑂(𝑛) и 𝑏 ∈ R𝑛, такие, что

∀𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑓(𝑥) = 𝑏+ 𝐴𝑥.

7Можно выбрать некоторое конечномерное евклидово векторное пространство и
отождествить элементы 𝑂(𝑛) с ортогональными преобразованиями этого простран-
ства.
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Таким образом, отображению 𝑓 соответствует некоторый элемент
(𝑏, 𝐴) ∈ Eucl(𝑛). В этой связи, имеется соответствие

𝑓 ↔ (𝑏, 𝐴)

между отображениями, сохраняющими расстояние в R𝑛, и элемента-
ми евклидовой группы. Отсюда видно, что операции композиции таких
отображений соответствует групповая операция ⊤ в Eucl(𝑛).

8.4. Пространство орбит

Ïóñòü ▷: 𝐺×𝑀 →𝑀 � ëåâîå äåéñòâèå ãðóïïû 𝐺 íà ìíîæåñòâå 𝑀 .
Îïðåäåëèì íà 𝑀 îòíîøåíèå ∼:

(𝑝 ∼ 𝑞) ⇔ ∃𝑔 ∈ 𝐺 : 𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑞.

Предложение 11.27. Отношение ∼ является отношением эквива-
лентности на 𝑀 .

Доказательство. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

1) ∼ ðåôëåêñèâíî,

2) ∼ ñèììåòðè÷íî,

3) ∼ òðàíçèòèâíî.

1) Ïîñêîëüêó 1 ▷ 𝑝 = 𝑝, òî 𝑝 ∼ 𝑝.
2) Åñëè 𝑝 ∼ 𝑞, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝑔 ∈ 𝐺, òàêîé, ÷òî 𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑞.

Òîãäà 𝑔−1 ▷ (𝑔 ▷ 𝑝) = 𝑔−1 ∼ 𝑞, îòêóäà 𝑞−1 ▷ 𝑞 = 𝑝, ÷òî âëå÷åò 𝑞 ∼ 𝑝.
3) Ïóñòü 𝑝 ∼ 𝑞, à 𝑞 ∼ 𝑟. Òîãäà ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû 𝑔, ℎ ∈ 𝐺, òàêèå,

÷òî
𝑔 ▷ 𝑝 = 𝑞, è ℎ ▷ 𝑞 = 𝑟.

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑟 = ℎ ▷ 𝑞 = ℎ ▷ (𝑔 ▷ 𝑝), îòêóäà

(ℎ⊤𝑔) ▷ 𝑝 = 𝑟.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑝 ∼ 𝑟 è ìû, òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàëè, ÷òî ∼ � îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè.
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Ïóñòü [𝑝] îáîçíà÷àåò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑀 , òî åñòü,
ìíîæåñòâî

[𝑝] = {𝑞 ∈𝑀 | 𝑞 ∼ 𝑝}.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì,
êàê îðáèòîé 𝐺 ▷ 𝑝 òî÷êè 𝑝:

Предложение 11.28. ∀𝑝 ∈𝑀 : [𝑝] = 𝐺 ▷ 𝑝.

Доказательство. Ïóñòü 𝑞 ∈ [𝑝], òîãäà 𝑞 ∼ 𝑝 è 𝑞 = 𝑔 ▷ 𝑝 äëÿ íåêîòîðîãî
𝑔 ∈ 𝐺. Íî 𝑔 ▷ 𝑝 ∈ 𝐺 ▷ 𝑝, ïîýòîìó 𝑞 ∈ 𝐺 ▷. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî [𝑝] ⊂ 𝐺 ▷
𝑝. Îáðàòíî, ïóñòü 𝑞 ∈ 𝐺 ▷ 𝑝, òîãäà 𝑞 = 𝑔 ▷ 𝑝 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺.
Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑞 ∼ 𝑝, è ïîòîìó 𝑞 ∈ [𝑝]. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐺 ▷ 𝑝 ⊂ [𝑝] è ìû
äîêàçàëè æåëàííîå ðàâåíñòâî.

Òàêèì îáðàçîì, ôàêòîðìíîæåñòâî 𝑀/𝐺 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝑀/𝐺 = {𝐺 ▷ 𝑝 | 𝑝 ∈𝑀}

è íàçûâàåòñÿ пространством орбит äåéñòâèÿ ▷.
Îòîáðàæåíèå

𝜋 : 𝑀 →𝑀/𝐺, 𝜋(𝑝) := [𝑝],

íàçûâàåòñÿ канонической сюръекцией.
Ïóñòü𝑀 �òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëèì ñîâîêóïíîñòüT

ïîäìíîæåñòâ 𝑀/𝐺 óñëîâèåì: 𝑈 ∈ T òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 𝜋−1(𝑈)
îòêðûòî â 𝑀 . Òàêèì îáðàçîì, êàíîíè÷åñêàÿ ñþðúåêöèÿ èíäóöèðóåò òî-
ïîëîãèþ íà 𝑀/𝐺:

Предложение 11.29. T — топология на 𝑀/𝐺.

Доказательство. (i) Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà 𝜋−1(∅) = ∅ è 𝜋−1(𝑀/𝐺) =
𝑀 , ãäå ∅ è 𝑀 îòêðûòû â 𝑀 . Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ∅, 𝑀/𝐺 ∈ T.

(ii) Ïóñòü 𝑈1, . . . , 𝑈𝑘 ∈ T, òîãäà

𝜋−1(𝑈1 ∩ . . . ∩ 𝑈𝑘) = 𝜋−1(𝑈1) ∩ . . . ∩ 𝜋−1(𝑈𝑘),

ãäå ìíîæåñòâà 𝜋−1(𝑈1), . . . , 𝜋
−1(𝑈𝑘) îòêðûòû â 𝑀 . Òîãäà ìíîæåñòâî

𝜋−1(𝑈1 ∩ . . . ∩ 𝑈𝑘) îòêðûòî â 𝑀 è 𝑈1 ∩ . . . ∩ 𝑈𝑘 ∈ T.
(iii) Íàêîíåö, ïóñòü (𝑈𝛼)𝛼∈𝐴 � ñåìåéñòâî ýëåìåíòîâ T, òîãäà

𝜋−1
(︁⋃︁
𝛼∈𝐴

𝑈𝛼

)︁
=
⋃︁
𝛼∈𝐴

𝜋−1(𝑈𝛼),
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ãäå ìíîæåñòâà 𝜋−1(𝑈𝛼) îòêðûòû â 𝑀 . Â ýòîé ñâÿçè, 𝜋−1
(︁⋃︀

𝛼∈𝐴 𝑈𝛼

)︁
îò-

êðûòî â 𝑀 è
⋃︀
𝛼∈𝐴 𝑈𝛼 ∈ T.

Òàêèì îáðàçîì, T � òîïîëîãèÿ íà 𝑀/𝐺.

Определение 11.22. Построенная топология T на 𝑀/𝐺 называется
фактортопологией.

Ïî îïðåäåëåíèþ ôàêòîðòîïîëîãèè, êàíîíè÷åñêàÿ ñþðúåêöèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ïîðîæäàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïîé, îíî ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòûì îòîáðàæåíèåì, òî åñòü, ïåðåâîäèò îòêðûòûå ìíîæåñòâà â îòêðû-
òûå ìíîæåñòâà.

Предложение 11.30. Для любого непрерывного действия топологиче-
ской группы 𝐺 на топологическое пространство 𝑀 каноническая сюръ-
екция

𝜋 : 𝑀 →𝑀/𝐺

является открытым отображением.

Доказательство. Äëÿ 𝑔 ∈ 𝐺 è 𝑈 ⊂𝑀 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

𝑔 ▷ 𝑈 := {𝑔 ▷ | 𝑥 ∈ 𝑈}.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝜋−1(𝜋(𝑈)) =
⋃︁
𝑔∈𝐺

𝑔 ▷ 𝑈.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü 𝑥 ∈ 𝜋−1(𝜋(𝑈)), òîãäà 𝜋(𝑥) ∈ 𝜋(𝑈). Ñóùåñòâóåò 𝑦 ∈
𝑈 , òàêîé, ÷òî 𝜋(𝑥) = 𝜋(𝑦). Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî [𝑥] = [𝑦] è, ñëåäîâàòåëüíî,
𝑥 ∼ 𝑦. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑥 = 𝑔 △ 𝑦, äëÿ íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺. Òîãäà 𝑥 ∈ 𝑔 ▷ 𝑈 ,
÷òî âëå÷åò 𝑥 ∈

⋃︀
𝑔∈𝐺 𝑔 ▷ 𝑈 . Ìû ïîêàçàëè, ÷òî 𝜋−1(𝜋(𝑈)) ⊂

⋃︀
𝑔∈𝐺 𝑔 ▷ 𝑈 .

Îáðàòíî, ïóñòü 𝑥 ∈
⋃︀
𝑔∈𝐺 𝑔 ▷ 𝑈 , òîãäà 𝑥 ∈ 𝑔 ▷ 𝑈 , äëÿ íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺.

Èíûìè ñëîâàìè, 𝑥 = 𝑔 ▷ 𝑦, ãäå 𝑦 ∈ 𝑈 . Íî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
𝑥 ∼ 𝑦 è ïîýòîìó 𝜋(𝑥) = 𝜋(𝑦) ∈ 𝜋(𝑈). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑥 ∈ 𝜋−1(𝜋(𝑈)), è
îáðàòíîå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü 𝑈 îòêðûòî â 𝑀 . Äëÿ 𝑔 ∈ 𝐺 îòîáðàæåíèå

Ψ𝑔 : 𝑀 →𝑀, 𝑝 ↦→ 𝑔 ▷ 𝑝,
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ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è Ψ𝑔(𝑈) = 𝑔 ▷ 𝑈 . Äîêàæåì ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî. Ïóñòü 𝑦 ∈ Ψ𝑔(𝑈), òîãäà 𝑦 = Ψ𝑔(𝑥), äëÿ íåêîòîðîãî 𝑥 ∈ 𝑈 . Ïî
îïðåäåëåíèþ Ψ𝑔, òîãäà 𝑦 = 𝑔 ▷ 𝑥, íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑦 ∈ 𝑔 ▷ 𝑈 . Òàêèì
îáðàçîì, Ψ𝑔(𝑈) ⊂ 𝑔 ▷ 𝑈 . Îáðàòíî, ïóñòü 𝑦 ∈ 𝑔 ▷ 𝑈 , òîãäà 𝑦 = 𝑔 ▷ 𝑥,
äëÿ íåêîòîðîãî 𝑥 ∈ 𝑈 . Íî ýòî âëå÷åò ðàâåíñòâî 𝑦 = Ψ𝑔(𝑥), îçíà÷àþùåå,
÷òî 𝑦 ∈ Ψ𝑔(𝑈). Ìû óñòàíîâèëè îáðàòíîå âêëþ÷åíèå, à, âìåñòå ñ íèì, è
ðàâåíñòâî.

Ïîñêîëüêó 𝑈 îòêðûòî, òî Ψ𝑔(𝑈) îòêðûòî. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî 𝑔 ▷ 𝑈
îòêðûòî äëÿ ëþáîãî 𝑔 ∈ 𝐺. Â ýòîé ñâÿçè, ìíîæåñòâî 𝜋−1(𝜋(𝑈)), áó-
äó÷è îáúåäèíåíèåì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, îòêðûòî â 𝑀 . Ïî îïðåäåëåíèþ
ôàêòîðòîïîëîãèè, òîãäà 𝜋(𝑈) îòêðûòî â 𝑀/𝐺 è 𝜋 � îòêðûòîå îòîáðà-
æåíèå.

Ïðîñòðàíñòâî îðáèò, â îáùåì ñëó÷àå, íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.
Îíî äàæå ìîæåò áûòü íå õàóñäîðôîâî! Íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëüíûå
îãðàíè÷åíèÿ íà ▷. Äàäèì âñïîìîãàòåëüíîå îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå
𝐹 : 𝑋 → 𝑌 òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑋 â òîïîëîãè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî 𝑌 íàçûâàåòñÿ собственным, åñëè ïðîîáðàç êàæäîãî êîìïàêò-
íîãî ïîäìíîæåñòâà 𝑌 êîìïàêòåí.

Определение 11.23. Непрерывное левое действие ▷: 𝐺 × 𝑀 → 𝑀
группы Ли 𝐺 на многообразие 𝑀 называется собственным, если отоб-
ражение

𝐺×𝑀 →𝑀 ×𝑀, (𝑔, 𝑝) ↦→ (𝑔 ▷ 𝑝, 𝑝),

является собственным.

Предложение 11.31. Если группа Ли действует непрерывно и соб-
ственно на многообразии, то пространство орбит хаусдорфово.

Â ñëó÷àå êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè òðåáîâàíèå, ÷òîáû äåéñòâèå áûëî
ñîáñòâåííûì, èçëèøíå:

Предложение 11.32. Непрерывное действие компактной группы Ли
на многообразие является собственным.

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâîéñòâà îðáèò è ãðóïïû
èçîòðîïèè ïðè óñëîâèè, ÷òî äåéñòâèå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.

Определение 11.24. Если группа Ли 𝐺 действует собственно на мно-
гообразие 𝑀 , то каждая орбита замкнута в 𝑀 , а каждая группа изо-
тропии компактна.
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Ãëàäêîå, ñâîáîäíîå è ñîáñòâåííîå äåéñòâèå ãðóïïû Ëè íà ãëàäêîå ìíî-
ãîîáðàçèå ïîðîæäàåò ñòðóêòóðó ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ íà ïðîñòðàíñòâå
îðáèò:

Теорема 11.1. Пусть группа Ли 𝐺 действует гладко, свободно и соб-
ственно на гладкое многообразие 𝑀 . Тогда пространство орбит 𝑀/𝐺
— топологическое многообразие размерности dim𝑀−dim𝐺, и оно име-
ет единственную гладкую структуру со свойством, что отображение
𝜋 : 𝑀 →𝑀/𝐺 является гладкой субмерсией.
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ГЛАВА 12

Главные расслоения

1. Локально тривиальное расслоение

1.1. Определение

Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ, ðàññìîòðåííûå â Ãëàâå 10, è ãëàâíûå ðàññëî-
åíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ïðåäìåòîì íàñòîÿùåé ãëàâû, ïðåäñòàâëÿþò ÷àñòíûé
ñëó÷àé îáùåé êîíñòðóêöèè: ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Ïðåäâà-
ðÿÿ îáùåå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ðàññìîòðèì
íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü 𝑀 è 𝐹 � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Èõ ïðîèçâåäåíèå 𝐸 =𝑀 ×𝐹
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝜋 : 𝐸 → 𝑀
êàíîíè÷åñêóþ ïðîåêöèþ ïðîèçâåäåíèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü è ðàñ-
ñìîòðèì ñòðóêòóðó (𝐸, 𝑀, 𝜋, 𝐹 ). Îòîáðàæåíèå 𝜋 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
è ñþðúåêòèâíûì; äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑚 ∈ 𝑀 îíî îïðåäåëÿåò ïðîîáðàç
𝐸𝑚 := 𝜋−1({𝑚}) = {𝑚} × 𝐹 , ÿâëÿþùèéñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì
𝐸 ðàçìåðíîñòè dim𝐸𝑚 = dim𝐹 , äèôôåîìîðôíûì 𝐹 . Äëÿ ðàçëè÷íûõ
òî÷åê 𝑚1, 𝑚2 ∈ 𝑀 ìíîæåñòâà 𝐸𝑚1

è 𝐸𝑚2
íå ïåðåñåêàþòñÿ; îáúåäèíåíèå

ñåìåéñòâà (𝐸𝑚)𝑚∈𝑀 äàåò 𝐸:

𝐸 =
⋃︁
𝑚∈𝑀

𝐸𝑚.
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Â ýòîé ñâÿçè, ìíîãîîáðàçèå 𝐸 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñîñòîÿùèì èç
ñëîåâ 𝐸𝑚, êàæäûé èç êîòîðûõ òîïîëîãè÷åñêè è â ñìûñëå ãëàäêîñòè
óñòðîåí êàê 𝐹 . Ñëîè 𝐸 ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðàññòàâëåííûìè íàä ìíî-
ãîîáðàçèåì 𝑀 è ïî ýòîé ïðè÷èíå ïîñëåäíåå íàçûâàþò áàçîé.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ñòðóêòóðû (𝐸, 𝑀, 𝜋, 𝐹 ) ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðà
(S1×R, S1, 𝜋, R), â êîòîðîé ìíîãîîáðàçèå 𝐸 � êðóãîâîé öèëèíäð. Òåïåðü
ðàññìîòðèì îáîáùåíèå, â êîòîðîì 𝐸 ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
ìíîãîîáðàçèé ëèøü ëîêàëüíî.

Определение 12.1. Пусть 𝐸, 𝑀 и 𝐹 — гладкие многообразия, а
𝜋 : 𝐸 → 𝑀 — гладкая сюръекция. Четверка (𝐸, 𝑀, 𝜋, 𝐹 ) называет-
ся локально тривиальным расслоением, если выполнено следующее
условие. Для любой точки 𝑚 ∈𝑀 существуют окрестность 𝑈 в 𝑀 и
диффеоморфизм Ψ : 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 × 𝐹 , такой, что

pr𝑈 ∘Ψ = 𝜋,

где pr𝑈 : 𝑈 × 𝐹 → 𝑈 — каноническая проекция. Соотношение между
Ψ, pr𝑈 и 𝜋 иллюстрируется коммутативной диаграммой

𝜋−1(𝑈) 𝑈 × 𝐹

𝑈

Ψ

𝜋
pr 𝑈

Ìíîãîîáðàçèå 𝑀 íàçûâàåòñÿ базой расслоения, ìíîãîîáðàçèå 𝐸 �
тотальным пространством расслоения, îòîáðàæåíèå 𝜋 � проекци-
ей, ìíîãîîáðàçèå 𝐹 � типовым слоем, ìíîæåñòâî 𝐸𝑚 := 𝜋−1({𝑚}) �
слоем над точкой 𝑚 à îòîáðàæåíèå Ψ � локальной тривиализаци-
ей. Ïîñêîëüêó 𝜋 ñþðúåêòèâíî, òî ìíîãîîáðàçèå 𝐸 ïðåäñòàâèìî â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñëîåâ:

𝐸 =
∐︁
𝑚∈𝑀

𝐸𝑚.

Äàëåå áóäóò ðàññìîòðåíû ñëåäñòâèÿ òîãî, ÷òî 𝐸 äîïóñêàåò ëîêàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ: 1) ñëîé𝐸𝑚 íàäåëåí ñòðóêòóðîé ãëàä-
êîãî ìíîãîîáðàçèÿ è 2) íà 𝐸 ìîæíî ââåñòè îñîáûå êîîðäèíàòû.
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1.2. Слой над точкой как гладкое многообразие

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé ñëîé íàä òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãî-
îáðàçèåì òîòàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ äîïîë-
íèòåëüíûå ñâåäåíèÿ. Ïóñòü 𝑀 , 𝑁 � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Íàïîìíèì,
÷òî ñóáìåðñèåé íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå κ ∈ 𝐶∞(𝑀 ; 𝑁), òàêîå,
÷òî åãî ðàíã â êàæäîé òî÷êå𝑀 ðàâåí ðàçìåðíîñòè 𝑁 . Ñ èñïîëüçîâàíèåì
êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ýòî ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: â
êàæäîé òî÷êå 𝑚 ∈ 𝑀 êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå 𝑇𝑚κ : 𝑇𝑚𝑀 → 𝑇κ(𝑚)𝑁
ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì. Êðèòåðèé òîãî, ÷òî κ � ñóáìåð-
ñèÿ, ôîðìóëèðóåòñÿ íà îñíîâàíèè ñëåäóþùåãî îïðåäåëåíèÿ.

Определение 12.2. Пусть κ : 𝑀 → 𝑁 — гладкое отображение, тогда
локальным сечением κ называется гладкое отображение 𝑠 : 𝑈 →
𝑀 , определенное на открытом множестве 𝑈 ⊂ 𝑁 , такое, что

κ ∘ 𝑠 = Id𝑈 .

Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî κ � ãëàäêàÿ ñóáìåðñèÿ, ñôîðìóëèðî-
âàíî â ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè [1].

Предложение 12.1. Пусть 𝑀 , 𝑁 — гладкие многообразия, а κ : 𝑀 →
𝑁 — гладкое отображение. Если любая точка 𝑀 является образом
гладкого локального сечения κ, то отображение κ — гладкая субмер-
сия.

Доказательство. Äëÿ 𝑚 ∈ 𝑀 ïóñòü 𝑠 : 𝑈 → 𝑀 � ëîêàëüíîå ñå÷åíèå,
òàêîå, ÷òî 𝑠(𝑛) = 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑈 . Òîãäà

κ ∘ 𝑠 = Id𝑈 ,

îòêóäà
𝑇𝑚κ ∘ 𝑇𝑛𝑠 = Id𝑇𝑛𝑁 .

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî 𝑇𝑚κ � ñþðúåêöèÿ. Ïîñêîëüêó òî÷-
êà 𝑚 ïðîèçâîëüíà, òî κ � ãëàäêàÿ ñóáìåðñèÿ.

Ïóñòü òåïåðü (𝐸, 𝑀, 𝜋, 𝐹 ) � ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå. Ïî-
êàæåì, ÷òî 𝜋 � ñóáìåðñèÿ. Äëÿ ëîêàëüíîé òðèâèàëèçàöèè Ψ,

pr𝑈 = 𝜋 ∘Ψ−1.
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Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò 𝑓 ∈ 𝐹 . Òîãäà îòîáðàæåíèå

𝜎 : 𝑈 → 𝑈 × {𝑓}, 𝑥 ↦→ (𝑥, 𝑓),

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ïðè ýòîì,

pr𝑈 ∘ 𝜎 : 𝑈 → 𝑈, 𝑥 ↦→ (𝑥, 𝑓) ↦→ 𝑥,

ïîýòîìó pr𝑈 ∘ 𝜎 = Id𝑈 . Â ýòîé ñâÿçè,

𝜋 ∘ (Ψ−1 ∘ 𝜎) = Id𝑈 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Ψ−1 ∘ 𝜎 : 𝑈 → 𝜋−1(𝑈) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëü-
íûì ñå÷åíèåì 𝜋. Äàëåå, ïóñòü 𝑒 ∈ 𝐸, òîãäà 𝜋(𝑒) = 𝑚 ∈ 𝑀 . Äëÿ 𝑀
íàéäóòñÿ îêðåñòíîñòü 𝑈 è ëîêàëüíàÿ òðèâèàëèçàöèÿ Ψ; pr𝑈 ∘Ψ(𝑒) = 𝑚.
Ñëåäîâàòåëüíî,

pr𝑈 ∘ 𝜎 ∘ 𝜎−1 ∘Ψ(𝑒) = 𝑚,

îòêóäà 𝑒 = Ψ−1 ∘ 𝜎(𝑚). Â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 12.1 çàêëþ÷àåì, ÷òî 𝜋 �
ãëàäêàÿ ñóáìåðñèÿ.

Òî, ÷òî 𝜋 � ñóáìåðñèÿ, îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè 𝑒 ∈ 𝐸,
îòîáðàæåíèå 𝑇𝑒𝜋 ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé. Íî ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
rank(𝑇𝑒𝜋) = dim𝑀 â ëþáîé òî÷êå 𝑒 ∈ 𝐸. Òàêèì îáðàçîì, 𝜋 � îòîáðàæå-
íèå ïîñòîÿííîãî ðàíãà è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó [1, 2].

Теорема 12.1. (Теорема о множестве уровня) Пусть 𝑀 и 𝑁 —
гладкие многообразия, а κ : 𝑀 → 𝑁 — гладкое отображение с по-
стоянным рангом 𝑟. Тогда каждое множество уровня есть вложенное
подмногообразие 𝑀 размерности dim𝑀 − 𝑟.

Ïîä ìíîæåñòâîì óðîâíÿ ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâà âèäà κ−1({𝑥}), ãäå
𝑥 ∈ 𝑁 . Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû î ìíîæåñòâå óðîâíÿ, äëÿ ëþáîé
òî÷êè𝑚 ∈𝑀 , ñëîé 𝐸𝑚 = 𝜋−1({𝑚}) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì
𝐸 ðàçìåðíîñòè dim𝐸 − dim𝑀 .

Ïóñòü 𝑚 ∈𝑀 , òîãäà îòîáðàæåíèå

𝜎 : 𝐹 → {𝑚} × 𝐹, 𝑓 ↦→ (𝑚, 𝑓).

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Åñëè Ψ � òðèâèàëèçàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ 𝑚, òî îòîáðàæåíèå

Ψ−1 ∘ 𝜎 : 𝐹 → 𝜋−1({𝑚})

òàêæå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Â ýòîé ñâÿçè, 𝐹 è 𝐸𝑚 äèôôåîìîðô-
íû.
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1.3. Натуральные координаты на тотальном про-

странстве расслоения

Ëîêàëüíàÿ òðèâèàëèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ââåñòè îñîáóþ êàðòó íà 𝐸.
Ïóñòü 𝑛 = dim𝑀 , 𝑚 = dim𝐹 , Ψ : 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 × 𝐹 � ëîêàëüíàÿ
òðèâèàëèçàöèÿ, ïðè÷åì, (𝑈, 𝜎𝑀) � êàðòà íà 𝑀 ; çäåñü 𝜎𝑀 : 𝑈 → R𝑛.
Ïóñòü, äàëåå, (𝑉, 𝜎𝐹 ) � êàðòà íà 𝐹 ; 𝜎𝐹 : 𝑉 → R𝑚. Òîãäà Ψ−1(𝑈 × 𝑉 ) =:
𝑂 ⊂ 𝜋−1(𝑈). Ñóæåíèå

Ψ𝑂 = Ψ|𝑂 : 𝑂 → 𝑈 × 𝑉

ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è ïî ýòîé ïðè÷èíå îòîáðàæåíèå

Σ = (𝜎𝑀 × 𝜎𝐹 ) ∘Ψ𝑂 : 𝑂 → R𝑛 × R𝑚, Σ(𝑒) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑓 1, . . . , 𝑓𝑚),

ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì ãîìåîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, (𝑂, Σ) � êàð-
òà íà 𝐸. Êîîðäèíàòû, ïîðîæäàåìûå ýòîé êàðòîé, áóäåì íàçûâàòü нату-
ральными.

Êàðòà (𝑂, Σ) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî òî÷êà èç 𝑂 îïðåäåëÿåòñÿ
êîîðäèíàòàìè áàçû è ñëîÿ. Êðîìå òîãî, êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå̃︀𝜋 = 𝜎𝑀 ∘ 𝜋 ∘ Σ−1 : R𝑛 × R𝑚 → R𝑛

ïðîåêöèè 𝜋 ñîâïàäàåò ñ êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé R𝑛 × R𝑚 íà R𝑛. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü êîììóòàòèâíóþ
äèàãðàììó

R𝑛 × R𝑚 𝑈 × 𝑉 𝑂 𝑈 R𝑛
(𝜎𝑀×𝜎𝐹 )−1

Ψ−1 𝜋 𝜎𝑀

̃︀𝜋
̃︀𝜋 : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑓 1, . . . , 𝑓𝑚) ↦→ (𝑥, 𝑓) ↦→ 𝑒 ↦→ 𝑥 ↦→ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

Çäåñü, ïîñêîëüêó, Ψ−1(𝑥, 𝑓) = 𝑒, òî 𝑥 = 𝜋(𝑒).

2. Главное расслоение

2.1. Определение

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îáúåêòà íàñòîÿùåé ãëàâû � ãëàâíîìó ðàñ-
ñëîåíèþ [3, 4, 5].
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Определение 12.3. Главным расслоением называется упорядочен-
ная совокупность

(𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁, 𝜋),

в которой 𝑃 , 𝑀 — гладкие многообразия, 𝜋 : 𝑃 →𝑀 — гладкое сюръек-
тивное отображение, (𝐺, ⊤) — группа Ли, и ◁: 𝑃 ×𝐺→ 𝑃 — гладкое
правое действие, такие, что

(A) ◁ сохраняет слои 𝜋:

∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜋(𝑝 ◁ 𝑔) = 𝜋(𝑝);

(B) для любой точки 𝑚 ∈𝑀 существуют окрестность 𝑈 в 𝑀 и диф-
феоморфизм Ψ : 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 ×𝐺, для которого выполнены усло-
вия:

(i) pr𝑈 ∘Ψ = 𝜋, т.е. диаграмма

𝜋−1(𝑈) 𝑈 ×𝐺

𝑈

Ψ

𝜋
pr 𝑈

коммутативна; здесь pr𝑈 : 𝑈 × 𝐺 → 𝑈 — каноническая
проекция;

(ii) отображение 𝜙 := pr𝐺 ∘Ψ : 𝜋−1(𝑈) → 𝐺 эквивариантно:

∀𝑝 ∈ 𝜋−1(𝑈)∀𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜙(𝑝 ◁ 𝑔) = 𝜙(𝑝)⊤𝑔.

Здесь pr𝐺 : 𝑈 ×𝐺→ 𝐺 — каноническая проекция.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ 𝑝 ∈ 𝜋−1(𝑈), èìååì

Ψ(𝑝) = (𝜋(𝑝), 𝜙(𝑝)).

Â ñèëó ï. (B), (i), ãëàâíîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì
ðàññëîåíèåì ñ òèïîâûì ñëîåì � ãðóïïîé (𝐺, ⊤). Îíà íàçûâàåòñÿ струк-
турной группой 𝑃 . Çíà÷èò, êàæäûé ñëîé 𝑃 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíî-
ãîîáðàçèåì 𝑃 è íà 𝑃 ìîæíî ââåñòè íàòóðàëüíûå êîîðäèíàòû. Ðàññìîò-
ðèì ñëåäñòâèÿ ñâÿçè ãðóïïîâûõ è ãëàäêèõ ñòðóêòóð.
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Предложение 12.2. Группа (𝐺, ⊤) действует свободно на 𝑃 .

Доказательство. Ïóñòü ýëåìåíò 𝑔 ∈ 𝐺 òàêîâ, ÷òî 𝑝 ◁ 𝑔 = 𝑝, äëÿ íåêî-
òîðîé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑃 . Îáîçíà÷èì 𝑚 = 𝜋(𝑝), òîãäà, â ñèëó (B), íàéäóòñÿ
îêðåñòíîñòü 𝑈 òî÷êè 𝑚 è ëîêàëüíàÿ òðèâèàëèçàöèÿ Ψ. Ñïðàâåäëèâû ðà-
âåíñòâà:

𝜙(𝑝) = 𝜙(𝑝 ◁ 𝑔) = 𝜙(𝑝)⊤𝑔,
òî åñòü, 𝜙(𝑝) = 𝜙(𝑝)⊤𝑔, ÷òî âëå÷åò 𝑔 = 1.

Предложение 12.3.

∀𝑝 ∈ 𝑃 : 𝜋−1({𝜋(𝑝)}) = {𝑝 ◁ 𝑔 | 𝑔 ∈ 𝐺} = 𝑝 ◁ 𝐺.

Доказательство. Ïîêàæåì, ÷òî 𝑝 ◁ 𝐺 ⊂ 𝜋−1({𝜋(𝑝)}). Ïóñòü 𝑞 ∈ 𝑝 ◁ 𝐺,
òîãäà 𝑞 = 𝑝 ◁ 𝑔, äëÿ íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺. Â ñèëó (A),

𝜋(𝑞) = 𝜋(𝑝 ◁ 𝑔) = 𝜋(𝑝),

÷òî âëå÷åò 𝑞 ∈ 𝜋−1({𝜋(𝑝)}). Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑝 ◁ 𝐺 ⊂ 𝜋−1({𝜋(𝑝)}).
Îáðàòíî, ïîêàæåì, ÷òî 𝜋−1({𝜋(𝑝)}) ⊂ 𝑝 ◁ 𝐺. Ïóñòü 𝑞 ∈ 𝜋−1({𝜋(𝑝)}).

Äëÿ𝑚 = 𝜋(𝑞) = 𝜋(𝑝) íàéäåì îêðåñòíîñòü 𝑈 è ëîêàëüíóþ òðèâèàëèçàöèþ
Ψ : 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 × 𝐺. Òàê êàê 𝜙(𝑞) è 𝜙(𝑝) ïðèíàäëåæàò 𝐺, òî, ïîëàãàÿ
𝑔 = 𝜙(𝑝)−1⊤𝜙(𝑞), ïîëó÷èì, ÷òî

𝜙(𝑝)⊤𝑔 = 𝜙(𝑞).

Ñëåäîâàòåëüíî, 𝜙(𝑝 ◁ 𝑔) = 𝜙(𝑝)⊤𝑔 = 𝜙(𝑞), è

Ψ(𝑝 ◁ 𝑔) = (𝜋(𝑝 ◁ 𝑔), 𝜙(𝑝 ◁ 𝑔)) = (𝜋(𝑝), 𝜙(𝑞)) = (𝜋(𝑞), 𝜙(𝑞)) = Ψ(𝑞).

Îòñþäà, â ñèëó áèåêòèâíîñòè Ψ, 𝑝 ◁ 𝑔 = 𝑞. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑞 ∈ 𝑝 ◁ 𝐺 è
𝜋−1({𝜋(𝑝)}) ⊂ 𝑝 ◁ 𝐺. Ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Èç äîêàçàííîãî âûòåêàåò

Предложение 12.4. Пусть 𝑚 ∈𝑀 . Если 𝑝, 𝑞 ∈ 𝜋−1({𝑚}), то 𝑞 = 𝑝 ◁
𝑔, для некоторого 𝑔 ∈ 𝐺.

Доказательство. Åñëè 𝑝, 𝑞 ∈ 𝜋−1({𝑚}), òî 𝜋(𝑝) = 𝜋(𝑞) = 𝑚 è ïî ýòîé
ïðè÷èíå 𝑞 ∈ 𝜋−1({𝜋(𝑝)}) = 𝑝 ◁ 𝐺. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝑞 = 𝑝 ◁ 𝑔, äëÿ
íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺.
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2.2. Примеры главных расслоений

Ïî çàäàííûì ìíîãîîáðàçèþ è ãðóïïå Ëè ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîñòåé-
øåå ãëàâíîå ðàññëîåíèå.

Пример 12.1. Пусть 𝑀 — многообразие, (𝐺, ⊤) — группа Ли, pr𝑀 :
𝑀 ×𝐺→𝑀 — каноническая проекция. Определим отображение

◁: 𝑀 ×𝐺×𝐺→𝑀 ×𝐺, (𝑚, 𝑔) ◁ ℎ := (𝑚, 𝑔⊤ℎ).

Тогда ◁ — правое действие 𝐺 на 𝑀 ×𝐺. Действительно,

∙ (𝑚, 𝑔) ◁ 1 = (𝑚, 𝑔⊤1) = (𝑚, 𝑔),

∙ ((𝑚, 𝑔) ◁ ℎ1) ◁ ℎ2 = (𝑚, 𝑔⊤ℎ1) ◁ ℎ2 = (𝑚, 𝑔⊤ℎ1⊤ℎ2) = (𝑚, 𝑔) ◁
(ℎ1⊤ℎ2),

поэтому ◁ удовлетворяет всем аксиомам правого действия. Далее,
определим отображение

Ψ : pr−1
𝑀 (𝑀) →𝑀 ×𝐺, Ψ = Id𝑀×𝐺.

Оно является тривиализацией. В этой связи,

(𝑀 ×𝐺, 𝐺, 𝑀, ◁, pr𝑀)

является главным расслоением — тривиальным главным расслое-
нием.

Åñëè ãëàâíîå ðàññëîåíèå óæå áûëî ïîñòðîåíî, òî åãî ìîæíî ñóæàòü
íà îòêðûòûå ïîäìíîæåñòâà áàçû.

Пример 12.2. Пусть (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁, 𝜋) — главное расслоение, а 𝑈 ⊂
𝑀 — открытое подмножество. Положим 𝑃𝑈 := 𝜋−1(𝑈) и определим
ограничение

𝜋𝑈 : 𝑃𝑈 → 𝑈.

Далее, если 𝑝 ∈ 𝑃𝑈 , а 𝑔 ∈ 𝐺, то 𝑝 ◁ 𝑔 ∈ 𝑃𝑈 . Действительно, в силу
(A),

𝜋(𝑝 ◁ 𝑔) = 𝜋(𝑝) ∈ 𝑈,
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поэтому 𝑝 ◁ 𝑔 ∈ 𝜋−1(𝑈) = 𝑃𝑈 . В этой связи, ◁ (𝑃𝑈 × 𝐺) ⊂ 𝑃𝑈 и
определено ограничение

◁𝑈 : 𝑃𝑈 ×𝐺→ 𝑃𝑈 ,

являющееся правым действием. Путем пересечений областей действия
локальных тривиализаций с 𝑈 мы можем индуцировать локальные
тривиализации с 𝑃 на 𝑃𝑈 . Таким образом,

(𝑃𝑈 , 𝐺, 𝑈, ◁𝑈 , 𝜋𝑈)

является главным расслоением, называемым сужением исходного рас-
слоения на 𝑈 .

Íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ � ðàññëîåíèå ðåïåðîâ.

Пример 12.3. Пусть 𝑀 — гладкое 𝑛-мерное многообразие. Обозначим
через 𝐿𝑥𝑀 множество базисов касательного пространства в точке 𝑥 ∈
𝑀 :

𝐿𝑥𝑀 := {(𝑒𝑖)𝑛𝑖=1 | (𝑒𝑖)𝑛𝑖=1 — базис 𝑇𝑥𝑀},
и положим

𝐿𝑀 :=
∐︁
𝑥∈𝑀

𝐿𝑥𝑀.

Определим отображения

𝜋 : 𝐿𝑀 →𝑀, 𝜋(𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) := 𝑥,

и

◁: 𝐿𝑀 ×GL(𝑛; R) → 𝐿𝑀, (𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ◁ (Ω𝑖 ·

·𝑗) := (𝑥, (Ω𝑗 ·
·𝑖𝑒𝑗)

𝑛
𝑖=1).

Отображение ◁ определено корректно, поскольку (Ω𝑗 ·
·𝑖𝑒𝑗)

𝑛
𝑖=1 — базис

𝑇𝑥𝑀 . Кроме того, оно является правым действием группы GL(𝑛; R)
на 𝐿𝑀 . Действительно,

∙ (𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ◁ (𝛿𝑖 ··𝑗) = (𝑥, (𝛿𝑗 ··𝑖𝑒𝑗)

𝑛
𝑖=1) = (𝑥, (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1),

∙ если (Ω𝑖 ·
·𝑗), (Σ

𝑖 ·
·𝑗) ∈ GL(𝑛; R), то

((𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ◁ (Ω𝑖 ·

·𝑗)) ◁ (Σ𝑖 ·
·𝑗) = (𝑥, (Ω𝑗 ·

·𝑖𝑒𝑗)
𝑛
𝑖=1) ◁ (Σ𝑖 ·

·𝑗) =

= (𝑥, (Σ𝑘·
· 𝑖Ω

𝑗 ·
·𝑘𝑒𝑗)

𝑛
𝑖=1),
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и

(𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ◁ ((Ω𝑖 ·

·𝑗).(Σ
𝑖 ·
·𝑗)) = (𝑥, (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1) ◁ (Ω𝑖 ·

·𝑘Σ
𝑘 ·
· 𝑗) =

= (𝑥, (Σ𝑘·
· 𝑖Ω

𝑗 ·
·𝑘𝑒𝑗)

𝑛
𝑖=1).

Из обеих равенств следует, что

((𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ◁ (Ω𝑖 ·

·𝑗)) ◁ (Σ𝑖 ·
·𝑗) = (𝑥, (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1) ◁ ((Ω𝑖 ·

·𝑗).(Σ
𝑖 ·
·𝑗)).

Пусть (𝑈, 𝜎) — карта на 𝑀 , а (𝜕𝑖)
𝑛
𝑖=1 — координатный репер. Тогда

для (𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ∈ 𝜋−1(𝑈) имеем 𝑒𝑖 =

𝜎

Ω
𝑗 ·
·𝑖𝜕𝑗, где (

𝜎

Ω 𝑖 ·
·𝑗) ∈ GL(𝑛; R) — одно-

значно определенная матрица. Таким образом, определено биективное
соответствие

Ψ : 𝜋−1(𝑈) → 𝑈 ×GL(𝑛; R), Ψ : (𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ↦→ (𝑥, (

𝜎

Ω
𝑗 ·
·𝑖)).

Оно удовлетворяет следующим условиям:

(i) pr𝑈 ∘Ψ = 𝜋. Действительно,

pr𝑈 ∘Ψ(𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) = pr𝑈(𝑥, (

𝜎

Ω
𝑗 ·
·𝑖)) = 𝑥 = 𝜋(𝑥, (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1).

(ii) 𝜙((𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ◁ (Ω𝑖 ·

·𝑗)) = 𝜙(𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1).(Ω

𝑖 ·
·𝑗), где

𝜙 = prGL(𝑛; R) ∘Ψ : (𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ↦→ (

𝜎

Ω
𝑗 ·
·𝑖).

Действительно,

𝜙((𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1) ◁ (Ω𝑖 ·

·𝑗)) = 𝜙(𝑥, (Ω𝑗 ·
·𝑖𝑒𝑗)

𝑛
𝑖=1) = (Ω𝑗 ·

·𝑖
𝜎

Ω
𝑘 ·
· 𝑗),

𝜙(𝑥, (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1).(Ω

𝑖 ·
·𝑗) = (

𝜎

Ω
𝑖 ·
·𝑗).(Ω

𝑖 ·
·𝑗) = (Ω𝑗 ·

·𝑖
𝜎

Ω
𝑘 ·
· 𝑗).

Таким образом, Ψ играет роль локальной тривиализации.
Наделим 𝐿𝑀 гладкой структурой, постулируя, что все отображе-

ния Ψ — диффеоморфизмы. Построенная структура

(𝐿𝑀, GL(𝑛; R), 𝑀, ◁, 𝜋)

является главным расслоением. Оно называется расслоением репе-
ров.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ìíîãîîáðàçèè çàäàíà ðèìàíîâà ìåòðèêà. Òîãäà
ìîæíî îïðåäåëèòü ðàññëîåíèå îðòîíîðìèðîâàííûõ ðåïåðîâ.

Пример 12.4. Пусть 𝑀 — гладкое многообразие размерности 𝑛, а 𝑔
— риманова метрика на нем. Обозначим через 𝑂𝑥𝑀 множество 𝑔-
ортонормированных базисов пространства 𝑇𝑥𝑀 , где 𝑥 ∈ 𝑀 . Тогда на
всей совокупности

𝑂𝑀 :=
∐︁
𝑥∈𝑀

𝑂𝑥𝑀

может быть определена структура главного расслоения ортонор-
мированных реперов со структурной группой O(𝑛). Далее, если мно-
гообразие 𝑀 ориентировано, то можно выделить расслоение 𝑂+𝑀 ⊂
𝑂𝑀 со структурной группой SO(𝑛).

2.3. Морфизмы

Определение

Ïóñòü (𝑃1, 𝐺1,𝑀1,◁1, 𝜋1) è (𝑃2, 𝐺2,𝑀2,◁2, 𝜋2)� ãëàâíûå ðàññëîåíèÿ.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ñòðóêòóðó ðàññëîåíèÿ.

Определение 12.4. Морфизмом из 𝑃1 в 𝑃2 называется пара отобра-
жений (𝜗, 𝜆), где 𝜗 : 𝑃1 → 𝑃2 — гладкое отображение, а 𝜆 : 𝐺1 → 𝐺2

— гомоморфизм групп Ли, такие, что

∀𝑝 ∈ 𝑃1 ∀𝑔 ∈ 𝐺1 : 𝜗(𝑝 ◁1 𝑔) = 𝜗(𝑝) ◁2 𝜆(𝑔).

Определение 12.5. Морфизм (𝜗, 𝜆) называется изоморфизмом, если
𝜗 — диффеоморфизм, а 𝜆 — изоморфизм групп Ли.

Индуцированное отображение баз

Ïóñòü (𝜗, 𝜆) � ìîðôèçì èç 𝑃1 â 𝑃2. Òîãäà îòîáðàæåíèå 𝜗 îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî îíî ïåðåâîäèò ñëîé â ñëîé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑝, 𝑞 ∈
𝑃1, 𝑥 := 𝜋−1

1 ({𝑥}), ãäå 𝑥 ∈𝑀1, òî, êàê áûëî ïîêàçàíî â Ïðåäëîæåíèè 12.4,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî: 𝑞 = 𝑝 ◁ 𝑔 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺1. Áóäåì ñ÷èòàòü
𝑝 ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé. Òîãäà

𝜗(𝑞) = 𝜗(𝑝 ◁1 𝑔) = 𝜗(𝑝) ◁2 𝜆(𝑔) ∈ 𝜗(𝑝) ◁2 𝐺2.
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Ïîñêîëüêó 𝜗(𝑝) ◁2 𝐺2 = 𝜋−1
2 ({𝜋2(𝜗(𝑝))}) =: 𝑃2, 𝜋2(𝜗(𝑝)), òî ìû ïîëó÷àåì

îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

𝜗(𝑃1, 𝑥) ⊂ 𝑃2, ̃︀𝑥,
ãäå ̃︀𝑥 = 𝜋2(𝜗(𝑝)), îçíà÷àþùèé, ÷òî 𝜗 ñîõðàíÿåò ñëîè.

Òîò ôàêò, ÷òî 𝜗 ñîõðàíÿåò ñëîè, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îòîáðàæåíèå
áàç

𝜏 : 𝑀1 →𝑀2, 𝜏 : 𝑥 ↦→ ̃︀𝑥.
Îòîáðàæåíèÿ 𝜗 è 𝜏 ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âñïîìèíàÿ, ÷òî 𝑥 =
𝜋1(𝑝), ïîëó÷àåì

𝜏(𝜋1(𝑝)) = 𝜋2(𝜗(𝑝)),

èëè, îêîí÷àòåëüíî,

𝜏 ∘ 𝜋1 = 𝜋2 ∘ 𝜗.

Óñòàíîâëåííîå ðàâåíñòâî èëëþñòðèðóåò êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

𝑃1 𝑃2

𝑀1 𝑀2

𝜗

𝜏

𝜋1 𝜋2

Координатное представление морфизмов

Ïóñòü (𝑃1, 𝐺1,𝑀1,◁1, 𝜋1) è (𝑃2, 𝐺2,𝑀2,◁2, 𝜋2)� ãëàâíûå ðàññëîåíèÿ,
êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ëîêàëüíûå òðèâèàëèçàöèè (𝑈1, Ψ1) è (𝑈2, Ψ2);

Ψ1 : 𝜋
−1
1 (𝑈1) → 𝑈1 ×𝐺1, Ψ2 : 𝜋

−1
2 (𝑈2) → 𝑈2 ×𝐺2.

Ïóñòü íà 𝑈1 è 𝑈2 çàäàíû êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ

𝜎1 : 𝑈1 → R𝑛1, 𝜎1 : 𝑋 ↦→ (𝑋𝐼)
𝑛1
𝐼=1,

𝜎2 : 𝑈2 → R𝑛2, 𝜎2 : 𝑥 ↦→ (𝑥𝑖)
𝑛2
𝑖=1,
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ãäå 𝑛1, 𝑛2 � ðàçìåðíîñòè 𝑀1 è 𝑀2. Âûáåðåì ëîêàëüíûå êàðòû (𝑉1, 𝛿1) è
(𝑉2, 𝛿2) íà 𝐺1 è 𝐺2. Çäåñü

𝛿1 : 𝑉1 → R𝑚1, 𝛿1 : 𝐺 ↦→ (𝐺𝐴)𝑚1

𝐴=1,

𝛿2 : 𝑉2 → R𝑚2, 𝛿2 : 𝑔 ↦→ (𝑔𝑎)𝑚2
𝑎=1,

𝑚1 = dim𝐺1, 𝑚2 = dim𝐺2. Òîãäà êîîðäèíàòíûå îòîáðàæåíèÿ íà 𝑃1 è 𝑃2

ïðåäñòàâëåíû ãîìåîìîðôèçìàìè

Σ1 = (𝜎1 × 𝛿1) ∘Ψ1 : 𝜋
−1
1 (𝑈1) → R𝑛1 × R𝑚1,

Σ2 = (𝜎2 × 𝛿2) ∘Ψ2 : 𝜋
−1
2 (𝑈2) → R𝑛2 × R𝑚2.

Êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ̃︀𝜋1 = 𝜎1 ∘ 𝜋1 ∘Σ−1
1 : R𝑛1 ×R𝑚1 → R𝑛1 è̃︀𝜋2 = 𝜎2 ∘ 𝜋2 ∘ Σ−1

2 : R𝑛2 × R𝑚2 → R𝑛2 ïðîåêöèé 𝜋1 è 𝜋2 èìåþò âèä

̃︀𝜋1 : (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛1; 𝐺1, . . . , 𝐺𝑚1) ↦→ (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛1),̃︀𝜋2 : (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛2; 𝑔1, . . . , 𝑔𝑚2) ↦→ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛2),

à êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ îòîáðàæåíèé 𝜗 è 𝜏 , ïðåäñòàâëåíû ðàâåí-
ñòâàìè ̃︀𝜗 = Σ2 ∘ 𝜗 ∘ Σ−1

1 , ̃︀𝜏 = 𝜎2 ∘ 𝜏 ∘ 𝜎−1
1 .

Òîãäà, â òåðìèíàõ êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ñîîòíîøåíèå

𝜏 ∘ 𝜋1 = 𝜋2 ∘ 𝜗.

ïðèìåò âèä ̃︀𝜏 ∘ ̃︀𝜋1 = ̃︀𝜋2 ∘ ̃︀𝜗.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ̃︀𝜗 è ̃︀𝜏 ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

̃︀𝜗(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛1;𝐺1, . . . , 𝐺𝑚1) = (̃︀𝜏(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛1); 𝜀(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛1;𝐺1, . . . , 𝐺𝑚1)),

ãäå

̃︀𝜏 : (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛1) ↦→ (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛2),

𝜀 : (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛1; 𝐺1, . . . , 𝐺𝑚1) ↦→ (𝑔1, . . . , 𝑔𝑚2).
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2.4. Сечения главных расслоений

Определение 12.6. Пусть (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁, 𝜋) — главное расслоение. Се-
чение 𝑃 — это гладкое отображение 𝑠 : 𝑀 → 𝑃 , удовлетворяющее
условию 𝜋 ∘ 𝑠 = Id𝑀 . Локальное сечение 𝑃 над открытым множе-
ством 𝑈 ⊂ 𝑀 — это гладкое отображение 𝑠 : 𝑈 → 𝑃 , такое, что
𝜋 ∘ 𝑠 = Id𝑈 .

Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

𝑈 𝑃

𝑈

𝑠

Id𝑈 𝜋

èëëþñòðèðóåò îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ñå÷åíèÿ. Óñëîâèå

𝜋 ∘ 𝑠 = Id𝑈

ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

∀𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑠(𝑥) ∈ 𝜋−1({𝑥}).

Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ñå÷åíèÿ ïðèíàäëåæèò ñëîþ íàä ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì çíà÷åíèåì àðãóìåíòà.

2.5. Функции перехода и коциклическое условие

Ïóñòü (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁, 𝜋) � ãëàâíîå ðàññëîåíèå. Âûáåðåì òðèâèàëèçè-
ðóþùåå ïîêðûòèå 𝑀 , òî åñòü, ñåìåéñòâî {𝑈𝑖, Ψ𝑖}𝑖∈𝐼 , ãäå Ψ𝑖 : 𝜋

−1(𝑈) →
𝑈𝑖 ×𝐺 � ëîêàëüíàÿ òðèâèàëèçàöèÿ, à

⋃︀
𝑖∈𝐼 𝑈𝑖 =𝑀 .

Ïóñòü 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 òàêîâû, ÷òî 𝑈𝑖∩𝑈𝑗 ̸= ∅. Âûáåðåì 𝑥 ∈ 𝑈𝑖∩𝑈𝑗 è ïîêàæåì,
÷òî çíà÷åíèå 𝜙𝑖(𝑝)⊤(𝜙𝑗(𝑝))

−1 ∈ 𝐺 íå çàâèñèò îò 𝑝 ∈ 𝑃𝑥 = 𝜋−1({𝑥}).
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑃𝑥, òî 𝑞 = 𝑝 ◁ 𝑔 äëÿ íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺.
Cëåäîâàòåëüíî,

𝜙𝑖(𝑞) = 𝜙𝑖(𝑝)⊤𝑔, 𝜙𝑗(𝑞) = 𝜙𝑗(𝑝)⊤𝑔.
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Âòîðîå ðàâåíñòâî âëå÷åò, ÷òî (𝜙𝑗(𝑞))
−1 = 𝑔−1⊤(𝜙𝑗(𝑝))

−1. Â ýòîé ñâÿçè,

𝜙𝑖(𝑞)⊤(𝜙𝑗(𝑞))
−1 = 𝜙𝑖(𝑝)⊤𝑔⊤𝑔−1⊤(𝜙𝑗(𝑝))

−1 = 𝜙𝑖(𝑝)⊤(𝜙𝑗(𝑝))
−1,

è ìû ïîêàçàëè, ÷òî çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

𝜙𝑖(𝑝)⊤(𝜙𝑗(𝑝))
−1 ∈ 𝐺

íå çàâèñèò îò 𝑝 ∈ 𝑃𝑥. Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå

𝜌𝑖𝑗 : 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 → 𝐺, 𝜌𝑖𝑗 : 𝑥 ↦→ 𝜙𝑖(𝑝)⊤(𝜙𝑗(𝑝))
−1, äëÿ 𝑝 ∈ 𝑃𝑥,

îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Îòîáðàæåíèå 𝜌𝑖𝑗 íàçûâàåòñÿ функцией перехода.
Åñëè 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗, òî îòîáðàæåíèÿ 𝜙𝑖 : 𝑃𝑥 → 𝐺 è 𝜙𝑗 : 𝑃𝑥 → 𝐺

ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, êîìïîçèöèÿ

𝜙𝑖|𝑃𝑥
∘ (𝜙𝑗|𝑃𝑥

)−1 : 𝐺→ 𝐺

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå óñòàíàâëèâàåò
ñâÿçü ìåæäó ýòèì äèôôåîìîðôèçìîì è ôóíêöèåé ïåðåõîäà [6].

Предложение 12.5. Пусть 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ̸= ∅, тогда

∀𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∀𝑔 ∈ 𝐺 : 𝜙𝑖|𝑃𝑥
∘ (𝜙𝑗|𝑃𝑥

)−1(𝑔) = 𝜌𝑖𝑗(𝑥)⊤𝑔.

Доказательство. Ïóñòü (𝜙𝑗|𝑃𝑥
)−1(𝑔) = 𝑝, òîãäà 𝑔 = 𝜙𝑗(𝑝), è

𝜙𝑖|𝑃𝑥
∘ (𝜙𝑗|𝑃𝑥

)−1(𝑔) = 𝜙𝑖(𝑝).

Íî 𝑝 ∈ 𝑃𝑥, ïîýòîìó

𝜌𝑖𝑗⊤𝑔 = 𝜙𝑖(𝑝)⊤(𝜙𝑗(𝑝))
−1⊤𝑔 = 𝜙𝑖(𝑝),

÷òî äàåò æåëàåìûé ðåçóëüòàò.

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷íûìè
ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà [6].

Предложение 12.6. Пусть 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑈𝑘 ̸= ∅ и 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑈𝑘. Тогда
выполняется коциклическое условие:

𝜌𝑖𝑘(𝑥)⊤𝜌𝑘𝑗(𝑥) = 𝜌𝑖𝑗(𝑥).
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Доказательство. Ïóñòü 𝑝 ∈ 𝑃𝑥, òîãäà

𝜌𝑖𝑘(𝑥)⊤𝜌𝑘𝑗(𝑥) = (𝜙𝑖(𝑝)⊤(𝜙𝑘(𝑝))
−1)⊤(𝜙𝑘(𝑝)⊤(𝜙𝑗(𝑝))

−1) =

= 𝜙𝑖(𝑝)⊤(𝜙𝑗(𝑝))
−1 = 𝜌𝑖𝑗(𝑥).

Èç êîöèêëè÷åñêîãî óñëîâèÿ âûòåêàþò äâà ñëåäñòâèÿ. Ïîëîæèì 𝑖 =
𝑗 = 𝑘, òîãäà 𝜌𝑖𝑖(𝑥)⊤𝜌𝑖𝑖(𝑥) = 𝜌𝑖𝑖(𝑥), îòêóäà

𝜌𝑖𝑖 = 1.

Ïîëîæèì òåïåðü â êîöèêëè÷åñêîì óñëîâèè 𝑖 = 𝑗, òîãäà 𝜌𝑖𝑘(𝑥)⊤𝜌𝑘𝑖(𝑥) =
𝜌𝑖𝑖(𝑥) = 1, îòêóäà

𝜌𝑖𝑘(𝑥) = (𝜌𝑘𝑖(𝑥))
−1.

Öåííîñòü ôóíêöèé ïåðåõîäà â òîì, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò âîññòàíîâèòü
òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ. Ñïðàâåäëèâî Ïðåäëîæå-
íèå [6]:

Предложение 12.7. Пусть𝑀 — гладкое многообразие, (𝐺, ⊤) — груп-
па Ли. Тогда для любого не более, чем счетного, открытого покрытия
{𝑈𝑖}𝑖∈𝐼 пространства 𝑀 и любой системы отображений

𝜌𝑖𝑗 : 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 → 𝐺,

удовлетворяющей условию

𝜌𝑖𝑘(𝑥)⊤𝜌𝑘𝑗(𝑥) = 𝜌𝑖𝑗(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 ∩ 𝑈𝑘,

существует главное расслоение над 𝑀 со структурной группой 𝐺, си-
стема локальных тривиализаций которого обладает отображениями
пересчета 𝜌𝑖𝑗.

Îãðàíè÷èìñÿ íàáðîñêîì èäåè äîêàçàòåëüñòâà. Òîòàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ðàññëîåíèÿ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ
äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå

𝑋 =
∐︁
𝑖∈𝐼

(𝑈𝑖 ×𝐺).
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Îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì. Íà íåì ââîäèòñÿ ñëåäóþùåå îòíîøåíèå
ýêâèâàëåíòíîñòè ∼:

(𝑖, 𝑥, 𝑔) ∼ (𝑗, 𝑦, ℎ) ⇔ 𝑥 = 𝑦, ℎ = 𝜌𝑖𝑗(𝑥)⊤𝑔.

Òîãäà
𝑃 := 𝑋/ ∼ .

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, èç
[(𝑖, 𝑥, 𝑔)] = [(𝑗, 𝑦, ℎ)] ñëåäóåò 𝑥 = 𝑦, òî ïðîåêöèÿ 𝜋 : 𝑃 → 𝑀 ìîæåò
áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜋([(𝑖, 𝑥, 𝑔)]) := 𝑥.

Ïðàâîå äåéñòâèå ◁: 𝑃 ×𝐺→ 𝑃 çàäàåòñÿ â âèäå

[(𝑖, 𝑥, 𝑔)] ◁ ℎ := [(𝑖, 𝑥, 𝑔⊤ℎ)].

Ëîêàëüíûå òðèâèàëèçàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü pr :
𝑋 → 𝑃 � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé òî÷êå 𝑋 åå
êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç pr𝑖 îãðàíè÷åíèå pr íà 𝑈𝑖 × 𝐺.
Îíî îïðåäåëÿåò áèåêöèþ

pr𝑖 : 𝑈𝑖 ×𝐺→ 𝜋−1(𝑈𝑖).

Òîãäà ëîêàëüíûå òðèâèàëèçàöèè äëÿ 𝑖 ∈ 𝐼 îïðåäåëÿþòñÿ êàê

Ψ𝑖 = pr−1
𝑖 : 𝜋−1(𝑈𝑖) → 𝑈𝑖 ×𝐺.

2.6. Ассоциированные расслоения

Ïóñòü (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁𝑃 , 𝜋) � ãëàâíîå ðàññëîåíèå, à ▷𝐹 : 𝐺 × 𝐹 → 𝐹
� ëåâîå äåéñòâèå íà ìíîãîîáðàçèè 𝐹 . Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ëîêàëüíî
òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñ òèïîâûì ñëîåì 𝐹 .

Îïðåäåëèì ïðàâîå äåéñòâèå ◁𝐹 , àññîöèèðîâàííîå ñ ▷𝐹 :

◁𝐹 : 𝐹 ×𝐺→ 𝐹, 𝑓 ◁𝐹 𝑔 := 𝑔−1 ▷𝐹 𝑓.

Îáà äåéñòâèÿ, ◁𝑃 è ◁𝐹 , îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå

◁: 𝑃 × 𝐹 ×𝐺→ 𝑃 × 𝐹, (𝑝, 𝑓) ◁ 𝑔 := (𝑝 ◁𝑃 𝑔, 𝑓 ◁𝐹 𝑔).

Îòîáðàæåíèå ◁ ÿâëÿåòñÿ ïðàâûì äåéñòâèåì 𝐺 íà 𝑃×𝐹 . Äåéñòâèòåëüíî,
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∙ (𝑝, 𝑓) ◁ 1 = (𝑝 ◁𝑃 1, 𝑓 ◁𝐹 1) = (𝑝, 𝑓),

∙ åñëè 𝑔, ℎ ∈ 𝐺, òî

((𝑝, 𝑓) ◁ 𝑔) ◁ ℎ = (𝑝 ◁𝑃 𝑔, 𝑓 ◁𝐹 𝑔) ◁ ℎ =

= ((𝑝 ◁𝑃 𝑔) ◁𝑃 ℎ, (𝑓 ◁𝐹 𝑔) ◁𝐹 ℎ) = (𝑝 ◁𝑃 (𝑔⊤ℎ), 𝑓 ◁𝐹 (𝑔⊤ℎ)) =
= (𝑝, 𝑓) ◁ (𝑔⊤ℎ).

Îïðåäåëèì íà ìíîãîîáðàçèè 𝑃 × 𝐹 îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼:

(𝑝, 𝑓) ∼ (𝑝′, 𝑓 ′) ⇔ ∃𝑔 ∈ 𝐺 : (𝑝, 𝑓) ◁ 𝑔 = (𝑝′, 𝑓 ′).

Òîãäà 𝑃 × 𝐹 ðàñïàäàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû � îðáèòû. Îáî-
çíà÷èì ïðîñòðàíñòâî îðáèò ÷åðåç 𝑃 ×𝐺 𝐹 , ò.å.,

𝑃 ×𝐺 𝐹 := (𝑃 × 𝐹 )/𝐺 = {(𝑝, 𝑓) ◁ 𝐺 | (𝑝, 𝑓) ∈ 𝑃 × 𝐹}.

Íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè 𝑃 ×𝐺 𝐹 îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝜋𝐹 : 𝑃 ×𝐺 𝐹 →𝑀, 𝜋𝐹 ([(𝑝, 𝑓)]) := 𝜋(𝑝).

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü (𝑝, 𝑓) ∼ (𝑝′, 𝑓 ′), òîãäà
(𝑝, 𝑓) ◁ 𝑔 = (𝑝′, 𝑓 ′), äëÿ íåêîòîðîãî 𝑔 ∈ 𝐺. Ïî îïðåäåëåíèþ ◁ èìå-
åì, ÷òî (𝑝 ◁𝑃 𝑔, 𝑓 ◁𝐹 𝑔) = (𝑝′, 𝑓 ′). Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò
ðàâåíñòâî 𝑝 ◁𝑃 𝑔 = 𝑝′. Íî òîãäà 𝜋(𝑝′) = 𝜋(𝑝 ◁𝑃 𝑔) = 𝜋(𝑝), è êîððåêò-
íîñòü äîêàçàíà. Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ, îòîáðàæåíèå 𝜋𝐹
ñþðúåêòèâíî.

Çàìåòèì, ÷òî ëîêàëüíàÿ òðèâèàëèçàöèÿ (𝑈, Ψ) íà 𝑃 ïîðîæäàåò ëî-
êàëüíîå ñå÷åíèå 𝑠 : 𝑈 → 𝑃 ïî ïðàâèëó

𝑠(𝑥) := Ψ−1(𝑥, 1).

Òîãäà îòîáðàæåíèå

𝜉 : 𝑈 × 𝐹 → 𝜋−1
𝐹 (𝑈), 𝜉 : (𝑥, 𝑓) ↦→ [(𝑠(𝑥), 𝑓)],

ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì. Â ýòîé ñâÿçè, (𝑈, 𝜉−1) � ëîêàëüíàÿ òðèâèà-
ëèçàöèÿ 𝑃×𝐺𝐹 . Òàêèì îáðàçîì, (𝑃×𝐺𝐹,𝑀, 𝜋𝐹 )� ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå
ðàññëîåíèå ñ òèïîâûì ñëîåì 𝐹 .
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Определение 12.7. Локально тривиальное расслоение (𝑃×𝐺𝐹, 𝑀, 𝜋𝐹 )
с типовым слоем 𝐹 называется ассоциированным с главным рассло-
ением (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁𝑃 , 𝜋).

Ñëåäóþùåå Ïðåäëîæåíèå äàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî àññîöè-
èðîâàííîå ðàññëîåíèå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì [6].

Предложение 12.8. Пусть (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁𝑃 , 𝜋) — главное расслоение,
𝐹 — конечномерное векторное пространство, а 𝜌 : 𝐺 → GL(𝐹 ) —
представление1. Тогда (𝑃 ×𝐺 𝐹, 𝑀, 𝜋𝐹 ) — векторное расслоение.
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ГЛАВА 13

Связности на главных расслоениях

1. Вспомогательные построения

Â íàñòîÿùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðèÿ ñâÿçíîñòåé íà ãëàâíûõ
ðàññëîåíèÿõ, èç êîòîðîé â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ êëàññè÷åñêèå
ñâÿçíîñòè: åâêëèäîâà, Ëåâè-×èâèòà, Âàéöåíáîêà è äð. Ðàññìîòðåíèå îá-
ùåé òåîðèè ïðåäâàðÿþò âñïîìîãàòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå â
íàñòîÿùåì ðàçäåëå. Â èçëîæåíèè ìû âñþäó ñëåäóåì ìîíîãðàôèè [1].

1.1. Векторное поле Киллинга

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè (𝐺, ⊤) � ãðóïïà Ëè, òî ÷åðåç g îáîçíà÷àåòñÿ
àëãåáðà Ëè ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Ïîëå 𝑋 ∈ g ïîðîæäàåò
ïîòîê Φ𝑋

𝑡 : 𝐺→ 𝐺, 𝑡 ∈ R. Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

exp : g → 𝐺, exp(𝑋) := Φ𝑋
1 (1).

Ïóñòü òåïåðü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, (𝐺, ⊤) � ãðóïïà Ëè, à
◁: 𝑀 ×𝐺→𝑀 � ïðàâîå äåéñòâèå 𝐺 íà𝑀 . Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 𝑋 ∈ g
ñîîòâåòñòâèå

(𝑚, 𝑡) ↦→ 𝑚 ◁ exp(𝑡𝑋),

539
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îïðåäåëÿåò ïîòîê íà 𝑀 , ïîñêîëüêó

(𝑚 ◁ exp(𝑠𝑋)) ◁ exp(𝑡𝑋) = 𝑚 ◁ (exp(𝑠𝑋)⊤ exp(𝑡𝑋)) = 𝑚 ◁ exp((𝑡+𝑠)𝑋).

Определение 13.1. Векторное поле на 𝑀 , определяемое потоком

Ψ𝑋 : (𝑚, 𝑡) ↦→ 𝑚 ◁ exp(𝑡𝑋),

называется векторным полем Киллинга и обозначается через 𝑋*.

Çíà÷åíèå ïîëÿ 𝑋* â òî÷êå 𝑚 ∈𝑀 ìîæåò áûòü âûðàæåíî ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(𝑋*)𝑚 =
𝑑

𝑑𝑡
Ψ𝑋
𝑡 (𝑚)

⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝑑

𝑑𝑡
Ψ𝑋
𝑚(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑡=0
.

1.2. Распределения

Ïóñòü 𝑀 � ìíîãîîáðàçèå. Äëÿ 𝐷 ⊂ 𝑇𝑀 îáîçíà÷èì ÷åðåç Vec𝐷(𝑀)
ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà 𝑀 , ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â 𝐷, à
÷åðåç Vecloc𝐷 (𝑀) � ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ïðèíèìàþ-
ùèõ çíà÷åíèÿ â 𝐷.

Определение 13.2. Распределение на 𝑀 — это множество 𝐷 ⊂
𝑇𝑀 , такое, что для любой точки 𝑚 ∈𝑀 выполнены условия:

(1) Множество 𝐷𝑚 = 𝐷 ∩ 𝑇𝑚𝑀 — линейное подпространство 𝑇𝑚𝑀 .

(2) Для любого 𝑌 ∈ 𝐷𝑚 существует поле 𝑋 ∈ Vec𝐷(𝑀), такое, что
𝑋𝑚 = 𝑌 .

Определение 13.3. Функция rank𝐷 : 𝑀 ↦→ dim𝐷𝑚 называется ран-
гом распределения 𝐷. Если ранг постоянен, то 𝐷 называется регу-
лярным. В противном случае, 𝐷 называется вырожденным.

Пример 13.1. Пусть 𝜋 : 𝑃 →𝑀 — субмерсия. Тогда положим

ker𝑇𝜋 := {𝑢 ∈ 𝑇𝑃 | 𝑇𝜋(𝑢) = 0} = (𝑇𝜋)−1(0),

где 𝑇𝜋 : 𝑇𝑃 → 𝑇𝑀 — касательное отображение. Множество ker𝑇𝜋
является регулярным распределением ранга dim𝑃 − dim𝑀 .
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Пример 13.2. Пусть 𝑀 — гладкое многообразие, (𝐺, ⊤) — группа Ли,
а ◁: 𝑀 ×𝐺→𝑀 — правое действие. Тогда векторные поля Киллинга
определяют распределение 𝐷g, такое, что

𝐷g
𝑚 = {(𝐴*)𝑚 ∈ 𝑇𝑚𝑀 | 𝐴 ∈ g}.

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à 𝐷 � ðàñïðåäåëåíèå íà íåì.

Определение 13.4. Связное подмногообразие 𝑁 многообразия 𝑀 на-
зывается интегральным многообразием 𝐷, проходящим через
𝑚 ∈𝑀 , если 𝑚 ∈𝑀 и

𝑇𝑥𝑁 = 𝐷𝑥,

для всех 𝑥 ∈ 𝑁 . Распределение 𝐷 называется интегрируемым, если
для всех 𝑚 ∈ 𝑀 существует интегральное многообразие 𝐷, проходя-
щее через 𝑚.

Определение 13.5. Распределение 𝐷 на 𝑀 называется инволютив-
ным, если Vec𝐷(𝑀) ⊂ Vec(𝑀) является подалгеброй Ли.

Èíûìè ñëîâàìè, 𝐷 èíâîëþòèâíî, åñëè äëÿ ëþáûõ 𝑋, 𝑌 ∈ Vec𝐷(𝑀)
ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå [𝑋, 𝑌 ] ∈ Vec𝐷(𝑀).

Ñïðàâåäëèâà Òåîðåìà [1]:

Теорема 13.1. Пусть 𝑀 — гладкое многообразие размерности 𝑛, а 𝐷
— распределение на 𝑀 . Тогда 𝐷 интегрируемо в том и только в том
случае, когда оно инволютивно и имеет постоянныяй ранг вдоль инте-
гральных кривых векторных полей из Vecloc𝐷 (𝑀).

Ñëåäñòâèå:

Следствие 13.1. (Frobenius) Регулярное распределение интегрируемо
в том и только в том случае, когда оно инволютивно.

2. Связность как распределение

2.1. Вертикальное подпространство

Ïóñòü 𝜋 : 𝑃 →𝑀 � ãëàäêîå ðàññëîåíèå. Òîãäà äëÿ 𝑝 ∈ 𝑃 ìíîæåñòâî

𝑉𝑝𝑃 := ker𝑇𝑝𝜋 = {𝑢 ∈ 𝑇𝑝𝑃 | 𝑇𝑝𝜋(𝑢) = 0},
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ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì 𝑇𝑝𝑃 , êàñàòåëüíûì ê ñëîþ
𝜋−1({𝜋(𝑝)}) [2].

Определение 13.6. Пространство 𝑉𝑝𝑃 называется вертикальным
подпространством 𝑇𝑝𝑃 .

Ïîëîæèì

𝑉 𝑃 := ker𝑇𝜋 =
∐︁
𝑝∈𝑃

𝑉𝑝𝑃.

Определение 13.7. Распределение 𝑉 𝑃 называется вертикальным
расслоением над 𝑃 .

Теорема 13.2. Пусть (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁, 𝜋) — главное расслоение. Тогда
векторные поля Киллинга и проекция определяют одно и то же рас-
пределение:

𝑉 𝑃 = 𝐷g,

𝑉𝑝𝑃 = 𝐷g
𝑝,

для любого 𝑝 ∈ 𝑃 .

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [1].

2.2. Определение связности

Ïóñòü (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁, 𝜋) � ãëàâíîå ðàññëîåíèå, à 𝑉 � âåðòèêàëüíîå
ðàññëîåíèå íàä 𝑃 .

Определение 13.8. Связностью на 𝑃 называется распределение Γ
на 𝑃 , такое, что

(1Γ) ∀𝑝 ∈ 𝑃 : Γ𝑝 ⊕ 𝑉𝑝 = 𝑇𝑝𝑃 .

(2Γ) ∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑔 ∈ 𝐺 : ΓΨ𝑔(𝑝) = 𝑇Ψ𝑔(Γ𝑝), где Ψ𝑔 : 𝑝 ↦→ 𝑝 ◁ 𝑔.

Пространство Γ𝑝 называется горизонтальным подпростран-
ством 𝑇𝑝𝑃 .
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Â ñèëó (1Γ), ëþáîé êàñàòåëüíûé âåêòîð 𝑋 ∈ 𝑇𝑝𝑃 äîïóñêàåò åäèí-
ñòâåííîå ðàçëîæåíèå íà горизонтальную компоненту hor𝑋 ∈ Γ𝑝 è
вертикальную компоненту ver𝑋 ∈ 𝑉𝑝:

𝑋 = hor𝑋 + ver𝑋.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû îòîáðàæåíèÿ

hor : 𝑇𝑃 → Γ,

ver : 𝑇𝑃 → 𝑉.

2.3. Горизонтальный лифт векторного поля

Ïóñòü Γ� ñâÿçíîñòü íà (𝑃,𝐺,𝑀,◁, 𝜋). Äëÿ òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑃 îòîáðàæåíèå

𝑣𝑝 : 𝑇𝜋|Γ𝑝
→ 𝑇𝜋(𝑝)𝑀

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ Γ𝑝 è 𝑇𝜋(𝑝)𝑀 . Òîãäà ëþ-
áîå âåêòîðíîå ïîëå 𝑋 : 𝑀 → 𝑇𝑀 äîïóñêàåò горизонтальный лифт
� âåêòîðíîå ïîëå 𝑋↑ : 𝑃 → Γ, òàêîå, ÷òî

𝑣 ∘𝑋↑ = 𝑋 ∘ 𝜋.

2.4. Индуцирование связности на ассоциированное

расслоение

Ïóñòü Γ � ñâÿçíîñòü íà (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁𝑃 , 𝜋), à (𝐸, 𝑀, 𝜋𝐹 ), 𝐸 = 𝑃 ×𝐺𝐹 ,
� àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå. Äëÿ 𝑓 ∈ 𝐹 îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝜄𝑓 : 𝑃 → 𝐸, 𝜄𝑓(𝑝) := [(𝑝, 𝑓)].

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå 𝜄𝑓 îïðåäåëÿåò âëîæåíèå òîòàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ â òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî àññîöèèðîâàí-
íîãî ðàññëîåíèÿ. Êðîìå òîãî, îíî îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

𝜄𝑓 ∘Ψ𝑃
𝑔 = 𝜄Ψ𝐹

𝑔 (𝑓)
,

𝜋𝐹 ∘ 𝜄𝑓 = 𝜋.

Çäåñü Ψ𝑃
𝑔 : 𝑝 ↦→ 𝑝 ◁𝑃 𝑔, Ψ

𝐹
𝑔 : 𝑓 ↦→ 𝑓 ◁𝐹 𝑔.
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Ãîðèçîíòàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â òî÷êå 𝑒 = [(𝑝, 𝑓)] ∈ 𝐸 îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâîì

Γ𝐸𝑒 := 𝑇𝜄𝑓(Γ𝑝),

òî åñòü, Γ𝐸𝑒 ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì Γ𝑝. Ïóñòü 𝑉
𝐸
𝑒 � êàñàòåëüíîå ïðîñòðàí-

ñòâî ê ñëîþ íàä 𝑒 ∈ 𝐸. Òîãäà ïðèõîäèì ê ðàñïðåäåëåíèþ 𝑉 𝐸 è ðàçëîæå-
íèþ

𝑇𝑒𝐸 = 𝑉 𝐸
𝑒 ⊕ Γ𝐸𝑒 .

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè ñâÿçíîñòü Γ𝐸 íà àññîöèèðîâàííîì ðàñ-
ñëîåíèè 𝐸, èíäóöèðîâàííóþ ñâÿçíîñòüþ Γ.

3. Связность как форма

3.1. Форма связности

Ïóñòü (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁, 𝜋) � ãëàâíîå ðàññëîåíèå. Äåéñòâèå

◁: (𝑝, 𝑔) ↦→ 𝑝 ◁ 𝑔,

îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

Ψ𝑝 : 𝐺→ 𝑃, Ψ𝑝(𝑔) := 𝑝 ◁ 𝑔.

Åìó ñîîòâåòñòâóåò êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå

𝑇Ψ𝑝 : 𝑇𝐺→ 𝑇𝑃.

Áóäåò ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå 𝑇1Ψ𝑝 : 𝑇1𝐺→ 𝑇𝑝𝑃 êàê îòîáðàæåíèå

𝑇1Ψ𝑝 : g → 𝑇𝑝𝑃,

èñïîëüçóÿ êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì 𝑇1𝐺 ∼= g. Ïîñêîëüêó

(𝑋*)𝑝 = 𝑇1Ψ𝑝(𝑋),

òî 𝑇1Ψ𝑝 ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì

𝑇1Ψ𝑝 : g → 𝑉𝑝

ìåæäó àëãåáðîé Ëè ëåâîèíâàðèàíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé è âåðòèêàëüíûì
ïîäïðîñòðàíñòâîì. Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî ñ êàæäîé ñâÿçíîñòüþ Γ ìîæíî
àññîöèèðîâàòü g-çíà÷íóþ 1-ôîðìó 𝜔 : 𝑇 *𝑃 → g:

∀𝑝 ∈ 𝑃 ∀𝑋 ∈ 𝑇𝑝𝑃 : 𝜔𝑝(𝑋) := (𝑇1Ψ𝑝)
−1(ver𝑋).
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Определение 13.9. Форма 𝜔 называется 1-формой связности.

Предложение 13.1. Пусть (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁, 𝜋) — главное расслоение со
связностью Γ. Тогда форма связности 𝜔 является гладкой и удовле-
творяет следующим свойствам:

(1𝜔) ∀𝑝 ∈ 𝑃 : ker𝜔𝑝 = Γ𝑝.

(2𝜔) ∀𝑋 ∈ g : 𝜔(𝑋*) = 𝑋.

(3𝜔) ∀𝑔 ∈ 𝐺 : Ψ*
𝑔𝜔 = Ad(𝑔−1) ∘ 𝜔.

Обратно, любая 1-форма 𝜔 ∈ Sec(𝑇 *𝑃 ⊗g), удовлетворяющая условиям
(2𝜔) и (3𝜔), единственным образом определяет связность Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [1].

3.2. Локальное представление связности

Определение 13.10. Пусть 𝜔 — 1-форма связности, а 𝑠 : 𝑈 → 𝜋−1(𝑈)
— локальное сечение. Тогда локальным представлением формы 𝜔
называется форма

𝐴 := 𝑠*𝜔,

заданная на 𝑈 .

Åñëè (𝑈, 𝜙) � êàðòà íà 𝑀 , à (𝑡𝑎) � áàçèñ g, òî ñîâîêóïíîñòü

(𝑑𝑥𝜇1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝜇𝑘 ⊗ 𝑡𝑎),

ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ðåïåðîì ðàññëîåíèÿ g-çíà÷íûõ 𝑘-ôîðì íà𝑀 . Òîãäà

𝐴 = 𝐴 · 𝑎
𝜇 ·𝑑𝑥

𝜇 ⊗ 𝑡𝑎.

Ñå÷åíèå 𝑠 îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå 𝜅 : 𝑃 → 𝐺, óäîâëåòâîðÿþùåå
ñâîéñòâàì:

𝜅(𝑝 ◁ 𝑔) = 𝜅(𝑝)⊤𝑔,
𝑝 = 𝑠 ∘ 𝜋(𝑝) ◁ 𝜅(𝑝).

Ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ 𝜅, çíà÷åíèå 𝜔𝑝 â òî÷êå 𝑝 ∈ 𝜋−1(𝑈) ìîæåò
áûòü âîññòàíîâëåíî ïî ëîêàëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ 𝐴.
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Предложение 13.2. Пусть (𝑃, 𝐺, 𝑀, ◁, 𝜋) — главное расслоение,
𝜔 — форма связности на 𝑃 , 𝑈 ⊂ 𝑀 — открытое множество, а
𝑠 : 𝑈 → 𝜋−1(𝑈) — локальное сечение. Пусть 𝐴 — локальное представле-
ние формы связности. Тогда для любой точки 𝑝 ∈ 𝜋−1(𝑈), справедливо
равенство

𝜔𝑝 = Ad(𝜅(𝑝)−1)(𝜋*𝐴)𝑝 + (𝜅*Θ)𝑝,

где Θ — форма Маурера –Картана на 𝐺.

4. Ковариантная производная

4.1. Ковариантная внешняя производная и форма

кривизны

Ïóñòü 𝑃 � ãëàâíîå ðàññëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ Γ, à 𝐹 � êîíå÷íîìåðíîå
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Определение 13.11. Ковариантной внешней производной формы
𝛼 ∈ Sec(Λ𝑘(𝑇 *𝑃 ) ⊗ 𝐹 ) относительно Γ называется дифференциальная
форма 𝐷𝜔𝛼 ∈ Sec(Λ𝑘+1(𝑇 *𝑃 )⊗ 𝐹 ), определенная равенством

𝐷𝜔𝛼(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘+1) := 𝑑𝛼(hor𝑋1, . . . , hor𝑋𝑘+1),

где 𝑑 — внешний дифференциал, а 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘+1 ∈ Vec(𝑃 ).

Определение 13.12. Пусть 𝜔 — форма связности. Тогда формой
кривизны называется 2-форма

Ω := 𝐷𝜔𝜔.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè 𝑋 è 𝑌 � ãîðèçîíòàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, òî
Ω(𝑋, 𝑌 ) = 𝑑𝜔(𝑋, 𝑌 ).

Êðèâèçíà è òåîðåìà Ôðîáåíèóñà äàþò ñëåäóþùèé êðèòåðèé èíòåãðè-
ðóåìîñòè ñâÿçíîñòè Γ [1]:

Теорема 13.3. Горизонтальное распределение Γ интегрируемо тогда и
только тогда, когда Ω = 0.

Определение 13.13. Связность Γ с нулевой кривизной называется
плоской.
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4.2. Структурное уравнение и тождество Бианки

Ïóñòü 𝑀 � 𝑛-ìíîãîîáðàçèå, à 𝛼 ∈ Sec(Λ𝑘(𝑇 *𝑀) ⊗ g) è 𝛽 ∈
Sec(Λ𝑙(𝑇 *𝑀)⊗g)� íåêîòîðûå ôîðìû, òîãäà âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå ôîðì
𝛼 è 𝛽 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

[𝛼, 𝛽](𝑋1, . . . , 𝑋𝑘+𝑙) :=
1

𝑘!𝑙!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑘+𝑙

[𝛼(𝑋𝜎(1), . . . , 𝑋𝜎(𝑘)), 𝛽(𝑋𝜎(𝑘+1), . . . , 𝑋𝜎(𝑘+𝑙))],

ãäå 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘+𝑙 ∈ Vec(𝑀).
Äàëåå ÷åðåç gl(𝑛;R) áóäåì îáîçíà÷àòü àëãåáðó Ëè âåùåñòâåííûõ 𝑛×𝑛

ìàòðèö.
Åñëè g ÿâëÿåòñÿ ïîäàëãåáðîé àññîöèàòèâíîé àëãåáðû gl(𝑛;R), òî ìîæ-

íî ðàáîòàòü ñ ∧-ïðîèçâåäåíèåì:

𝛼∧𝛽(𝑋1, . . . , 𝑋𝑘+𝑙) :=
1

𝑘!𝑙!

∑︁
𝜎∈𝑆𝑘+𝑙

𝛼(𝑋𝜎(1), . . . , 𝑋𝜎(𝑘))∧𝛽(𝑋𝜎(𝑘+1), . . . , 𝑋𝜎(𝑘+𝑙)).

Ìåæäó îïåðàöèÿìè [·, ·] è ∧ èìååòñÿ ñâÿçü [1]:

[𝛼, 𝛽] = 𝛼 ∧ 𝛽 + (−1)𝑘𝑙+1𝛽 ∧ 𝛼.

Теорема 13.4. Пусть 𝑃 — главное расслоение, 𝜔 — форма связности
на 𝑃 , а Ω — форма кривизны. Тогда справедливо уравнение

𝑑𝜔 = −1

2
[𝜔, 𝜔] + Ω,

называемое структурным уравнением.

Следствие 13.2. Если g — подалгебра gl(𝑛; R), то структурное урав-
нение принимает вид

𝑑𝜔 = −𝜔 ∧ 𝜔 + Ω.

Следствие 13.3. Справедливо тождество Бианки:

𝐷𝜔Ω = 0.
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4.3. Ковариантная производная ∇𝜔

Ïðèâåäåì âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü 𝜋 : 𝑃 →𝑀 � ãëàâíîå
ðàññëîåíèå, 𝐹 � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî, à 𝜎 : 𝐺 →
GL(𝐹 ) � ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè.

Определение 13.14. Дифференциальная форма ̃︀𝛼 ∈ Sec(Λ𝑘(𝑇 *𝑃 )⊗ 𝐹 )
называется горизонтальной, типа 𝜎, если она аннулируется любым
вектором, касательным к слоям, и если она удовлетворяет равенству

∀𝑔 ∈ 𝐺 : Ψ*
𝑔̃︀𝛼 = 𝜎𝑔−1 ∘ ̃︀𝛼.

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ãîðèçîíòàëüíûõ 𝑘-ôîðì íà 𝑃 îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç

Ω𝑘
𝜎, hor(𝑃 ; 𝐹 ).

Ïóñòü òåïåðü 𝐸 = 𝑃 ×𝐺 𝐹 � ðàññëîåíèå, àññîöèèðîâàííîå ñ 𝑃 .

Предложение 13.3. Любому элементу ̃︀𝛼 ∈ Ω𝑘
𝜎, hor(𝑃 ; 𝐹 ) соответству-

ет единственный элемент 𝛼 ∈ Ω𝑘(𝑀 ; 𝐸), такой, что следующая диа-
грамма коммутативна:

Λ𝑘(𝑇 *𝑃 ) 𝑃 × 𝐹

Λ𝑘(𝑇 *𝑀) 𝐸

Λ𝑘(𝑇𝜋)

pr× ̃︀𝛼

𝛼

𝜄

На диаграмме: pr : Λ𝑘(𝑇 *𝑃 ) → 𝑃 и 𝜄 : 𝑃 ×𝐹 → 𝑃 ×𝐺𝐹 — натуральные
проекции. Соответствие ̃︀𝛼 ↦→ 𝛼 определяет изоморфизм векторных
пространств Ω𝑘

𝜎, hor(𝑃 ; 𝐹 ) и Ω𝑘(𝑀 ; 𝐸).

Ïóñòü òåïåðü 𝜔 � ôîðìà ñâÿçíîñòè íà 𝑃 .

Определение 13.15. Пусть 𝛼 ∈ Ω𝑘(𝑀 ; 𝐸). Ковариантная внеш-
няя производная 𝑑𝜔𝛼 — это образ 𝐷𝜔̃︀𝛼 под действием изоморфизма
Ω𝑘
𝜎, hor(𝑃 ; 𝐹 ) → Ω𝑘(𝑀 ; 𝐸), то есть,

̃︂𝑑𝜔𝛼 = 𝐷𝜔̃︀𝛼.
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Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, äëÿ 𝑝 ∈ 𝜋−1({𝑚}), è âåêòîðîâ 𝑋𝑖 ∈ 𝑇𝑚𝑀 ,
𝑌𝑖 ∈ 𝑇𝑝𝑃 , òàêèõ, ÷òî 𝑇𝜋(𝑌𝑖) = 𝑋𝑖, 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘 + 1}, ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

(𝑑𝜔𝛼)𝑚(𝑋1, . . . 𝑋𝑘+1) = 𝜄𝑝 ∘ (𝐷𝜔̃︀𝛼)𝑝(𝑌1, . . . 𝑌𝑘+1).

Çäåñü
𝜄𝑝 : 𝐹 → 𝑃 ×𝐺 𝐹, 𝜄𝑝(𝑓) := [(𝑝, 𝑓)].

Ïîñêîëüêó Ω0(𝑀 ; 𝐸) = Sec(𝐸), Ω1(𝑀 ; 𝐸) = Sec(𝑇 *𝑀 ⊗ 𝐸), òî
𝑑𝜔|Ω0(𝑀 ; 𝐸) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì èç Sec(𝐸) â Sec(𝑇 *𝑀 ⊗ 𝐸).

Определение 13.16. Линейный оператор

∇𝜔 := 𝑑𝜔|Ω0(𝑀 ; 𝐸) : Sec(𝐸) → Sec(𝑇 *𝑀 ⊗ 𝐸)

называется ковариантной производной на 𝐸, порожденной 𝜔.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ 𝑚 ∈ 𝑀 , Φ ∈ Sec(𝐸) ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

(∇𝜔Φ)𝑚(𝑋) = 𝜄𝑝 ∘ (𝐷𝜔
̃︀Φ)𝑝(𝑌 ) = 𝜄𝑝(𝑋

↑
𝑝(̃︀Φ)),

ãäå 𝑝 ∈ 𝜋−1({𝑚}), 𝑌 ∈ 𝑇𝑝𝑃 òàêîâ, ÷òî 𝑇𝜋(𝑌 ) = 𝑋, à 𝑋↑ � ãîðèçîíòàëü-
íûé ëèôò.

Âûáåðåì áàçèñ (𝑒𝛼) ïðîñòðàíñòâà 𝐹 . Òîãäà ëîêàëüíîå ñå÷åíèå 𝑠 ðàñ-
ñëîåíèÿ 𝑃 èíäóöèðóåò ëîêàëüíûé ðåïåð (𝑒𝛼) íà 𝐸, îïðåäåëÿåìûé ðàâåí-
ñòâîì

𝑒𝛼(𝑚) := 𝜄𝑠(𝑚)(𝑒𝛼).

Предложение 13.4. Пусть 𝜋 : 𝑃 → 𝑀 — главное расслоение, снаб-
женное формой связности 𝜔, 𝐸 = 𝑃×𝐺𝐹 — ассоциированное векторное
расслоение, а ∇𝜔 — ковариантная производная. Пусть, кроме того, 𝑠 —
локальное сечение 𝑃 , а (𝑒𝛼) — локальный репер на 𝐸, индуцированный
𝑠. Тогда

∇𝜔𝑒𝛼 = 𝐴𝛽 ·
·𝛼𝑒𝛽,

где 𝐴 = 𝑠*𝜔 — локальное представление 𝜔, а (𝐴𝛽 ·
·𝛼) — его матрица в

базисе (𝑒𝛼).

Предложение 13.5. Для 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) и Φ ∈ Sec(𝐸) справедливо равен-
ство (правило Лейбница):

∇𝜔(𝑓Φ) = 𝑑𝑓 ⊗ Φ + 𝑓∇𝜔Φ.
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Èç äâóõ ïîñëåäíèõ Ïðåäëîæåíèé âûòåêàåò

Следствие 13.4. Пусть Φ ∈ Sec(𝐸), а (𝑒𝛼) — локальный репер на 𝐸,
тогда

∇𝜔Φ = 𝑑Φ𝛼 ⊗ 𝑒𝛼 + 𝐴𝛽 ·
·𝛼Φ

𝛼𝑒𝛽.

Äëÿ 𝑋 ∈ Vec(𝑀) êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∇𝜔 èíäóöèðóåò îòîáðà-
æåíèå

∇𝜔
𝑋 : Sec(𝐸) → Sec(𝐸), ∇𝜔

𝑋Φ := ∇𝜔Φ(𝑋).

Предложение 13.6. Для 𝑋, 𝑋1, 𝑋2 ∈ Vec(𝑀), Φ, Φ1, Φ2 ∈ Sec(𝐸) и
𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) справедливы равенства:

(∇1) ∇𝜔
𝑋1+𝑋2

Φ = ∇𝜔
𝑋1
Φ +∇𝜔

𝑋2
Φ,

(∇2) ∇𝜔
𝑋(Φ1 + Φ2) = ∇𝜔

𝑋Φ1 +∇𝜔
𝑋Φ2,

(∇3) ∇𝜔
𝑓𝑋Φ = 𝑓∇𝜔

𝑋Φ,

(∇4) ∇𝜔
𝑋(𝑓Φ) = 𝑓∇𝜔

𝑋Φ +𝑋(𝑓)Φ.

4.4. Форма кривизны, порождаемая ∇𝜔

Ïóñòü Ω � ôîðìà êðèâèçíû, à 𝜎 : 𝐺 → GL(𝐹 ) � ïðåäñòàâëåíèå
ãðóïïû Ëè. Ïîñêîëüêó 𝑇𝜎 : g → End (𝐹 ) � ãîìîìîðôèçì, òî ôîðìå Ω
ñîîòâåòñòâóåò 2-ôîðìà íà𝑀 ñî çíà÷åíèÿìè â ðàññëîåíèè ýíäîìîðôèçìîâ
End (𝐸):

𝑅∇
𝑚(𝑋, 𝑌 ) := 𝜄𝑝 ∘ 𝑇𝜎(Ω𝑝(𝑋

↑, 𝑌 ↑)) ∘ 𝜄−1
𝑝 ,

ãäå 𝑚 ∈ 𝑀 , 𝑝 ∈ 𝜋−1({𝑚}), 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑚𝑀 , à 𝑋↑ è 𝑌 ↑ � ãîðèçîíòàëüíûå
ëèôòû.

Определение 13.17. 2-форма 𝑅∇ называется формой кривизны, ас-
социированной с Ω.

Предложение 13.7. Для формы кривизны справедливо равенство

𝑅∇(𝑋, 𝑌 ) = ∇𝑋∇𝑌 −∇𝑌∇𝑋 −∇[𝑋, 𝑌 ].
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4.5. Параллельный перенос и голономия

Ïóñòü 𝜋 : 𝑃 → 𝑀 � ãëàâíîå ðàññëîåíèå, Γ � ñâÿçíîñòü íà 𝑃 , à 𝛾 è̃︀𝛾 � ãëàäêèå êðèâûå íà 𝑀 è 𝑃 ñîîòâåòñòâåííî.

Определение 13.18. Кривая ̃︀𝛾 называется

∙ лифтом 𝛾, если 𝜋 ∘ ̃︀𝛾 = 𝛾,

∙ горизонтальной относительно Γ, если все векторы скорости̃︀𝛾′ горизонтальны относительно Γ: ver ̃︀𝛾′ = 0.

Предложение 13.8. Пусть 𝜋 : 𝑃 → 𝑀 — главное расслоение, Γ
— связность на 𝑃 . Пусть 𝐼 ⊂ R — открытый интервал, содержа-
щий 0, а 𝛾 : 𝐼 → 𝑀 — гладкая кривая. Тогда для любой точки
𝑝0 ∈ 𝜋−1({𝛾(0)}) существует единственный горизонтальный лифт 𝛾↑,
такой, что 𝛾↑(0) = 𝑝0.

Ïóñòü 𝐼 = [0, 1] ⊂ R. Êàæäàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ 𝛾 : 𝐼 →𝑀 îïðåäåëÿåò
îòîáðàæåíèå

𝛾Γ : 𝜋−1({𝛾(0)}) → 𝜋−1({𝛾(1)}), 𝑝 ↦→ 𝛾↑𝑝(1),

ãäå 𝛾↑𝑝 � ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò 𝛾, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç 𝑝.

Определение 13.19. Отображение 𝛾Γ называется оператором па-
раллельного переноса вдоль 𝛾 относительно связности Γ.

Ïóñòü 𝐶(𝑚)� ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ãëàäêèõ êðèâûõ, íà÷èíàþùèõñÿ
è çàêàí÷èâàþùèõñÿ â 𝑚 ∈ 𝑀 . Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü 𝛾 ∈ 𝐶(𝑚)
ïðèâîäèò ê àâòîìîðôèçìó ñëîÿ 𝜋−1({𝑚}).

Определение 13.20. Группа параллельных переносов вдоль элементов
𝐶(𝑚) называется группой голономии 𝐻𝑚(Γ).

Ïóñòü 𝐸 = 𝑃 ×𝐺 𝐹 . Ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò êðèâîé 𝛾 íà 𝑀 ê êðèâîé
𝛾↑𝐸 íà 𝐸 ñ íà÷àëîì â [(𝑝, 𝑓)] ∈ 𝜋−1

𝐹 ({𝛾(0)}) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

𝛾↑𝐸(𝑡) := 𝜄𝑓(𝛾
↑
𝑃 (𝑡)),
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ãäå 𝛾↑𝑃 � ãîðèçîíòàëüíûé ëèôò êðèâîé 𝛾 â 𝑃 ñ íà÷àëîì â 𝑝. Îïåðàòîð
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà âäîëü 𝛾 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

𝛾Γ𝐸(𝑡) : 𝜋−1
𝐹 ({𝛾(0)}) → 𝜋−1

𝐹 ({𝛾(𝑡)}).

Èñïîëüçóÿ îïåðàòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü
çíà÷åíèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé â âèäå ïðåäåëà. Ñïðàâåäëèâî Ïðåä-
ëîæåíèå:

Предложение 13.9. Пусть Γ𝐸 — связность на 𝐸, ∇ — ковариантная
производная, а Φ ∈ Sec(𝐸). Тогда для любого 𝑚 ∈ 𝑀 и любого 𝑋 ∈
Vec(𝑀) справедливо равенство

∇𝑋Φ(𝑚) =
𝑑

𝑑𝑡
(𝛾Γ𝐸(𝑡))−1 ∘ Φ(𝛾(𝑡))

⃒⃒⃒
𝑡=0

=

= lim
𝑡→0

(𝛾Γ𝐸(𝑡))−1 ∘ Φ(𝛾(𝑡))− Φ(𝛾(0))

𝑡
,

где 𝛾 : 𝐼 →𝑀 — интегральная кривая поля 𝑋, проходящая через точку
𝑚 = 𝛾(0), а 𝐼 ⊂ R — открытый интервал, содержащий 0.

4.6. Линейная связность

Ïóñòü𝑀 � 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, à 𝐿𝑀 � ðàññëîåíèå ðåïåðîâ. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé ðåïåð â 𝑚 ∈ 𝑀 � ýòî áàçèñ 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)
ïðîñòðàíñòâà 𝑇𝑚𝑀 , à 𝜋 : 𝐿𝑀 →𝑀 , 𝜋(𝑢) = 𝑚. Ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà 𝐿𝑀
� ýòî ãðóïïà GL(𝑛; R), à äåéñòâèå íà 𝐿𝑀 îïðåäåëåíî ðàâåíñòâîì

◁: 𝐿𝑀 ×GL(𝑛; R) → 𝐿𝑀, (𝑢, 𝑎) ↦→ (𝑢𝑗𝑎
𝑗 ·
·𝑖).

Äàëåå, ïóñòü

𝜎0𝑛 : GL(𝑛; R) → GL(R𝑛), 𝜎0𝑛(𝑎)𝑥 = 𝑎.𝑥.

Îòîáðàæåíèå 𝜎0𝑛 ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì GL(𝑛; R) â R𝑛.
Ïóñòü 𝐸 = 𝐿𝑀 ×GL(𝑛; R) R𝑛 � àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå. Îïðåäå-

ëèì îòîáðàæåíèå

𝜓 : 𝐸 → 𝑇𝑀, 𝜓([(𝑢, (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))]) := 𝑥𝑖𝑢𝑖.
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Îòîáðàæåíèå 𝜓 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé. Â ýòîé
ñâÿçè,

𝑇𝑀 ∼= 𝐿𝑀 ×GL(𝑛; R) R𝑛.

Ïåðåõîäÿ ê äóàëüíûì ðàññëîåíèÿì, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî

𝑇 *𝑀 ∼= 𝐿𝑀 ×GL(𝑛; R) (R𝑛)*.

Â ýòîé ñâÿçè, äëÿ òåíçîðíîãî ðàññëîåíèÿ áóäåì èìåòü

𝑇 𝑘𝑙 𝑀
∼= 𝐿𝑀 ×GL(𝑛; R) 𝑇

𝑘
𝑙 R𝑛.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ýëåìåíòà 𝑢 =
(𝑚, (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1) ∈ 𝐿𝑀 . Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

𝜙𝑢 : R𝑛 → 𝑇𝑚𝑀, 𝜙𝑢(𝑥) := 𝑥𝑖𝑒𝑖.

Îòîáðàæåíèå 𝜙𝑢 îïðåäåëåíî êîððåêòíî, ïîñêîëüêó äëÿ 𝑥 ∈ R𝑛 äåéñòâè-
òåëüíî áóäåò 𝜙𝑢(𝑥) ∈ 𝑇𝑚𝑀 . Êðîìå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì âåê-
òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 𝑥 ̸= 𝑦, òî 𝑥𝑖𝑒𝑖 ̸= 𝑦𝑖𝑒𝑖, à ïîòîìó
𝜙𝑢(𝑥) ̸= 𝜙𝑢(𝑦). Òàêèì îáðàçîì, 𝜙𝑢 èíúåêòèâíî. Äàëåå, åñëè 𝑧 ∈ 𝑇𝑚𝑀 ,
òî, ïîñêîëüêó (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1 � áàçèñ 𝑇𝑚𝑀 , íàéäåòñÿ êîðòåæ (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) ∈ R𝑛,

òàêîé, ÷òî 𝑧 = 𝑧𝑖𝑒𝑖. Íî òîãäà 𝜙
𝑢(𝑧1, . . . , 𝑧𝑛) = 𝑧 è ìû óñòàíîâèëè, ÷òî

𝜙𝑢 ñþðúåêòèâíî. Íàêîíåö, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî 𝜙𝑢 ëèíåéíî.
Â äàëüíåéøåì ýëåìåíò 𝑢 ∈ 𝐿𝑀 èíîãäà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê

èçîìîðôèçì
𝑢 : R𝑛 → 𝑇𝜋(𝑢)𝑀.

Îí ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó 𝜃 ∈ Ω1(𝐿𝑀, R𝑛),
𝜃 : 𝑢 ↦→ Θ𝑢, ãäå

𝜃𝑢(𝑋) := 𝑢−1(𝑇𝑢𝜋(𝑋)), 𝑋 ∈ 𝑇𝑢𝐿𝑀.

Определение 13.21. Дифференциальная форма 𝜃 называется кано-
нической R𝑛-значной 1-формой на 𝐿𝑀 .

Определение 13.22. Связность Γ на расслоении реперов 𝐿𝑀 называ-
ется линейной (или аффинной) связностью на 𝑀 .

Ïóñòü Γ � ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü íà𝑀 , à 𝜔 � åå 1-ôîðìà. Òîãäà ìîæíî
îïðåäåëèòü 2-ôîðìó

Θ ∈ Ω2(𝐿𝑀, R𝑛), Θ := 𝐷𝜔𝜃.
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Определение 13.23. Дифференциальная форма Θ называется фор-
мой кручения Γ.

Предложение 13.10. Справедливы уравнения

𝑑𝜔 = −𝜔 ∧ 𝜔 + Ω,

𝑑𝜃 = −𝜔 ∧ 𝜃 +Θ,

называемыми структурными.

Âûáåðåì áàçèñ (𝑒𝑖) â R𝑛 è (𝐸𝑖
𝑗) â gl(𝑛; R),

𝜃 = 𝜃𝑖𝑒𝑖, Θ = Θ𝑖𝑒𝑖, 𝜔 = 𝜔𝑖 ··𝑗𝐸
𝑗
𝑖 , Ω = Ω𝑖 ·

·𝑗𝐸
𝑗
𝑖 .

Òîãäà ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ ïðèìóò âèä

𝑑𝜔𝑖 ··𝑗 = −𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ 𝜔𝑘 ·· 𝑗 + Ω𝑖 ·
·𝑗,

𝑑𝜃𝑖 = −𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜃𝑗 +Θ𝑖.

Предложение 13.11. Справедливы равенства

𝐷𝜔Ω = 0,

𝐷𝜔Θ = Ω ∧ 𝜃,

называемые тождествами Бианки.

Ðàññìîòðèì êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïî îïðåäåëåíèþ,

∇𝜔 := 𝑑𝜔|Ω0(𝑀 ; 𝐸) : Sec(𝐸) → Sec(𝑇 *𝑀 ⊗ 𝐸),

ãäå 𝐸 = 𝑃 ×𝐺 𝐹 . Äëÿ ñå÷åíèÿ 𝑌 ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 ∼= 𝐿𝑀 ×GL(𝑛; R) R𝑛, ò.å.
äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ íà 𝑀 , ïîëó÷àåì

(∇𝜔𝑌 )𝑚(𝑋) = 𝑢 ∘ (𝐷𝜔
̃︀𝑌 )𝑢(𝑋

*), 𝜋(𝑢) = 𝑚,

ãäå ̃︀𝑌 ∈ HomGL(𝑛; R)(𝐿𝑀, R𝑛) òàêîâ, ÷òî 𝑌 (𝑚) = 𝑢 ∘ ̃︀𝑌 (𝑢). Çäåñü

Hom𝐺(𝑃, 𝐹 ) � ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ýêâèâàðèàíòíûõ îòîáðàæåíèé ̃︀Φ :
𝑃 → 𝐹 : ̃︀Φ ∘Ψ𝑎 = 𝜎𝑎−1 ∘ ̃︀Φ.

Îïåðàòîð ∇𝜔 îïðåäåëÿåò àññîöèèðîâàííûé ñ íèì îïåðàòîð

∇𝜔
𝑋 : Sec(𝑇𝑀) → Sec(𝑇𝑀), ∇𝜔

𝑋𝑌 := ∇𝜔𝑌 (𝑋).

Åãî ñâîéñòâà óñòàíàâëèâàþòñÿ â ñëåäóþùåì Ïðåäëîæåíèè.
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Предложение 13.12. Пусть Γ — линейная связность на 𝑀 , а ∇ —
ковариантная производная на 𝑇𝑀 . Тогда ковариантная производная

∇𝑋 : Sec(𝑇 𝑟𝑠𝑀) → Sec(𝑇 𝑟𝑠𝑀),

единственным образом определяется следующими свойствами:

(1) ∇𝑋𝑓 = 𝑋𝑓 , для 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀),

(2) ∇𝑋 — дифференцирование тензорной алгебры,

(3) ∇𝑋 коммутирует с любой сверткой.

Ôîðìå Θ ∈ Ω2(𝐿𝑀, R𝑛) ñîîòâåòñòâóåò ôîðìà 𝑇 ∈ Ω2(𝑀, 𝑇𝑀), îïðå-
äåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

𝑇𝑚(𝑋, 𝑌 ) = 𝑢(Θ𝑢(𝑋
*, 𝑌 *)),

ãäå 𝑋, 𝑌 ∈ 𝑇𝑚𝑀 , 𝜋(𝑢) = 𝑚, à 𝑋*, 𝑌 * ∈ 𝑇𝑢𝐿𝑀 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
𝑇𝜋(𝑋) = 𝑋*, 𝑇𝜋(𝑌 ) = 𝑌 *. Àíàëîãè÷íî, ôîðìå Ω ñîîòâåòñòâóåò ôîðìà
𝑅 ∈ Ω2(𝑀, End(𝑇𝑀)),

𝑅𝑚(𝑋, 𝑌 ) = 𝑢 ∘ Ω𝑢(𝑋
*, 𝑌 *) ∘ 𝑢−1.

Предложение 13.13. Пусть∇ — ковариантная производная линейной
связности Γ на 𝑀 . Тогда

𝑅(𝑋, 𝑌 ) = [∇𝑋 , ∇𝑌 ]−∇[𝑋, 𝑌 ],

𝑇 (𝑋, 𝑌 ) = ∇𝑋𝑌 −∇𝑌𝑋 − [𝑋, 𝑌 ].

Ðàññìîòðèì ëîêàëüíîå îïèñàíèå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè. Ïóñòü 𝑚 ↦→
e(𝑚) = (𝑒1(𝑚), . . . , 𝑒𝑛(𝑚)) � ëîêàëüíîå ñå÷åíèå 𝐿𝑀 , òî åñòü, ëîêàëüíûé
ðåïåð 𝑇𝑀 , à 𝑚 ↦→ 𝜗(𝑚) = (𝜗1(𝑚), . . . , 𝜗𝑛(𝑚)) � äóàëüíûé êîðåïåð.
Òîãäà ëîêàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝐴 = e*𝜔 ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè Γ åñòü 1-
ôîðìà íà 𝑀 ñî çíà÷åíèÿìè â gl(𝑛, R). Òàêèì îáðàçîì,

𝐴 = 𝐴𝑖 ·
·𝑘𝐸

𝑘
𝑖 = Γ · · 𝑖

𝑗𝑘·𝜗
𝑗 ⊗ 𝐸𝑘

𝑖 .

Определение 13.24. Функции Γ · · 𝑖
𝑗𝑘· называются символами Кри-

стоффеля или коэффициентами связности Γ в локальном репере
e.
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ГЛАВА 14

Пространства аффинной связности

1. Связности на векторных расслоениях

1.1. Аксиоматическое определение

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Îïðåäåëèì àêñèîìàòè÷åñêè ñâÿç-
íîñòü, èíäóöèðóåìóþ ñâÿçíîñòüþ íà ðàññëîåíèè ðåïåðîâ [1, 2, 3].

Определение 14.1. Связностью∇ на гладком векторном расслоении
(𝐸, 𝑀, 𝜋) называется отображение

∇ : Vec(𝑀)× Sec(𝐸) → Sec(𝐸), (𝑢, 𝜎) ↦→ ∇𝑢𝜎,

удовлетворяющее следующим аксиомам:

(∇1) ∀𝑢 ∈ Vec(𝑀)∀𝜎1, 𝜎2 ∈ Sec(𝐸) : ∇𝑢(𝜎1 + 𝜎2) = ∇𝑢𝜎1 +∇𝑢𝜎2;

(∇2) ∀𝑢1, 𝑢2 ∈ Vec(𝑀)∀𝜎 ∈ Sec(𝐸) : ∇𝑢1+𝑢2𝜎 = ∇𝑢1𝜎 +∇𝑢2𝜎;

(∇3) ∀𝑢 ∈ Vec(𝑀)∀𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀)∀𝜎 ∈ Sec(𝐸) : ∇𝑢(𝑓𝜎) = 𝑢(𝑓)𝜎 + 𝑓∇𝑢𝜎;

(∇4) ∀𝑢 ∈ Vec(𝑀)∀𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀)∀𝜎 ∈ Sec(𝐸) : ∇𝑓𝑢𝜎 = 𝑓∇𝑢𝜎.

Операция ∇𝑢 называется ковариантной производной вдоль 𝑢.

557
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Èç ïðàâèëà Ëåéáíèöà (∇3) è ñâîéñòâà (∇4) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàöèÿ ∇𝑢

óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ëîêàëüíîñòè. Òî åñòü, ïóñòü 𝑈 ⊂𝑀 � íåêîòîðîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ 𝑢1, 𝑢2 è ñå÷åíèÿ
𝜎1, 𝜎2 ðàññëîåíèÿ 𝐸 ñîâïàäàþò â 𝑈 : 𝑢1|𝑈 = 𝑢2|𝑈 è 𝜎1|𝑈 = 𝜎2|𝑈 . Òîãäà

∇𝑢𝜎1|𝑈 = ∇𝑢𝜎2|𝑈 .

Ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñâÿçíîñòü1 [2]

∇|𝑈 : Vec(𝑈)× Sec(𝐸|𝑈) → Sec(𝐸|𝑈)

íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå 𝑈 ⊂𝑀 , èñïîëüçóÿ èñõîäíóþ ñâÿçíîñòü∇. Áóäåì
íàçûâàòü ∇|𝑈 îãðàíè÷åíèåì ∇ è â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ îïóñêàòü
ñèìâîë 𝑈 ïîñëå âåðòèêàëüíîé ÷åðòû.

1.2. Координатное представление

Ïóñòü 𝜎 ∈ Sec(𝐸) è 𝑢 ∈ Vec(𝑀), à 𝑈 ⊂𝑀 � ðàéîí äåéñòâèÿ íåêîòî-
ðîé êàðòû, òàêîé, ÷òî íà íåì çàäàí íåêîòîðûé ãëàäêèé ëîêàëüíûé ðåïåð
(𝑒𝑎) ðàññëîåíèÿ 𝐸. Ïîëó÷èì êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îãðàíè÷å-
íèÿ ∇𝑢𝜎 íà 𝑈 . Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ
𝜔𝑏𝑐𝑎 ∈ 𝐶∞(𝑈), òàêèå, ÷òî

∇𝜕𝑎𝑒𝑏 = 𝜔𝑐 · ··𝑎𝑏𝑒𝑐. (14.1.1)

Òîãäà, ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà (∇3), ìû ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

∇𝑢𝜎 = 𝑢𝑎
{︀
𝜕𝑎𝜎

𝑐 + 𝜎𝑏𝜔𝑐 · ··𝑎𝑏
}︀
𝑒𝑐,

â êîòîðîì 𝑢 = 𝑢𝑎𝜕𝑎, 𝜎 = 𝜎𝑏𝑒𝑏.

1.3. Ковариантные производные тензорных полей

Çàäàííàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà ãëàäêîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè ìîæåò áûòü
èíäóêòèâíî ðàñïðîñòðàíåíà íà äðóãèå óðîâíè òåíçîðíîé ¾áàøíè¿. Ñïåð-
âà îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

∇sc : Vec(𝑀)× 𝐶∞(𝑀) → 𝐶∞(𝑀), ∇sc
𝑢 𝑓 := 𝑢(𝑓).

1Здесь 𝐸|𝑈 обозначает ограничение векторного расслоения 𝐸 на 𝑈 , то есть, глад-
кое векторное расслоение с базой 𝑈 и тотальным пространством 𝐸|𝑈 =

∐︀
𝑝∈𝑈 𝐸𝑝.
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Çàòåì, îïðåäåëèì ñâÿçíîñòü

∇* : Vec(𝑀)× Sec(𝐸*) → Sec(𝐸*)

íà äóàëüíîì âåêòîðíîì ðàññëîåíèè (𝐸*, 𝑀, 𝜋) ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó
ñâîéñòâó:

∀𝜎 ∈ Sec(𝐸)∀𝜏 ∈ Sec(𝐸*)∀𝑢 ∈ Vec(𝑀) : ∇sc
𝑢 ⟨𝜏, 𝜎⟩ = ⟨∇*

𝑢𝜏, 𝜎⟩+⟨𝜏,∇𝑢𝜎⟩.

Ïóñòü 𝑈 ⊂ 𝑀 � êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü, (𝑒𝑎) � ãëàäêèé ëîêàëüíûé
ðåïåð 𝐸 íàä 𝑈 , à (𝑒𝑎) � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êîðåïåð. Òîãäà íà 𝑈 âû-
ïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∇*
𝜕𝑎
𝑒𝑏 = 𝜈𝑏 · ··𝑎𝑑𝑒

𝑑,

ãäå 𝜈𝑏 · ··𝑎𝑑 ∈ 𝐶∞(𝑈) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Ïîëîæèì 𝑢 = 𝜕𝑎, 𝜏 = 𝑒𝑏, 𝜎 =
𝑒𝑐. Ïîñêîëüêó ⟨𝑒𝑏, 𝑒𝑐⟩ = 𝛿𝑏𝑐, òî, ó÷èòûâàÿ (14.1.1), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

𝜈𝑏 · ··𝑎𝑐 + 𝜔𝑏 · ··𝑎𝑐 = 0,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò
∇*
𝜕𝑎
𝑒𝑏 = −𝜔𝑏 · ··𝑎𝑑𝑒

𝑑. (14.1.2)

Äëÿ ñå÷åíèÿ 𝜏 ∈ Sec(𝐸*) è âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑢 ∈ Vec(𝑀) ïðåäñòàâëåíèå

∇*
𝑢𝜏 = 𝑢𝑎

{︀
𝜕𝑎𝜏𝑐 − 𝜏𝑏𝜔

𝑏 · ·
·𝑎𝑐
}︀
𝑒𝑐,

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì (14.1.2) è ïðàâèëà Ëåéáíèöà (∇3). Çäåñü
𝜏 = 𝜏𝑎𝑒

𝑎, 𝑢 = 𝑢𝑏𝜕𝑏.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íà ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèÿõ

(𝐸1, 𝑀, 𝜋1) è (𝐸2, 𝑀, 𝜋2) íàä îäíîé è òîé æå áàçîé 𝑀 îïðåäåëåíû
ñâÿçíîñòè ∇1 è ∇2. Ýòè ñâÿçíîñòè îïðåäåëÿþò íîâûå ñâÿçíîñòè,

∇𝐸1⊕𝐸2 : Vec(𝑀)× Sec(𝐸1 ⊕ 𝐸2) → Sec(𝐸1 ⊕ 𝐸2),

∇𝐸1⊗𝐸2 : Vec(𝑀)× Sec(𝐸1 ⊗ 𝐸2) → Sec(𝐸1 ⊗ 𝐸2),

çàäàííûå íà ñóììå Óèòíè (𝐸1⊕𝐸2, 𝑀, 𝜋𝐸1⊕𝐸2) è òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè
(𝐸1 ⊗ 𝐸2, 𝑀, 𝜋𝐸1⊗𝐸2) ðàññëîåíèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∇𝐸1⊕𝐸2
𝑢 (𝜎1 ⊕ 𝜎2) := ∇1

𝑢𝜎1 ⊕∇2
𝑢𝜎2,

∇𝐸1⊗𝐸2
𝑢 (𝜎1 ⊗ 𝜎2) := (∇1

𝑢𝜎1)⊗ 𝜎2 + 𝜎1 ⊗∇2
𝑢𝜎2,

(14.1.3)

ãäå 𝑢 ∈ Vec(𝑀), à 𝜎𝑖 ∈ Sec(𝐸𝑖), 𝑖 = 1, 2.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß560 Ãë. 14. Ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿçíîñòè

1.4. Обозначение для компонент

Ïóñòü 𝑢 ∈ Vec(𝑀), 𝜎 ∈ Sec(𝐸) è 𝜏 ∈ Sec(𝐸*). Òîãäà

∇𝑢𝜎 = 𝑢𝑎∇𝑎𝜎
𝑐𝑒𝑐, ∇*

𝑢𝜏 = 𝑢𝑎∇*
𝑎𝜏𝑐𝑒

𝑐,

ãäå

∇𝑎𝜎
𝑐 := 𝜕𝑎𝜎

𝑐 + 𝜎𝑏𝜔𝑐 · ··𝑎𝑏, ∇*
𝑎𝜏𝑐 := 𝜕𝑎𝜏𝑐 − 𝜏𝑏𝜔

𝑏 · ·
·𝑎𝑐.

1.5. Операторное представление связности

Åñëè ∇ � ñâÿçíîñòü íà 𝐸, òî ìîæíî ïîëîæèòü

̃︀∇𝜎 := ∇𝑎𝜎
𝑐𝑒𝑐 ⊗ 𝑑𝑥𝑎,

íà êàæäîé êîîðäèíàòíîé îáëàñòè. Òîãäà îòîáðàæåíèå [2, 4]

̃︀∇ : Sec(𝐸) → Sec(𝐸 ⊗ 𝑇 *𝑀),

êîððåêòíî îïðåäåëåíî è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

̃︀∇1) Аддитивность: ∀𝜎1, 𝜎2 ∈ Sec(𝐸) : ̃︀∇(𝜎1 + 𝜎2) = ̃︀∇𝜎1 + ̃︀∇𝜎2;̃︀∇2) Однородность: ∀𝜎 ∈ Sec(𝐸)∀𝜆 ∈ R : ̃︀∇(𝜆𝜎) = 𝜆̃︀∇𝜎;
̃︀∇3) Правило Лейбница:

∀𝜎 ∈ Sec(𝐸)∀𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) : ̃︀∇(𝑓𝜎) = 𝑓 ̃︀∇𝜎 + 𝜎 ⊗ 𝑑𝑓.

Îáðàòíî, çàäàííîå îòîáðàæåíèå ̃︀∇ îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü ∇ ïî ôîðìóëå

∇𝑢𝜎 := ̃︀∇𝜎 ⌞𝑢.
Äàëåå ìû áóäåì îïóñêàòü çíàê òèëüäû â ̃︀∇ è ïèñàòü ïðîñòî, ∇.

1.6. Параллельный перенос

Ïóñòü 𝛾 : I →𝑀 � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà 𝑀 .
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Определение 14.2. Сечение 𝜎 ∈ Sec(𝐸) называется параллельным
вдоль 𝛾, если

∀𝑡 ∈ I : ∇𝛾′(𝑡)𝜎 = 0.

Âûáèðàÿ ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû (𝑥𝑖) íà 𝑀 , çàïèøåì óðàâíåíèå
∇𝛾′(𝑡)𝜎 = 0 â êîìïîíåíòàõ:

�̇�𝑎 + �̇�𝑐𝜎𝑏𝜔𝑎· ··𝑐𝑏 = 0, 𝑎 = 1, . . . , rank(𝐸).

Çäåñü 𝜎 = 𝜎𝑎𝑒𝑎, 𝛾
′ = �̇�𝑎𝜕𝑎, à (·)˙ îáîçíà÷àåò 𝑑/𝑑𝑡. Ïóñòü 𝑝 = 𝛾(𝑡0), òîãäà

ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå íà÷àëüíîå óñëîâèå: 𝜎𝑝 = 𝜎0. Òàêèì
îáðàçîì, ëîêàëüíî, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

�̇�𝑎 + �̇�𝑐𝜎𝑏𝜔𝑎· ··𝑐𝑏 = 0, 𝑎 = 1, . . . , rank(𝐸),

𝜎𝑎𝑝 = 𝜎𝑎0 , 𝑎 = 1, . . . , rank(𝐸).
(14.1.4)

Â ýòîé ñâÿçè, ìîæíî îïðåäåëèòü оператор параллельного переноса

𝑃 𝑡
𝑡0
: 𝐸𝛾(𝑡0) → 𝐸𝛾(𝑡).

Ñ êàæäûì ýëåìåíòîì 𝜎0 ∈ 𝐸𝛾(𝑡0) îí àññîöèèðóåò çíà÷åíèå 𝜎(𝑡) ðåøåíèÿ
𝜎 çàäà÷è Êîøè (14.1.4); 𝑃 𝑡

𝑡0
: 𝜎0 ↦→ 𝜎(𝑡).

Òåïåðü ïóñòü 𝑢 = 𝛾′(𝑡0) � âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé 𝛾 â òî÷êå 𝑝, à
𝜎 ∈ Sec(𝐸) � ñå÷åíèå. Òîãäà çíà÷åíèå êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé ∇𝑢𝜎|𝑝
â òî÷êå 𝑝 ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ÷åðåç ïðåäåë

∇𝑢𝜎|𝑝 = lim
ℎ→0

𝑃 𝑡0
𝑡0+ℎ

𝜎𝛾(𝑡0+ℎ) − 𝜎𝛾(𝑡0)

ℎ
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑃 𝑡0
𝑡 𝜎𝛾(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

.

Çäåñü 𝑃 𝑡0
𝑡0+ℎ

𝜎𝛾(𝑡0+ℎ) ïðèíàäëåæèò 𝐸𝛾(𝑡0), è ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ äîñòà-

òî÷íî ìàëîãî ℎ ðàçíîñòü 𝑃 𝑡0
𝑡0+ℎ

𝜎𝛾(𝑡0+ℎ) − 𝜎𝛾(𝑡0) îïðåäåëåíà êîððåêòíî è
ïðèíàäëåæèò 𝐸𝛾(𝑡0). Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò ∇𝑢𝜎|𝑝 ∈ 𝐸𝛾(𝑡0) ìîæåò áûòü
ðàññìîòðåí êàê ïðîèçâîäíàÿ ñå÷åíèÿ 𝜎 â òî÷êå 𝑝 âäîëü âåêòîðà 𝑢.

2. Аффинная связность

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè íà-
ñòîÿùåé Ãëàâû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ñâÿçíîñòü ∇ çàäàíà
íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè 𝑇𝑀 . Òî åñòü,

∇ : Vec(𝑀)× Vec(𝑀) → Vec(𝑀).
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Â ýòîì ñëó÷àå ìû íàçûâàåì ∇ аффинной связностью, à ôóíêöèè
𝜔𝑎· ··𝑏𝑐 íàçûâàåì коэффициентами связности è îáîçíà÷àåì ÷åðåç Γ𝑎· ··𝑏𝑐.
Èç ðàññóæäåíèé ïðåäøåñòâóþùåãî ðàçäåëà ñëåäóåò, ÷òî ∇ ìîæåò áûòü
èíäóöèðîâàíà íà 𝑇 *𝑀 , à çàòåì � íà ëþáîå äðóãîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå,
ïîëó÷åííîå èç êîïèé 𝑇𝑀 è 𝑇 *𝑀 ñ ïîìîùüþ ñóììû Óèòíè è òåíçîðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ. Ýòè ñâÿçíîñòè áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ òåì æå ñèìâîëîì ∇.

2.1. Выражения для ковариантных производных

Åñëè (𝜕𝑖) è (𝑑𝑥𝑖), ñîîòâåòñòâåííî, êîîðäèíàòíûé ðåïåð è êîðåïåð, òî
èç (14.1.1) è (14.1.2) ñëåäóåò, ÷òî

∇𝜕𝑎𝜕𝑏 = Γ𝑐 · ··𝑎𝑏𝜕𝑐,

∇𝜕𝑎𝑑𝑥
𝑏 = −Γ𝑏 · ··𝑎𝑐𝑑𝑥

𝑐.

Åñëè 𝑇 ∈ Sec(𝑇 (𝑘, 𝑙)(𝑇𝑀)),

𝑇 = 𝑇 𝑖1...𝑖𝑘 · · ·
· · · 𝑗1...𝑗𝑙 𝜕𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝜕𝑖𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑗1 ⊗ · · · ⊗ 𝑑𝑥𝑗𝑙,

òî, èñïîëüçóÿ (14.1.3), ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

∇𝑇 = ∇𝑖𝑇
𝑖1...𝑖𝑘 · · ·
· · · 𝑗1...𝑗𝑙 𝜕𝑖1 ⊗ · · · ⊗ 𝜕𝑖𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑗1 ⊗ · · · ⊗ 𝑑𝑥𝑗𝑙 ⊗ 𝑑𝑥𝑖,

â êîòîðîì

∇𝑖𝑇
𝑖1...𝑖𝑘 · · ·
· · · 𝑗1...𝑗𝑙 = 𝜕𝑖𝑇

𝑖1...𝑖𝑘 · · ·
· · · 𝑗1...𝑗𝑙 + 𝑇 𝑏...𝑖𝑘 · · ·

· · · 𝑗1...𝑗𝑙 Γ
𝑖1 · ·
· 𝑖𝑏 + · · ·+ 𝑇 𝑖1...𝑏 · · ·

· · ·𝑗1...𝑗𝑙 Γ
𝑖𝑘 · ·
· 𝑖𝑏−

− 𝑇 𝑖1...𝑖𝑘 · · ·
· · · 𝑏...𝑗𝑙 Γ

𝑏· ·
·𝑖𝑗1 − · · · − 𝑇 𝑖1...𝑖𝑘 · · ·

· · · 𝑗1...𝑏Γ
𝑏· ·
·𝑖𝑗𝑙.

2.2. Закон преобразования коэффициентов связно-

сти

Преобразование коэффициентов связности

Ïóñòü (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1 è (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1 � ëîêàëüíûé ðåïåð ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 è ñîîòâåò-

ñòâóþùèé åìó äóàëüíûé êîðåïåð, îïðåäåëåííûå íà íåêîòîðîì îòêðûòîì
ìíîæåñòâå 𝑈 ⊂𝑀 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíîé îáëàñòüþ. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî çàäàíû 𝑛2 ãëàäêèõ ôóíêöèé Ω𝑖 ·

·𝑗 : 𝑈 → R, êîòîðûå îïðåäåëÿþò
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ãëàäêîå ïîëå [Ω𝑖 ·
·𝑗] : 𝑈 → GL(𝑛; R) íåâûðîæäåííûõ 𝑛 × 𝑛 ìàòðèö. Ýòî

ïîëå ïîðîæäàåò ëîêàëüíûé ðåïåð

𝑈 ∋ 𝑝 ↦→ (𝑒′𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1, 𝑒′𝑖 = Ω𝑗 ·
·𝑖𝑒𝑗.

Äóàëüíûé êîðåïåð 𝑈 ∋ 𝑝 ↦→ (𝜗′𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç (𝜗𝑖)

ïîñðåäñòâîì ñîîòíîøåíèé 𝜗′𝑖 = ℧𝑖 ·
·𝑗𝜗

𝑗, ãäå [℧𝑖 ·
·𝑗] = [Ω𝑖 ·

·𝑗]
−1. Îáîçíà÷èì

ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ÷åðåç Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 è Γ′𝑘· ·
· 𝑖𝑗, òî åñòü,

∇𝑒𝑖𝑒𝑗 = Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗𝑒𝑘, è ∇𝑒′𝑖
𝑒′𝑗 = Γ′𝑘· ·

· 𝑖𝑗𝑒
′
𝑘.

Ïîëó÷èì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ èç Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 â Γ′𝑘· ·
· 𝑖𝑗. Åñëè (𝜕𝑥𝑖) � êîîðäè-

íàòíûé ðåïåð íà 𝑈 , òî 𝑒𝑖 = 𝐴𝑗 ·
·𝑖𝜕𝑥𝑗 , ãäå [𝐴

𝑖 ·
·𝑗] : 𝑈 → GL(𝑛; R) � îäíîçíà÷-

íîå îïðåäåëåííîå ãëàäêîå ïîëå ìàòðèö. Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëåéáíèöà,
ïîëó÷àåì

∇𝑒′𝑗
𝑒′𝑘 = ∇(Ω𝑠·

·𝑗𝑒𝑠)
(Ω𝑞 ·

·𝑘𝑒𝑞) = Ω𝑠 ·
·𝑗∇𝑒𝑠(Ω

𝑞 ·
·𝑘𝑒𝑞) = Ω𝑠 ·

·𝑗 {Ω
𝑞 ·
·𝑘∇𝑒𝑠𝑒𝑞 + 𝑒𝑠(Ω

𝑞 ·
·𝑘)𝑒𝑞} .

Ïîñêîëüêó

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = ⟨𝜗′𝑖, ∇𝑒𝑗𝑒

′
𝑘⟩ = ℧𝑖 ·

·𝑚⟨𝜗𝑚, ∇𝑒′𝑗
𝑒′𝑘⟩,

à 𝑒𝑠(Ω
𝑞 ·
·𝑗) = 𝐴𝑙 ·

·𝑠𝜕𝑥𝑙Ω
𝑞 ·
·𝑗, òî

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = ℧𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗
{︀
Ω𝑞 ·

·𝑘⟨𝜗
𝑚, ∇𝑒𝑠𝑒𝑞⟩+ ⟨𝜗𝑚, 𝑒𝑞⟩𝐴𝑙 ·

·𝑠𝜕𝑥𝑙Ω
𝑞 ·
·𝑘
}︀
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ Γ𝑚 · ·
· 𝑠𝑞 = ⟨𝜗𝑚, ∇𝑒𝑠𝑒𝑞⟩ è ⟨𝜗𝑚, 𝑒𝑞⟩ = 𝛿𝑚𝑞 ,

ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = Γ𝑚 · ·

· 𝑠𝑞℧𝑖 ·
·𝑚Ω

𝑠 ·
·𝑗Ω

𝑞 ·
·𝑘 + 𝐴𝑙 ·

·𝑠℧𝑖 ·
·𝑚Ω

𝑠 ·
·𝑗𝜕𝑥𝑙Ω

𝑚 ·
· 𝑘. (14.2.1)

Случай голономного репера

Ôîðìóëà (14.2.1) îïðåäåëÿåò çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ñâÿçíîñòè â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà îäèí íåãîëîíîìíûé ðåïåð çàìåíÿåòñÿ
íà äðóãîé. Åñëè æå ðåïåð (𝑒𝑖) ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíûì, òî åñòü, 𝐴𝑙 ·

·𝑠 = 𝛿𝑙𝑠,
òî ñîîòíîøåíèå (14.2.1) óïðîùàåòñÿ:

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = Γ𝑚 · ·

· 𝑠𝑞℧𝑖 ·
·𝑚Ω

𝑠 ·
·𝑗Ω

𝑞 ·
·𝑘 + ℧𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗𝜕𝑥𝑠Ω

𝑚 ·
· 𝑘. (14.2.2)
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Åñëè îáà ëîêàëüíûõ ðåïåðà (𝑒𝑖) è (𝑒′𝑖) ãîëîíîìíû, òî ìû èìååì äåëî ñ

çàìåíîé êîîðäèíàò. Òîãäà Ω𝑖 ·
·𝑗 =

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑥′𝑗
, ãäå (𝑥𝑖) ïîðîæäàþò (𝑒𝑖), à (𝑥′𝑖)

ïîðîæäàþò (𝑒′𝑖). Â ýòîé ñâÿçè, âûðàæåíèå (14.2.2) ïðèíèìàåò âèä

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = Γ𝑚 · ·

· 𝑠𝑞
𝜕𝑥′𝑖

𝜕𝑥𝑚
𝜕𝑥𝑠

𝜕𝑥′𝑗
𝜕𝑥𝑞

𝜕𝑥′𝑘
+
𝜕𝑥′𝑖

𝜕𝑥𝑚
𝜕2𝑥𝑚

𝜕𝑥′𝑗𝜕𝑥′𝑘
. (14.2.3)

Ôîðìóëà (14.2.3) îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçíîñòè, èíäóöèðîâàííîå
çàìåíîé êîîðäèíàò. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé
÷àñòè (14.2.3), òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íå óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó ïðåîáðàçî-
âàíèÿ òåíçîðíîãî ïîëÿ òðåòüåãî ðàíãà.

2.3. Пространство аффинной связности

Çàäàíèå ñâÿçíîñòè ∇ íà 𝑛-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè 𝑀 îïðåäåëÿåò íà
íåì íåêîòîðóþ ãåîìåòðèþ, âûðàæàþùóþñÿ â ïðàâèëå ïàðàëëåëüíîãî ïå-
ðåíîñà.

Определение 14.3. Пара (𝑀, ∇) называется пространством аф-
финной связности.

Автопараллельные кривые

Ñðåäè âñåâîçìîæíûõ ãëàäêèõ êðèâûõ íà 𝑀 âûáåðåì ñïåöèàëüíûå
êðèâûå, ñîãëàñîâàííûå ñî ñâÿçíîñòüþ ∇.

Определение 14.4. Гладкая кривая 𝜒 : I → 𝑀 называется автопа-
раллельной кривой, если

∇𝜒′𝜒′ = 0.

Â ãëàäêîé êàðòå óðàâíåíèå àâòîïàðàëëåëüíîé êðèâîé ñâîäèòñÿ ê ñè-
ñòåìå

�̈�𝑞 + Γ𝑞· ··𝑖𝑗�̇�
𝑖�̇�𝑗 = 0, 𝑞 = 1, . . . , 𝑛.
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2.4. Пространство аффинной связности с метрикой

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ñíàáæåííîå ðèìàíîâîé
ìåòðèêîé 𝑔 è àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ ∇. Òîãäà íà𝑀 îïðåäåëåíû äâà ïðà-
âèëà: ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è ïðàâèëî èçìåðåíèÿ äëèí êàñà-
òåëüíûõ âåêòîðîâ è óãëîâ ìåæäó íèìè.

Определение 14.5. Тройка (𝑀, 𝑔, ∇) называется пространством
аффинной связности с метрикой.

Кручение, кривизна и неметричность

Åñëè ôóíêöèè Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 íå ðàâíû íóëåâîé ôóíêöèè, òî ýòî íå ãîâîðèò î
òîì, ÷òî ãåîìåòðèÿ íà 𝑀 ÿâëÿåòñÿ íååâêëèäîâîé. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî
ïðîâåðèòü, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 = 0 òîëüêî â äåêàðòîâûõ
êîîðäèíàòàõ, â òî âðåìÿ êàê â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ õîòÿ áû îäíî
èç Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 îòëè÷íî îò íóëÿ. Ñâîéñòâî ãåîìåòðèè, ñ êîòîðîé àññîöèèðóåòñÿ
òåðìèí ¾íååâêëèäîâà¿, òåñíî ñâÿçàíî ñ òåíçîðíûìè ïîëÿìè кручения,

T : Vec(𝑀)× Vec(𝑀) → Vec(𝑀),

кривизны,

R : Vec(𝑀)× Vec(𝑀)× Vec(𝑀) → Vec(𝑀),

è неметричности,

Q : Vec(𝑀)× Vec(𝑀)× Vec(𝑀) → 𝐶∞(𝑀).

Ýòè ïîëÿ îïðåäåëåíû ïîñðåäñòâîì ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé [5]:

T(𝑢, 𝑣) := ∇𝑢𝑣 −∇𝑣𝑢− [𝑢, 𝑣]; (14.2.4)

R(𝑢, 𝑣, 𝑤) := ∇𝑢∇𝑣𝑤 −∇𝑣∇𝑢𝑤 −∇[𝑢, 𝑣]𝑤; (14.2.5)

Q := −∇𝑔. (14.2.6)

Çäåñü [·, ·] � ñêîáêà Ëè (10.5.1).

Замечание 14.1. Тензор кручения (14.2.4) является мерой симмет-
ричности связности. Если (𝜕𝑖) — координатный репер на 𝑀 , то

T(𝑢, 𝑣) = ∇𝑢𝑣 −∇𝑣𝑢− [𝑢, 𝑣] =

= 𝑢𝑖
(︀
𝜕𝑖𝑣

𝑘 + 𝑣𝑗Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗
)︀
𝜕𝑘 − 𝑣𝑗

(︀
𝜕𝑗𝑢

𝑘 + 𝑢𝑖Γ𝑘 · ·· 𝑗𝑖
)︀
𝜕𝑘 −

(︀
𝑢𝑖𝜕𝑖𝑣

𝑘 − 𝑣𝑗𝜕𝑗𝑢
𝑘
)︀
𝜕𝑘 =

= 𝑢𝑖𝑣𝑗
(︀
Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 − Γ𝑘 · ·· 𝑗𝑖

)︀
𝜕𝑘,
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откуда следует выражение

T =
(︀
Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 − Γ𝑘 · ·· 𝑗𝑖

)︀
𝜕𝑘 ⊗ 𝑑𝑥𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗.

Это означает, что T = 0 тогда и только тогда, когда Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 = Γ𝑘 · ·· 𝑗𝑖 для
всех 𝑖, 𝑗, 𝑘.

Замечание 14.2. Как следует из определения (14.2.6), тензор немет-
ричности Q является мерой несогласованности связности ∇ с рима-
новой метрикой 𝑔.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (14.2.4), (14.2.5), (14.2.6), òåíçîðû êðó÷åíèÿ,
êðèâèçíû è íåìåòðè÷íîñòè èìåþò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå â êîîðäè-
íàòíîì ðåïåðå:

T𝑖 · ··𝑗𝑘 = Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 − Γ𝑖 · ··𝑗𝑘,

R𝑡· · ·
·𝑖𝑗𝑘 = 𝜕𝑖Γ

𝑡 · ·
·𝑗𝑘 − 𝜕𝑗Γ

𝑡· ·
·𝑖𝑘 + Γ𝑙 · ··𝑗𝑘Γ

𝑡··
·𝑖𝑙 − Γ𝑙· ··𝑖𝑘Γ

𝑡 · ·
·𝑗𝑙,

−Q𝑖𝑗𝑘 = 𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘 − Γ𝑚· ·
· 𝑖𝑗𝑔𝑚𝑘 − Γ𝑚· ·

· 𝑖𝑘𝑔𝑚𝑗.

Îòìåòèì, ÷òî òåíçîð íåìåòðè÷íîñòè Q ìîæåò áûòü îïðåäåëåí ýêâè-
âàëåíòíûì ñïîñîáîì, ñîãëàñíî ðàâåíñòâó

Q(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑔(∇𝑢𝑣, 𝑤) + 𝑔(𝑣, ∇𝑢𝑤)− 𝑢[𝑔(𝑣, 𝑤)].

Восстановление аффинной связности по заданным метрике,
кручению и неметричности

Ìîæíî îïðåäåëèòü êðó÷åíèå T è íåìåòðè÷íîñòü Q ïîñðåäñòâîì ôîð-
ìóë (14.2.4) è (14.2.6), èñïîëüçóÿ çàäàííûå ðèìàíîâó ìåòðèêó (òîëüêî
íåìåòðè÷íîñòü òðåáóåò çàäàíèÿ ìåòðèêè) 𝑔 è ñâÿçíîñòü ∇. Ðàññìîòðèì
ïðîòèâîïîëîæíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü àôôèííóþ
ñâÿçíîñòü ∇, ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäàííûì ðèìàíîâîé ìåòðèêå 𝑔, êðó÷å-
íèþ T è íåìåòðè÷íîñòè Q.

Âûáåðåì êîîðäèíàòíûé ðåïåð (𝜕𝑖) è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êîðåïåð
(𝑑𝑥𝑖). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (14.1.3) è ïîëó÷àÿ âûðàæåíèÿ äëÿ Q è T
â êîìïîíåíòàõ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå 2𝑛3 óðàâíåíèé:

Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 − Γ𝑘 · ·· 𝑗𝑖 = T𝑘· ·· 𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘 − Γ𝑚· ·
· 𝑖𝑗𝑔𝑚𝑘 − Γ𝑚· ·

· 𝑖𝑘𝑔𝑚𝑗 = −Q𝑖𝑗𝑘, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.
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Öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ ïðèâîäÿò ê âûðàæåíèÿì

−Q𝑖𝑗𝑘 = 𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘 − Γ𝑚· ·
· 𝑖𝑗𝑔𝑚𝑘 − Γ𝑚· ·

· 𝑖𝑘𝑔𝑚𝑗,

−Q𝑗𝑘𝑖 = 𝜕𝑗𝑔𝑘𝑖 − Γ𝑚 · ·
· 𝑗𝑘𝑔𝑚𝑖 − Γ𝑚 · ·

· 𝑗𝑖𝑔𝑚𝑘,

−Q𝑘𝑖𝑗 = 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗 − Γ𝑚 · ·
· 𝑘𝑖𝑔𝑚𝑗 − Γ𝑚 · ·

· 𝑘𝑗𝑔𝑚𝑖.

Ñêëàäûâàÿ âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ è âû÷èòàÿ èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëü-
òàòà ïåðâîå, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

Q𝑖𝑗𝑘 −Q𝑗𝑘𝑖 −Q𝑘𝑖𝑗 =

= 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘 + T𝑚· ·
· 𝑖𝑗𝑔𝑚𝑘 + T𝑚· ·

· 𝑖𝑘𝑔𝑚𝑗 − Γ𝑚 · ·
· 𝑗𝑘𝑔𝑚𝑖 − Γ𝑚 · ·

· 𝑘𝑗𝑔𝑚𝑖.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

2Γ𝑚 · ·
· 𝑗𝑘𝑔𝑚𝑖 = 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘+

+ T𝑚· ·
· 𝑖𝑗𝑔𝑚𝑘 + T𝑚· ·

· 𝑖𝑘𝑔𝑚𝑗 + T𝑚 · ·
· 𝑗𝑘𝑔𝑚𝑖+

+Q𝑗𝑘𝑖 +Q𝑘𝑖𝑗 −Q𝑖𝑗𝑘. (14.2.7)

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà [𝑔𝑖𝑗] îáðàòèìà, òî èç (14.2.7) ìîæíî ïðèéòè ê ñëåäó-
þùåìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ Γ𝑖 · ··𝑗𝑘:

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 =
𝑔𝑖𝑚

2
(𝜕𝑗𝑔𝑚𝑘 + 𝜕𝑘𝑔𝑚𝑗 − 𝜕𝑚𝑔𝑗𝑘)+

+
𝑔𝑖𝑚

2
(T · · ·

𝑚𝑗𝑘 + T · · ·
𝑘𝑚𝑗 + T · · ·

𝑗𝑚𝑘)+

+
𝑔𝑖𝑚

2
(Q𝑗𝑘𝑚 +Q𝑘𝑚𝑗 −Q𝑚𝑗𝑘), (14.2.8)

ãäå T · · ·
𝑘𝑖𝑗 = 𝑔𝑘𝑚T

𝑚· ·
· 𝑖𝑗. Ôîðìóëà (14.2.8) ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ââåäåíèÿ àô-

ôèííîé ñâÿçíîñòè íà ìíîãîîáðàçèè M äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü ðèìàíîâó
ìåòðèêó è òåíçîðû Q, T. Òàêèì îáðàçîì, (𝑔, T, Q) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê òðîéêó íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

2.5. Частный случай: евклидово пространство

Ïóñòü E � òðåõìåðíîå åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Â ðàìêàõ
êëàññè÷åñêîé åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè âåêòîð 𝑢 îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êîâåê-
òîðîì 𝑢♭ = 𝑔(𝑢, ·), è íàîáîðîò. Çäåñü 𝑔 � ðèìàíîâà ìåòðèêà, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·). Òàêèì îáðàçîì, åñëè (𝑒𝑘)

3
𝑘=1 � ðåïåð



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß568 Ãë. 14. Ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿçíîñòè

â E, òî ñîîòâåòñòâóþùèé äóàëüíûé ðåïåð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåïåð
(𝑒𝑘)3𝑘=1, óäîâëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèÿì 𝑒𝑘 · 𝑒𝑠 = 𝛿𝑠𝑘, 𝑠, 𝑘 ∈ {1, 2, 3}.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

⟨(𝑒𝑠)♭, 𝑒𝑘⟩ = 𝑔(𝑒𝑠, 𝑒𝑘) = 𝛿𝑠𝑘.

Ââåäåì êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû (q𝑖) â E. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ
ôóíêöèÿìè q𝑘 = q𝑘(x1, x2, x3), ñâÿçûâàþùèìè äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
(x𝑖) ñ (q𝑖). Ðåïåð è äóàëüíûé êîðåïåð îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè

𝑒𝑘 = 𝑖𝑠
𝜕x𝑠

𝜕q𝑘
, 𝑒𝑘 = 𝑖𝑠

𝜕q𝑘

𝜕x𝑠
.

Ôóíêöèè çàìåíû êîîðäèíàò, ñâÿçûâàþùèå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíà-
òû (q𝑘) ñ äåêàðòîâûìè, îïðåäåëÿþò âñå ãåîìåòðè÷åñêèå âåëè÷èíû, ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñâÿçíîñòè è ìåòðèêå. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

(i) Ìåòðè÷åñêèé òåíçîð 𝑔 = 𝑔𝑖𝑗𝑒
𝑖⊗𝑒𝑗 è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äóàëüíûé,

𝑔♯ = 𝑔𝑖𝑗𝑒𝑖⊗𝑒𝑗, êîòîðûé â êëàññè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèÿõ îòîæäåñòâ-
ëÿåòñÿ ñ 𝑔, èìåþò ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

𝑔𝑖𝑗 =
𝜕x𝑘

𝜕q𝑖

𝜕x𝑠

𝜕q𝑗
𝛿𝑘𝑠, 𝑔𝑖𝑗 =

𝜕q𝑖

𝜕x𝑘

𝜕q𝑗

𝜕x𝑠
𝛿𝑘𝑠.

(ii) Êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∇ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

∇𝑢𝑣 = 𝑢 ·∇𝑣, ãäå ∇ := 𝑒𝑘𝜕𝑘,

â êîòîðîì 𝜕𝑘 :=
𝜕
𝜕q𝑘 .

(iii) Ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïðåäñòàâëåíû ôîðìóëîé

𝛾𝑖 · ··𝑗𝑘 := 𝑒𝑖 · ∇𝑒𝑗𝑒𝑘 = 𝑒𝑖 · 𝜕𝑒𝑘
𝜕q𝑗

=
𝜕q𝑖

𝜕x𝑝

𝜕2x𝑝

𝜕q𝑗𝜕q𝑘
.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî (E, 𝑔, ∇). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âåëè÷èíû,
òàêèå êàê ìåòðèêà è ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ, îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâû÷íûõ
äåêàðòîâûõ, îíè íå ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòðàíñòâó áîëåå îáùåìó, ÷åì åâ-
êëèäîâî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü êðèâèçíó,
êðó÷åíèå è íåìåòðè÷íîñòü. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèâèçíû çàìåòèì, ÷òî
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∇𝑢∇𝑣𝑤 = 𝑢𝑘(𝜕𝑘𝑣
𝑖)(𝜕𝑖𝑤

𝑗)(𝜕𝑗𝑝). . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ 𝑢𝑘𝑣𝑖(𝜕𝑘𝜕𝑖𝑤

𝑗)(𝜕𝑗𝑝) + 𝑢𝑘𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑤
𝑗)(𝜕𝑘𝜕𝑗𝑝)

:::::::::::::::::::::

+

+𝑢𝑘(𝜕𝑘𝑣
𝑖)𝑤𝑗(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝)

:::::::::::::::::::::
:::::::::::::::::::::

+ 𝑢𝑘𝑣𝑖(𝜕𝑘𝑤
𝑗)(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝) + 𝑢𝑘𝑣𝑖(𝜕𝑘𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝),

∇𝑣∇𝑢𝑤 = 𝑣𝑘(𝜕𝑘𝑢
𝑖)(𝜕𝑖𝑤

𝑗)(𝜕𝑗𝑝)
::::::::::::::::::::::::

+ 𝑣𝑘𝑢𝑖(𝜕𝑘𝜕𝑖𝑤
𝑗)(𝜕𝑗𝑝) + 𝑣𝑘𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑤

𝑗)(𝜕𝑘𝜕𝑗𝑝)+

+𝑣𝑘(𝜕𝑘𝑢
𝑖)𝑤𝑗(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝)

:::::::::::::::::::::

+ 𝑣𝑘𝑢𝑖(𝜕𝑘𝑤
𝑗)(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝)

:::::::::::::::::::::

+ 𝑣𝑘𝑢𝑖(𝜕𝑘𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝),

∇[𝑢, 𝑣]𝑤 = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)(𝜕𝑗𝑤

𝑘)(𝜕𝑘𝑝). . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
+ 𝑢𝑖(𝜕𝑖)𝑤

𝑘(𝜕𝑗𝜕𝑘𝑝)
:::::::::::::::::::
:::::::::::::::::::

−

−𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢𝑗)(𝜕𝑗𝑤𝑘)(𝜕𝑘𝑝)
::::::::::::::::::::::::

− 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢
𝑗)𝑤𝑘(𝜕𝑗𝜕𝑘𝑝)

:::::::::::::::::::::

.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝 = 𝜕𝑗𝜕𝑖𝑝, è ñîêðàùàÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì

∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ Vec(E) : R(𝑢, 𝑣, 𝑤) = ∇𝑢∇𝑣𝑤 −∇𝑣∇𝑢𝑤 −∇[𝑢, 𝑣]𝑤 ≡ 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðó÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

∇𝑢𝑣 = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)(𝜕𝑗𝑝) + 𝑢𝑖𝑣𝑗(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝),

∇𝑣𝑢 = 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢
𝑗)(𝜕𝑗𝑝)

:::::::::::::::

+ 𝑣𝑖𝑢𝑗(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝),

[𝑢, 𝑣] = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)(𝜕𝑗𝑝)− 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢

𝑗)(𝜕𝑗𝑝)
:::::::::::::::

.

Òîãäà, èç ïåðåñòàíîâî÷íîñòè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, ïîëó÷àåì

∀𝑢, 𝑣 ∈ Vec(E) : T(𝑢, 𝑣) = ∇𝑢𝑣 −∇𝑣𝑢− [𝑢, 𝑣] ≡ 0.

Íàêîíåö, âû÷èñëèì íåìåòðè÷íîñòü. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíî-
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øåíèÿ

𝑔(∇𝑢𝑣, 𝑤) = 𝑤𝑗𝑢
𝑖(𝜕𝑖𝑣

𝑗) + 𝑤𝑘𝑢𝑖𝑣𝑗(𝜕𝑘𝑝) · (𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝),

𝑔(𝑣, ∇𝑢𝑤) = 𝑣𝑗𝑢
𝑖(𝜕𝑖𝑤

𝑗) + 𝑣𝑘𝑢𝑖𝑤𝑗(𝜕𝑘𝑝) · (𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝)
:::::::::::::::::::::::::

,

𝑢[𝑔(𝑣, 𝑤)] = 𝑢𝑖𝑤𝑗(𝜕𝑖𝑣
𝑗) + 𝑢𝑖𝑣𝑘(𝜕𝑖𝑤

𝑘) + 𝑢𝑖𝑣𝑗𝑤𝑘(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑝) · (𝜕𝑘𝑝)+

+𝑢𝑖𝑣𝑗𝑤𝑘(𝜕𝑗𝑝) · (𝜕𝑖𝜕𝑘𝑝)
:::::::::::::::::::::::::

,

è èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðèõîäèì
ê ðàâåíñòâó

∀𝑢,𝑣,𝑤 ∈ Vec(E) : Q(𝑢,𝑣,𝑤) = 𝑔(∇𝑢𝑣,𝑤)+𝑔(𝑣,∇𝑢𝑤)−𝑢[𝑔(𝑣,𝑤)] ≡ 0.

2.6. Частный случай: риманово пространство

Геодезические

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé 𝑔.
Åñëè 𝜒 : ]𝑎, 𝑏[ → 𝑀 � ãëàäêàÿ êðèâàÿ íà 𝑀 , òî åå длина, 𝑙𝑔(𝜒), åñòü,
ïî îïðåäåëåíèþ, ÷èñëî

𝑙𝑔(𝜒) =

𝑏∫︁
𝑎

√︁
𝑔𝜒(𝑡)(𝜒′(𝑡), 𝜒′(𝑡)) 𝑑𝑡.

Çäåñü 𝜒′(𝑡) � âåêòîð ñêîðîñòè êðèâîé 𝜒 â òî÷êå 𝑡.
Äëÿ ãëàäêîé êðèâîé 𝜒 : ]𝑎, 𝑏[ → 𝑀 â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ (𝑥𝑖)

èìååì 𝜒(𝑡) = (𝜒1(𝑡), . . . , 𝜒𝑛(𝑡)) è 𝜒′(𝑡) = �̇�𝑖(𝑡)𝜕𝑖|𝜒(𝑡). Òîãäà ïðèõîäèì ê
êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ 𝑙𝑔(𝜒):

𝑙𝑔(𝜒) =

𝑏∫︁
𝑎

𝐿(𝜒𝑖, �̇�𝑖) 𝑑𝑡,

ãäå 𝐿(𝜒𝑖, �̇�𝑖) =
√︀
𝑔𝑖𝑗(𝜒1, . . . , 𝜒𝑛)�̇�𝑖�̇�𝑗 � ëàãðàíæèàí.

Определение 14.6. Геодезической называется экстремаль функци-
онала 𝑙𝑔(𝜒):

𝛿𝑙𝑔(𝜒) = 0.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà�Ëàãðàíæà èìååò âèä

𝜕𝐿

𝜕𝜒𝑘
− 𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘

)︂
= 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Âû÷èñëåíèÿ äàþò óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ:

�̈�𝑞 +
𝑔𝑞𝑘

2
(𝜕𝑖𝑔𝑘𝑗 + 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗)�̇�

𝑖�̇�𝑗 = 0, 𝑞 = 1, . . . , 𝑛. (14.2.9)

Çäåñü [𝑔𝑖𝑗] = [𝑔𝑖𝑗]
−1.

Замечание 14.3. Для вывода уравнения геодезических вычислим про-
изводные лагранжиана 𝐿(𝜒𝑖, �̇�𝑖) =

√︀
𝑔𝑖𝑗(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚)�̇�𝑖�̇�𝑗 по двум пере-

менным 𝜒𝑖 и �̇�𝑖, то есть,

𝜕𝐿

𝜕𝜒𝑘
=
𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗�̇�

𝑖�̇�𝑗

2𝐿
,

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘
=
𝑔𝑖𝑘�̇�

𝑖

𝐿
,

𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑘

)︂
=

(︂
1

𝐿

)︂·
𝑔𝑖𝑘�̇�

𝑖 +
𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘�̇�

𝑖�̇�𝑗 + 𝑔𝑖𝑘�̈�
𝑖

𝐿
.

Вычисления, проводимые для произвольного параметра 𝑡, приводят к
громоздким выражениям. Для упрощения вычислений, предположим,
без ограничения общности, что геодезическую кривую можно парамет-
ризовать натуральным параметром, таким, что ‖𝜒′(𝑡)‖𝑔 = 1. Тогда
для любых 𝜒𝑖 лагранжиан равен 𝐿 = 1 (но не его производная) и урав-
нения Эйлера—Лагранжа могут быть записаны как

1

2
𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗�̇�

𝑖�̇�𝑗 − 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘�̇�
𝑖�̇�𝑗 − 𝑔𝑖𝑘�̈�

𝑖 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Поскольку 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘�̇�
𝑖�̇�𝑗 = (𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘 + 𝜕𝑖𝑔𝑘𝑗)�̇�

𝑖�̇�𝑗/2, то полученное уравнение
преобразуется в следующее:

1

2
(𝜕𝑘𝑔𝑖𝑗 − 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑘 − 𝜕𝑖𝑔𝑘𝑗)�̇�

𝑖�̇�𝑗 − 𝑔𝑖𝑘�̈�
𝑖 = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Наконец, умножая обе части полученного уравнения на 𝑔𝑞𝑘, и суммируя
левую часть по 𝑘, получаем (14.2.9).
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Параллельный перенос

Ââåäåì íà 𝑀 ñâÿçíîñòü ∇, óäîâëåòâîðÿþùóþ òðåáîâàíèþ: автопа-
раллельные кривые являются в точности геодезическими. Â ýòîé ñâÿçè,
â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå (𝜕𝑖)

𝑛
𝑖=1 êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè äîëæíû èìåòü

ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 =
𝑔𝑖𝑚

2
(𝜕𝑗𝑔𝑚𝑘 + 𝜕𝑘𝑔𝑚𝑗 − 𝜕𝑚𝑔𝑗𝑘), (14.2.10)

ãäå 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔(𝜕𝑖, 𝜕𝑗), [𝑔
𝑖𝑗] = [𝑔𝑖𝑗]

−1.

Определение 14.7. Связность, определяемая равенствами (14.2.10),
называется связностью Леви-Чивита, а соответствующее про-
странство аффинной связности с метрикой, то есть, тройка
(𝑀, 𝑔, ∇), — римановым пространством.

Кривизна, кручение и неметричность

Ïóñòü (𝑀, 𝑔, ∇) � ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé 𝑔. Â îáùåì
ñëó÷àå, êðèâèçíà R îòëè÷íà îò íóëÿ, â òî âðåìÿ êàê êðó÷åíèå è íåìåò-
ðè÷íîñòü òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî êðó-
÷åíèå òîæäåñòâåííî ðàâíî íóëþ, âûïîëíèì ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ:

∇𝑢𝑣 = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)𝜕𝑗 + 𝑢𝑖𝑣𝑗Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗𝜕𝑘,

∇𝑣𝑢 = 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢
𝑗)𝜕𝑗 + 𝑣𝑖𝑢𝑗Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗𝜕𝑘,

[𝑢, 𝑣] = 𝑢𝑖(𝜕𝑖𝑣
𝑗)𝜕𝑗 − 𝑣𝑖(𝜕𝑖𝑢

𝑗)𝜕𝑗.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â (14.2.4) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå
ñèììåòðèþ êîýôôèöèåíòîâ ñâÿçíîñòè, Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 = Γ𝑘 · ·· 𝑗𝑖, èñêëþ÷èì ïîäîáíûå
÷ëåíû. Â ðåçóëüòàòå, ïðèäåì ê æåëàåìîìó çàêëþ÷åíèþ:

∀𝑢, 𝑣 ∈ Vec(𝑀) : T(𝑢, 𝑣) = ∇𝑢𝑣 −∇𝑣𝑢− [𝑢, 𝑣] ≡ 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî íåìåòðè÷íîñòü òàêæå ðàâíà íóëþ, âû-
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ïîëíèì ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ:

𝑔(∇𝑢𝑣, 𝑤) = 𝑤𝑘𝑢
𝑖(𝜕𝑖𝑣

𝑘) + 𝑤𝑘𝑢
𝑖𝑣𝑗Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗

::::::::::::

,

𝑔(𝑣, ∇𝑢𝑤) = 𝑣𝑘𝑢
𝑖(𝜕𝑖𝑤

𝑘) + 𝑣𝑘𝑢
𝑖𝑤𝑗Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗

::::::::::::

,

𝑢[𝑔(𝑣, 𝑤)] = 𝑢𝑖𝑤𝑗(𝜕𝑖𝑣
𝑗) + 𝑢𝑖𝑣𝑘(𝜕𝑖𝑤

𝑘) + 𝑢𝑖𝑣𝑗𝑤𝑘(𝜕𝑖𝑔𝑗𝑘)
::::::::::::::::

.

Ïîñêîëüêó Γ· · ·
𝑖𝑗𝑘+Γ · · ·

𝑘𝑗𝑖−𝜕𝑗𝑔𝑖𝑗 = 0, òî ìû ïðèõîäèì ê æåëàåìîìó ðåçóëüòàòó

∀𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ Vec(𝑀) : Q(𝑢, 𝑣, 𝑤) = 𝑔(∇𝑢𝑣, 𝑤)+𝑔(𝑣, ∇𝑢𝑤)−𝑢[𝑔(𝑣, 𝑤)] ≡ 0.

2.7. Связность на «pullback»-расслоении

Определение

Ïóñòü 𝑀 è 𝑁 � ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ, à κ : 𝑀 → 𝑁 � 𝐶∞-
äèôôåîìîðôèçì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà 𝑁 çàäàíà àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü
∇. Òîãäà îòîáðàæåíèå κ èíäóöèðóåò ñâÿçíîñòü

∇(κ) : Vec(𝑀)× Sec(κ*𝑇𝑁) → Sec(κ*𝑇𝑁),

íà ¾pullback¿-ðàññëîåíèè κ*𝑇𝑁 ïî ôîðìóëå [6]:

∇(κ)
𝑢 𝑉 := {∇κ*𝑢(𝑉 ∘ κ−1)} ∘ κ. (14.2.11)

Замечание 14.4. «Pushforward» κ* есть R-линейное отображение,
что влечет (∇1) и (∇2). Далее, если 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀), то κ*𝑢(𝑓∘κ−1) = 𝑢(𝑓)
и κ*(𝑓𝑢) = 𝑓κ*(𝑢). Это дает (∇3) и (∇4).

Координатное представление

Ïóñòü (𝑒𝑖) � ãëàäêèé ëîêàëüíûé ðåïåð ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑁 , òîãäà (𝐸𝑖),
ãäå 𝐸𝑖 = 𝑒𝑖 ∘ κ, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ðåïåðîì ðàññëîåíèÿ κ*𝑇𝑁 . Ïóñòü
(𝑥𝑖) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà 𝑀 , à (𝑦𝑖) � ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà
𝑁 . Îáîçíà÷èì êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇ ÷åðåç 𝛾𝑖 · ··𝑗𝑘 . Òîãäà

∇(κ)
𝜕𝑥𝑎
𝐸𝑏 = {∇κ*𝜕𝑥𝑎𝑒𝑏} ∘ κ.
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Êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå 𝑇κ èìååò äèàäíîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑇κ =
𝐹 𝑖 ·
·𝑗 𝜕𝑦𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗. Â ýòîé ñâÿçè, κ*𝜕𝑥𝑎 = (𝐹 𝑖 ·

·𝑎 ∘ κ−1)𝜕𝑦𝑖, è

∇(κ)
𝜕𝑥𝑎
𝐸𝑏 = 𝐹 𝑖 ·

·𝑎 (∇𝜕𝑦𝑖
𝑒𝑏) ∘ κ.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå ∇𝜕𝑦𝑖
𝑒𝑏 = 𝛾𝑐· ··𝑖𝑏𝑒𝑐 îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

∇(κ)
𝜕𝑥𝑎
𝐸𝑏 = 𝐹 𝑖 ·

·𝑎 𝛾
𝑐· ·
·𝑖𝑏𝐸𝑐.

Òàêèì îáðàçîì, Γ𝑐 · ··𝑎𝑏 = 𝐹 𝑖 ·
·𝑎 𝛾

𝑐· ·
·𝑖𝑏 � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇(κ). Åñëè 𝑢

� ãëàäêîå ñå÷åíèå 𝑇𝑀 , à 𝑉 � ãëàäêîå ñå÷åíèå κ*𝑇𝑁 , òî

∇(κ)
𝑢 𝑉 = 𝑢𝑎{𝜕𝑎𝑉 𝑐 + 𝑉 𝑏𝐹 𝑖 ·

·𝑎 𝛾
𝑐· ·
·𝑖𝑏}𝐸𝑐.

Åñëè (𝑒𝑖) � êîðåïåð, äóàëüíûé ê (𝑒𝑖), òî ñîâîêóïíîñòü (𝐸𝑖) ñå÷åíèé
𝐸𝑖 = 𝑒𝑖∘κ ÿâëÿåòñÿ êîðåïåðîì äóàëüíûì ê (𝐸𝑖). Èñïîëüçóÿ Γ

𝑐 · ·
·𝑎𝑏 = 𝐹 𝑖 ·

·𝑎 𝛾
𝑐· ·
·𝑖𝑏

è ôîðìóëó (14.1.2), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

∇(κ)
𝜕𝑥𝑎
𝐸𝑏 = −𝐹 𝑖 ·

·𝑎 𝛾
𝑏· ·
·𝑖𝑑𝐸

𝑑.

Случай двухточечных тензоров

Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ κ*𝑇𝑁 ⊗ 𝑇𝑀 . Îïðåäå-
ëèì ñâÿçíîñòü íà íåì, èñïîëüçóÿ (14.1.3). Ïóñòü ∇(𝑀) � àôôèííàÿ ñâÿç-
íîñòü íà 𝑀 , òîãäà

∇𝑢(𝜎1 ⊗ 𝜎2) := (∇(κ)
𝑢 𝜎1)⊗ 𝜎2 + 𝜎1 ⊗∇(𝑀)

𝑢 𝜎2.

Ïóñòü ( ̃︀𝐸𝛼) � ðåïåð íà 𝑀 , à 𝑇 : 𝑝 ↦→ 𝑇 𝑖𝛼· · (𝑝)𝐸𝑖|𝑝 ⊗ ̃︀𝐸𝛼|𝑝 � äâóõòî÷å÷íûé
òåíçîð. Òîãäà

∇𝑇 = ∇𝛽𝑇
𝑎𝜅
· · 𝐸𝑎 ⊗ ̃︀𝐸𝜅 ⊗ 𝑑𝑥𝛽,

ãäå

∇𝛽𝑇
𝑎𝜅
· · = 𝜕𝛽𝑇

𝑎𝜅
· · + 𝑇 𝑎𝜆· · Γ

𝜅 · ·
·𝜆𝛽 + 𝑇 𝑏𝜅· · 𝐹

𝑐 ·
·𝛽 𝛾

𝑎· ·
·𝑏𝑐 ,

à Γ𝜅 · ··𝜆𝛽 � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇(𝑀).



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß2. Àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü 575

2.8. Метод подвижного репера

Ïóñòü 𝑀 � ãëàäêîå параллелизуемое ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 𝑛.
Èç ïàðàëëåëèçóåìîñòè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò глобальный ðåïåð (𝑧𝑖)

𝑛
𝑖=1

ðàññëîåíèÿ 𝑇𝑀 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 𝑧𝑖 ∈ Vec(𝑀) äëÿ âñåõ 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, è
äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑝 ∈ 𝑀 óïîðÿäî÷åííûé íàáîð (𝑧𝑖|𝑝)𝑛𝑖=1 çíà÷åíèé ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì.

Метод подвижного репера, ïðåäëîæåííûé E. Cartan äëÿ ñëó÷àÿ
𝑛-ìåðíîãî åâêëèäîâà àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà E, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
àôôèííóþ ñâÿçíîñòü ïîñðåäñòâîì çàäàíèÿ ïîëÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé, äåéñòâóþùèõ íà îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (𝑖𝑘)

𝑛
𝑘=1 [7]. Â íàøåì

ñëó÷àå ìû èìååì ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ íåòðèâèàëüíûì, â îáùåì ñëó-
÷àå, àòëàñîì. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ èäåè ïîäâèæíîãî ðåïåðà íåîáõîäèìî: 1)
âûáðàòü íåêîòîðûé äîïóñòèìûé ãëàäêèé àòëàñ; 2) ïîñòðîèòü àôôèííóþ
ñâÿçíîñòü ∇|𝑈 íà êàæäîì ðàéîíå 𝑈 äåéñòâèÿ êàðòû; 3) ¾ñêëåèòü¿ ïîëó-
÷åííûå ñâÿçíîñòè â åäèíîå îòîáðàæåíèå � ñâÿçíîñòü íà 𝑀 . Â ýòîé ñâÿ-
çè, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì íåêîòîðîãî ðàéîíà äåéñòâèÿ
êàðòû.

Объекты анголономии

Ïóñòü 𝑈 � êîîðäèíàòíàÿ îáëàñòü íåêîòîðîé ãëàäêîé êàðòû, à (𝜕𝑖)
𝑛
𝑖=1

� ñîîòâåòñòâóþùèé êîîðäèíàòíûé ðåïåð. Îí ÿâëÿåòñÿ ãîëîíîìíûì, òî
åñòü, [𝜕𝑖, 𝜕𝑗] = 0 äëÿ âñåõ 𝑖, 𝑗. Ñóùåñòâóþò òàêèå 𝑛2 ôóíêöèé Ω𝑖 ·

·𝑗 ∈
𝐶∞(𝑈), ÷òî îíè îáðàçóþò ãëàäêîå ïîëå [Ω𝑖 ·

·𝑗] : 𝑈 → GL(𝑛; R) è

∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} : 𝑧𝑖 = Ω𝑗 ·
·𝑖𝜕𝑗.

Ðåïåð (𝑧𝑖)
𝑛
𝑖=1 ÿâëÿåòñÿ, â îáùåì ñëó÷àå, íåãîëîíîìíûì, òî åñòü,

[𝑧𝑖, 𝑧𝑗] = −𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 ·𝑧𝑘, (14.2.12)

ãäå ôóíêöèè 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · ∈ 𝐶∞(𝑈) íàçûâàþòñÿ объектами анголономии [8].
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (10.5.2)

[𝑓𝑢, 𝑔𝑣]𝑝 = 𝑓(𝑝)𝑔(𝑝)[𝑢, 𝑣]𝑝 + 𝑓(𝑝)𝑢𝑝(𝑔)𝑣𝑝 − 𝑔(𝑝)𝑣𝑝(𝑓)𝑢𝑝,

â êîòîðîì 𝑓 , 𝑔 ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè, îïðåäåëåííûìè â îêðåñò-
íîñòè 𝑝, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ñ íåèçâåñòíûìè 𝑐· ·𝑚𝑖𝑗 · ïðè ôèê-
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ñèðîâàííûõ 𝑖, 𝑗:

−𝑐· ·𝑚𝑖𝑗 · Ω𝑘 ·
·𝑚 = Ω𝑞·

·𝑖(𝜕𝑞Ω
𝑘 ·
· 𝑗)− Ω𝑞 ·

·𝑗(𝜕𝑞Ω
𝑘·
· 𝑖), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû èìååò âèä

𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · = −℧𝑘 ·
·𝑚{Ω

𝑞·
·𝑖(𝜕𝑞Ω

𝑚 ·
· 𝑗)− Ω𝑞 ·

·𝑗(𝜕𝑞Ω
𝑚·
· 𝑖)}, (14.2.13)

ãäå [℧𝑖 ·
·𝑗] = [Ω𝑖 ·

·𝑗]
−1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå

𝜕𝑖℧𝑘 ·
· 𝑗 = −℧𝑚 ·

· 𝑗(𝜕𝑖Ω
𝑞 ·
·𝑚)℧𝑘 ·

· 𝑞

ïðèõîäèì ê áîëåå óäîáíîìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ (14.2.13):

𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · = Ω𝑚·
· 𝑖Ω

𝑞 ·
·𝑗(𝜕𝑚℧

𝑘 ·
· 𝑞 − 𝜕𝑞℧𝑘 ·

·𝑚). (14.2.14)

Ðåïåðó (𝑧𝑖)
𝑛
𝑖=1 ñîîòâåòñòâóåò äóàëüíûé êîðåïåð (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1, îïðåäåëåííûé

ñîîòíîøåíèÿìè ⟨𝜗𝑖, 𝑧𝑗⟩ = 𝛿𝑖𝑗, ãäå 𝑖, 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛}. Â ýòîé ñâÿçè, 𝜗𝑖 =

℧𝑖 ·
·𝑗𝑑𝑥

𝑗. Ïîëó÷èì äóàëüíûé àíàëîã ñîîòíîøåíèÿ (14.2.12). Ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

𝑑𝜗𝑘 = 𝑑(℧𝑘 ·
· 𝑗𝑑𝑥

𝑗) =
∑︁
𝑖<𝑗

(︀
𝜕𝑖℧𝑘 ·

· 𝑗 − 𝜕𝑗℧𝑘·
· 𝑖
)︀
𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 =

=
1

2

(︀
𝜕𝑖℧𝑘 ·

· 𝑗 − 𝜕𝑗℧𝑘·
· 𝑖
)︀
𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗,

ãäå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì 𝑖 è 𝑗.
Ïðåîáðàçîâàíèÿ

𝑑𝜗𝑘 =
1

2

(︀
𝜕𝑖℧𝑘 ·

· 𝑗 − 𝜕𝑗℧𝑘·
· 𝑖
)︀
𝛿𝑖𝑝𝛿

𝑗
𝑞𝑑𝑥

𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑞 =

=
1

2

(︀
𝜕𝑖℧𝑘 ·

· 𝑗 − 𝜕𝑗℧𝑘·
· 𝑖
)︀
Ω𝑖·

·𝑙℧𝑙 ·
·𝑝Ω

𝑗 ·
·𝑠℧𝑠 ·

·𝑞𝑑𝑥
𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑞 =

=
1

2
𝑐 · ·𝑘𝑝𝑞 ·𝜗

𝑝 ∧ 𝜗𝑞 =
∑︁
𝑝<𝑞

𝑐 · ·𝑘𝑝𝑞 ·𝜗
𝑝 ∧ 𝜗𝑞, (14.2.15)

ïðèâîäÿò ê îêîí÷àòåëüíîìó ðàâåíñòâó:

𝑑𝜗𝑘 =
∑︁
𝑝<𝑞

𝑐 · ·𝑘𝑝𝑞 ·𝜗
𝑝 ∧ 𝜗𝑞. (14.2.16)
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Связность Вайценбока

Òåïåðü îïðåäåëèì àôôèííóþ ñâÿçíîñòü íà 𝑈 ïî ôîðìóëå

∇𝑧𝑎𝑧𝑏 = 𝜔𝑐 · ··𝑎𝑏𝑧𝑐, 𝑎, 𝑏 = 1, . . . , 𝑛,

â êîòîðûõ 𝑛3 ôóíêöèé 𝜔𝑐 · ··𝑎𝑏 ∈ 𝐶∞(𝑈) ÿâëÿþòñÿ ïðåäâàðèòåëüíî çàäàííû-
ìè. Åñëè Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå (𝜕𝑖)

𝑛
𝑖=1,

òî, ñîãëàñíî (14.2.2), ìû èìååì

𝜔𝑖 · ··𝑗𝑘 = Γ𝑚 · ·
· 𝑠𝑞℧𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗Ω

𝑞 ·
·𝑘 + ℧𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗𝜕𝑠Ω

𝑚 ·
· 𝑘.

Óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà Ω𝑜·
· 𝑖℧

𝑗·
· 𝑙℧𝑘 ·

· 𝑟 è ïîñëåäó-
þùåå ñóììèðîâàíèå ïî èíäåêñàì 𝑖, 𝑗, 𝑘 äàåò

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 = 𝜔𝑎· ··𝑏𝑐Ω
𝑖 ·
·𝑎℧𝑏 ·

·𝑗℧𝑐 ·
·𝑘 − ℧𝑚 ·

· 𝑘𝜕𝑗Ω
𝑖 ·
·𝑚.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî-
ñêîëüêó

℧𝑚 ·
· 𝑘𝜕𝑗Ω

𝑖 ·
·𝑚 = −℧𝑚 ·

· 𝑘𝛿
𝑖
𝑟𝜕𝑗Ω

𝑟 ·
·𝑚 = ℧𝑚 ·

· 𝑘℧𝑐 ·
·𝑟Ω

𝑖·
·𝑐𝜕𝑗Ω

𝑟 ·
·𝑚,

òî, èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî 𝜕𝑖℧𝑘 ·
· 𝑗 = −℧𝑚 ·

· 𝑗(𝜕𝑖Ω
𝑞 ·
·𝑚)℧𝑘 ·

· 𝑞, ïîëó÷àåì

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 = 𝜔𝑎· ··𝑏𝑐Ω
𝑖 ·
·𝑎℧𝑏 ·

·𝑗℧𝑐 ·
·𝑘 + Ω𝑖·

·𝑐𝜕𝑗℧𝑐 ·
·𝑘. (14.2.17)

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êðó÷åíèÿ, êðèâèçíû è íåìåòðè÷íîñòè ñâÿç-
íîñòè ∇. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (14.2.4), ìû èìååì

T = T𝑘· ·· 𝑖𝑗𝑧𝑘 ⊗ 𝜗𝑖 ⊗ 𝜗𝑗, ãäå T𝑘· ·· 𝑖𝑗 = 𝜔𝑘· ·· 𝑖𝑗 − 𝜔𝑘 · ·· 𝑗𝑖 + 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · .

Çäåñü 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · � îáúåêòû àíãîëîíîìèè (14.2.14). Äàëåå, òåíçîð êðèâèçíû
îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (14.2.5), ïîýòîìó

R = R𝑚· · ·
· 𝑖𝑗𝑘 𝑧𝑚 ⊗ 𝜗𝑖 ⊗ 𝜗𝑗 ⊗ 𝜗𝑘,

ãäå R𝑚· · ·
· 𝑖𝑗𝑘 èìåþò âèä

R𝑚· · ·
· 𝑖𝑗𝑘 = Ω𝑠·

·𝑖𝜕𝑠𝜔
𝑚 · ·
· 𝑗𝑘 − Ω𝑠 ·

·𝑗𝜕𝑠𝜔
𝑚· ·
· 𝑖𝑘 + 𝜔𝑠 · ··𝑗𝑘𝜔

𝑚· ·
· 𝑖𝑠 − 𝜔𝑠· ··𝑖𝑘𝜔

𝑚 · ·
· 𝑗𝑠 + 𝑐· ·𝑠𝑖𝑗 ·𝜔

𝑚 · ·
· 𝑠𝑘 .

Íàêîíåö, äëÿ íåìåòðè÷íîñòè (14.2.6) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Q = Q· · ·
𝑖𝑗𝑘𝜗

𝑖 ⊗ 𝜗𝑗 ⊗ 𝜗𝑘, ãäå −Q· · ·
𝑖𝑗𝑘 = Ω𝑠·

·𝑖𝜕𝑠𝑔𝑗𝑘 − 𝑔𝑚𝑘𝜔
𝑚· ·
· 𝑖𝑗 − 𝑔𝑗𝑚𝜔

𝑚· ·
· 𝑖𝑘 .
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Çäåñü 𝑔 = 𝑔𝑖𝑗𝜗
𝑖 ⊗ 𝜗𝑗 � íåêîòîðàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà íà 𝑀 .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè:
1*. Ïóñòü (𝑧𝑖)

𝑛
𝑖=1 � 𝑔-îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð, òî åñòü 𝑔(𝑧𝑖, 𝑧𝑗) = 𝛿𝑖𝑗

äëÿ âñåõ 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Òîãäà

Q· · ·
𝑖𝑗𝑘 = 𝜔𝑘· ·· 𝑖𝑗 + 𝜔𝑗 · ··𝑖𝑘 .

Åñëè ìû ïîòðåáóåì, ÷òîáû ñâÿçíîñòü ∇ áûëà ñîãëàñîâàííîé ñ ðèìàíî-
âîé ìåòðèêîé (òî åñòü, Q = 0), òî ýòî âîçìîæíî â òîì ñëó÷àå, êîãäà
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè:

𝜔𝑘· ·· 𝑖𝑗 + 𝜔𝑗 · ··𝑖𝑘 = 0, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

2*. Ïóñòü 𝜔𝑎· ··𝑏𝑐 = 0, äëÿ âñåõ 𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1, . . . , 𝑛. Òîãäà

∇𝑧𝑎𝑧𝑏 = 0, 𝑎, 𝑏 = 1, . . . , 𝑛.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåïåð (𝑧𝑖)
𝑛
𝑖=1 ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïàðàëëåëüíûì. Âûðàæå-

íèå (14.2.17) ïðèíèìàåò âèä

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 = Ω𝑖·
·𝑐𝜕𝑗℧𝑐 ·

·𝑘. (14.2.18)

Äëÿ êðó÷åíèÿ, êðèâèçíû è íåìåòðè÷íîñòè ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âû-
ðàæåíèÿ

T𝑘· ·· 𝑖𝑗 = 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · , R𝑚· · ·
· 𝑖𝑗𝑘 = 0, Q· · ·

𝑖𝑗𝑘 = −Ω𝑠·
·𝑖𝜕𝑠𝑔𝑗𝑘. (14.2.19)

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî îáúåêòû àíãîëîíîìèè 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · ÿâëÿþòñÿ
êîìïîíåíòàìè êðó÷åíèÿ ñâÿçíîñòè, ïîëó÷åííîé èç íåãîëîíîìíîãî ïî-
äâèæíîãî ðåïåðà.

3*. Ïóñòü (𝑧𝑖)
𝑛
𝑖=1 � îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð è 𝜔𝑎· ··𝑏𝑐 = 0, äëÿ âñåõ

𝑎, 𝑏, 𝑐 = 1, . . . , 𝑛. Òîãäà êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 ìîãóò áûòü âû÷èñ-
ëåíû ïî ôîðìóëå (14.2.18). Â (14.2.19) òîëüêî òåíçîð êðó÷åíèÿ îòëè÷åí îò
íóëÿ. Òî åñòü, ∇ îáëàäàåò íóëåâîé êðèâèçíîé è ÿâëÿåòñÿ ñîãëàñîâàííîé ñ
ìåòðèêîé. Òàêàÿ ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ связностью Вайценбока [9, 10].
Ïðîñòðàíñòâî (𝑀, 𝑔, ∇) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ абсолютным па-
раллелизмом, èëè пространством Вайценбока.
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2.9. Структурные уравнения Картана

Ïóñòü (𝑀, ∇) � ïðîñòðàíñòâî àôôèííîé ñâÿçíîñòè; dim𝑀 = 𝑛. Ïî-
ñêîëüêó ðèìàíîâà ìåòðèêà íå çàäàíà, ñâÿçíîñòü∇ õàðàêòåðèçóåòñÿ âñåãî
äâóìÿ òåíçîðíûìè ïîëÿìè � êðó÷åíèåì T è êðèâèçíîé R. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìåæäó ñâÿçíîñòüþ è òåíçîðàìè êðó÷åíèÿ è êðèâèçíû ìîæíî óñòà-
íîâèòü ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñîîòíîøåíèé
ìåæäó äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè. Âïåðâûå ýòè ñîîòíîøåíèÿ óñòà-
íîâèë E. Cartan [11] è, â ýòîé ñâÿçè, îíè íàçûâàþòñÿ структурными
уравнениями Картана.

Çàôèêñèðóåì êîîðäèíàòíóþ îáëàñòü 𝑈 íåêîòîðîé ãëàäêîé êàðòû. Òî-
ãäà (𝜕𝑖)

𝑛
𝑖=1 � ñîîòâåòñòâóþùèé êîîðäèíàòíûé ðåïåð. Ïóñòü (𝑒𝑖)

𝑛
𝑖=1 � ëî-

êàëüíûé ðåïåð 𝑇𝑀 , çàäàííûé íà 𝑈 . Êàê ïðåæäå îòìå÷àëîñü, ñóùåñòâó-
þò òàêèå 𝑛2 ôóíêöèé Ω𝑖 ·

·𝑗 ∈ 𝐶∞(𝑈), ÷òî îíè îáðàçóþò ãëàäêîå ïîëå ìàò-

ðèö [Ω𝑖 ·
·𝑗] : 𝑈 → GL(𝑛; R) è

∀𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑛} : 𝑒𝑖 = Ω𝑗 ·
·𝑖𝜕𝑗.

Òîãäà êîðåïåð (𝜗𝑖)𝑛𝑖=1, äóàëüíûé ê (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1, ñâÿçàí ñ êîîðäèíàòíûìè êîðå-

ïåðîì âûðàæåíèåì 𝜗𝑖 = ℧𝑖 ·
·𝑗𝑑𝑥

𝑗, ãäå [℧𝑖 ·
·𝑗] = [Ω𝑖 ·

·𝑗]
−1. Îïðåäåëèì 1-ôîðìû:

𝜔𝑖 ··𝑗 := Γ𝑖 · ··𝑘𝑗𝜗
𝑘,

ãäå Γ𝑖 · ··𝑘𝑗 � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇ îòíîñèòåëüíî ðåïåðà (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1.

Определение 14.8. Поле 𝜔𝑖 ··𝑗 называется 1-формой связности.

Первое уравнение Картана

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå 𝑑𝜗𝑖 + 𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗. Çäåñü

𝑑𝜗𝑖 = 𝑑℧𝑖 ·
·𝑗 ∧ 𝑑𝑥𝑗 = 𝜕𝑘℧𝑖 ·

·𝑗 𝑑𝑥
𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑗 = (𝜕𝑘℧𝑖 ·

·𝑗) Ω
𝑘 ·
·𝑚Ω

𝑗 ·
·𝑠 𝜗

𝑚 ∧ 𝜗𝑠,
𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗 = Γ𝑖 · ··𝑚𝑠 𝜗

𝑚 ∧ 𝜗𝑠.

Ïîñêîëüêó
(𝜕𝑘℧𝑖 ·

·𝑗) Ω
𝑘 ·
·𝑚Ω

𝑗 ·
·𝑠 = −℧𝑖 ·

·𝑗(𝜕𝑘Ω
𝑗 ·
·𝑠) Ω

𝑘 ·
·𝑚,

òî âûðàæåíèå äëÿ 𝑑𝜗𝑖 ïðèíèìàåò âèä

𝑑𝜗𝑖 = −℧𝑖·
·𝑙Ω

𝑘 ·
·𝑚(𝜕𝑘Ω

𝑙 ·
·𝑠)𝜗

𝑚 ∧ 𝜗𝑠.
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Â ýòîé ñâÿçè,

𝑑𝜗𝑖 + 𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗 = {Γ𝑖 · ··𝑚𝑠 − ℧𝑖·
·𝑙Ω

𝑘 ·
·𝑚(𝜕𝑘Ω

𝑙 ·
·𝑠)}𝜗𝑚 ∧ 𝜗𝑠.

Íî âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ åñòü, ñîãëàñíî (14.2.2),̃︀Γ𝑙 · ··𝑟𝑞℧𝑖·
·𝑙Ω

𝑟 ·
·𝑚Ω

𝑞 ·
·𝑠,

ãäå ̃︀Γ𝑙 · ··𝑟𝑞 � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇ â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå,

𝑑𝜗𝑖 + 𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗 = ̃︀Γ𝑙 · ··𝑟𝑞℧𝑖·
·𝑙Ω

𝑟 ·
·𝑚Ω

𝑞 ·
·𝑠 𝜗

𝑚 ∧ 𝜗𝑠.
Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ ðàâíà

1

2
(̃︀Γ𝑙 · ··𝑟𝑞 − ̃︀Γ𝑙 · ··𝑞𝑟)℧𝑖·

·𝑙Ω
𝑟 ·
·𝑚Ω

𝑞 ·
·𝑠 𝜗

𝑚 ∧ 𝜗𝑠,

ãäå ̃︀Γ𝑙 · ··𝑟𝑞 − ̃︀Γ𝑙 · ··𝑞𝑟 = ̃︀T𝑙 · ··𝑟𝑞 � êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèÿ â êîîðäèíàòíîì
ðåïåðå. Îïðåäåëèì 2-форму кручения

T𝑖 :=
1

2
T𝑖 · ··𝑚𝑠 𝜗

𝑚 ∧ 𝜗𝑠, (14.2.20)

ãäå T𝑖 · ··𝑚𝑠 � êîìïîíåíòû òåíçîðà êðó÷åíèÿ â ðåïåðå (𝑒𝑖)
𝑛
𝑖=1. Òîãäà, îêîí-

÷àòåëüíî, ïðèõîäèì ê ïåðâîìó óðàâíåíèþ Êàðòàíà

𝑑𝜗𝑖 + 𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗 = T𝑖. (14.2.21)

Второе уравнение Картана

Ïðèìåíèì îïåðàöèþ âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ê îáåèì ÷àñòÿì
óðàâíåíèÿ (14.2.21):

𝑑T𝑖 = 𝑑𝑑𝜗𝑖 + 𝑑(𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗).

Ïîñêîëüêó 𝑑 ∘ 𝑑 = 0, òî

𝑑T𝑖 = 𝑑𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗 − 𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝑑𝜗𝑗. (14.2.22)

Çàìåíèì â (14.2.22) ïîëå 𝑑𝜗𝑗 âûðàæåíèåì 𝑑𝜗𝑘 = T𝑘 − 𝜔𝑘 ·· 𝑗 ∧ 𝜗𝑗, ýêâèâà-
ëåíòíûì ïåðâîìó óðàâíåíèþ Êàðòàíà:

𝑑T𝑖 = 𝑑𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗 − 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ T𝑘 + 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ 𝜔𝑘 ·· 𝑗 ∧ 𝜗𝑗. (14.2.23)
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Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü 3-ôîðìó 𝑑T𝑖. Â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ
óäîáíî ïðåäñòàâèòü ôîðìó êðó÷åíèÿ (14.2.20) T𝑖 â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå.
Ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ:

T𝑖 =
1

2
̃︀T𝑙 · ··𝑘𝑜℧𝑖·

·𝑙 𝑑𝑥
𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜.

Ïîñêîëüêó ̃︀Γ𝑙 · ··𝑜𝑘℧𝑖·
·𝑙 𝑑𝑥

𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜 = −̃︀Γ𝑙 · ··𝑜𝑘℧𝑖
𝑙 𝑑𝑥

𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜,
òî ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ôîðìû êðó÷åíèÿ â êîîð-
äèíàòíîì ðåïåðå:

T𝑖 = ̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜℧𝑖·
·𝑙 𝑑𝑥

𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜.
Òîãäà âûðàæåíèå äëÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà îò ôîðìû êðó÷åíèÿ
èìååò âèä

𝑑T𝑖 = 𝑑(̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜℧𝑖·
·𝑙) ∧ 𝑑𝑥𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜 =

= 𝜕𝑝(̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜℧𝑖·
·𝑙) 𝑑𝑥

𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜 =
= {℧𝑖·

·𝑙𝜕𝑝̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜 + ̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜𝜕𝑝℧𝑖·
·𝑙} 𝑑𝑥𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜. (14.2.24)

Âûðàçèì ïðîèçâîäíóþ 𝜕𝑝℧𝑖·
·𝑙 ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè. Ïî-

ñêîëüêó ℧𝑖 ·
·𝑚Ω

𝑚 ·
· 𝑘 = 𝛿𝑖𝑘, òî

℧𝑖 ·
·𝑚𝜕𝑠Ω

𝑚 ·
· 𝑘 = −Ω𝑚 ·

· 𝑘𝜕𝑠℧𝑖 ·
·𝑚.

Â ýòîé ñâÿçè, âûðàæåíèå (14.2.2) ïðèíèìàåò âèä

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 = ̃︀Γ𝑚 · ·
· 𝑠𝑞℧𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗Ω

𝑞 ·
·𝑘 − Ω𝑝 ·

·𝑗Ω
𝑚 ·
· 𝑘𝜕𝑝℧𝑖 ·

·𝑚.

Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà íà ℧𝑗 ·
·𝑜℧𝑘·

· 𝑙 è ïðîèçâîäÿ ñóì-
ìèðîâàíèå ïî 𝑘 è 𝑗, ïîëó÷àåì

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘℧𝑗 ·
·𝑜℧𝑘·

· 𝑙 = ̃︀Γ𝑚 · ·
· 𝑜𝑙℧𝑖 ·

·𝑚 − 𝜕𝑜℧𝑖·
·𝑙.

Ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó âûðàæåíèþ:

𝜕𝑝℧𝑖·
·𝑙 = ̃︀Γ𝑚 · ·

· 𝑝𝑙℧𝑖 ·
·𝑚 − Γ𝑖 · ··𝑗𝑠℧𝑗 ·

·𝑝℧𝑠·
· 𝑙. (14.2.25)

Âåðíåìñÿ ê âûðàæåíèþ (14.2.24) äëÿ 𝑑T𝑖. Ïîäñòàâëÿÿ òóäà ïîëó÷åí-
íóþ ôîðìóëó (14.2.25) äëÿ 𝜕𝑝℧𝑖·

·𝑙, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

𝑑T𝑖 = {℧𝑖·
·𝑙(𝜕𝑝̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜 + ̃︀Γ𝑚 · ·

· 𝑘𝑜
̃︀Γ𝑙 · ··𝑝𝑚)− ̃︀Γ𝑚 · ·

· 𝑘𝑜Γ
𝑖 · ·
·𝑗𝑠℧𝑗 ·

·𝑝℧𝑠 ·
·𝑚} 𝑑𝑥𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜.
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Ïîñêîëüêó

̃︀Γ𝑚 · ·
· 𝑘𝑜Γ

𝑖 · ·
·𝑗𝑠℧𝑗 ·

·𝑝℧𝑠 ·
·𝑚 𝑑𝑥

𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜 =
= (Γ𝑖 · ··𝑗𝑠𝜗

𝑗) ∧ (̃︀Γ𝑚 · ·
· 𝑘𝑜℧𝑠 ·

·𝑚 𝑑𝑥
𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜) = 𝜔𝑖 ··𝑠 ∧ T𝑠,

òî ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ 𝑑T𝑖:

𝑑T𝑖 = {℧𝑖·
·𝑙(𝜕𝑝̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜 + ̃︀Γ𝑚 · ·

· 𝑘𝑜
̃︀Γ𝑙 · ··𝑝𝑚)} 𝑑𝑥𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜 − 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ T𝑘. (14.2.26)

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå {℧𝑖·
·𝑙(𝜕𝑝

̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜 +
̃︀Γ𝑚 · ·

· 𝑘𝑜
̃︀Γ𝑙 · ··𝑝𝑚)} 𝑑𝑥𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘:

{℧𝑖·
·𝑙(𝜕𝑝̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜 + ̃︀Γ𝑚 · ·

· 𝑘𝑜
̃︀Γ𝑙 · ··𝑝𝑚)} 𝑑𝑥𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘 =

1

2
(℧𝑖·

·𝑙
̃︀R𝑙 · · ·

·𝑝𝑘𝑜) 𝑑𝑥
𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘,

ãäå ̃︀R𝑙 · · ·
·𝑝𝑘𝑜 � êîìïîíåíòû òåíçîðà êðèâèçíû â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå:

̃︀R𝑙 · · ·
·𝑝𝑘𝑜 = 𝜕𝑝̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑜 − 𝜕𝑘̃︀Γ𝑙 · ··𝑝𝑜 + ̃︀Γ𝑙 · ··𝑝𝑚

̃︀Γ𝑚 · ·
· 𝑘𝑜 − ̃︀Γ𝑙 · ··𝑘𝑚

̃︀Γ𝑚 · ·
· 𝑝𝑜.

Ïîýòîìó (14.2.26) ïðèíèìàåò âèä

𝑑T𝑖 =
1

2
(℧𝑖·

·𝑙
̃︀R𝑙 · · ·

·𝑝𝑘𝑜) 𝑑𝑥
𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘 ∧ 𝑑𝑥𝑜 − 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ T𝑘.

Ïîñêîëüêó 𝑑𝑥𝑜 = Ω𝑜 ·
·𝑗𝜗

𝑗, òî

𝑑T𝑖 = R𝑖 ·
·𝑗𝜗

𝑗 − 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ T𝑘, (14.2.27)

ãäå ÷åðåç R𝑖 ·
·𝑗 îáîçíà÷åíà 2-форма кривизны:

R𝑖 ·
·𝑗 :=

1

2
(℧𝑖·

·𝑙Ω
𝑜 ·
·𝑗
̃︀R𝑙 · · ·

·𝑝𝑘𝑜) 𝑑𝑥
𝑝 ∧ 𝑑𝑥𝑘. (14.2.28)

Ïîäñòàâëÿÿ (14.2.27) â (14.2.23), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

R𝑖 ·
·𝑗𝜗

𝑗 − 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ T𝑘 = 𝑑𝜔𝑖 ··𝑗 ∧ 𝜗𝑗 − 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ T𝑘 + 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ 𝜔𝑘 ·· 𝑗 ∧ 𝜗𝑗,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò âòîðîå óðàâíåíèå Êàðòàíà:

𝑑𝜔𝑖 ··𝑗 + 𝜔𝑖 ··𝑘 ∧ 𝜔𝑘 ·· 𝑗 = R𝑖 ·
·𝑗. (14.2.29)
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Деформируемый континуум
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ГЛАВА 16

Неевклидова механика континуума

1. Тело и физическое пространство

1.1. Тело

Тело B îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî îáîçíà÷à-
þòñÿ çàãëàâíûìè ôðàêòóðíûìè áóêâàìè X, Y, Z, . . . è íàçûâàþòñÿ ма-
териальными точками [1]. Êàðäèíàëüíîå ÷èñëî CardB îïðåäåëÿåò
âèä ìåõàíè÷åñêîé òåîðèè, îïèñûâàþùåé êèíåìàòèêó è äèíàìèêó ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ òåëî. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèé ìåõàíèêè
êîíòèíóóìà ÿâëÿþòñÿ òåëà B, êàðäèíàëüíûå ÷èñëà êîòîðûõ îäèíàêîâû
è ðàâíû CardB = CardR. Â ýòîé ñâÿçè, ìû ðàññìàòðèâàåì òåëî êàê
ìíîæåñòâî ìîùíîñòè êîíòèíóóìà.

Äëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ
òåëî, èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå îêðåñòíîñòè, ôîðìàëèçóþùåå èäåþ ñîñåä-
ñòâà äâóõ òî÷åê. Ïîñêîëüêó îêðåñòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè
òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, òî íåîáõîäèìî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òåëî B
ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Âìåñòå ñ òåì, òîïî-
ëîãèÿ íà òåëå íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ,
ðàçëè÷íûå òî÷êè äîëæíû èìåòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè. Òàêèì
îáðàçîì, B � õàóñäîðôîâî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîïîëíèòåëü-
íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíî îáëàäàåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè, òî åñòü, â
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íåì åñòü ñ÷åòíàÿ áàçà. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ãåíåðèðîâàòü îêðåñòíîñòè
èç êàê ìîæíî ìåíüøåãî íàáîðà ìíîæåñòâ.

Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïîëåé, äåéñòâóþùèõ íà
ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, íåîáõîäèìî äîïóñòèòü âîçìîæíîñòü ïîêðûòèÿ òå-
ëà B êàðòàìè (𝑈, 𝜙). Çäåñü 𝑈 ⊂ B � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, à 𝜙 : 𝑈 → 𝑂
� ãîìåîìîðôèçì ìåæäó ðàéîíîì 𝑈 äåéñòâèÿ êàðòû è îòêðûòûì ìíî-
æåñòâîì 𝑂 ⊂ R𝑛. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 𝑛 ôèêñèðîâàíî. Òîãäà B, êàê õà-
óñäîðôîâî ëîêàëüíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíî-
ñòè, óäîâëåòâîðÿþùåå âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè1, ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷å-
ñêèì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè 𝑛.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî êîððåêòíî ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå
ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ (íàïðèìåð, ïëîòíîñòè óïðóãîé ýíåðãèè), òî åñòü
âîçìîæíîñòè ëîêàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ïîëèíîìîì ëþáîãî ïîðÿäêà, òå-
ëîB äîëæíî ïîä÷èíÿòüñÿ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ: íàB âûáðàí íåêî-
òîðûé ìàêñèìàëüíûé àòëàñ, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà.
Åñëè (𝑈, 𝜙) è (𝑉, 𝜓) � äâå êàðòû èç àòëàñà 𝐶∞-ñòðóêòóðû, òî ëèáî
𝑈 ∩ 𝑉 = ∅, ëèáî 𝑈 ∩ 𝑉 ̸= ∅ è îòîáðàæåíèå 𝜓 ∘ 𝜙−1|𝜙(𝑈∩𝑉 ) ìåæäó îò-
êðûòûìè ïîäìíîæåñòâàìè R𝑛 ÿâëÿåòñÿ 𝐶∞-äèôôåîìîðôèçìîì. Òàêèì
îáðàçîì, B � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå2.

Ôîðìóëèðîâêà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áàëàíñà äëÿ частей òåëà
(ïîäìíîæåñòâ ñ îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì) òðåáóåò âîçìîæíîñòü èíòå-
ãðèðîâàíèÿ âíåøíèõ ôîðì ïî ÷àñòÿì òåëà èëè èõ ãðàíèöàì. Òàêîå èí-
òåãðèðîâàíèå ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî êîððåêòíî â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàí-
íûõ ìíîãîîáðàçèé. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìà âîçìîæíîñòü ñíàáäèòü
B íåêîòîðîé îðèåíòàöèåé, êîòîðàÿ çàòåì èíäóöèðóåòñÿ íà ÷àñòè òåëà.
Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì, êîòîðûìè
ìíîæåñòâî B ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê äîëæíî îáëàäàòü:

(B1) CardB = CardR;

1Если отбросить вторую аксиому счетности, то, в общем случае, тело может быть
покрыто лишь не менее чем континуальным набором карт. Приняв вторую аксиому
счетности, мы можем работать с конечным или счетным набором карт.

2Представление тела в виде гладкого многообразия впервые использовалиW. Noll,
C.-C. Wang, M. Gurtin и A. Murdoch в работах [2, 3, 4]. В частности, Noll аксиома-
тически определил гладкое тело как множество, для которого указано семейство
отображений из этого множества в физическое пространство, называемых конфи-
гурациями и удовлетворяющих некоторой системе аксиом. Gurtin и Murdoch дали
определение двумерной материальной поверхности, основанное на этих аксиомах.
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(B2) B ÿâëÿåòñÿ 𝑛-ìåðíûì 𝐶∞-ìíîãîîáðàçèåì.

(B3) B ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì ìíîãîîáðàçèåì, òî åñòü, ñóùåñòâóåò
ôîðìà îáúåìà 𝜇0 ∈ Ω𝑛(B).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà òåëå âûáðàíà íåêîòîðàÿ îðèåíòàöèÿ [𝜇0]. Ïîä
частью òåëà B áóäåì ïîíèìàòü 𝑛-ìåðíîå âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå
P ⊂ B ñ êðàåì 𝜕P è îðèåíòàöèåé3 [𝜄*P𝜇0]. Ìíîæåñòâî âñåõ ÷àñòåé òåëà
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Part(B).

1.2. Физическое пространство

Физическое пространство P îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî, ýëå-
ìåíòû êîòîðîãî x, y, z, . . ., íàçûâàþòñÿ местами. Îáðàçíî ãîâîðÿ, ôè-
çè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ¾èäåàëüíîé ëàáîðàòîðèåé¿, â êîòîðîé
íàáëþäàþòñÿ ìåñòà è ïðîèçâîäÿòñÿ èçìåðåíèÿ. Ïîñêîëüêó â ôèçè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå íàáëþäàåòñÿ òåëî, òî ïîëàãàåì, ÷òî CardP = CardB =
CardR.

Äëÿ ìåñò, òàêæå êàê è äëÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, èñïîëüçóþòñÿ âûñêà-
çûâàíèÿ, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò ôîðìàëèçàöèþ èäåè ñîñåäñòâà è íåïðå-
ðûâíîñòè4. Â ýòîé ñâÿçè, P äîëæíî áûòü íàäåëåíî íåêîòîðîé òîïîëîãè-
åé. Íà òîïîëîãèþ íàëîæåíû äâà îãðàíè÷åíèÿ: îíà õàóñäîðôîâà è îíà óäî-
âëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ðàçëè÷íûå ìåñòà
îòäåëåíû äðóã îò äðóãà (òî åñòü, èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè)
è îêðåñòíîñòè òî÷åê ïîðîæäàþòñÿ èç ìèíèìàëüíîãî íàáîðà ìíîæåñòâ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé ïîëåé (ñèë, ïîòåíöèàëüíûõ ôóíê-
öèé è ò.ä.), äîëæíà áûòü âîçìîæíîñòü ââåñòè íà P íåêîòîðóþ ñèñòåìó
êîîðäèíàò (â îáùåì ñëó÷àå, ëîêàëüíûõ). Â ýòîé ñâÿçè, óäîáíî ìîäåëè-
ðîâàòü P êàê òîïîëîãè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 𝑚. Äëÿ ôîðìà-
ëèçàöèè ïîíÿòèÿ ãëàäêîñòè îäíîé âîçìîæíîñòè ïîêðûòü êàðòàìè íåäî-
ñòàòî÷íî: ìåæäó êàðòàìè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ãëàäêîãî ñîãëà-
ñîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, P äîëæíî áûòü ñíàáæåíî íàäñòðîéêîé â âèäå
ãëàäêîé ñòðóêòóðû. Òàêèì îáðàçîì, ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P ìîäå-
ëèðóåòñÿ êàê ãëàäêîå 𝑚-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

3Здесь 𝜄P — каноническая инъекция, определяемая формулой (1.3.2), а 𝜄*P𝜇0 —
«pullback» формы 𝜇0.

4Например, «в окрестности места x действует поле сил».
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Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâîP ôîðìàëèçóåò èäåàëüíóþ ëàáîðàòîðèþ, òî
äîëæíà áûòü âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü èçìåðåíèÿ â íåì. Èíñòðóìåíò, ðå-
àëèçóþùèé èçìåðåíèÿ, ôîðìàëèçóåòñÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé � ñå÷åíèåì
𝑔 ∈ Sec(𝑇 *P ⊗ 𝑇 *P), çíà÷åíèå 𝑔p êîòîðîãî â êàæäîé òî÷êå p ∈ P �
ñèììåòðè÷íàÿ íåâûðîæäåííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ áèëèíåéíàÿ
ôîðìà íà 𝑇pP.

Замечание 16.1. Для касательного вектора 𝑣 ∈ 𝑇pP, где p ∈ P —
некоторое место, квадрат его длины определяется выражением

‖𝑣‖2𝑔 = 𝑔(𝑣, 𝑣).

Если 𝑣 — вектор скорости кривой5 𝜒, то число ‖𝑣‖𝑔 имеет смысл ве-
личины скорости этой кривой.

Пусть 𝜒 : ]𝑎, 𝑏[ → P — кусочно-гладкая кривая на P тогда ее длина
𝑙𝑔(𝜒) есть, по определению, число

𝑙𝑔(𝜒) =

𝑏∫︁
𝑎

√︁
𝑔𝜒(𝑡)(𝜒′(𝑡), 𝜒′(𝑡)) 𝑑𝑡.

Пусть 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑇pP — два вектора. Угол ∠(𝑢1, 𝑢2)p ∈ [0, 𝜋] между
ними определяется равенством

cos∠(𝑢1, 𝑢2)p =
𝑔p(𝑢1, 𝑢2)

‖𝑢1‖𝑔‖𝑢2‖𝑔
.

Замечание 16.2. Риманова метрика 𝑔 позволяет определять рассто-
яние между точками «в малом». Вместе с тем, при дополнительных
условиях на пространство P, риманова метрика порождает функцию
расстояния 𝑑𝑔 : P ×P → R. Действительно, предположим, что P

связно. Тогда между любыми двумя различными точками x, y ∈ P

можно провести кусочно-гладкую кривую. Следуя [5], определим функ-
цию расстояния как

𝑑𝑔(x, y) := inf 𝑙𝑔(𝜒),

где инфимум берется по всем кусочно-непрерывным кривым 𝜒, соеди-
няющим x и y.

5См. формулу (10.4.12).
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Ðèìàíîâà ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ èíñòðóìåíòîì, ïîçâîëÿþùèì ïîëó÷àòü
èíôîðìàöèþ î äëèíàõ è óãëàõ. Âìåñòå ñ òåì, ýòîãî íåäîñòàòî÷íî äëÿ
ôîðìóëèðîâêè óðàâíåíèé, âûðàæàþùèõ áàëàíñ íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé
âåëè÷èíû. Â ÷àñòíîñòè, íå îïðåäåëåíû ïîíÿòèÿ ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû
è óñêîðåíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ òðåáóåò íàëè÷èÿ âîçìîæíîñòè ñêëàäû-
âàòü çíà÷åíèÿ ïîëÿ, âû÷èñëåííûå â ðàçíûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Òàêèì
îáðàçîì, íåîáõîäèì èíñòðóìåíò, ïîçâîëÿþùèé ¾ïåðåíåñòè¿ çíà÷åíèÿ ïî-
ëÿ â âûáðàííóþ òî÷êó. Ýòîò èíñòðóìåíò � ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðå-
íîñà, � îïðåäåëÿåòñÿ àôôèííîé ñâÿçíîñòüþ∇ íàP. Â ýòîé ñâÿçè, êðîìå
ìåòðèêè, íàP äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü.
Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòà ñâÿçíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòà.
Êîýôôèöèåíòû ýòîé ñâÿçíîñòè â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå (𝜕𝑖)

𝑚
𝑖=1 èìåþò âèä

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 =
𝑔𝑖𝑙

2
(𝜕𝑗𝑔𝑙𝑘 + 𝜕𝑘𝑔𝑙𝑗 − 𝜕𝑙𝑔𝑗𝑘),

ãäå 𝑔𝑖𝑗 = 𝑔(𝜕𝑖, 𝜕𝑗), [𝑔
𝑖𝑗] = [𝑔𝑖𝑗]

−1.
Òàêèì îáðàçîì, (P, 𝑔, ∇) � ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî. Äëÿ ôîðìóëè-

ðîâêè óðàâíåíèé áàëàíñà íà P òàêæå íåîáõîäèìà âîçìîæíîñòü êîððåêò-
íîãî îïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì. Ýòà âîç-
ìîæíîñòü ïîÿâëÿåòñÿ, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî P îðèåíòèðóåìî. Ïóñòü
𝜇 � ôîðìà îáúåìà, çàäàþùàÿ íåêîòîðóþ îðèåíòàöèþ. Îíà îïðåäåëÿåò
ðèìàíîâó ôîðìó îáúåìà 𝑑𝑉𝑔,

𝑑𝑉𝑔 =
√
𝑔 𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑚.

Замечание 16.3. Если S ⊂ P — некоторое гладкое компактное ори-
ентированное подмногообразие P, то его объем Vol𝑔(S) вычисляется
по формуле

Vol𝑔(S) =

∫︁
S

𝑑𝑉𝜄*S𝑔,

в которой 𝜄*S𝑔 — «pullback» поля 𝑔 на S, а 𝑑𝑉𝜄*S𝑔 — соответствующая
форма объема.

1.3. Конфигурации

Ïóñòü B � òåëî, à (P, 𝑔) � ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ðèìàíîâîé
ìåòðèêîé 𝑔. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòè 𝑛 = dimB è 𝑚 =
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dimP òåëà è ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

𝑛 ⩽ 𝑚 ⩽ 3.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò íàáëþäàòüñÿ
ëèøü íåêîòîðàÿ ïðîåêöèÿ òåëà.

Ñâÿçü ìåæäó êîíòèíóàëüíûì ìíîæåñòâîì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñî-
ñòàâëÿþùèõ òåëî, è ìíîæåñòâîì èõ ìåñò â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîñðåäñòâîì конфигурации � îòîáðàæåíèÿ κ : B →
P. Îáðàç êîíôèãóðàöèè κ, òî åñòü, ìíîæåñòâî κ(B), íàçûâàåòñÿ фор-
мой è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì Sκ, åñëè òåëî ôèêñèðîâàíî. Ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó òåëîì, êîíôèãóðàöèåé è ôîðìîé èëëþñòðèðóþòñÿ íà Ðèñ. 16.1,
ãäå κ = 𝜄Sκ ∘ ̂︀κ,
∙ 𝜄Sκ : Sκ → P � êàíîíè÷åñêàÿ èíúåêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

𝜄Sκ(x) := x;

∙ ̂︀κ : B → Sκ � îòîáðàæåíèå, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó ̂︀κ(X) := κ(X).

B P

Sκ

κ

𝜄Sκ

̂︀κ

Ðèñ. 16.1. Òåëî, ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, êîíôèãóðàöèÿ, ôîðìà

Ïîñêîëüêó êàê òåëî, òàê è ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ÿâëÿþòñÿ ãëàä-
êèìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ñðåäè âñåõ êîíôèãóðàöèé κ áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü òîëüêî òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè êëàññà 𝐶∞. Òî åñòü,
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κ ∈ 𝐶∞(B; P), ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñ-
ëåíèå â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî κ
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîãðóæåíèåì: â êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êå X ∈ B
êàñàòåëüíîå îòîáðàæåíèå 𝑇Xκ : 𝑇XB → 𝑇κ(X)P èíúåêòèâíî. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå îáðàçû ðàçëè÷íûõ èíôèíèòåçèìàëüíûõ ìà-
òåðèàëüíûõ âîëîêîí íå ñîâïàäàþò6. Òàêîå óñëîâèå òàêæå íàçûâàåòñÿ
óñëîâèåì локальной непроницаемости. Âìåñòå ñ òåì, ïðåäïîëîæåíèå
îá èíúåêòèâíîñòè êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî óñëî-
âèå íåïðîíèöàåìîñòè áóäåò глобальным. Íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòü êëàññ
âñåõ ãëàäêèõ ïîãðóæåíèé κ óñëîâèåì: κ � ãîìåîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç
κ(B) ⊂ P, ðàññìàòðèâàåìûé êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïîäïðîñòðàíñòâî P,
èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, îòîáðàæåíèå ̂︀κ : B → Sκ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçìîì. Â ýòîé ñâÿçè, κ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âëîæåíèåì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîä конфигурацией òåëàB â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî P ïîíèìàåòñÿ 𝐶∞-âëîæåíèå κ : B → P. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
îòîáðàæåíèé îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì C(B; P). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà
ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî, òî åñòü, P = E, áóäåì ïèñàòü êî-
ðîòêî, C(B).

1.4. Деформации

Ïóñòü B � ãëàäêîå 𝑛-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâëÿþùåå òåëî, à
P � ãëàäêîå 𝑚-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ôèçè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé 𝑔. Èçìåíåíèå ôîðìû òåëà B, âëîæåí-
íîãî â P, õàðàêòåðèçóåòñÿ îòîáðàæåíèåì, íàçûâàåìûì äåôîðìàöèåé.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå êîíòèíóóìà äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî èçìåðå-
íèÿ äåôîðìàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ èçìåíåíèå ôîðì ìàòåðèàëüíûõ âîëî-
êîí. Â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà ìàòåðèàëüíûå âîëîêíà ôîðìà-
ëèçóþòñÿ êàê ãëàäêèå êðèâûå 𝜒 : I → B íà òåëå. Ýòè êðèâûå íà-
áëþäàåìû òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè âûáðàíà íåêîòîðàÿ êîíôèãóðàöèÿ
κ ∈ C(B; P). Òî åñòü, ìíîæåñòâî 𝜒(I) ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íå íàáëþäà-
åìî, à ìíîæåñòâî κ ∘ 𝜒(I) èõ ìåñò íàáëþäàåìî.

Ïóñòü κ𝑅 ∈ C(B; P) � êîíôèãóðàöèÿ, êîòîðóþ íàáëþäàòåëü ïðèíè-
ìàåò çà отсчетную. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî κ𝑅 ∘ 𝜒(I) ïðåäñòàâëÿåò
îòñ÷åòíóþ ôîðìó ìàòåðèàëüíîãî âîëîêíà. Åñëè κ ∈ C(B; P) � êîí-

6Инфинитезимальное материальное волокно формализуется как касательный век-
тор, см. раздел 6.1..
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ôèãóðàöèÿ, îáðàç êîòîðîé, κ(B), íàáëþäàåòñÿ в настоящий момент,
òî ìíîæåñòâî κ ∘ 𝜒(I) ïðåäñòàâëÿåò актуальный îáðàç ìàòåðèàëüíîãî
âîëîêíà. Èñïîëüçóÿ èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð, êîòîðûì íàáëþäàòåëÿ îáåñ-
ïå÷èâàåò ðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔, ìîæíî âû÷èñëèòü è ñîïîñòàâèòü äëèíû
îòñ÷åòíîé è àêòóàëüíîé ôîðì ìàòåðèàëüíîãî âîëîêíà. Åñëè ðàññìîò-
ðåòü äâà ìàòåðèàëüíûõ âîëîêíà, ïåðåñåêàþùèõñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå, òî
ìîæíî ñîïîñòàâèòü óãëû â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ â îòñ÷åòíîé è àêòóàëüíîé
ôîðìàõ, èñïîëüçóÿ òó æå ðèìàíîâó ìåòðèêó 𝑔. Òàêèì îáðàçîì, ñðàâ-
íèâàþòñÿ ìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà (äëèíû, óãëû) ìàòåðèàëüíûõ âîëîêîí â
îòñ÷åòíîé è àêòóàëüíîé ôîðìàõ. Â ýòîé ñâÿçè, îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝛾 : κ𝑅(B) → κ(B), 𝛾 := ̂︀κ ∘ ̂︀κ−1
𝑅 ,

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ деформациейB из конфигурации κ𝑅 в конфи-
гурацию κ [2]. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîíôèãóðàöèÿìè è äåôîðìàöèÿìè
èëëþñòðèðóþòñÿ íà äèàãðàììå:

B

P P

Sκ𝑅 Sκ

κ𝑅

𝜄Sκ
𝑅

̂︀κ 𝑅 κ

𝜄Sκ

̂︀κ

𝛾

Çäåñü Sκ𝑅
= κ𝑅(B), à Sκ = κ(B).

2. Движение

2.1. Движение как кривая

Äâèæåíèå òåëàB â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâåP ïðåäñòàâëÿåòñÿ êîí-
òèíóàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ôîðì è ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíî
ñëåäóþùèì îáðàçîì [6]. Ïóñòü T = ]𝑡1, 𝑡2[ ⊂ R � õðîíîìåòðè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå (𝑡1 è 𝑡2 ìîãóò áûòü êîíå÷íûìè èëè áåñêîíå÷íûìè). Îòîá-
ðàæåíèå𝑀 : T → C(B; P), êîòîðîå ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ïðîìåæóòêó
âðåìåíè 𝑡 ∈ T íåêîòîðóþ êîíôèãóðàöèþ κ𝑡, òî åñòü, 𝑀 : 𝑡 ↦→ κ𝑡, ïðåä-
ñòàâëÿåò движение тела B над хронометрическим многообрази-
ем T. Èíûìè ñëîâàìè, äâèæåíèå � ýòî êðèâàÿ â C(B;P). Ýêâèâàëåíòíî,
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äâèæåíèå 𝑀 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñåìåéñòâî 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T êîí-
ôèãóðàöèé.

Ëþáîå äâèæåíèå 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T îïðåäåëÿåò äâà òèïà îòîáðàæåíèé.
Ïóñòü X ∈ B � ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà. Òîãäà îòîáðàæåíèå

𝜒𝑀 ; X : T → P, 𝜒𝑀 ; X(𝑡) := κ𝑡(X),

ïðåäñòàâëÿåò ïðîñòðàíñòâåííóþ òðàåêòîðèþ X. Äðóãîå îòîáðàæåíèå ïî-
ëó÷àåòñÿ ïóòåì ôèêñèðîâàíèÿ âðåìåíè 𝑡 ∈ T. Òî åñòü,

𝜒𝑀 ; 𝑡 : B → P, 𝜒𝑀 ; 𝑡(X) := κ𝑡(X).

Òàêîå îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ íè÷åì èíûì, êàê êîíôèãóðàöèåé κ𝑡.
Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ B îòîáðàæåíèå 𝜒𝑀 ; X èìååò êëàññ 𝐶∞,

òî ìû áóäåì íàçûâàòü 𝑀 гладким движением. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
òîëüêî òàêèå äâèæåíèÿ.

Çàôèêñèðóåì òî÷êó X ∈ B. Ãëàäêîå äâèæåíèå 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T îïðåäå-
ëÿåò êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî êàðò7 {(𝑈𝑡, 𝜙𝑡)}𝑡∈T è {(𝑉𝑡, 𝜓𝑡)}𝑡∈T, òàêèõ,
÷òî8

∀𝑡 ∈ T : (X ∈ 𝑈𝑡) ∧ (κ𝑡(𝑈𝑡) ⊂ 𝑉𝑡).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷êè X èìååì îòîáðàæåíèå T ∋ 𝑡 ↦→ κ𝑡(X) ∈
⋃︀
𝑡∈T

𝑉𝑡.

Îòîáðàæåíèÿ 𝜒𝑀 ; X è 𝜒𝑀 ; 𝑡 èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ:

̃︀𝜒𝑀 ; X = 𝜓𝑡 ∘ 𝜒𝑀 ; X ∈ 𝐶∞(T; R𝑚),̃︀𝜒𝑀 ; 𝑡 = 𝜓𝑡 ∘ 𝜒𝑀 ; 𝑡 ∘ 𝜙−1
𝑡 ∈ 𝐶∞(R𝑛; R𝑚).

7Поскольку можно выбрать счетное множество карт, покрывающих B и P, неко-
торые элементы семейств {(𝑈𝑡, 𝜙𝑡)}𝑡∈T и {(𝑉𝑡, 𝜓𝑡)}𝑡∈T могут совпасть. Вместе с тем,
в наших рассуждениях удобно использовать T в качестве множества индексов.

8Например, в качестве (𝑉𝑡, 𝜓𝑡) можно взять любую карту, для которой κ𝑡(X) ∈ 𝑉𝑡
и затем положить 𝑈𝑡 = κ−1

𝑡 (𝑉𝑡).
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Äåéñòâèå ýòèõ îòîáðàæåíèé èëëþñòðèðóåò äèàãðàììà

B 𝑉𝑡
⋃︀
𝑡∈T 𝑉𝑡 P

X 𝑈𝑡 κ𝑡(𝑈𝑡) T

R𝑛 R𝑚

∈

∪ ∪ ⊂

⊂ ⊂

𝜒𝑀 ; 𝑡

𝜙𝑡 𝜓𝑡̃︀𝜒𝑀 ; 𝑡

𝜒𝑀 ; X

𝜒𝑀 ; X

̃︀𝜒𝑀 ; X

Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè êîíòèíóóìà äâèæå-
íèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñåìåéñòâî äåôîðìàöèé. Ïóñòü κ𝑅 � îòñ÷åòíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ. Òîãäà äâèæåíèå � ýòî ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé ôîðìû
κ𝑅(B) â àêòóàëüíûå, κ𝑡(B). Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû ñåìåé-
ñòâîì {𝛾𝑡}𝑡∈T äåôîðìàöèé 𝛾𝑡 = ̂︀κ𝑡 ∘ ̂︀κ−1

𝑅 . Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñåìåéñòâà-
ìè êîíôèãóðàöèé è äåôîðìàöèé èëëþñòðèðóþòñÿ äèàãðàììîé

B

κ𝑡1(B) κ𝑅(B) κ𝑡2(B)

̂︀κ𝑅̂︀κ 𝑡1 ̂︀κ
𝑡2

𝛾𝑡1 𝛾𝑡2

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà äèàãðàììå òåëî ïîêàçàíî êàê ïîëíîòîðèå, à
åãî ôîðìû � ¾êðóæêàìè¿, êîòîðûå òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ìåæäó
ñîáîé. Òåì ñàìûì ìû õîòåëè ïîä÷åðêíóòü, ÷òî òåëî è åãî ôîðìû ìîãóò
áûòü ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè êàê ìåòðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

2.2. Скорости

Ïóñòü 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T � ãëàäêîå äâèæåíèå. Êàê ïðàâèëî, â ìåõàíèêå
êîíòèíóóìà èñïîëüçóþòñÿ äâà ýêâèâàëåíòíûõ îïèñàíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ
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è ôèçè÷åñêèõ ïîëåé. Ñîãëàñíî ïåðâîìó èç íèõ, ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæå-
íèÿìè ìåñò ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê èç íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îòñ÷åòíîé
ôîðìû. Ýòî � материальное описание. Â ýòîì ñëó÷àå íàáëþäàåòñÿ
ñîñòîÿíèå êàæäîé èíäèâèäóàëüíîé ÷àñòèöû. Ñîãëàñíî âòîðîìó îïèñà-
íèþ, ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ôóíêöèè ôèêñèðîâàííîãî ìíîæåñòâà ìåñò.
Ýòî � пространственное описание. Â ýòîì ñëó÷àå â ðàçíûå ìîìåíòû
âðåìåíè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ìîæåò ïåðåñåêàòüñÿ ñ ðàçëè÷íûìè ôîðìà-
ìè. Ìàòåðèàëüíîå è ïðîñòðàíñòâåííîå îïèñàíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ââîäÿòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Материальное описание

Ïîíÿòèå âåêòîðà ñêîðîñòè êðèâîé â ïðèìåíåíèè ê êðèâîé 𝜒𝑀 ; X äàåò
äâà òèïà îòîáðàæåíèé. Ôèêñèðóåì ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó X ∈ B. Òîãäà
ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå

𝑉𝑀 ; X : T → 𝑇P, 𝑉𝑀 ; X(𝑡) := 𝜒′
𝑀 ; X(𝑡) ∈ 𝑇κ𝑡(X)P.

Ïîñêîëüêó îáðàç èíòåðâàëà T ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ 𝜒𝑀 ; X ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèåé òî÷êè X, íàáëþäàåìîé çà èíòåðâàë T, òî
âåêòîð 𝑉𝑀 ; X(𝑡0), äëÿ 𝑡0 ∈ T, ïðåäñòàâëÿåò скорость точки X в момент
времени 𝑡0. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ïîëþ ñêîðîñòåé ôèêñèðîâàííîé
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Âìåñòå ñ òåì, ìîãóò èíòåðåñîâàòü ñêîðîñòè âñåõ
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ T. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

𝑉𝑀 ; 𝑡 : B → 𝑇P, 𝑉𝑀 ; 𝑡(X) := 𝜒′
𝑀 ; X(𝑡) ∈ 𝑇κ𝑡(X)P.

Çíà÷åíèå 𝑉𝑀 ; 𝑡(X0) at X0 ∈ B ïðåäñòàâëÿåò ñêîðîñòü òî÷êè X0 â ìîìåíò
âðåìåíè 𝑡. Íàêîíåö, ïðèõîäèì ê îòîáðàæåíèþ

𝑉 : B× T → 𝑇P, (X, 𝑡) ↦→ 𝜒′
𝑀 ; X(𝑡).

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ полем скорости в материальном описании.
Äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè X ∈ B è ìîìåíòà âðåìåíè 𝑡0 ∈ T èìååì

ðàçëîæåíèå 𝑉𝑀 ; X(𝑡0) = 𝑉 𝑖
𝑀 ; X(𝑡0)𝜕𝑖|x, ãäå x = κ𝑡0(X),

𝑉 𝑖
𝑀 ; X(𝑡0) =

𝑑[𝜋𝑖𝑚 ∘ 𝜓 ∘ 𝜒𝑀 ; X(𝜏)]

𝑑𝜏

⃒⃒⃒
𝜏=𝑡0

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚.
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Çäåñü 𝜓 � êîîðäèíàòíîå îòîáðàæåíèå ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ, ñîäåðæà-
ùåé x.

Ïîëå 𝑉 îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî {𝑉𝑀 ; 𝑡}𝑡∈T îòîáðàæåíèé 𝑉𝑀 ; 𝑡 : B →
𝑇P. Êàæäîå èç íèõ, 𝑉𝑀 ; 𝑡, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ìàòåðèàëüíîé
òî÷êå X ∈ B êàñàòåëüíûé âåêòîð 𝑉𝑀 ; 𝑡(X) ∈ 𝑇κ𝑡(X)P. Â ýòîé ñâÿçè, 𝑉𝑀 ; 𝑡

åñòü â òî÷íîñòè ãëàäêîå ñå÷åíèå ¾pullback¿-ðàññëîåíèÿ κ*
𝑡𝑇P, òî åñòü,

𝑉𝑀 ; 𝑡 ∈ Sec(κ*
𝑡𝑇P).

Пространственное описание

Ïóñòü 𝑡 ∈ T. Скорость в пространственном описании îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê ñå÷åíèå ¾pullback¿-ðàññëîåíèÿ 𝜄*Sκ𝑡

𝑇P:

𝑣𝑡 = 𝑉 (·, 𝑡) ∘ ̂︀κ−1
𝑡 : Sκ𝑡

→ 𝑇P.

Íàêîíåö, îïðåäåëèì ïîëå:

𝑣 :
⋃︁
𝑡∈T

(Sκ𝑡
× {𝑡}) → 𝑇P, (x, 𝑡) ↦→ 𝑣𝑡(x),

êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ïîëå ñêîðîñòè â ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèè, çà-
âèñÿùåå îò ìåñò è âðåìåíè.

3. Меры напряжений

Êëàññè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ íàïðÿæåíèé ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþò
åâêëèäîâó ñòðóêòóðó ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàE, âìåùàþùåãî îòñ÷åò-
íóþ è àêòóàëüíóþ ôîðìû òåëà:

∙ Ñóùåñòâîâàíèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé Êîøè 𝑇 óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ êëàññè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ïî-
ñòðîåíèå òåòðàýäðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

∙ Èíòåãðàëû, ïðåäñòàâëÿþùèå ðåçóëüòèðóþùèå êîíòàêòíûå ñèëû, èñ-
ïîëüçóþò åâêëèäîâî ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ. Ïîñêîëü-
êó ïëîòíîñòè êîíòàêòíûõ ñèë ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â òðàíñëÿöèîí-
íîì ïðîñòðàíñòâå E⃗, òî èõ çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå â ðàçëè÷íûõ
òî÷êàõ, ìîæíî ñóììèðîâàòü. Òàêîå ñóììèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â
ñèëó îïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
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∙ Ïóñòü S îáîçíà÷àåò 𝜕κ𝑅(P) èëè 𝜕κ(P), ãäå P ∈ Part(B), à
κ𝑅, κ ∈ C(B). Äëÿ òî÷êè x ∈ S âûïîëíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå

𝑇xS⊕ (𝑇xS)⊥ = E⃗, ãäå (𝑇xS)⊥ � âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî E⃗,
ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ, îðòîãîíàëüíûõ 𝑇xS. Ïî îïðåäåëåíèþ,
(𝑇xS)⊥ èñïîëüçóåò åâêëèäîâó ñòðóêòóðó E⃗. Íîðìàëüíûé âåêòîð
ê ïëîùàäêå (ýëåìåíòó ïîâåðõíîñòè S), 𝑛x, ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì
(𝑇xS)⊥.

∙ Òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè 𝑇 è ïåðâûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû�
Êèðõãîôà 𝑃 ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Ïèîëû 𝑃 = 𝐽𝑇𝐹−T, â
êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ, à çíà÷èò, åâ-
êëèäîâà ñòðóêòóðà. Çäåñü 𝐹 � ãðàäèåíò äåôîðìàöèè èç îòñ÷åòíîé
ôîðìû â àêòóàëüíóþ, à 𝐽 = det𝐹 .

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ïîíÿòèå íàïðÿæåíèé îáîáùàåòñÿ íà ãëàäêèå ìíî-
ãîîáðàçèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ èäåÿìè, èçëîæåííûìè â ðàáîòå [7].

3.1. Сосредоточенные силы и плотности сил

Сосредоточенные силы

Ïóñòü 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T � ãëàäêîå äâèæåíèå, à X ∈ B � íåêîòîðàÿ ìàòå-
ðèàëüíàÿ òî÷êà. Сосредоточенная сила, äåéñòâóþùàÿ íà ìàòåðèàëüíóþ
òî÷êó X â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ T îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîâåêòîð 𝑓𝑡 ∈ 𝑇 *

κ𝑡(X)
P,

òî åñòü, êàê ýëåìåíò ñëîÿ ¾pullback¿-ðàññëîåíèÿ κ*
𝑡𝑇P. Ïóñòü ñåìåéñòâî

{𝑓𝑡}𝑡∈T ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó X,
ñîîòâåòñòâóåò çàäàííîìó äâèæåíèþ 𝑀 . Äâèæåíèå 𝑀 , â ñâîþ î÷åðåäü,
ïîðîæäàåò ïîëå {𝑉𝑀 ; 𝑡}𝑡∈T ñêîðîñòåé 𝑉𝑀 ; 𝑡 ∈ Sec(κ*

𝑡𝑇P). Äëÿ êàæäîãî
𝑡 ∈ T ñêàëÿð 𝑓𝑡 ⌞𝑉𝑀 ; 𝑡(X) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàí êàê ìîùíîñòü,
ðàçâèâàåìàÿ ñèëîé 𝑓 â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡.

Плотности сил

Ñëåäóÿ ïîäõîäó, ïðèíÿòîìó â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëîB, äåëÿòñÿ íà äâå ãðóïïû. Ïåðâàÿ èç íèõ
ïðåäñòàâëåíà объемными силами, ðàñïðåäåëåííûìè ïî îáúåìó ëþáîé
÷àñòè òåëà. Âòîðàÿ ãðóïïà ïðåäñòàâëåíà контактными (поверхност-
ными) силами, ðàñïðåäåëåííûìè ïî ãðàíèöå ëþáîé ÷àñòè òåëà. Òàêèì
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îáðàçîì, îáå ýòè ãðóïïû ñîñòîÿò èç ïëîòíîñòåé ñèë, êîòîðûå, äåéñòâóÿ
íà ñêîðîñòü, â ðåçóëüòàòå äàþò ïëîòíîñòè ìîùíîñòè (îáúåìíóþ èëè ïî-
âåðõíîñòíóþ). Ïîñëåäíèå ïðåäñòàâëåíû äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè
è ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû (ïî ÷àñòè òåëà èëè åå ãðàíèöå), ÷òî äàñò
ñóììàðíûå ìîùíîñòè.

Ïóñòü 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T � ãëàäêîå äâèæåíèå, à P ∈ Part(B) � ÷àñòü òå-
ëàB. Íàïîìíèì, ÷òî ïîä ÷àñòüþ òåëà ìû ïîíèìàåì 𝑛-ìåðíîå âëîæåííîå
ïîäìíîãîîáðàçèå òåëà ñ êðàåì. Ðàññìîòðèì ïëîòíîñòè ñèë â ìàòåðèàëü-
íîì è ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèÿõ.

Плотность объемных сил в материальном описании îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî {𝛽mat

P; 𝑡}𝑡∈T ñå÷åíèé

∀𝑡 ∈ T : 𝛽mat
P; 𝑡 ∈ Sec(κ*

𝑡𝑇
*P ⊗ Λ𝑛(𝑇 *P)).

Плотность поверхностных сил в материальном описании åñòü
ñåìåéñòâî {𝜏mat

P; 𝑡 }𝑡∈T ñå÷åíèé

∀𝑡 ∈ T : 𝜏mat
P; 𝑡 ∈ Sec(κ*

𝑡𝑇
*P ⊗ Λ𝑛−1(𝑇 *𝜕P)).

Ìû ïîñòóëèðóåì, ÷òî ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü â ìàòåðèàëüíîì îïèñàíèè,
ðàçâèâàåìàÿ îáúåìíûìè è ïîâåðõíîñòíûìè ñèëàìè â ìîìåíò 𝑡 ∈ T, èìååò
âèä

𝑝mat
𝑡 :=

∫︁
P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝛽
mat
P; 𝑡 +

∫︁
𝜕P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝜏
mat
P; 𝑡 .

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû áåðóòñÿ îò äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.
Плотность объемных сил в пространственном описании åñòü

ñåìåéñòâî {𝛽spat
P; 𝑡 }𝑡∈T ñå÷åíèé

∀𝑡 ∈ T : 𝛽spat
P; 𝑡 ∈ Sec(𝜄*κ𝑡(P)𝑇

*P ⊗ Λ𝑛(𝑇 *κ𝑡(P))).

Плотность поверхностных сил в пространственном описании
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî {𝜏 spatP; 𝑡 }𝑡∈T ñå÷åíèé

∀𝑡 ∈ T : 𝜏 spatP; 𝑡 ∈ Sec(𝜄*κ𝑡(P)𝑇
*P ⊗ Λ𝑛−1(𝑇 *𝜕κ𝑡(P))).

Êàê è â ñëó÷àå ìàòåðèàëüíîãî îïèñàíèÿ, ïîñòóëèðóåì, ÷òî ñóììàðíàÿ
ìîùíîñòü â ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèè, ðàçâèâàåìàÿ îáúåìíûìè è ïî-
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âåðõíîñòíûìè ñèëàìè â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ T, èìååò âèä

𝑝spat𝑡 :=

∫︁
κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟ 𝛽
spat
P; 𝑡 +

∫︁
𝜕κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟ 𝜏
spat
P; 𝑡 .

Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå îáúåìíîé ñèëû â òî÷êå íå çà-
âèñèò îò ÷àñòè òåëà, ñîäåðæàùåé äàííóþ òî÷êó:

∀𝑡 ∈ T : 𝛽mat
𝑡 ∈ Sec(κ*

𝑡𝑇
*P ⊗ Λ𝑛(𝑇 *B)).

∀𝑡 ∈ T : 𝛽spat
𝑡 ∈ Sec(𝜄*Sκ𝑡

𝑇 *P ⊗ Λ𝑛(𝑇 *Sκ𝑡
)).

Â ýòîé ñâÿçè, òîëüêî ïîâåðõíîñòíàÿ ñèëà çàâèñèò îò ÷àñòè. Ñåìåéñòâî
{(𝛽mat

𝑡 , 𝜏mat
P; 𝑡 )}P∈Part(B), 𝑡∈T ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìó ñèë íàB â ìàòåðèàëüíîì

îïèñàíèè, à ñåìåéñòâî {(𝛽spat
𝑡 , 𝜏 spatP; 𝑡 )}P∈Part(B), 𝑡∈T ïðåäñòàâëÿåò ñèñòåìó

ñèë íàB â ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèè. Òàêèì îáðàçîì, ñóììàðíàÿ ñèëà
𝐹𝑡, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòü P â ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ T, åñòü ôóíêöèîíàë,
çàäàííûé íà ñêîðîñòÿõ. Â ìàòåðèàëüíîì è ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèÿõ
îí ïðåäñòàâëåí çíà÷åíèÿìè

𝐹mat
𝑡 (𝑉 ) :=

∫︁
P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝛽
mat
𝑡 +

∫︁
𝜕P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝜏
mat
P; 𝑡 , (16.3.1)

𝐹 spat
𝑡 (𝑣) :=

∫︁
κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟ 𝛽
spat
𝑡 +

∫︁
𝜕κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟ 𝜏
spat
P; 𝑡 . (16.3.2)

3.2. Гиперплоскости с инклинацией

Ïîíÿòèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðåäïîëàãàåò âîçìîæíîñòü âûáðàòü ãè-
ïåðïëîñêîñòü (ïîâåðõíîñòíûé ýëåìåíò) ñ çàäàííîé îðèåíòàöèåé. Äëÿ
ýòîé öåëè íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîëå åäèíè÷-
íûõ íîðìàëüíûõ âåêòîðîâ. Âìåñòå ñ òåì, íà òåëå B íå çàäàíà ðèìàíî-
âà ìåòðèêà 𝐺; îíà äîëæíà áûòü ïîëó÷åíà èç îïðåäåëåííûõ ôèçè÷åñêèõ
ðàññóæäåíèé, êîòîðûå ìîãóò èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå íàïðÿæåíèé. Â ýòîé
ñâÿçè, íåîáõîäèì ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íàïðÿæåíèé íà B áåç àïåëëÿöèè ê
ìåòðèêå. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîíÿòèå îðèåíòèðîâàííîé ãè-
ïåðïëîñêîñòè äîëæíî áûòü ââåäåíî íåçàâèñèìûì îò ìåòðèêè ñïîñîáîì.
Â ðàáîòå [7] ïðåäëîæåíî îïðåäåëåíèå îðèåíòèðîâàííîé ãèïåðïëîñêîñòè
íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ãèïåðïëîñêîñòè ñ èíêëèíàöèåé.
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Ïóñòü dimB = 𝑛, à X ∈ B. Ðàññìîòðèì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî
𝑇XB. Ïîä гиперплоскостью 𝐻X â òî÷êå X áóäåì ïîíèìàòü (𝑛−1)-ìåðíîå
âåêòîðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 𝑇XB. Îáîçíà÷èì ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãèïåð-
ïëîñêîñòåé â òî÷êå X ÷åðåç 𝐺𝑛−1(𝑇XB). Ìíîæåñòâî 𝐺𝑛−1(𝑇XB) ìîæåò
áûòü ñíàáæåíî ñòðóêòóðîé (𝑛 − 1)-ìåðíîãî ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êî-
òîðîå íàçûâàåòñÿ многообразием Грассмана [5, 8]. Îáúåäèíåíèå

𝐺𝑛−1(𝑇B) =
∐︁
X∈B

𝐺𝑛−1(𝑇XB),

ïðåäñòàâëÿåò òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî расслоения Грассмана.
Ïóñòü 𝐻X � ãèïåðïëîñêîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ann(𝐻X) := {𝜈 ∈ 𝑇 *
XB | ∀𝑢 ∈ 𝐻X : 𝜈(𝑢) = 0}

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ àííóëÿòîðîâ𝐻X. Ïîñêîëüêó dimAnn(𝐻X) =
1, òî

∀𝜈 ∈ Ann(𝐻X) : ker 𝜈 =

{︃
𝑇XB, 𝜈 = 0,

𝐻X, 𝜈 ̸= 0.

Èñïîëüçóÿ ïðîñòðàíñòâî àííóëÿòîðîâ Ann(𝐻X), ìîæíî âûäåëèòü
сторону 𝐻X. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼𝐻X

íà 𝑇XB ∖𝐻X:

∀𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑇XB ∖𝐻X : (𝑢1 ∼𝐻X
𝑢2) ⇔ (∃𝜈 ∈ Ann(𝐻X) : 𝜈(𝑢1)𝜈(𝑢2) > 0).

Åñëè 𝜈(𝑢1)𝜈(𝑢2) > 0 äëÿ íåêîòîðîãî 𝜈 ∈ Ann(𝐻X), òî îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî 𝜈 ̸= 0. Ëþáîé äðóãîé íåíóëåâîé êîâåêòîð ̃︀𝜈 ∈ Ann(𝐻X) ìîæåò
áûòü âûðàæåí ÷åðåç 𝜈: ̃︀𝜈 = 𝛼𝜈, äëÿ íåêîòîðîãî 𝛼 ∈ R. Òàêèì îáðàçîì,̃︀𝜈(𝑢1)̃︀𝜈(𝑢2) > 0 è îòíîøåíèå ∼𝐻X

îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Åñëè 𝑢1 ∼𝐻X
𝑢2,

òî ìû ñêàæåì, ÷òî векторы 𝑢1 и 𝑢2 находятся на одной стороне 𝐻X.
Åñëè æå 𝑢1 ≁𝐻X

𝑢2, òî òîãäà ñêàæåì, ÷òî векторы 𝑢1 и 𝑢2 находятся
на противоположных сторонах 𝐻X. Çàìåòèì, ÷òî åñëè 𝑢 ∈ 𝑇XB∖𝐻X

òî âåêòîðû 𝑢 è −𝑢 íàõîäÿòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ. Òàêèì îá-
ðàçîì, ôàêòîðìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ � äâóõ сторон 𝐻X:

(𝑇XB ∖𝐻X)/ ∼𝐻X
= {[𝑢], [−𝑢]}.

Гиперплоскостью с инклинацией íàçîâåì ëþáóþ èç ïàð ℎX =
(𝐻X, [𝑢]) è −ℎX = (𝐻X, [−𝑢]). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñ
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èíêëèíàöèåé â òî÷êå X îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇XB). Îïðåäåëèì îòîáðà-

æåíèå

𝑝X : 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇XB) → 𝐺𝑛−1(𝑇XB), 𝑝X(𝐻X, [𝑢]) := 𝐻X,

¾ñòèðàþùåå¿ èíêëèíàöèþ.
Ïóñòü ñíîâà 𝐻X � ãèïåðïëîñêîñòü. Âûáîð положительной инкли-

нации îçíà÷àåò âûáîð â òî÷íîñòè îäíîãî èç êëàññîâ (𝑇XB ∖𝐻X)/ ∼𝐻X
.

Ïóñòü ℎX = (𝐻X, [𝑣]) � ãèïåðïëîñêîñòü 𝐻X âìåñòå ñ âûáðàííîé ïîëîæè-
òåëüíîé èíêëèíàöèåé. Îáîçíà÷èì

Ann+(𝐻X) := {𝜈 ∈ Ann(𝐻X) | ∀𝑢 ∈ [𝑣] : 𝜈(𝑢) > 0}.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùåå îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼X,+ íà 𝑇 *
XB ∖ {0}:

∀𝜈1, 𝜈2 ∈ 𝑇 *
XB ∖ {0} : (𝜈1 ∼X,+ 𝜈2) ⇔ (∃𝑎 > 0 : 𝜈2 = 𝑎𝜈1).

Ïî îïðåäåëåíèþ, ëþáàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ èç Ann+(𝐻X) ñâÿçàíà îòíîøåíè-
åì∼X,+. Ýòî âëå÷åò âêëþ÷åíèåAnn

+(𝐻X) ∈ (𝑇 *
XB∖{0})/ ∼X,+. Ïîñêîëü-

êó ëþáîé íåíóëåâîé êîâåêòîð 𝜈 ∈ 𝑇 *
XB îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ ãèïåð-

ïëîñêîñòü, ker 𝜈, òî ïðîñòðàíñòâà 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇XB) è (𝑇 *

XB∖{0})/ ∼X,+ ìîæíî
îòîæäåñòâèòü. Âûáèðàÿ ëþáîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå9 íà 𝑇XB, ìîæíî
îòîæäåñòâèòü Ann+(𝐻X) ñ åäèíè÷íûì íîðìàëüíûì âåêòîðîì ê 𝐻X. Òà-
êèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî 𝐺⊥

𝑛−1(𝑇XB) ìîæíî ñíàáäèòü ãëàäêîé ñòðóêòó-
ðîé (𝑛− 1)-ìåðíîé ñôåðû. Îáîçíà÷èì

𝐺⊥
𝑛−1(𝑇B) =

∐︁
X∈B

𝐺⊥
𝑛−1(𝑇XB).

Ïðèõîäèì ê ðàññëîåíèþ 𝜋 : (𝐺⊥
𝑛−1(𝑇B) → B è ìîðôèçìó

𝑝 : 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇B) → 𝐺𝑛−1(𝑇B).

ÏóñòüP ∈ Part(B)� íåêîòîðàÿ ÷àñòü òåëà. Âûáåðåì òî÷êó X ∈ 𝜕P è
ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî CuX;B âñåâîçìîæíûõ ãëàäêèõ êðèâûõ 𝜒 : [0, 𝜀[→
B, 𝜀 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

9Это скалярное произведение играет техническую роль и не требует метрики на
B. Если (𝑈, 𝜙) — карта на B, район действия которой содержит X, то на 𝑈 опреде-
ляется поле 𝐺 = 𝜙*𝐺, где 𝐺 — риманова метрика на R𝑛. Тогда значение 𝐺X поля 𝐺
представляет скалярное произведение на 𝑇XB.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß604 Ãë. 16. Íååâêëèäîâà ìåõàíèêà êîíòèíóóìà

(i) 𝜒(0) = X;

(ii) 𝜒(]0, 𝜀[) ⊂ B ∖P.
Èíûìè ñëîâàìè, âñå êðèâûå èç ìíîæåñòâà CuX;B ïðîõîäÿò ÷åðåç X è
ëåæàò âíå P. Êàæäûé âåêòîð èç10 𝑇XB ∖ 𝑇X𝜕P, êàñàòåëüíûé ê íåêîòî-
ðîé êðèâîé 𝜒 èç CuX;B â òî÷êå X, îáúÿâëÿåòñÿ âíåøíèì (ïî îòíîøåíèþ
ê P). Åñëè 𝑢 � âíåøíèé âåêòîð, òî âûáåðåì ãèïåðïëîñêîñòü ñ èíêëè-
íàöèåé ℎX := (𝑇X𝜕P, [𝑢]). Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ X ∈ 𝜕P,
ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü {ℎX}X∈𝜕P ¾ìàòåðèàëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ ýëåìåí-
òîâ ñ âíåøíåé îðèåíòàöèåé¿.

3.3. Сечение Пиолы

Ìû ñíîâà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íèêàêîé ìåòðèêè íà òåëå B íå îïðåäå-
ëåíî. Ïóñòü 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T � ãëàäêîå äâèæåíèå. Ïîíÿòèå ãèïåðïëîñêîñòè
ñ èíêëèíàöèåé ïîçâîëÿåò ïðèäàòü ïîñòóëàòó Êîøè òî÷íûé ñìûñë.

Расслоение плотности взаимодействия

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ðàññëîåíèå

𝜋 : κ*
𝑡𝑇

*P ⊗ Λ𝑛−1(𝐺*
𝑛−1(𝑇B)) → 𝐺𝑛−1(𝑇B),

ñëîé êîòîðîãî åñòü 𝑇 *
κ𝑡(X)

P⊗Λ𝑛−1(𝐻*
X). ¾Pullback¿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ ïî-

ñðåäñòâîì ìîðôèçìà 𝑝 : 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇B) → 𝐺𝑛−1(𝑇B) äàåò̃︀𝜋 : 𝑝*

(︀
κ*
𝑡𝑇

*P ⊗ Λ𝑛−1(𝐺*
𝑛−1(𝑇B))

)︀
→ 𝐺⊥

𝑛−1(𝑇B).

Ñëåäóÿ ðàáîòå [7] ìû íàçûâàåì ïîëó÷åííîå ðàññëîåíèå расслоением
плотности взаимодействия11. Âñå ãîòîâî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîð-
ìóëèðîâêè ïîñòóëàòà Êîøè.

Постулат Коши

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Äëÿ êàæ-
äîãî ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ T ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå

𝜏𝑃𝑡 : 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇B) → 𝑝*

(︀
κ*
𝑡𝑇

*P ⊗ Λ𝑛−1(𝐺*
𝑛−1(𝑇B))

)︀
,

10Пространство 𝑇X𝜕P есть (𝑛− 1)-мерная гиперплоскость 𝑇XB.
11В работе [7] используется термин interaction density bundle.
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íàçûâàåìîå сечением Пиолы12, òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ÷àñòè P ∈
Part(B) è ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà {ℎX}X∈𝜕P ãèïåðïëîñêîñòåé ñ èí-
êëèíàöèåé â òî÷êàõ 𝜕P ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀X ∈ 𝜕P : 𝜏mat
P; 𝑡 (X) = 𝜏𝑃𝑡 (ℎX).

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîñòóëàòà Êîøè â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ñîãëàñíî êîòîðîìó âåêòîð ïëîòíîñòè êîíòàêòíûõ ñèë çàâèñèò
ëèøü îò òî÷êè ïîâåðõíîñòè è íîðìàëè ê íåé.

Форма напряжений Пиолы

Íàøåé ñëåäóþùåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàòü 𝜏mat
P; 𝑡 , 𝑡 ∈ T, ñ êîâåêòîð-

íîçíà÷íîé формой напряжений Пиолы

𝑃𝑡 ∈ Sec(κ*
𝑡𝑇

*P ⊗ Λ𝑛−1(𝑇 *B)), (16.3.3)

îïðåäåëåííîé íàB. Äëÿ ëþáîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè X ∈ B âûáåðåì ïðî-
èçâîëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü ñ èíêëèíàöèåé ℎX = (𝐻X, [𝑣]). Îòîáðàæåíèå
𝜄𝐻X

: 𝐻X → 𝑇XB ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâèå

𝐼* : 𝑇 *
κ𝑡(X)

P ⊗ Λ𝑛−1(𝑇 *
XB) → 𝑇 *

κ𝑡(X)
P ⊗ Λ𝑛−1(𝐻*

X),

òàêîå, ÷òî

𝐼*(𝜔)(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1) := 𝜔(𝜄𝐻X
𝑢1, . . . , 𝜄𝐻X

𝑢𝑛−1).

Îïðåäåëèì ýëåìåíò13

𝜄*ℎX(𝑃𝑡(X)) ∈ 𝑇 *
κ𝑡(X)

P ⊗ Λ𝑛−1(𝐻*
X),

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝜄*ℎX(𝑃𝑡(X))(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1) := 𝐼*(𝑃𝑡(X))(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1),

12В работе [7] сечение 𝜏𝑡 называлось сечением Коши. Вместе с тем, поскольку это
сечение определено на теле, то термин «сечение Пиолы» представляется более пред-
почтительным.

13В работе [7] для названия этого элемента используется термин inclined

restriction of 𝑃𝑡(X).
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åñëè óïîðÿäî÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü (𝑣, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1) ïîëîæèòåëüíî îðè-
åíòèðîâàíà, è

𝜄*ℎX(𝑃𝑡(X))(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1) := −𝐼*(𝑃𝑡(X))(𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1),

åñëè (𝑣, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1) îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàíà. Ýòî îïðåäåëåíèå
âëå÷åò òðåòèé çàêîí Íüþòîíà â ôîðìå

𝜄*−ℎX(𝑃𝑡(X)) = −𝜄*ℎX(𝑃𝑡(X)).

Ïîñëîéíîå îòîáðàæåíèå ℎ ↦→ 𝜄*ℎ(𝑃𝑡) èãðàåò ðîëü ñå÷åíèÿ Ïèîëû.

Теорема Коши

Ôèíàëüíîé ñòàäèåé ïîñòðîåíèé ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Êî-
øè [7]. Ñëåäóþùàÿ ñîâîêóïíîñòü ïóíêòîâ ñîñòàâëÿåò îáîáùåííûé âîñòó-
ëàò Êîøè äëÿ ñèñòåìû ñèë14 {(𝛽mat

𝑡 , 𝜏mat
P; 𝑡 )}P∈Part(B), 𝑡∈T:

(i) Ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå Ïèîëû

𝜏𝑃𝑡 : 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇B) → 𝑝*

(︀
κ*
𝑡𝑇

*P ⊗ Λ𝑛−1(𝐺*
𝑛−1(𝑇B))

)︀
,

òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîé ÷àñòè P ∈ Part(B),

𝜏mat
P; 𝑡 (X) = 𝜏𝑃𝑡 (ℎX),

ãäå ℎX � ãèïåðïëîñêîñòü ñ ¾âíåøíåé¿ èíêëèíàöèåé â òî÷êåX ∈ 𝜕P.

(ii) Ñå÷åíèå Ïèîëû 𝜏𝑃𝑡 íåïðåðûâíî.

(iii) Ñóùåñòâóåò êîâåêòîðíîçíà÷íàÿ ôîðìà 𝜍𝑡 ∈ Sec(κ*
𝑡𝑇

*P ⊗
Λ𝑛−1(𝑇 *B)), òàêàÿ, ÷òî

|𝐹mat
𝑡 (𝑉 )| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒∫︁
P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝛽
mat
𝑡 +

∫︁
𝜕P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝜏
mat
P; 𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ⩽ ∫︁

P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝜍𝑡,

äëÿ ëþáîé ÷àñòè P.

14В работе [7] к этой совокупности добавлено требование независимости плотности
объемных сил от части тела. Но мы это уже постулировали ранее.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ êîâåêòîðíîçíà÷íàÿ ôîðìà 𝑃𝑡 (16.3.3),
òàêàÿ, ÷òî

𝜏mat
P; 𝑡 = 𝜄*ℎ(𝑃𝑡),

èëè, ïîòî÷å÷íî,

∀X ∈ 𝜕P : 𝜏mat
P; 𝑡 (X) = 𝜄*ℎX(𝑃𝑡(X)).

Ýòî îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèÿ 𝜏mat
P; 𝑡 = 𝑃 𝑡[𝑁 ], âûïîëíÿþùåãîñÿ â êëàññè-

÷åñêîé ìåõàíèêå.

3.4. Сечение Коши

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé Êîøè íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ôîð-
ìû òåëà B. Â îòëè÷èå îò íàïðÿæåíèé Ïèîëû, ìîæíî èñïîëüçîâàòü äî-
ïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, ïðåäîñòàâëåííóþ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé 𝑔
ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà P [7]. Âìåñòå ñ òåì, â ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì
ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ãèïåðïëîñêîñòÿìè ñ èíêëèíàöèåé, êàê äëÿ ìàòåðè-
àëüíîãî, òàê è äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñàíèé.

Гиперплоскости с инклинацией для форм

Ïóñòü 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T � ãëàäêîå äâèæåíèå. Çàôèêñèðóåì 𝑡 ∈ T è
ðàññìîòðèì ôîðìó Sκ𝑡

òåëà B. Åñëè x ∈ Sκ𝑡
òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ

(𝑛 − 1)-ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ 𝐻x ⊂ 𝑇xSκ𝑡
(ãèïåðïëîñ-

êîñòåé â òî÷êå x) îáðàçóåò ìíîãîîáðàçèå Ãðàññìàíà 𝐺𝑛−1(𝑇xSκ𝑡
). Òà-

êèì îáðàçîì, òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ Ãðàññìàíà èìååò âèä
𝐺𝑛−1(Sκ𝑡

) =
⨆︀

x∈Sκ𝑡
𝐺𝑛−1(𝑇xSκ𝑡

).

Ïîñêîëüêó ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî P ñíàáæåíî ìåòðèêîé 𝑔, òî ýòó
ìåòðèêó ìîæíî îòîáðàçèòü íà Sκ𝑡

: 𝑔(Sκ𝑡) = 𝜄*Sκ𝑡
𝑔. Äëÿ òî÷êè x ∈ Sκ𝑡

è ëþáîé ãèïåðïëîñêîñòè 𝐻x ⊂ 𝑇xSκ𝑡
ìîæíî çàïèñàòü ïðÿìóþ ñóììó

𝑇xSκ𝑡
= 𝐻x⊕𝐻⊥

x , â êîòîðîé 𝐻
⊥
x � îäíîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,

𝐻⊥
x := {𝑢 ∈ 𝑇xSκ𝑡

| ∀𝑣 ∈ 𝐻x : 𝑔(Sκ𝑡)(𝑣, 𝑢) = 0}.

Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð 𝑛 ∈ 𝐻⊥
x . Ïî ïîñòðîåíèþ, êîâåêòîð

𝑛♭ := 𝑔
(Sκ𝑡)
x (𝑛, ·) ÿâëÿåòñÿ àííóëÿòîðîì 𝐻x; ker𝑛♭ = 𝐻x, ÷òî âëå÷åò

𝑛♭ ∈ Ann(𝐻X). Ñëåäîâàòåëüíî, êîâåêòîð 𝑛
♭ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ

ïðîâåðêè âåêòîðîâ 𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑇xSκ𝑡
∖𝐻x íà ñâîéñòâî ¾áûòü ïî îäíó ñòîðîíó
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îò¿ 𝐻x (𝑛♭(𝑢1)𝑛
♭(𝑢2) > 0) èëè íà ñâîéñòâî ¾áûòü ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò¿

𝐻x (𝑛♭(𝑢1)𝑛
♭(𝑢2) < 0). Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼𝐻x

íà 𝑇xSκ𝑡
∖𝐻x â

ýòîì ñëó÷àå ìîæåò áûòü ââåäåíî ñëåäóþùèì ÷àñòíûì îáðàçîì:

∀𝑢1, 𝑢2 ∈ 𝑇xSκ𝑡
∖𝐻x : (𝑢1 ∼𝐻x

𝑢2) ⇔ (𝑛♭(𝑢1)𝑛
♭(𝑢2) > 0).

Ôàêòîðìíîæåñòâî ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ � äâóõ сторон 𝐻x:

(𝑇xSκ𝑡
∖𝐻x)/ ∼𝐻x

= {[𝑢], [−𝑢]}.

Òîãäà ïîä гиперплоскостью с инклинацией áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ
èç ïàð ℎx = (𝐻x, [𝑢]) è −ℎx = (𝐻x, [−𝑢]). Ïðèõîäèì ê ñîâîêóïíîñòè
𝐺⊥
𝑛−1(𝑇xSκ𝑡

) âñåõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñ èíêëèíàöèåé â òî÷êå x ∈ Sκ𝑡
è ê

ðàññëîåíèþ

𝐺⊥
𝑛−1(𝑇Sκ𝑡

) =
∐︁

x∈Sκ𝑡

𝐺⊥
𝑛−1(𝑇xSκ𝑡

).

Расслоение плотности взаимодействия и инклинация для края

Îïðåäåëèì ðàññëîåíèå

𝜋 : 𝜄*Sκ𝑡
𝑇 *P ⊗ Λ𝑛−1(𝐺*

𝑛−1(𝑇Sκ𝑡
)) → 𝐺𝑛−1(𝑇Sκ𝑡

),

ñëîåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ 𝑇 *
xP ⊗ Λ𝑛−1(𝐻*

x) è îïðåäåëèì ìîðôèçì

𝑝 : 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇Sκ𝑡

) → 𝐺𝑛−1(𝑇Sκ𝑡
),

êîòîðûé ïîñëîéíî îòîáðàæàåò (𝐻x, [𝑢]) â 𝐻x. Òîãäà ïðèõîäèì ê ðàññëî-
åíèþ ïëîòíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ

̃︀𝜋 : 𝑝*
(︁
𝜄*Sκ𝑡

𝑇 *P ⊗ Λ𝑛−1(𝐺*
𝑛−1(𝑇Sκ𝑡

)
)︁
→ 𝐺⊥

𝑛−1(𝑇Sκ𝑡
).

Ôèêñèðóåì ìîìåíò âðåìåíè 𝑡 ∈ T è ÷àñòü P ∈ Part(B). Âûáåðåì
òî÷êó x ∈ 𝜕κ𝑡(P). Êàê è â ñëó÷àå òåëà, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Cux; κ𝑡(P)

âñåõ ãëàäêèõ êðèâûõ 𝜒 : [0, 𝜀[→ Sκ𝑡
, 𝜀 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

(i) 𝜒(0) = x;

(ii) 𝜒(]0, 𝜀[) ⊂ Sκ𝑡
∖ κ𝑡(P).
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Êàæäûé âåêòîð èç 𝑇xSκ𝑡
∖𝑇x𝜕κ𝑡(P), êàñàòåëüíûé ê íåêîòîðîé êðèâîé 𝜒

èç Cux; κ𝑡(P) â x, ìîæåò áûòü îáúÿâëåí âíåøíèì (îòíîñèòåëüíî κ𝑡(P)).
Åñëè 𝑢 � âíåøíèé âåêòîð, òî âûáåðåì ãèïåðïëîñêîñòü ñ èíêëèíàöèåé
ℎ𝑡,x := (𝑇x𝜕κ𝑡(P), [𝑢]). Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó äëÿ âñåõ x ∈ 𝜕κ𝑡(P),
ïðèõîäèì ê ñåìåéñòâó {ℎ𝑡,x}x∈𝜕κ𝑡(P) ¾ïðîñòðàíñòâåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ
ýëåìåíòîâ ñ âíåøíåé îðèåíòàöèåé¿.

Постулат Коши

Ïîñòóëàò Êîøè äëÿ ñëó÷àÿ ôîðì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Äëÿ
êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè 𝑡 ∈ T ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå

𝜏𝐶𝑡 : 𝐺⊥
𝑛−1(𝑇Sκ𝑡

) → 𝑝*
(︁
𝜄*Sκ𝑡

𝑇 *P ⊗ Λ𝑛−1(𝐺*
𝑛−1(𝑇Sκ𝑡

)
)︁
,

íàçûâàåìîå сечением Коши, òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé ÷àñòè P ∈ Part(B)
è ñîîòâåòñòâóþùåãî ñåìåéñòâà {ℎ𝑡,x}x∈Sκ𝑡

ãèïåðïëîñêîñòåé ñ èíêëèíà-
öèåé, ïîñòðîåííîãî äëÿ êðàÿ 𝜕κ𝑡(P) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∀x ∈ 𝜕κ𝑡(P) : 𝜏 spatP; 𝑡 (x) = 𝜏𝐶𝑡 (ℎ𝑡,x).

Форма напряжений Коши

Êàê è â ñëó÷àå òåëà, ìîæíî ñâÿçàòü 𝜏 spatP; 𝑡 , 𝑡 ∈ T, ñ êîâåêòîðíîçíà÷íîé
формой напряжений Коши

𝑇𝑡 ∈ Sec(𝜄*Sκ𝑡
𝑇 *P ⊗ Λ𝑛−1(𝑇 *Sκ𝑡

)), (16.3.4)

îïðåäåëåííîé íà Sκ𝑡
. Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèåì òåîðåìû Êîøè áóäåò

ðàâåíñòâî

𝜏 spatP; 𝑡 = 𝜄*ℎ𝑡(𝑇𝑡),

èëè, ïîòî÷å÷íî,

∀x ∈ 𝜕κ𝑡(P) : 𝜏 spatP; 𝑡 (x) = 𝜄*ℎ𝑡, x(𝑇𝑡(x))

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòíîøåíèÿ 𝜏 spatP; 𝑡 = 𝑇 𝑡[𝑛] êëàññè-
÷åñêîé ìåõàíèêè.
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3.5. Выражения для мощности в терминах напряже-

ний Коши и Пиола

Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T � ãëàäêîå äâèæåíèå, à
{(𝛽mat

𝑡 , 𝜏mat
P; 𝑡 )}P∈Part(B), 𝑡∈T, {(𝛽spat

𝑡 , 𝜏 spatP; 𝑡 )}P∈Part(B), 𝑡∈T � ñèñòåìû ñèë. Ôîð-
ìà íàïðÿæåíèé Ïèîëà (16.3.3) îïðåäåëåíà íà òåëå B, à ôîðìà íàïðÿæå-
íèé Êîøè (16.3.4) � íà ôîðìàõ Sκ𝑡

, 𝑡 ∈ T.
Åñëè P ∈ Part(B), òî âûðàæåíèÿ äëÿ ìîùíîñòè (16.3.1) è (16.3.2) â

ìàòåðèàëüíîì è ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèÿõ ïðèíèìàþò âèä

𝐹mat
𝑡 (𝑉 ) =

∫︁
P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝛽
mat
𝑡 +

∫︁
𝜕P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝜄
*
ℎ(𝑃𝑡),

𝐹 spat
𝑡 (𝑣) =

∫︁
κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟ 𝛽
spat
𝑡 +

∫︁
𝜕κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟ 𝜄
*
ℎ𝑡
(𝑇𝑡).

Â äàëüíåéøåì áóäåì îïóñêàòü ñèìâîëû 𝜄*ℎ è 𝜄
*
ℎ𝑡
è ïèñàòü

𝐹mat
𝑡 (𝑉 ) =

∫︁
P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝛽
mat
𝑡 +

∫︁
𝜕P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟𝑃𝑡,

𝐹 spat
𝑡 (𝑣) =

∫︁
κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟ 𝛽
spat
𝑡 +

∫︁
𝜕κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟𝑇𝑡.
(16.3.5)

3.6. Переход от пространственного описания к мате-

риальному

Ôîðìû íàïðÿæåíèé Ïèîëà è Êîøè îïðåäåëåíû íåçàâèñèìî è âîçíè-
êàþò â âûðàæåíèÿõ (16.3.5) äëÿ 𝐹mat

𝑡 è 𝐹 spat
𝑡 . Âìåñòå ñ òåì, ýòè âûðàæå-

íèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè îäíîé è òîé æå ðåçóëüòèðóþùåé ñèëû â
ìàòåðèàëüíîì è ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèÿõ.

Преобразование Пиолы

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ
âûðàæåíèé â (16.3.5), ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëàì ïî êðàþ, ðàññìîò-
ðèì ãëàäêîå äâèæåíèå 𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T è ñèñòåìû ñèë {𝜏mat

P; 𝑡 }P∈Part(B), 𝑡∈T,
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{𝜏 spatP; 𝑡 }P∈Part(B), 𝑡∈T. Ïðè ýòîì, îáúåìíûå ñèëû îòñóòñòâóþò. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè 𝑡 ∈ T ïîòðåáóåì, ÷òîáû∫︁

𝜕P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟𝑃𝑡 =
∫︁

𝜕κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟𝑇𝑡.

Íàïîìíèì, ÷òî 𝑣𝑡 = 𝑉𝑀 ; 𝑡 ∘ ̂︀κ−1
𝑡 è ïðåäïîëîæèì, ÷òî ̂︀κ𝑡 ÿâëÿåòñÿ äèô-

ôåîìîðôèçìîì, ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ15 äëÿ êàæäîãî 𝑡 ∈ T. Òîãäà
òåîðåìà î çàìåíå ïåðåìåííûõ äàåò ðàâåíñòâî∫︁

𝜕P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟𝑃𝑡 =
∫︁
𝜕P

̂︀κ*
𝑡 (𝑣𝑡 ⌟𝑇𝑡).

Ïóñòü (𝑒𝑖)
𝑚
𝑖=1 ⊂ Vec(P) � ðåïåð íà P. Òîãäà èìååì ðàçëîæåíèÿ

𝑣𝑡 = 𝑣𝑖𝑡𝑒𝑖, 𝑇𝑡 = 𝑇 · ·
𝑖𝛼 𝑒

𝑖 ⊗ 𝜔𝛼𝑡 ,

â êîòîðûõ 𝜔𝛼𝑡 ∈ Ω𝑛−1(𝑇 *Sκ𝑡
). Â ýòîé ñâÿçè, 𝑣𝑡 ⌟𝑇𝑡 = 𝑣𝑖𝑡𝑇

· ·
𝑖𝛼𝜔

𝛼
𝑡 è

̂︀κ*
𝑡 (𝑣𝑡 ⌟𝑇𝑡) = (𝑣𝑖𝑡 ∘ ̂︀κ𝑡)(𝑇 · ·

𝑖𝛼 ∘ ̂︀κ𝑡)̂︀κ*
𝑡𝜔

𝛼
𝑡 =

= (𝑣𝑖𝑡 ∘ ̂︀κ𝑡)(𝑒𝑖 ∘ ̂︀κ𝑡) ⌟(𝑇 · ·
𝑗𝛼 ∘ ̂︀κ𝑡)(𝑒𝑗 ∘ ̂︀κ𝑡)⊗ ̂︀κ*

𝑡𝜔
𝛼
𝑡 .

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå, êîòîðîå îñóùåñòâëÿåò ¾pullback¿ ¾ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ÷àñòè¿ êîâåêòîðíîçíà÷íîé ôîðìû:̂︀κ*2

𝑡 : Sec(𝜄*Sκ𝑡
𝑇 *P ⊗ Λ𝑛−1(𝑇 *Sκ𝑡

)) → Sec(κ*
𝑡𝑇

*P ⊗ Λ𝑛−1(𝑇 *B)),̂︀κ*2
𝑡 (𝜗⊗ 𝜔) := (𝜗 ∘ ̂︀κ𝑡)⊗ ̂︀κ*

𝑡𝜔.
(16.3.6)

Áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå ̂︀κ*2
𝑡 ÷àñòè÷íûì ¾pullback¿-îòîáðàæåíèåì.

Çäåñü 𝜗 ∘ ̂︀κ𝑡 � êîìïîçèöèÿ äèôôåîìîðôèçìà ̂︀κ𝑡 è ñå÷åíèÿ 𝜗 êîêàñà-
òåëüíîãî ðàññëîåíèÿ 𝜄*Sκ𝑡

𝑇 *P. Èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ (16.3.6) è ðàâåíñòâî

𝑉𝑀 ; 𝑡 = (𝑣𝑖𝑡 ∘ ̂︀κ𝑡)(𝑒𝑖 ∘ ̂︀κ𝑡), ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ̂︀κ*
𝑡 (𝑣𝑡 ⌟𝑇𝑡) = 𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ ̂︀κ*2

𝑡 (𝑇𝑡).

15Диффеоморфизм называется сохраняющим ориентацию, если его касательное
отображение переводит ориентированные базисы области определения в ориентиро-
ванные базисы области прибытия [5]. Таким образом, движение𝑀 предполагается не
только гладким, но еще и сохраняющим ориентацию. Это требование к𝑀 появляется
здесь впервые. Отметим, что в классическом случае требование, чтобы деформация 𝛾
сохраняла ориентацию сводится к следующему условию на ее градиент 𝐹 : det𝐹 > 0.
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Íàêîíåö, ∫︁
𝜕P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟𝑃𝑡 =
∫︁
𝜕P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ ̂︀κ*2
𝑡 (𝑇𝑡).

Ïîñêîëüêó P è 𝑉𝑀 ; 𝑡 ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, òî çàêëþ÷àåì îòñþäà,
÷òî

𝑃𝑡 = ̂︀κ*2
𝑡 𝑇𝑡. (16.3.7)

Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ Ïèîëû.

Преобразование объемных сил

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå äâèæåíèå𝑀 = {κ𝑡}𝑡∈T è ñèñòåìû ñèë {𝛽mat
𝑡 }𝑡∈T,

{𝛽spat
𝑡 }𝑡∈T. Òåïåðü óæå ïîâåðõíîñòíûå ñèëû îòñóòñòâóþò. Äëÿ êàæäîãî

𝑡 ∈ T ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî∫︁
P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝛽
mat
𝑡 =

∫︁
κ𝑡(P)

𝑣𝑡 ⌟ 𝛽
spat
𝑡 .

Ñíîâà ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî äèôôåîìîðôèçì ̂︀κ𝑡 ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ äëÿ
êàæäîãî 𝑡 ∈ T è èñïîëüçóÿ òåîðåìó î çàìåíå ïåðåìåííûõ, ïðèõîäèì ê
ðàâåíñòâó ∫︁

P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝛽
mat
𝑡 =

∫︁
P

̂︀κ*
𝑡 (𝑣𝑡 ⌟ 𝛽

spat
𝑡 ).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî ïðèâåëè ê ïðå-
îáðàçîâàíèþ Ïèîëû. Ïóñòü (𝑒𝑖)

𝑚
𝑖=1 ⊂ Vec(P) � ðåïåð íà P. Òîãäà èìååì

ðàçëîæåíèÿ:
𝑣𝑡 = 𝑣𝑖𝑡𝑒𝑖, 𝛽spat

𝑡 = 𝑒𝑖 ⊗ 𝜂𝑡; 𝑖,

ãäå 𝜂𝑡; 𝑖 ∈ Ω𝑛(𝑇 *Sκ𝑡
). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

̂︀κ*
𝑡 (𝑣𝑡 ⌟ 𝛽

spat
𝑡 ) = (𝑣𝑖𝑡 ∘ ̂︀κ𝑡)(𝑒𝑖 ∘ ̂︀κ𝑡) ⌟(𝑒𝑗 ∘ ̂︀κ𝑡)⊗ ̂︀κ*

𝑡 𝜂𝑡; 𝑗.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò ¾pullback¿ ¾ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ÷àñòè¿:

̂︀κ*2
𝑡 : Sec(𝜄*Sκ𝑡

𝑇 *P ⊗ Λ𝑛(𝑇 *Sκ𝑡
)) → Sec(κ*

𝑡𝑇
*P ⊗ Λ𝑛(𝑇 *B)),̂︀κ*2

𝑡 (𝜗⊗ 𝜔) := (𝜗 ∘ ̂︀κ𝑡)⊗ ̂︀κ*
𝑡𝜔.

(16.3.8)
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Èñïîëüçîâàíèå îòîáðàæåíèÿ (16.3.8) äàåò

̂︀κ*
𝑡 (𝑣𝑡 ⌟ 𝛽

spat
𝑡 ) = 𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ ̂︀κ*2

𝑡 (𝛽
spat
𝑡 ),

è ìû ïîëó÷àåì ∫︁
P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ 𝛽
mat
𝑡 =

∫︁
P

𝑉𝑀 ; 𝑡 ⌟ ̂︀κ*2
𝑡 (𝛽

spat
𝑡 ).

Ïîñêîëüêó P è 𝑉𝑀 ; 𝑡 ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðîèçâîëüíî, ïîëó÷àåì îêîí-
÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

𝛽mat
𝑡 = ̂︀κ*2

𝑡 𝛽
spat
𝑡 .

4. Материальное единообразие и структур-

ная неоднородность

4.1. Отклик

Â ðàìêàõ ìåõàíèêè êîíòèíóóìà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèçè÷åñêîå ñî-
ñòîÿíèå òåëà (ðàñïðåäåëåíèå óïðóãîé ýíåðãèè, íàïðÿæåíèé è ò.ä.) çàâè-
ñèò òîëüêî îò ôîðìû. Åñëè ôîðìà ìåíÿåòñÿ, òî è ôèçè÷åñêîå ñîñòîÿ-
íèå òîæå ìåíÿåòñÿ. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñîñòîÿ-
íèÿ òåëà B íåîáõîäèìî óêàçàòü ìíîæåñòâî 𝑅 óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ êîòîðûå ôîðìàëèçóþò ôèçè÷åñêèå âåëè÷è-
íû, îïðåäåëÿåìûå ïðèáîðîì (â ÷àñòíîñòè, 𝑅 ìîæåò ñîñòîÿòü èç êîâåê-
òîðíîçíà÷íûõ ôîðì, ïðåäñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåíèÿ). Ñëåäóÿ ðàáîòå [2]
íàçîâåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà 𝑅 дескрипторами отклика (response
descriptors). Â îáùåì ñëó÷àå îòêëèê òåëà B â òî÷êå X ∈ B ìîæåò
çàâèñåòü îò êîíôèãóðàöèè, òî åñòü,

RX : C(B; P) → 𝑅, RX(κ) = 𝑟, 𝑟 ∈ 𝑅. (16.4.1)

Òàêîé âèä çàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì îáùèì äëÿ öåëåé íàñòîÿùåé
ðàáîòû è äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ÷àñòíûé ñëó÷àé, ñîîòâåòñòâóþùèé
ðàçëîæåíèþ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß614 Ãë. 16. Íååâêëèäîâà ìåõàíèêà êîíòèíóóìà

4.2. Локальные конфигурации

Ðàññìîòðèì èäåþ ëîêàëèçàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè íàáëþäàòåëÿ
ïîìåñòèòü â ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó X, òî îí ñìîæåò ðàçëè÷àòü êîíôèãó-
ðàöèè ëèøü â ïðåäåëàõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Îãðàíè÷èìñÿ
инфинитезимальной локализацией первого порядка: êîíôèãóðà-
öèè, èìåþùèå îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ â òî÷êå X è îäèíàêîâûå ëèíåéíûå
ïðèáëèæåíèÿ, íåðàçëè÷èìû äëÿ íàáëþäàòåëÿ.

Âûáåðåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íà òåëå B è ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå P. Òîãäà äëÿ êîîðäèíàòíûõ ïðåäñòàâëåíèé ̃︀κ1, ̃︀κ2 êîíôèãóðàöèé
κ1, κ2 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ ïî ôîðìóëå Òåéëîðà:

̃︀κ𝑖
𝑠(
̃︀X+ ℎ) = ̃︀κ𝑖

𝑠(
̃︀X) + 𝜕̃︀κ𝑖

𝑠

𝜕X𝑗

⃒⃒⃒⃒
̃︀X ℎ

𝑗 +
1

2

𝜕2̃︀κ𝑖
𝑠

𝜕X𝑗𝜕X𝑘

⃒⃒⃒⃒
̃︀X ℎ

𝑗ℎ𝑘 + . . . ,

äëÿ 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑚} è 𝑠 = 1, 2. Çäåñü ̃︀X ∈ R𝑛 ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì êîîðäèíàò
X, à ℎ ∈ R𝑛 � ïðèðàùåíèåì. Òîãäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó èíôèíèòåçèìàëü-
íîé ëîêàëèçàöèè, êîíôèãóðàöèè κ1, κ2 íåðàçëè÷èìû äëÿ íàáëþäàòåëÿ
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

̃︀κ𝑖
1(
̃︀X) = ̃︀κ𝑖

2(
̃︀X), 𝜕̃︀κ𝑖

1

𝜕X𝑗

⃒⃒⃒⃒
̃︀X =

𝜕̃︀κ𝑖
2

𝜕X𝑗

⃒⃒⃒⃒
̃︀X , 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑚.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè êîíôèãóðàöèè íåðàçëè÷èìû ïî îòíîøåíèþ ê îäíîé
ïàðå ñèñòåì ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà B è P, òî îíè íåðàçëè÷èìû è â
äðóãîé,÷òî ñëåäóåò èç ïðàâèëà öåïíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Îòíîøåíèå
∼X ¾áûòü íåðàçëè÷èìûì â òî÷êå X¿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè íà C(B; P) è ìîæåò áûòü âûðàæåíî â áåñêîîðäèíàòíîé ôîðìå
ñëåäóþùèì îáðàçîì [2, 9, 10]:

(κ1 ∼X κ2) ⇔ (κ1(X) = κ2(X)) ∧ (𝑇Xκ1 = 𝑇Xκ2). (16.4.2)

Ñëåäóÿ ðàáîòå [2], ìû íàçûâàåì êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè 𝐾X = [κ]X ло-
кальной конфигурацией в точке X. Ïî îïðåäåëåíèþ, ëîêàëüíàÿ êîí-
ôèãóðàöèÿ ñîñòîèò èç êîíôèãóðàöèé, íåðàçëè÷èìûõ íàáëþäàòåëåì, ïî-
ìåùåííûì â òî÷êó X. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ ëîêàëüíûõ êîíôèãó-
ðàöèé (ôàêòîðìíîæåñòâî ïî îòíîøåíèþ ∼X) ÷åðåç CX(B; P).
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4.3. Локальная конфигурация как линейное отобра-

жение

Â ìåõàíèêå êîíòèíóóìà ñðàâíèâàþòñÿ äëèíû è íàïðàâëåíèÿ îòñ÷åò-
íûõ è àêòóàëüíûõ ôîðì èíôèíèòåçèìàëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ âîëîêîí,
êîòîðûå ôîðìàëèçóþòñÿ êàê êàñàòåëüíûå âåêòîðû èç ïðîñòðàíñòâà 𝑇XB.
Â ýòîé ñâÿçè, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇XB ê òåëó B ìîæåò áûòü èí-
òåðïðåòèðîâàíî êàê èíôèíèòåçèìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü X. Ëîêàëüíàÿ êîí-
ôèãóðàöèÿ 𝐾X ïîðîæäàåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, çàäàííîå íà 𝑇XB, ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

𝐾X : 𝑇XB → 𝑇κ(X)P, 𝐾X𝑢 := 𝑇Xκ(𝑢),

äëÿ κ ∈ 𝐾X. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè (16.4.2),
òàêîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî êîððåêòíî, òî åñòü, íå çàâèñèò
îò ïðåäñòàâèòåëÿ κ.

Ïîñêîëüêó ëîêàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæå-
íèåì, åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå äèàäíîãî ðàçëîæåíèÿ. Ïóñòü κ ∈ 𝐾X

ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé êîíôèãóðàöèåé. Âûáåðåì ãëàäêèå àòëàñû 𝐴B =
{(𝑈𝛼, 𝜙𝛼)}𝛼∈I è 𝐴P = {(𝑉𝛽, 𝜓𝛽)}𝛽∈J íà B è P è ïóñòü 𝛼 ∈ I òàêîé èí-
äåêñ, ÷òî X ∈ 𝑈𝛼, à 𝛽 ∈ J � èíäåêñ, äëÿ êîòîðîãî16 κ(X) ∈ 𝑉𝛽. Òîãäà
îòîáðàæåíèå ̃︀κ = 𝜓𝛽 ∘ κ ∘ 𝜙−1

𝛼 : (X𝑗)𝑛𝑗=1 ↦→ (x𝑖)𝑚𝑖=1

ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì κ â ïàðå êàðò (𝑈𝛼, 𝜙𝛼) è
(𝑉𝛽, 𝜓𝛽). Äëÿ ëîêàëüíîé êîíôèãóðàöèè èìååì ðàçëîæåíèå

𝐾X = 𝐾 𝑖 ·
·𝑗𝜕x𝑖|κ(X) ⊗ 𝑑X𝑗|X, 𝐾𝑖 ·

·𝑗 =
𝜕x𝑖

𝜕X𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝛼(X)

.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâî (P =E) è (𝑖𝑘)
𝑚
𝑘=1

� îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ òðàíñëÿöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà V, òî îòîá-
ðàæåíèå 𝐾X : 𝑇XB → V ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

𝐾X = 𝐾𝑘·
· 𝑙𝑖𝑘 ⊗ 𝑑X𝑙|X, 𝐾𝑘·

· 𝑙 =
𝜕x𝑘

𝜕X𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝛼(X)

.

Çäåñü ̃︀κ = D(o, (𝑖𝑘)𝑚𝑘=1)
∘ κ ∘ 𝜙−1

𝛼 .

16Заметим, что индекс 𝛽 не зависит от представителя κ.
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4.4. Простое тело

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêëèê òåëà B â òî÷êå X çàâèñèò òîëüêî îò ëî-
êàëüíûõ êîíôèãóðàöèé â X. Òî åñòü, âìåñòî (16.4.1) èìååì

RX : CX(B; P) → 𝑅, RX(𝐾X) = 𝑟. (16.4.3)

Â ýòîì ñëó÷àå ìàòåðèàë â òî÷êå X íàçûâàåòñÿ простым [2]. Äàäèì îá-
ðàçíóþ èíòåðïðåòàöèþ (16.4.3). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî RX(𝐾X) = 𝑟. Åñëè
âûáðàòü êîíôèãóðàöèþ κ1 ∈ 𝐾X è ïðèëîæèòü èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð
ê òî÷êå κ1(X), òî ïðèáîð ïîêàæåò çíà÷åíèå 𝑟. Òåïåðü âûáåðåì äðóãóþ
êîíôèãóðàöèþ κ2 ∈ 𝐾X, òîãäà ïðèáîð ïîêàæåò òàêîå æå çíà÷åíèå 𝑟 â
òî÷êå κ2(X). Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôîðìû Sκ1

è Sκ2
â îá-

ùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íû, èõ ôèçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ â èíôèíèòåçèìàëüíîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè κ1(X) = κ2(X) ÿâëÿþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè.

Åñëè äëÿ âñåõ X ∈ B ìàòåðèàë â òî÷êå X ïðîñò, òî B íàçûâàåòñÿ
простым телом [2]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïðî-
ñòûå òåëà.

4.5. Материальное единообразие

Ïóñòü B � ïðîñòîå òåëî. Åãî ìàòåðèàë â êàæäîé òî÷êå X ∈ B õàðàê-
òåðèçóåòñÿ ôóíêöèîíàëîì îòêëèêà RX. Äàäèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìà-
ëèçàöèþ âûñêàçûâàíèÿ ¾òî÷êè X è Y ñîñòîÿò èç îäíîãî è òîãî æå ìà-
òåðèàëà¿. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ñðàâíåíèè îòêëèêîâ â òî÷êàõ X è Y íóæíî
èñõîäèòü èç îäíîé ëîêàëüíîé êîíôèãóðàöèè, íàïðèìåð, èç 𝐾X, ïîñêîëü-
êó, îáðàçíî ãîâîðÿ, â èñïûòàòåëüíîé ìàøèíå òî÷êè X è Y äîëæíû ïîä-
âåðãàòüñÿ îäíîé è òîé æå äåôîðìàöèè. Âìåñòå ñ òåì, íåïîñðåäñòâåííî
ïîäñòàâèòü 𝐾X â àðãóìåíò RY íåëüçÿ: íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî îòêà-
ëèáðîâàòü 𝐾X òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü ëîêàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ â òî÷êå
Y. Ýòà êàëèáðîâêà îñóùåñòâëÿåòñÿ çà ñ÷åò ìàòåðèàëüíîãî èçîìîðôèçìà.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Diff(B) âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ Φ : B → B.
Ïóñòü X ∈ B. Ââåäåì íà Diff(B) îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼X: Φ1 ∼X

Φ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(Φ1(X) = Φ2(X)) ∧ (𝑇XΦ1 = 𝑇XΦ2). (16.4.4)

Äëÿ êîíôèãóðàöèè κ ∈ C(B; P) è äèôôåîìîðôèçìà Φ ∈ Diff(B) îïðå-
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äåëèì îïåðàöèþ ∘ íàä èõ êëàññàìè ýêâèâàëåíòíîñòè:

[κ]Φ(X) ∘ [Φ]X := [κ ∘ Φ]X.

Ïîñêîëüêó κ∘Φ � ãëàäêîå âëîæåíèå, òî [κ∘Φ]X, òàêæå êàê è [κ]Φ(X), ÿâ-
ëÿåòñÿ ëîêàëüíîé êîíôèãóðàöèåé, òî åñòü, êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè ïî
îòíîøåíèþ (16.4.2). Ìíîæåñòâî [Φ]X ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ýêâèâàëåíòíîñòè
ïî îòíîøåíèþ (16.4.4).

Äàäèì îñíîâíîå îïðåäåëåíèå íàñòîÿùåãî ïóíêòà. Ìàòåðèàëüíûå òî÷-
êè X è Y материально изоморфны [2, 9], åñëè ñóùåñòâóåò äèô-
ôåîìîðôèçì ΦXY ∈ Diff(B), òàêîé, ÷òî X = ΦXY(Y), è äëÿ ëþáîãî17

𝐾X ∈ CX(B; P),
RX(𝐾X) = RY(𝐾X ∘ [ΦXY]Y).

Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [ΦXY]Y íàçûâàåòñÿ материальным изомор-
физмом из 𝑇YB в 𝑇XB. Áóäåì íàçûâàòü îòîáðàæåíèå ΦXY матери-
альным автоморфизмом из Y в X. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîé-
ñòâà [10]:

a) ΦXX = IdB ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíûì àâòîìîðôèçìîì èç X â X.

b) Åñëè ΦXY � ìàòåðèàëüíûé àâòîìîðôèçì èç Y â X, à ΦYZ � ìàòå-
ðèàëüíûé àâòîìîðôèçì èç Z â Y òî ΦXY ∘ ΦYZ � ìàòåðèàëüíûé
àâòîìîðôèçì èç Z â X.

c) Åñëè ΦXY � ìàòåðèàëüíûé àâòîìîðôèçì èç Y â X, òî Φ−1
XY � ìàòå-

ðèàëüíûé àâòîìîðôèçì èç X â Y.

Замечание 16.4. Подобно локальной конфигурации, материальный
изоморфизм можно отождествить с некоторым линейным отобра-
жением. Действительно, если Φ ∈ [ΦXY]Y, то [ΦXY]Y(𝑢) := 𝑇YΦ(𝑢)
для 𝑢 ∈ 𝑇YB. Полученное линейное отображение является изоморфиз-
мом векторных пространств 𝑇YB и 𝑇XB, что соответствует опре-
делению материального изоморфизма, которое дал Noll в [2].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå òî÷êè òåëà B ïîïàðíî ìàòåðèàëüíî èçîìîðô-
íû. Òàêîå òåëî áóäåì íàçûâàòü материально единообразным. Ñ ýòîãî ìî-
ìåíòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàòåðèàëüíî åäèíîîáðàçíûå ïðîñòûå

17Заметим, что композиция𝐾X∘[ΦXY]Y является локальной конфигурацией в точке
Y.
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òåëà. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìàòåðèàëüíî åäèíîîáðàçíîå ïðîñòîå
òåëî ñîñòîèò èç èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåäñòàâèòåëüíûõ îáúåìîâ ñî ñëå-
äóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè êàæäûé èç ýòèõ îáúåìîâ îòäåëèòü îò äðóãèõ
è ïîìåñòèòü â èñïûòàòåëüíóþ ìàøèíó, òî îí äàñò îäèí è òîò æå îòêëèê
íà îäíó è òó æå äåôîðìàöèþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèêñèðîâàíà òî÷êà X0 ∈ B è âûáðàíû íåêîòîðàÿ
ëîêàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ 𝐾𝑅

X0
è ñåìåéñòâî {ΦX0X}X∈B ìàòåðèàëüíûõ àâ-

òîìîðôèçìîâ. Äëÿ òî÷åê X ∈ B, X ̸= X0, îáîçíà÷èì𝐾
𝑅
X := 𝐾𝑅

X0
∘[ΦX0X]X.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñåìåéñòâî RefB = {𝐾𝑅
X}X∈B ëîêàëüíûõ êîíôè-

ãóðàöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ äàåò îäèí è òîò æå îòêëèê:

∀X ∈ B : RX(𝐾
𝑅
X ) = RX0

(𝐾𝑅
X0
).

Áóäåì íàçûâàòü ñåìåéñòâî RefB единообразной отсчетной (uniform
reference, [2]).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûáðàíà íåêîòîðàÿ åäèíîîáðàçíàÿ îòñ÷åòíàÿ
RefB = {𝐾𝑅

X}X∈B. Âûáèðàÿ äëÿ êàæäîé òî÷êè X ∈ B ïðåäñòàâèòåëü
κ𝑅
X ∈ 𝐾𝑅

X , ïðèõîäèì ê ñåìåéñòâó RefB = {κ𝑅
X}X∈B êîíôèãóðàöèé. Åìó

ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ñåìåéñòâî {Sκ𝑅
X
}X∈B ôîðì ÿâ-

ëÿåòñÿ íàáëþäàåìûì â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàçîáüåì êàæäûé ýëå-
ìåíò ñåìåéñòâà íà ýëåìåíòàðíûå îáúåìû. Òå èç îáúåìîâ, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò òî÷êàì κ𝑅

X(X), äàþò îäèíàêîâûé îòêëèê. Âìåñòå ñ òåì, åñ-
ëè ôèêñèðîâàòü òî÷êó X è ðàññìîòðåòü ýëåìåíòàðíûå îáúåìû â òî÷êàõ
κ𝑅
X(Y), òî èõ îòêëèê, â îáùåì ñëó÷àå, íå ñîâïàäàåò ñ îòêëèêîì â òî÷êå

X. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà Ðèñ. 16.2.

4.6. Структурная неоднородность

Ïóñòü RefB = {𝐾𝑅
X}X∈B � åäèíîîáðàçíàÿ îòñ÷åòíàÿ. Åñëè ñóùåñòâó-

åò êîíôèãóðàöèÿ κ𝑅 ∈ C(B; P) òàêàÿ, ÷òî κ𝑅 ∈ 𝐾𝑅
X äëÿ ëþáîãî X ∈ B,

òî êàæäûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì ôîðìû Sκ𝑅
îáëàäàåò îäíèì è òåì æå

îòêëèêîì18. Îáðàçíî ãîâîðÿ, åñëè ïðèëîæèòü èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð ê
êàæäîé òî÷êå Sκ𝑅

, òî íà øêàëå áóäåò ïîêàçàíî îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Â
ýòîì ñëó÷àå òåëî B áóäåì íàçûâàòü структурно однородным. Åñëè òà-
êîé êîíôèãóðàöèè íå ñóùåñòâóåò, òî òåëî íàçûâàåòñÿ структурно неод-

18То есть, с точки зрения отклика, элементарные объемы не различимы между
собой.
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Ðèñ. 16.2. Ìàòåðèàëüíî åäèíîîáðàçíîå òåëî

нородным. Ðèñ. 16.3 è 16.4 èëëþñòðèðóþò ðàçëè÷èå ìåæäó îäíîðîäíûìè
è íåîäíîðîäíûìè òåëàìè. Êóáû ïðåäñòàâëÿþò åäèíîîáðàçíûå ôîðìû.

Ðèñ. 16.3. Ñòðóêòóðíî îäíîðîäíîå òåëî

5. Материальные связности

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè íàä ñòðóêòóðíî íåîä-
íîðîäíûì òåëîì B ñòðóêòóðû (B, 𝐺, ∇) ïðîñòðàíñòâà àôôèííîé ñâÿç-
íîñòè ñ ìåòðèêîé, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê глобальная åäèíîîáðàçíàÿ îò-
ñ÷åòíàÿ ôîðìà ñ материальной метрикой 𝐺 è материальной связ-
ностью ∇.
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Ðèñ. 16.4. Ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíîå òåëî

5.1. Гладкая единообразная отсчетная

Åäèíîîáðàçíóþ îòñ÷åòíóþ RefB = {𝐾𝑅
X}X∈B ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì

îáðàçîì ïðåäñòàâèòü â âèäå ïîëÿ 𝐾𝑅 : X ↦→ 𝐾𝑅
X ëîêàëüíûõ êîíôèãóðà-

öèé, òî åñòü ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ïîëå (êîòîðîå òàêæå áóäåò íàçûâàòüñÿ åäèíîîáðàç-
íîé îòñ÷åòíîé) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãëàäêîñòè. Ìû ñòàâèì öåëü ïðèäàòü
ýòîìó ñâîéñòâó òî÷íûé ñìûñë.

Ïîñòðîèì ñïåöèàëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå. Îáîçíà÷èì

E(B) =
∐︁
X∈B

R𝑚 ⊗ 𝑇 *
XB,

è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå 𝜋 : E(B) → B ñëåäóþùèì îáðàçîì:
𝜋(X, 𝜈) = X. Òîãäà óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà (E(B),B, 𝜋) áóäåò âåêòîðíûì
ðàññëîåíèåì ñ òîòàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì E(B), áàçîé B è ïðîåêöèåé 𝜋.

Âûáåðåì ñèñòåìû ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íàB èP. Èì ñîîòâåòñòâóþò
êîîðäèíàòíûå ðåïåðû (𝜕X𝑖)𝑛𝑖=1, (𝜕x𝑗)𝑚𝑗=1 è êîðåïåðû (𝑑X𝑖)𝑛𝑖=1, (𝑑x

𝑗)𝑚𝑗=1.

Ïóñòü RefB = {κ𝑅
X}X∈B � ñåìåéñòâî êîíôèãóðàöèé, ñîîòâåòñòâóþùåå

åäèíîîáðàçíîé îòñ÷åòíîé. Òîãäà îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝐼X : 𝑇κ𝑅
X(X)

P → R𝑚

èçîìîðôèçì ñ äèàäíûì ïðåäñòàâëåíèåì 𝐼X = 𝑒𝑗 ⊗ 𝑑x𝑗|κ𝑅
X(X)

. Çäåñü 𝑒𝑗 =
(0, . . . , 1, . . . , 0), ãäå 1 ñòîèò íà 𝑗-ì ìåñòå. Òîãäà ëîêàëüíîé êîíôèãóðàöèè

𝐾𝑅
X = [𝐾𝑅

X ]
𝑗 ·
·𝑖𝜕x𝑗 |κ𝑅

X(X)
⊗ 𝑑X𝑖|X

ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ̃︀𝐾𝑅
X : 𝑇XB → R𝑚,̃︀𝐾𝑅

X := 𝐼X ∘𝐾𝑅
X = [𝐾𝑅

X ]
𝑗 ·
·𝑖𝑒𝑗 ⊗ 𝑑X𝑖|X.
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Îòìåòèì, ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ êîìïîíåíòû äâóõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
𝐾𝑅

X è ̃︀𝐾𝑅
X ñîâïàäàþò19. Ïîëå ̃︀𝐾𝑅 : X ↦→ ̃︀𝐾𝑅

X ÿâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ
(E(B), B, 𝜋).

Ñêàæåì, ÷òî ïîëå 𝐾𝑅 гладкое, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñå÷åíèå̃︀𝐾𝑅 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êàê îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèÿ B â ìíîãîîáðàçèå
E(B). Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîñòü
îòîáðàæåíèÿ X ↦→ [[𝐾𝑅

X ]
𝑗 ·
·𝑖] ìíîãîîáðàçèÿ B â ìíîãîîáðàçèå âåùåñòâåí-

íûõ ìàòðèö 𝑚× 𝑛.

Замечание 16.5. Мы могли изначально определить гладкость отобра-
жения 𝐾𝑅 через гладкость его компонент. Однако нам хотелось свя-
зать это отображение с сечением некоторого расслоения.

5.2. Материальная метрика

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî B ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíûì. Â
ýòîì ñëó÷àå, â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå P ó íåãî íåò ãëîáàëüíîé åäè-
íîîáðàçíîé ôîðìû. Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïðåâðàùåíèè
ñàìîãî òåëà B â ãëîáàëüíóþ åäèíîîáðàçíóþ ôîðìó, ÷òî äîñòèãàåòñÿ
çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíîé íååâêëèäîâîé ñâÿçíîñòè. Ïîñêîëüêó òå-
ëî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îòñ÷åòíàÿ ôîðìà, òî íåîáõîäèì ïðèáîð, ïîçâî-
ëÿþùèé èçìåðÿòü äëèíû èíôèíèòåçèìàëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ âîëîêîí è
óãëû ìåæäó íèìè â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè. Ýòîò ïðèáîð � ðèìàíîâà ìåò-
ðèêà 𝐺 ∈ Sec(𝑇 *B⊗𝑇 *B). Â îòëè÷èå îò ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà P, â
êîòîðîì a priori çàäàíà íåêîòîðàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà 𝑔, ðèìàíîâà ìåòðè-
êà 𝐺 íåèçâåñòíà è äîëæíà áûòü ïîñòðîåíà èñõîäÿ èç ðàññìàòðèâàåìîãî
ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà.

Ïóñòü B � òåëî ñ ãëàäêîé åäèíîîáðàçíîé îòñ÷åòíîé 𝐾𝑅. Îïðåäåëèì
ðèìàíîâó ìåòðèêó 𝐺 ∈ Sec(𝑇 *B⊗ 𝑇 *B) ñëåäóþùèì îáðàçîì [2, 10]:

∀X ∈ B∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇XB : 𝐺X(𝑢, 𝑣) = 𝑔(𝐾𝑅
X (𝑢), 𝐾

𝑅
X (𝑣)). (16.5.1)

Â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ 𝐺𝑖𝑗 = 𝑔𝑘𝑙[𝐾
𝑅]𝑘·· 𝑖[𝐾

𝑅]𝑙 ··𝑗 è ýòèì äîêàçûâàåòñÿ

ãëàäêîñòü ñå÷åíèÿ 𝐺, ïîñêîëüêó ïîëå ìàòðèö [[𝐾𝑅]𝑘·· 𝑖] ãëàäêîå. Ìåòðèêó
𝐺 áóäåì íàçûâàòü материальной метрикой.

19Это является следствием выбора изоморфизма 𝐼X.
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Ê ìàòåðèàëüíîé ìåòðèêå ìîæíî ïðèéòè äðóãèì ïóòåì, ñèíòåçèðîâàâ
åå èç ðèìàíîâûõ ìåòðèê. Ïóñòü RefB = {κ𝑅

X}X∈B � ñåìåéñòâî êîíôè-
ãóðàöèé, ïîñòðîåííîå ïî åäèíîîáðàçíîé îòñ÷åòíîé. Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòû
ñåìåéñòâà RefB, ìîæíî ïîëó÷èòü ñåìåéñòâî {(B, 𝐺(X))}X∈B ðèìàíîâûõ
ïðîñòðàíñòâ ñ ìåòðèêàìè 𝐺(X) := (κ𝑅

X)
*𝑔, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåò-

ñÿ ¾pullback¿ ôèçè÷åñêîé ìåòðèêè 𝑔 îòíîñèòåëüíî âëîæåíèÿ κ𝑅
X . Òàêèì

îáðàçîì,

∀Y ∈ B∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇YB : 𝐺(X)|Y(𝑢, 𝑣) = 𝑔(𝑇Yκ𝑅
X(𝑢), 𝑇Yκ𝑅

X(𝑣)).

Ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà, ïîðîæäàåìàÿ êàæäîé ìåòðèêîé 𝐺(X), íå îòëè-
÷àåòñÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì îò ñâÿçíîñòè íà P. Â ÷àñòíîñòè, åñëè P �
åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, òî è ñâÿçíîñòü íà B áóäåò åâêëèäî-
âîé (ñ íóëåâûìè êðó÷åíèåì, íåìåòðè÷íîñòüþ è êðèâèçíîé). Òåïåðü ñèí-
òåçèðóåì íîâóþ ìåòðèêó, êîòîðàÿ, â îáùåì ñëó÷àå, áóäåò íååâêëèäîâîé.
Îïðåäåëèì ñå÷åíèå 𝐺 : B → 𝑇 *B⊗ 𝑇 *B ôîðìóëîé

𝐺X := 𝐺(X)|X.

Êàæäîå èç çíà÷åíèé 𝐺(X)|X ïðåäñòàâëÿåò ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííóþ áèëèíåéíóþ ôîðìó. Ñëåäîâàòåëüíî, 𝐺 � ìåòðèêà, ñèíòå-
çèðîâàííàÿ èç ðèìàíîâûõ ìåòðèê {𝐺(X)}X∈B, òî åñòü,

∀X ∈ B∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇XB : 𝐺X(𝑢, 𝑣) = 𝑔(𝑇Xκ𝑅
X(𝑢), 𝑇Xκ𝑅

X(𝑣)). (16.5.2)

Ïîñêîëüêó κ𝑅
X ∈ 𝐾𝑅

X , òî ôîðìóëû (16.5.1) è (16.5.2) ïðåäñòàâëÿþò îäíó
è òó æå ìåòðèêó.

5.3. Материальная связность Леви-Чивита

Ìàòåðèàëüíàÿ ìåòðèêà 𝐺 îïðåäåëÿåò ñâÿçíîñòü Ëåâè-×èâèòà, êîýô-
ôèöèåíòû Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 êîòîðîé â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå (𝜕𝑖) ïðåäñòàâëåíû âûðà-
æåíèÿìè

Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 =
𝐺𝑘𝑙

2
(𝜕𝑖𝐺𝑗𝑙 + 𝜕𝑗𝐺𝑖𝑙 − 𝜕𝑙𝐺𝑖𝑗) .

Çäåñü [𝐺𝑖𝑗] = [𝐺𝑖𝑗]
−1.

Ïîëó÷åííàÿ ñâÿçíîñòü â îáùåì ñëó÷àå íååâêëèäîâà è åå îòëè÷èå îò
åâêëèäîâîñòè îïðåäåëÿåòñÿ òåíçîðîì êðèâèçíû Ðèìàíà, ïðåäñòàâëåííûì
â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

R𝑡· · ·
·𝑖𝑗𝑘 = 𝜕𝑖Γ

𝑡 · ·
·𝑗𝑘 − 𝜕𝑗Γ

𝑡· ·
·𝑖𝑘 + Γ𝑙 · ··𝑗𝑘Γ

𝑡··
·𝑖𝑙 − Γ𝑙· ··𝑖𝑘Γ

𝑡 · ·
·𝑗𝑙
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Îòêëîíåíèå îò åâêëèäîâîé ñòðóêòóðû ìîæåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíî ñêà-
ëÿðíîé êðèâèçíîé Ric, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñâåðòêà

Ric = 𝐺𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗.

Çäåñü 𝑅𝑖𝑗 = R𝑙·· ·
·𝑖𝑙𝑗 � êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è. Òàêèì îáðàçîì, ñêàëÿð-

íàÿ êðèâèçíà ìîæåò ñëóæèòü ìåðîé ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè.

5.4. Материальная связность Вайценбока

Îãðàíè÷èìñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì, êîãäà ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî åâ-
êëèäîâî (P =E) è dimB = dimE = 3. Ïîìèìî ñâÿçíîñòè Ëåâè-×èâèòà,
ïîðîæäàåìîé ìàòåðèàëüíîé ìåòðèêîé, íà òåëå ìîæíî ïîñòðîèòü äðó-
ãóþ ñâÿçíîñòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîäâèæíîãî ðåïåðà, êîòîðûé ïðåäëîæèë
E. Cartan. Îòêëèê ïðîñòîãî òåëà çàâèñèò îò ïîëÿ ëîêàëüíûõ êîíôèãó-
ðàöèé (ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé). Âìåñòå ñ òåì, ìåòîä ïîäâèæíîãî ðåïå-
ðà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ðåïåðà, ïîëó÷åííîãî èç îðòîãîíàëüíîãî ñ ïîìîùüþ
íåêîòîðîãî ïîëÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Èìååòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæ-
äó ëîêàëüíî åäèíîîáðàçíûìè ôîðìàìè è ïðîñòðàíñòâîì ñ àáñîëþòíûì
ïàðàëëåëèçìîì (ïðîñòðàíñòâî Âàéöåíáîêà). Ýòî ñîîòâåòñòâèå áóäåò ðàñ-
ñìîòðåíî äàëåå.

Имплант и архетип

ÏóñòüB � ìàòåðèàëüíî åäèíîîáðàçíîå ïðîñòîå òåëî ñ åäèíîîáðàçíîé
îòñ÷åòíîé RefB = {𝐾𝑅

X}X∈B è ñåìåéñòâîì {ΨX0X}X∈B ìàòåðèàëüíûõ èçî-
ìîðôèçìîâ20, ãäå X0 � íåêîòîðàÿ âûäåëåííàÿ òî÷êà òåëà. Åäèíîîáðàç-
íàÿ îòñ÷åòíàÿ ïîðîæäàåò ïîëå 𝐾𝑅 : X ↦→ 𝐾𝑅

X ëîêàëüíûõ êîíôèãóðàöèé
𝐾𝑅

X : 𝑇XB → V, êàæäàÿ èç êîòîðûõ � èçîìîðôèçì.
Ëþáîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇XB ê òåëó B â ïðîèçâîëüíîé òî÷-

êå X ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑇X0
B ê òåëó

B â âûäåëåííîé òî÷êå X0 ñëåäóþùèì îáðàçîì: 𝑇XB = ΨXX0
[𝑇X0

B]. Ýòî
ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî èíôèíèòåçèìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü 𝑇X0

B ìîæåò
áûòü ïðèíÿòà â êà÷åñòâå ýòàëîíà (архетип, ïî òåðìèíîëîãèè [11]). Ïðî-
ñòðàíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå 𝑇X0

B åñòü îáðàç 𝐾𝑅
X0
[𝑇X0

B], ñîâïàäàþùèé
ñ V. Ëþáàÿ äðóãàÿ èíôèíèòåçèìàëüíàÿ îêðåñòíîñòü 𝑇XB ìîæåò áûòü

20Напомним, что каждый материальный изоморфизм является изоморфизмом со-
ответствующих касательных слоев тела.
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ïîëó÷åíà èç ïðîñòðàíñòâåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àðõåòèïà, òî åñòü, èç V,
ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ

ΩX = [𝐾𝑅
X ]

−1 : V → 𝑇XB.

Ïîëå Ω : X ↦→ ΩX, ïî òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â [12], íàçûâàåòñÿ им-
плантом. Â íàñòîÿùèõ ðàññìîòðåíèÿõ âìåñòå ñ îáîçíà÷åíèåì Ω ìû áó-
äåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ℧ = 𝐾𝑅.

Метод подвижного репера

Âûáåðåì íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ (𝑖𝑘)
3
𝑘=1 ïðîñòðàíñòâà

V. Îí, âìåñòå ñ ïîëåì Ω = Ω𝑘·
· 𝑙𝜕X𝑘 ⊗ 𝑖𝑙, îïðåäåëÿåò подвижный кри-

сталлографический репер (𝑧𝑘)
3
𝑘=1 ðàâåíñòâîì

𝑧𝑘 := Ω(𝑖𝑘) = Ω𝑖 ·
·𝑘𝜕𝑖,

ãäå (𝜕𝑖)
3
𝑖=1 � êîîðäèíàòíûé ðåïåð íà B. Ðåïåð (𝑧𝑘)

3
𝑘=1 ÿâëÿåòñÿ 𝐺-

îðòîíîðìèðîâàííûì, òî åñòü,

𝐺(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) = 𝛿𝑚𝑛.

Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî ôîðìóëå (16.5.1), â êîòîðîé 𝑔 ïîðîæäàåòñÿ ñêà-
ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, èìååì

𝐺(𝑧𝑚, 𝑧𝑛) = 𝐾𝑅[𝑧𝑚] ·𝐾𝑅[𝑧𝑛] =

= ([𝐾𝑅]𝑟 ··𝑠𝑖𝑟 ⊗ 𝑑X𝑠 ⌞ 𝑧𝑚) · ([𝐾𝑅]𝑞·· 𝑙𝑖𝑞 ⊗ 𝑑X𝑙 ⌞ 𝑧𝑛) =

= [𝐾𝑅]𝑟··𝑖[(𝐾
𝑅)−1]𝑖 ··𝑚[𝐾

𝑅]𝑞 ··𝑗[(𝐾
𝑅)−1]𝑗 ··𝑛𝛿𝑞𝑟 = 𝛿𝑟 ··𝑚𝛿

𝑞 ·
·𝑛𝛿𝑞𝑟 = 𝛿𝑚𝑛.

Åñëè òåëî ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíî, òî ðåïåð (𝑧𝑖)
3
𝑖=1 íå ÿâëÿåòñÿ ãî-

ëîíîìíûì, òî åñòü ñêîáêè Ëè íå ðàâíû íóëþ:

[𝑧𝑖, 𝑧𝑗] = −𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 ·𝑧𝑘.

Çäåñü 𝑐· ·𝑘𝑖𝑗 · � объекты анголономии. Ïàðàëëåëèçóåì ðåïåð (𝑧𝑖)
3
𝑖=1, ââå-

äÿ àôôèííóþ ñâÿçíîñòü ∇ íà B, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:

∇𝑧𝑖𝑧𝑗 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.
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Òî åñòü, ∇ ïðåäñòàâëÿåò òàêîå ïðàâèëî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíåñåíèÿ, ïðè
êîòîðîì ïîëå 𝑧𝑗 ïàðàëëåëüíî ïåðåíîñèòñÿ âäîëü êðèâîé, ïîðîæäàåìîé
ïîëåì 𝑧𝑖. Îáðàçíî ãîâîðÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû áàçèñîâ (𝑧𝑘|X)3𝑘=1 è
(𝑧𝑘|Y)3𝑘=1, ãäå X, Y ∈ B, âçàèìíî ¾ïàðàëëåëüíû¿. Ñâÿçíîñòü ∇ íàçûâà-
åòñÿ связностью Вайценбока. Òåëî B ñ ãåîìåòðèåé, èíäóöèðîâàííîé
ñâÿçíîñòüþ ∇, ïðåâðàùàåòñÿ â åäèíîîáðàçíóþ îòñ÷åòíóþ ôîðìó, íååâ-
êëèäîâó â îáùåì ñëó÷àå.

Êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ∇ â ðåïåðå (𝑧𝑖)
3
𝑖=1 ðàâíû íóëþ, òî åñòü

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = 0. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (14.2.2)

Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 = Γ𝑚 · ·

· 𝑠𝑞℧𝑖 ·
·𝑚Ω

𝑠 ·
·𝑗Ω

𝑞 ·
·𝑘 + ℧𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗𝜕𝑠Ω

𝑚 ·
· 𝑘,

ìåæäó ôóíêöèÿìè Γ′𝑖 · ·
·𝑗𝑘 è Γ𝑖 · ··𝑗𝑘, ãäå ïîñëåäíèå ïðåäñòàâëÿþò êîýôôèöè-

åíòû ñâÿçíîñòè â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå (𝜕X𝑖), ïîëó÷àåì

Γ𝑚 · ·
· 𝑠𝑞℧𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗Ω

𝑞 ·
·𝑘 + ℧𝑖 ·

·𝑚Ω
𝑠 ·
·𝑗𝜕𝑠Ω

𝑚 ·
· 𝑘 = 0.

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âûòåêàþò ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ Γ𝑖 · ··𝑗𝑘:

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 = −℧𝑐 ·
·𝑘𝜕𝑗Ω

𝑖·
·𝑐 = Ω𝑖·

·𝑐𝜕𝑗℧𝑐 ·
·𝑘. (16.5.3)

Â òåðìèíàõ 𝐾𝑅,

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 = −[𝐾𝑅]𝑐 ··𝑘𝜕𝑗[(𝐾
𝑅)−1]𝑖··𝑐 = [(𝐾𝑅)−1]𝑖··𝑐𝜕𝑗[𝐾

𝑅]𝑐 ··𝑘.

Материально постоянное векторное поле

Ïóñòü 𝑢 ∈ Vec(B)� âåêòîðíîå ïîëå ñî ñâîéñòâîì:𝐾𝑅𝑢 = 𝑎 = const ∈
V. Ïîòî÷å÷íî, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀X ∈ B : 𝐾𝑅
X𝑢|X = 𝑎.

Ñëåäóÿ ðàáîòå [2], íàçîâåì ïîëå 𝑢 материально постоянным. Îíî èìå-
åò ñëåäóþùèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: èíôèíèòåçèìàëüíûå ìàòåðèàëüíûå
âîëîêíà 𝑢|X èìåþò îäíó è òó æå åäèíîîáðàçíóþ ôîðìó 𝑎. Â ÷àñòíîñòè,
êàæäûé ýëåìåíò ðåïåðà (𝑧𝑘)

3
𝑘=1 ÿâëÿåòñÿ ìàòåðèàëüíî ïîñòîÿííûì.

Ìàòåðèàëüíî ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå 𝑢 èìååò ñëåäóþùåå ñâîé-
ñòâî: ∇𝑣𝑢 = 0 äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé 𝑣 ∈ Vec(B). Äëÿ ïðîâåðêè
ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ∇𝜕𝑖𝑢 = 0 äëÿ



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß626 Ãë. 16. Íååâêëèäîâà ìåõàíèêà êîíòèíóóìà

âñåõ 𝑖 ∈ {1, 2, 3}. Äåéñòâèòåëüíî, ∇𝜕𝑖𝑢 = (𝜕𝑖𝑢
𝑘 + 𝑢𝑗Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗)𝜕𝑘. Èñïîëüçóÿ

ïåðâîå âûðàæåíèå èç (16.5.3) (òî, êîòîðîå ñî çíàêîì ìèíóñ), äëÿ Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗
ïîëó÷èì

𝜕𝑖𝑢
𝑘 + 𝑢𝑗Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 = 𝜕𝑖𝑢

𝑘 − 𝑢𝑗℧𝑐 ·
·𝑗𝜕𝑖Ω

𝑘 ·
· 𝑐 = 𝑎𝑐𝜕𝑖Ω

𝑘 ·
· 𝑐 − 𝑎𝑐𝜕𝑖Ω

𝑘 ·
· 𝑐 = 0,

ïîñêîëüêó 𝑢𝑗℧𝑐 ·
·𝑗 = 𝑎𝑐, 𝑢𝑘 = Ω𝑘 ·

· 𝑐𝑎
𝑐, à 𝑎 � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Óñòàíîâ-

ëåííîå ñâîéñòâî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìàòåðèàëüíî ïîñòîÿííîå âåê-
òîðíîå ïîëå ìîæåò áûòü ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñåíî âäîëü ëþáîé êðèâîé íà
B.

Ñâÿçíîñòü Âàéöåíáîêà ∇ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñâÿçíîñòüþ, äëÿ êî-
òîðîé âûïîëíåíî ñâîéñòâî ¾∇𝑢 = 0 äëÿ ëþáîãî ìàòåðèàëüíî ïîñòîÿííî-
ãî âåêòîðíîãî ïîëÿ 𝑢¿. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ̃︀∇ � àôôèííàÿ ñâÿçíîñòü
ñ òàêèì æå ñâîéñòâîì, à 𝑢 � ìàòåðèàëüíî ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå.
Òîãäà ̃︀∇𝜕𝑖𝑢 = 0 äëÿ âñåõ 𝑖 ∈ {1, 2, 3}. Ýòî âëå÷åò 𝑎𝑐(𝜕𝑖Ω𝑘 ·

· 𝑐+Ω𝑗 ·
·𝑐
̃︀Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗) = 0,

ãäå 𝑢𝑘 = Ω𝑘 ·
· 𝑐𝑎

𝑐, à ̃︀Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 � êîýôôèöèåíòû ñâÿçíîñòè ̃︀∇ â êîîðäèíàòíîì
ðåïåðå. Ïîñêîëüêó 𝑢 ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ìàòåðèàëüíî ïîñòî-
ÿííûì, òî è âåêòîð 𝑎 = 𝐾𝑅𝑢 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. Â ýòîé
ñâÿçè, 𝜕𝑖Ω

𝑘 ·
· 𝑐 + Ω𝑗 ·

·𝑐
̃︀Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 = 0 è, íàêîíåö, ̃︀Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 = −℧𝑐 ·

·𝑗𝜕𝑖Ω
𝑘 ·
· 𝑐 = Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗. Òàêèì

îáðàçîì, ∇ = ̃︀∇.

Связь материально постоянного векторного поля с автопарал-
лельной кривой

Êðèâûå, ïîðîæäàåìûå ìàòåðèàëüíî ïîñòîÿííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿ-
ìè, ÿâëÿþòñÿ àâòîïàðàëëåëüíûìè [13]. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü B � òåëî,
ñíàáæåííîå ñâÿçíîñòüþ Âàéöåíáîêà ∇. Åñëè 𝑢 ∈ Vec(B) � ìàòåðèàëü-
íî ïîñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå, òî ∇𝑣𝑢 = 0 äëÿ ëþáîãî 𝑣 ∈ Vec(B). Â
÷àñòíîñòè, ∇𝑢𝑢 = 0. Òåïåðü, ïóñòü 𝜒 : I → B � êðèâàÿ, ïîðîæäàåìàÿ
𝑢, òî åñòü, 𝜒′(𝑡) = 𝑢|𝜒(𝑡) äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ I. Òîãäà ∇𝜒′𝜒′ = 0 è 𝜒 ÿâëÿåòñÿ
àâòîïàðàëëåëüíîé êðèâîé.

Кручение материальной связности

Òåíçîð êðó÷åíèÿ ñâÿçíîñòè Âàéöåíáîêà â êîîðäèíàòíîì ðåïåðå îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

T = (Γ𝑘· ·· 𝑖𝑗 − Γ𝑘 · ·· 𝑗𝑖)𝜕𝑘 ⊗ 𝑑X𝑖 ⊗ 𝑑X𝑗.
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Åãî êîìïîíåíòû, â îáùåì ñëó÷àå, îòëè÷íû îò íóëÿ:

T𝑘· ·· 𝑖𝑗 = [(𝐾𝑅)−1]𝑘 ·· 𝑟𝜕𝑖[𝐾
𝑅]𝑟 ··𝑗 − [(𝐾𝑅)−1]𝑘 ·· 𝑟𝜕𝑗[𝐾

𝑅]𝑟··𝑖,

è ñëóæàò ìåðîé ñòðóêòóðíîé íåîäíîðîäíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òå-
ëî ñòðóêòóðíî îäíîðîäíî, òî 𝐾𝑅 = 𝑇κ äëÿ íåêîòîðîãî κ ∈ C(B). Â

ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, [𝐾𝑅]𝑖 ··𝑗 =
𝜕x𝑖

𝜕X𝑗
, è

T𝑘· ·· 𝑖𝑗 = [(𝐾𝑅)−1]𝑘 ·· 𝑟

(︂
𝜕2x𝑟

𝜕X𝑖X𝑗
− 𝜕2x𝑟

𝜕X𝑗𝜕X𝑖

)︂
= 0,

âñëåäñòâèå òåîðåìû î ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

6. Меры деформаций

6.1. Градиент конфигурации

Ëþáîå ñå÷åíèå 𝑢 ∈ Vec(B) âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ 𝑇B (òî åñòü, âåê-
òîðíîå ïîëå) îïðåäåëÿåò ìàòåðèàëüíîå âîëîêíî 𝜒 : I → B êàê èíòåãðàëü-
íóþ êðèâóþ, òî åñòü, ñîãëàñíî ïðàâèëó 𝑢𝜒(𝑡) = 𝜒′(𝑡), äëÿ âñåõ 𝑡 ∈ I. Îá-
ðàçíî ãîâîðÿ, ìàòåðèàëüíîå âîëîêíî ¾ñîáðàíî¿ èç çíà÷åíèé ýòîãî ïîëÿ.
Îáðàòíî, äëÿ ìàòåðèàëüíîãî âîëîêíà ñóùåñòâóåò ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå
åãî ñêîðîñòåé. Â ýòîé ñâÿçè, ìû ðàññìàòðèâàåì êàñàòåëüíûå âåêòîðû êàê
инфинитезимальные материальные волокна21. Â ôèêñèðîâàííîé
ìàòåðèàëüíîé òî÷êå X ∈ B èíôèíèòåçèìàëüíûå ìàòåðèàëüíûå âîëîê-
íà ôîðìèðóþò инфинитезимальную окрестность òî÷êè X, êîòîðàÿ
ôîðìàëèçóåòñÿ êàê êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî 𝑇XB. Êàæäûé ýëåìåíò èç
𝑇XB ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ñêîðîñòè â òî÷êå X íåêîòîðîãî ìàòåðèàëüíîãî
âîëîêíà, êîòîðîå ïðîõîäèò ÷åðåç X.

Êîíôèãóðàöèÿ κ ∈ C(B; P) ïðåîáðàçóåò ìàòåðèàëüíûå âîëîêíà
â íàáëþäàåìûå ïðîñòðàíñòâåííûå âîëîêíà. Òàêóþ æå ðîëü, íî òîëüêî
äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíûõ âîëîêîí, èãðàåò градиент конфигурации
𝐹 = 𝑇κ, ÿâëÿþùèéñÿ ãîìîìîðôèçìîì êàñàòåëüíûõ ðàññëîåíèé, èëè,
ýêâèâàëåíòíî, ïîëåì äâóõòî÷å÷íûõ òåíçîðîâ. Òî åñòü,

𝐹 : 𝑇B → 𝑇P, èëè 𝐹 ∈ Sec(κ*𝑇P ⊗ 𝑇 *B).

21В книге [14] инфинитезимальное материальное волокно называется дифферен-
циальным элементом (differential element).
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Êàê ñëåäóåò èç ïåðâîé ñòðîêè (10.5.3), ïîëå 𝐹 èìååò äèàäíîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå 𝐹 = 𝐹 𝑖 ·

·𝛼 𝑒𝑖 ⊗ 𝐸𝛼. Çäåñü (𝐸𝛼) � ëîêàëüíûé ðåïåð íà B, à (𝑒𝑖) �
ëîêàëüíûé ðåïåð íà P. Â ÷àñòíîñòè, âûáèðàÿ êîîðäèíàòíûå ðåïåðû,
ïðèõîäèì ê ðàçëîæåíèþ

𝐹 =
𝜕κ𝑖(X1, . . . , X𝑛)

𝜕X𝛼
𝜕𝑖 ⊗ 𝑑X𝛼,

â êîòîðîì κ𝑖 : (X1, . . . , X𝑛) ↦→ κ𝑖(X1, . . . , X𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑚, ÿâëÿåòñÿ
êîîðäèíàòíûì ïðåäñòàâëåíèåì êîíôèãóðàöèè κ.

Åñëè X ∈ B òî ÷åðåç 𝐹X îáîçíà÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå, êîòîðîå äåéñòâóåò ìåæäó êàñàòåëüíûìè ñëîÿìè. Òî åñòü,
𝐹X = 𝑇Xκ ∈ Lin(𝑇XB; 𝑇κ(X)P).

Ïóñòü íàä òåëîìB âîçâåäåíà íàäñòðîéêà â âèäå ãëîáàëüíîé åäèíîîá-
ðàçíîé ôîðìû (B, 𝐺, ∇). Â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ êîíôèãóðàöèÿ κ ïðèîá-
ðåòàåò ñìûñë äåôîðìàöèè èç îòñ÷åòíîé ôîðìû (B, 𝐺, ∇) â àêòóàëüíóþ,
âëîæåííóþ â ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâîP. Òîãäà ãðàäèåíò êîíôèãóðàöèè
𝐹 ñòàíîâèòñÿ ïîäîáíûì ãðàäèåíòó äåôîðìàöèè, òî åñòü, îí ïåðåâîäèò èí-
ôèíèòåçèìàëüíûå âîëîêíà â îòñ÷åòíîì ñîñòîÿíèè â èíôèíèòåçèìàëüíûå
âîëîêíà â àêòóàëüíîì ñîñòîÿíèè.

6.2. Меры Коши–Грина

Определение

Â êëàññè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèÿõ ìåðû Êîøè�Ãðèíà ïîÿâëÿþòñÿ â ñè-
ëó òåîðåìû î ïîëÿðíîì ðàçëîæåíèè Êîøè. Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ìî-
ãóò áûòü îáîáùåíû íà ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ [6]. Äëÿ êàæäîãî X ∈ B
ñóùåñòâóþò îðòîãîíàëüíûé òåíçîð 𝑅X : 𝑇XB → 𝑇κ(X)P, òàêîé, ÷òî

𝐹 = 𝑅 ∘ 𝑈, 𝐹X = 𝑅X ∘ 𝑈X,

𝐹 = 𝑉 ∘𝑅, 𝐹X = 𝑉κ(X) ∘𝑅X,

ãäå ñèììåòðè÷íûå22 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå òåíçîðû 𝑈X : 𝑇XB →
𝑇XB è 𝑉x : 𝑇xP → 𝑇xP íàçûâàþòñÿ, ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåðìèíî-
ëîãèè, правым и левым тензорами искажений.

22𝑈X = 𝑈X𝑇
T и 𝑉x = 𝑉x

T.
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Äëÿ ïðîñòûõ òåë èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ ïà-
ðû (𝐹, 𝐹T): правый 𝐶 и левый 𝐵 тензоры Коши–Грина, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðôèçìàìè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé:

𝐶 = 𝐹T ∘ 𝐹 : 𝑇B → 𝑇B,

𝐵 = 𝐹 ∘ 𝐹T : 𝜄*Sκ
𝑇P → 𝑇P.

Íà ñîîòâåòñòâóþùèõ êàñàòåëüíûõ ñëîÿõ:

𝐶X : 𝑇XB → 𝑇XB, 𝐶X = 𝐹T
x ∘ 𝐹X;

𝐵x : 𝑇xκ(B) → 𝑇xκ(B), 𝐵x = 𝐹X ∘ 𝐹T
x , x = κ(X).

Ïðàâûé è ëåâûé òåíçîðû èñêàæåíèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç òåíçîðû Êî-
øè �Ãðèíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝑈X =
√︁
𝐹T
x ∘ 𝐹X =

√︀
𝐶X,

𝑉x =
√︁
𝐹X ∘ 𝐹T

x =
√︀
𝐵x.

Координатное представление мер Коши–Грина

Ïóñòü X ∈ B, x = κ(X). Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà 𝑢 ∈ 𝑇XB, âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

𝐶X(𝑢) = 𝐹T
x (𝐹X𝑢) = (𝐹T

x )
𝛼·
· 𝑖(𝐹X)

𝑖 ·
·𝛽𝜕X𝛼|X ⊗ 𝑑X𝛽|X ⌞𝑢.

Ðàâåíñòâî (10.5.5) âëå÷åò, ÷òî

𝐶X = (𝐺X)
𝛼𝛾(𝑔x)𝑖𝑗(𝐹X)

𝑖 ·
·𝛾(𝐹X)

𝑗 ·
·𝛽𝜕X𝛼|X ⊗ 𝑑X𝛽|X.

Îêîí÷àòåëüíî, îïóñêàÿ çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ, ïîëó÷àåì

𝐶 = 𝐺𝛼𝛾𝑔𝑖𝑗
𝜕κ𝑖

𝜕X𝛾

𝜕κ𝑗

𝜕X𝛽
𝜕X𝛼 ⊗ 𝑑X𝛽. (16.6.1)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîãî 𝑢 ∈ 𝑇xP ïîëó÷àåì

𝐵𝑋(𝑢) = 𝐹X(𝐹
T
x𝑢) = (𝐹X)

𝑖 ·
·𝛼(𝐹

T
x )

𝛼 ·
· 𝑗𝜕x𝑖|x ⊗ 𝑑x𝑗|x ⌞𝑢,

îòêóäà ñëåäóåò ðàçëîæåíèå

𝐵 = 𝐺𝛼𝛽𝑔𝑙𝑗
𝜕κ𝑙

𝜕X𝛽

𝜕κ𝑘

𝜕X𝛼
𝜕x𝑘 ⊗ 𝑑x𝑗. (16.6.2)

Çäåñü (𝜕x𝑘) è (𝑑x𝑗) � ñóæåíèå êîîðäèíàòíîãî ðåïåðà è êîðåïåðà ôèçè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà P íà κ(B).
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Связь между метриками и мерами Коши–Грина

Îáîçíà÷èì23 𝐶♭𝑏 := 𝐶1♭𝑏 (îáðàçíî ãîâîðÿ, îïóñêàåòñÿ ïåðâûé èíäåêñ).
Ïî îïðåäåëåíèþ ìóçûêàëüíîãî èçîìîðôèçìà (·)♭, è ñîãëàñíî (16.6.1), òà-
êîé òåíçîð ïðåäñòàâëåí äèàäíûì ðàçëîæåíèåì

𝐶♭𝑏 = 𝑔𝑖𝑗
𝜕κ𝑖

𝜕X𝛼

𝜕κ𝑗

𝜕X𝛽
𝑑X𝛼 ⊗ 𝑑X𝛽.

Òàêèì îáðàçîì, 𝐶♭𝑏 ÿâëÿåòñÿ ¾pullback¿ ïðîñòðàíñòâåííîé ìåòðèêè:

𝐶♭𝑏 = κ*𝑔.

Ïîõîæåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëåâîãî òåíçîðà Êîøè�Ãðèíà,
ïîñòðîåííîãî ïî îòîáðàæåíèþ ̂︀κ : B → κ(B). Êàñàòåëüíîå îòîáðàæå-

íèå ̂︀𝐹 = 𝑇 ̂︀κ : 𝑇B → 𝑇κ(B) ñëóæèò ¾âíóòðåííåé¿ ìåðîé äåôîðìàöèè
(òî åñòü íåäîñòóïíîé âíåøíåìó íàáëþäàòåëþ) è ñâÿçàí ñ 𝐹 = 𝑇κ ðàâåí-

ñòâîì 𝐹 = InSκ ∘ ̂︀𝐹 , ãäå InSκ := 𝑇𝜄Sκ � îïåðàòîð âëîæåíèÿ [10]. Èñïîëü-
çîâàíèå 𝜄*Sκ

𝑔 â êà÷åñòâå ìåòðèêè íà Sκ è ðàâåíñòâà (10.5.4), ïîçâîëÿåò

îïðåäåëèòü ̂︀𝐹T : 𝑇Sκ → 𝑇B. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ïîñòðîèòü ¾âíóò-
ðåííèé¿ òåíçîð Êîøè�Ãðèíà ̂︀𝐵 = ̂︀𝐹 ∘ ̂︀𝐹T.

Ïîëîæèì ̂︀𝐵♯𝑝 := ̂︀𝐵2♯𝑝 (îáðàçíî ãîâîðÿ, ïîäíèìàåòñÿ âòîðîé èíäåêñ).
Ïî îïðåäåëåíèþ ìóçûêàëüíîãî èçîìîðôèçìà (·)♯ è ñîãëàñíî ðàçëîæåíèþ,
àíàëîãè÷íîìó (16.6.2), ïîëó÷àåì

̂︀𝐵♯𝑝 = 𝐺𝛼𝛽 𝜕̂︀κ𝑘

𝜕X𝛼

𝜕̂︀κ𝑙

𝜕X𝛽
𝜕x𝑘 ⊗ 𝜕x𝑙.

Îòìåòèì, ÷òî (𝜕x𝑖)𝑛𝑖=1 � êîîðäèíàòíûé ðåïåð íà Sκ, ïîðîæäåííûé ëî-
êàëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà Sκ. Èç ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî̂︀𝐵♯𝑝 = ̂︀κ*(

*
𝐺),

ãäå
*
𝐺:= 𝐺1♯𝑏2♯𝑏.
Òàêèì îáðàçîì, ïðàâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà åñòü ¾pullback¿ ïðî-

ñòðàíñòâåííîé ìåòðèêè, à ëåâûé òåíçîð Êîøè�Ãðèíà � ¾pushforward¿
ìàòåðèàëüíîé ìåòðèêè [6].

23Здесь и далее индекс 𝑏 означает, что музыкальный изоморфизм построен по ма-
териальной метрике, а индекс 𝑝 — что музыкальный изоморфизм построен по про-
странственной метрике.
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ГЛАВА 18

Общая теория относительности

1. Ньютоново пространство время

1.1. Определение

Ìåñòî è âðåìÿ, ìûñëèìûå âìåñòå, îáðàçóþò событие. Ñîâîêóïíîñòü
âñåõ ñîáûòèé ñîñòàâëÿåò пространство время. Òåïåðü ïåðåéäåì íà òî÷-
íûé ÿçûê. Ñîáûòèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïåðâè÷íàÿ ñóùíîñòü, ïîäîáíî
òî÷êå â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, è ìû äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå1.

Определение 18.1. Ньютоново пространство время — это
структура

(M, T, D, ∇, 𝑡),

где M — множество, элементы которого называются событиями,
T — топология на M, D — гладкая структура на M, ∇ — связность
на M, а 𝑡 : M → R — гладкая функция абсолютного времени. При
этом должны быть выполнены следующие условия:

(𝑁1) Подструктура (M, T, D) является гладким 4-многообразием.

1Изложение основано на лекции 9 Frederic P Schuller, которую он прочел в
International Winter School on Gravity and Light (2015) https://www.youtube.com/
watch?v=IBlCu1zgD4Y.
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(𝑁2) ∀𝑝 ∈ M : (𝑑𝑡)𝑝 ̸= 0 (время никогда не останавливается).

(𝑁3) ∀𝑝 ∈ M : (∇𝑑𝑡)𝑝 = 0 (время течет равномерно).

(𝑁4) Кручение связности ∇ равно нулю.

Çäåñü è äàëåå ñèìâîë 𝑑 â (𝑁2) è (𝑁3) îçíà÷àåò îïåðàöèþ âíåøíåãî
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî 𝑡(M) = R. Äëÿ ëþáîãî 𝜏 ∈
R îáîçíà÷èì

S𝜏 = {𝑝 ∈ M | 𝑡(𝑝) = 𝜏}.

Àêñèîìà (𝑁2) óòâåðæäàåò, ÷òî S𝜏1 è S𝜏2 ïðè ðàçëè÷íûõ 𝜏1, 𝜏2 ∈ R íå ïå-
ðåñåêàþòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, M ïðåäñòàâëåíî â âèäå äèçúþíêòíîãî îáú-
åäèíåíèÿ

M =
∐︁
𝜏∈R

S𝜏 .

Êàæäûé ñëîé S𝜏 íàçûâàåòñÿ абсолютным пространством в момент
времени 𝜏 .

Замечание 18.1. Абсолютное пространство может иметь евклидову
аффинную структуру (классическая 3𝐷-механика) или иметь струк-
туру риманова пространства (2𝐷-механика материальных поверхно-
стей).

Ïóñòü 𝑝 ∈ M. Ñîãëàñíî (𝑁2), ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ êëàññèôèêàöèÿ
êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ.

Определение 18.2. Вектор 𝑢 ∈ 𝑇𝑝M называется

∙ вектором с положительной проекцией на ось времени, если
𝑑𝑡(𝑢) > 0;

∙ пространственноподобным, если 𝑑𝑡(𝑢) = 0;

∙ вектором с отрицательной проекцией на ось времени, если
𝑑𝑡(𝑢) < 0.
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1.2. Законы Ньютона

Ãëàäêèå êðèâûå íàM íàçûâàþòñÿ мировыми линиями ÷àñòèö. Ïî-
ñêîëüêó ñâÿçíîñòü ∇ èçâåñòíà, òî ìîæíî îïðåäåëèòü àâòîïàðàëëåëüíûå
ìèðîâûå ëèíèè. Ýòè êðèâûå èãðàþò ðîëü ýòàëîíà � ¾ïðÿìûõ¿, âäîëü
êîòîðûõ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî â îòñóòñòâèè ñèë. Ïåðâûé çàêîí
Íüþòîíà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàí ñëåäóþùèì îáðàçîì: мировая ли-
ния частицы, движущейся в отсутствии сил, есть автопараллельная
кривая, вектор скорости которой имеет положительную проекцию на
ось времени. Åñëè 𝜒 � òàêàÿ ìèðîâàÿ ëèíèÿ, òî, ïî îïðåäåëåíèþ:

(i) ∇𝜒′𝜒′ = 0;

(ii) 𝑑𝑡(𝜒′) > 0.

Ïóñòü 𝜒 � ìèðîâàÿ ëèíèÿ. Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà óòâåðæäàåò, ÷òî
îòêëîíåíèå ∇𝜒′𝜒′ = 0 îò íóëÿ âûçûâàåòñÿ ñèëàìè, äåéñòâóþùèìè íà
÷àñòèöó. Ôîðìàëüíî,

∇𝜒′𝜒′ =
1

𝑚
𝑓,

ãäå 𝑓 ∈ Vec(M) � ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó. Ìû ïîëàãàåì, ÷òî
ñèëà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûì âåêòîðîì, òî åñòü, 𝑑𝑡(𝑓) = 0,
ïîñêîëüêó ñèëà óñêîðÿåò â ïðîñòðàíñòâåííîì íàïðàâëåíèè. Êîýôôèöè-
åíò 𝑚 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé, массой ÷àñòèöû. Â ýòîé
ñâÿçè, ïîëå ∇𝜒′𝜒′ ÿâëÿåòñÿ ускорением ÷àñòèöû.

Ïóñòü âûáðàí àòëàñ A èç ãëàäêîé ñòðóêòóðû D, èìåþùèé ñïåöè-
àëüíûé âèä. Äëÿ ëþáîé êàðòû (𝑈, 𝜙) ýòîãî àòëàñà, êîîðäèíàòíîå îòîá-
ðàæåíèå 𝜙 : 𝑥 ↦→ (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) òàêîâî, ÷òî 𝜙0 : 𝑥 ↦→ 𝑥0 ñîâïàäàåò ñ
ôóíêöèåé àáñîëþòíîãî âðåìåíè 𝑡: 𝜙0 = 𝑡|𝑈 . Ïîñòóëàò (𝑁3) ïðèíèìàåò
âèä

∇𝜕𝑖𝑑𝑥
0 = 0, 𝑖 = 0, 1, 2, 3,

êîòîðûé ïîñêîëüêó (∇𝜕𝑖𝑑𝑥
0)𝑗 = −Γ0 · ·

·𝑗𝑖, îçíà÷àåò, ÷òî Γ0 · ·
·𝑗𝑖 = 0 äëÿ âñåõ

𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, 3. Áóäåì íàçûâàòü òàêîé àòëàñ ñòðàòèôèöèðîâàííûì.
Ðàññìîòðèì âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ñòðàòèôèöèðîâàííîì àòëàñå A:

(𝜒0)′′ + Γ0· ·
· 𝑖𝑗(𝜒

𝑖)′(𝜒𝑗)′ = 0,

(𝜒𝑞)′′ + Γ𝑞· ··𝑖𝑗(𝜒
𝑖)′(𝜒𝑗)′ =

1

𝑚
𝑓 𝑞, 𝑞 = 1, 2, 3.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó 𝐹 ïðîñòðàí-
ñòâåííîïîäîáåí. Èç Γ0· ·

· 𝑖𝑗 = 0 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (𝜒0)′ = 0. Â ýòîé ñâÿçè,

èìåþòñÿ ïîñòîÿííûå 𝑎, 𝑏 ∈ R, òàêèå, ÷òî 𝜒0(𝜆) = 𝑎𝜆 + 𝑏. Äðóãèå òðè
óðàâíåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(𝜒𝑞)′′ + Γ𝑞 · ··𝛾𝛿(𝜒
𝛾)′(𝜒𝛿)′ + Γ𝑞 · ··00(𝜒

0)′(𝜒0)′ + 2Γ𝑞 · ··𝛾0(𝜒
𝛾)′(𝜒0)′ =

1

𝑚
𝑓 𝑞,

ãäå 𝑞, 𝛾, 𝛿 = 1, 2, 3. Çäåñü áûë èñïîëüçîâàí ïîñòóëàò (𝑁4). Òåïåðü ïà-
ðàìåòðèçóåì ìèðîâóþ ëèíèþ ïîñðåäñòâîì àáñîëþòíîãî âðåìåíè. Òîãäà
𝑑/𝑑𝜆 = 𝑎𝑑/𝑑𝜏 . Çàìåíÿÿ øòðèõè íà òî÷êè, èìååì

�̈�𝑞 + Γ𝑞 · ··𝛾𝛿�̇�
𝛾�̇�𝛿 + Γ𝑞 · ··00�̇�

0�̇�0 + 2Γ𝑞 · ··𝛾0�̇�
𝛾�̇�0 =

1

𝑚𝑎2
𝑓 𝑞, 𝑞, 𝛾, 𝛿 = 1, 2, 3.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò 𝑞-þ êîìïîíåíòó âåê-
òîðà óñêîðåíèÿ. Íè îäíî èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè íå ïðåîáðàçóåòñÿ
êàê âåêòîð, íî îíè èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:

∙ Γ𝑞 · ··𝛾𝛿�̇�
𝛾�̇�𝛿 � ÷ëåí êîîðäèíàòíîé êîððåêöèè;

∙ Γ𝑞 · ··00�̇�
0�̇�0 öåíòðîáåæíîå ¾óñêîðåíèå¿;

∙ 2Γ𝑞 · ··𝛾0�̇�
𝛾�̇�0 ¾óñêîðåíèå¿ Êîðèîëèñà.

2. Релятивистское пространство время

2.1. Многообразия Лоренца

Ïóñòü M � ãëàäêîå 𝑚-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.

Определение 18.3. Псевдоримановой метрикой называется сече-
ние 𝑔 ∈ Sec(𝑇 *M ⊗ 𝑇 *M), такое, что для каждой точки 𝑝 ∈ M вы-
полняются следующие условия:

(𝐿1) ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑇𝑝M : 𝑔𝑝(𝑢, 𝑣) = 𝑔𝑝(𝑣, 𝑢);

(𝐿2) ∀𝑢 ∈ 𝑇𝑝M : (∀𝑣 ∈ 𝑇𝑝M : 𝑔𝑝(𝑢, 𝑣) = 0) ⇔ (𝑢 = 0).
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Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðèìàíîâîé ìåòðèêè, óñëîâèå ïîëîæèòåëü-
íîé îïðåäåëåííîñòè îòñóòñòâóåò. Â ãëàäêîé êàðòå (𝑈, 𝜙) ïñåâäîðèìàíîâà
ìåòðèêà, ïîäîáíî ëþáîìó ïîëþ áèëèíåéíûõ ôîðì, ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå ðàçëîæåíèÿ 𝑔 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗. Â êàæäîé òî÷êå 𝑝 ∈ M

ìàòðèöà [𝑔𝑖𝑗(𝑝)] èìååò 𝑚 âåùåñòâåííûõ íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé. Êîëè÷åñòâà 𝑚+, 𝑚− ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé íå çàâèñÿò îò âûáîðà òî÷êè 𝑝; èõ ñóììà ðàâíà 𝑚+ +𝑚− = 𝑚.

Определение 18.4. Пара (𝑚+, 𝑚−) называется сигнатурой метри-
ки 𝑔.

Â ðàìêàõ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ðèìàíîâà ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðè-
ìàíîâîé ìåòðèêîé ñ ñèãíàòóðîé (𝑚, 0).

Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè 4.

Определение 18.5. Псевдориманова метрика 𝑔 с сигнатурой (1, 3)
называется лоренцевой метрикой.

Определение 18.6. Пара (M, 𝑔), в которой 𝑔 — лоренцева метрика,
называется лоренцевым многообразием.

Ñèãíàòóðà ëîðåíöåâîé ìåòðèêè ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (+,−,−,−).
Ïóñòü 𝑝 ∈ M � íåêîòîðàÿ òî÷êà. Ìîæíî âûáðàòü áàçèñ (𝑒𝑖)

3
𝑖=0 êàñàòåëü-

íîãî ïðîñòðàíñòâà 𝑇𝑝M ñî ñâîéñòâîì2:

𝑔𝑝(𝑒𝑖, 𝑒𝑗) = 𝜂𝑖𝑗, ãäå [𝜂𝑖𝑗] = diag {1, −1, −1, −1}.

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà 𝑢 ∈ 𝑇𝑝M, 𝑢 = 𝑢𝑖𝑒𝑖, èìååì, ÷òî

𝑔𝑝(𝑢, 𝑢) = (𝑢0)2 − (𝑢1)2 − (𝑢2)2 − (𝑢3)2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R4 âñåõ êîðòåæåé
(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3). Ìíîæåñòâî

𝐶𝑇𝑝M = {𝑢 ∈ 𝑇𝑝M | 𝑔𝑝(𝑢, 𝑢) = 0}

ïðåäñòàâëåíî â R4 ñîâîêóïíîñòüþ

𝐶R4 = {(𝑢0, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ∈ R4 | (𝑢0)2 − (𝑢1)2 − (𝑢2)2 − (𝑢3)2 = 0},

ÿâëÿþùåéñÿ êðóãîâûì äâîéíûì êîíóñîì ñ âåðøèíîé (0, 0, 0, 0).

2В случае лоренцевых многообразий мы рассматриваем значения индекса из мно-
жества {0, 1, 2, 3}.
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2.2. Ориентация времени

Ïóñòü (M, 𝑔) � ëîðåíöåâî ìíîãîîáðàçèå. Ïîëå 𝑔 îïðåäåëÿåò ñåìåé-
ñòâî (𝐶𝑇𝑝M)𝑝∈M äâîéíûõ êîíóñîâ â êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Íàïîì-
íèì, ÷òî â ñëó÷àå íüþòîíîâà ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè áûëà îïðåäåëåíà
ôóíêöèÿ àáñîëþòíîãî âðåìåíè 𝑡. Óñëîâèå 𝑑𝑡(𝑢) = 0 îïðåäåëÿåò ãèïåð-
ïëîñêîñòü â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå, è âåêòîðû ñ ïîëîæèòåëüíîé ïðî-
åêöèåé íà îñü âðåìåíè ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò íåå. Òàêèì
îáðàçîì, ôóíêöèÿ àáñîëþòíîãî âðåìåíè ïîçâîëÿåò çàäàòü ðàñïðåäåëå-
íèå ïîëóïðîñòðàíñòâ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âìåñòå ñ òåì, â ðåëÿòè-
âèñòñêîé ôèçèêå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ íèêàêîãî àáñîëþòíîãî âðåìåíè. Ñî-
ãëàñíî îäíîìó èç ðåëÿòèâèñòñêèõ ïîñòóëàòîâ, ñêîðîñòè ìàññîâûõ ÷àñòèö
äîëæíû ðàñïîëàãàòüñÿ âíóòðè êîíóñîâ â íàïðàâëåíèè ê áóäóùåìó. Èíû-
ìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ïðàâèëî, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûáðàòü ñåìåéñòâî

(𝐶
1/2
𝑇𝑝M

)𝑝∈M êðóãîâûõ êîíóñîâ èç çàäàííîãî ñåìåéñòâà (𝐶𝑇𝑝M)𝑝∈M äâîéíûõ
êîíóñîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑝 ∈ M íåîáõîäèìî âûáðàòü
â òî÷íîñòè îäèí èç äâóõ êîíóñîâ, ñîñòàâëÿþùèõ 𝐶𝑇𝑝M. Ïîäîáíûé âûáîð
ìîæåò áûòü ñäåëàí ñ ïîìîùüþ îðèåíòàöèè âðåìåíè.

Определение 18.7. Ориентация времени на M — это векторное
поле 𝑇 ∈ Vec(M) со свойствами [1]:

(𝑇1) 𝑇 ̸= 0,

(𝑇2) 𝑔(𝑇, 𝑇 ) > 0.

Ïî îïðåäåëåíèþ, äëÿ êàæäîé òî÷êè 𝑝 ∈ M çíà÷åíèå 𝑇 (𝑝) ïðèíàä-
ëåæèò îäíîìó èç äâóõ êîíóñîâ, ñîñòàâëÿþùèõ 𝐶𝑇𝑝M. Â ýòîé ñâÿçè, ýòî

â òî÷íîñòè òî ñàìîå ïðàâèëî, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñåìåéñòâî (𝐶
1/2
𝑇𝑝M

)𝑝∈M
êðóãîâûõ êîíóñîâ. Ðîëü ôóíêöèè àáñîëþòíîãî âðåìåíè, òàêèì îáðàçîì,
èãðàåò ïàðà (𝑔, 𝑇 ), ñîñòîÿùàÿ èç ëîðåíöåâîé ìåòðèêè è îðèåíòàöèè âðå-
ìåíè.

2.3. Определение релятивистского пространства вре-

мени

Âñå ãîòîâî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëå-
íèå [2].
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Определение 18.8. Релятивистское пространство время — это
структура

(M, T, D, 𝑔, ∇, 𝑇, 𝜇),

где M — это множество, элементы которого называются событи-
ями, T — топология на M, D — гладкая структура на M, 𝑔 ∈
Sec(𝑇 *M ⊗ 𝑇 *M) — сечение, ∇ — связность на M, 𝑇 ∈ Vec(M) —
векторное поле на M, а 𝜇 — форма объема на M. При этом выполня-
ются следующие условия:

𝑅1) Подструктура (M, T, D) является гладким 4-мерным многооб-
разием.

𝑅2) Поле 𝑔 является лоренцевой метрикой.

𝑅3) ∇ — связность Леви-Чивита.

𝑅4) Поле 𝑇 — ориентация времени.

Гладкие кривые на M называются мировыми линиями частиц.

Â îòëè÷èå îò íüþòîíîâà ïðîñòðàíñòâà âðåìåíè, â ðåëÿòèâèñòñêîì
ïðîñòðàíñòâå âûäåëÿþò äâà âèäà ÷àñòèö: массовые è безмассовые.
Òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè ñëåäóþùèì äâóì ïîñòóëàòàì:

(𝑃1) Ìèðîâàÿ ëèíèÿ 𝜒 : I → M ìàññîâîé ÷àñòèöû òàêîâà, ÷òî:

(i) ∀𝑡 ∈ I : 𝑔𝜒(𝑡)(𝜒
′(𝑡), 𝜒′(𝑡)) > 0 (òî åñòü, ñêîðîñòü ëåæèò âíóòðè

äâîéíîãî êîíóñà 𝐶𝑇𝜒(𝑡)M);

(ii) ∀𝑡 ∈ I : 𝑔𝜒(𝑡)(𝑇𝑡, 𝜒′(𝑡)) > 0 (òî åñòü, ñêîðîñòü ëåæèò â òî÷íîñòè
â òîì êîíóñå, êîòîðûé âûáðàí 𝑇 );

(𝑃2) Ìèðîâàÿ ëèíèÿ 𝜒 : I → M áåçìàññîâîé ÷àñòèöû òàêîâà, ÷òî:

(i) ∀𝑡 ∈ I : 𝑔𝜒(𝑡)(𝜒
′(𝑡), 𝜒′(𝑡)) = 0 (òî åñòü, ñêîðîñòü ëåæèò íà

ãðàíèöå äâîéíîãî êîíóñà 𝐶𝑇𝜒(𝑡)M);

(ii) ∀𝑡 ∈ I : 𝑔𝜒(𝑡)(𝑇𝑡, 𝜒
′(𝑡)) > 0 (òî åñòü, ñêîðîñòü ïðèíàäëåæèò

ãðàíèöå òîãî êîíóñà, êîòîðûé âûáðàí 𝑇 ).
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2.4. Наблюдатели

Âðåìÿ è ñêîðîñòü ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè, çàâèñÿùèìè îò
íàáëþäàòåëÿ.

Определение 18.9. Наблюдатель — это мировая линия 𝛾 : J → M

массовой частицы вместе с базисом

(𝑒0(𝑡), 𝑒1(𝑡), 𝑒2(𝑡), 𝑒3(𝑡))

в каждом пространстве 𝑇𝛾(𝑡)M, 𝑡 ∈ I. Совокупность таких базисов
должна подчиняться условиям:

(i) ∀𝑡 ∈ I : 𝑒0(𝑡) = 𝛾′(𝑡);

(ii) ∀𝑡 ∈ I : 𝑔𝛾(𝑡)(𝑒𝑖(𝑡), 𝑒𝑗(𝑡)) = 𝜂𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, 3.

Ëþáîé íàáëþäàòåëü äîëæåí ïîä÷èíÿòüñÿ ñëåäóþùèì ïîñòóëàòàì:

(𝑃1) Часы íàáëþäàòåëÿ (𝛾, 𝑒) èçìåðÿþò âðåìÿ

𝜏 :=

∫︁ 𝑡2

𝑡1

√︁
𝑔𝛾(𝑡)(𝛾′(𝑡), 𝛾′(𝑡)) 𝑑𝑡

ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè. Çäåñü

∙ 𝛾(𝑡1) � ¾íà÷àëî îòñ÷åòà âðåìåíè¿;

∙ 𝛾(𝑡2) � ¾êîíåö îòñ÷åòà âðåìåíè¿.

×èñëî 𝜏 íàçûâàåòñÿ собственным временем.

(𝑃2) Ïóñòü (𝛾, 𝑒) � íàáëþäàòåëü, à 𝜒 : I → M � ìèðîâàÿ ëèíèÿ ìàññî-
âîé ÷àñòèöû, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ òàê, ÷òî

∀𝑡 ∈ I : 𝑔𝜒(𝑡)(𝜒′(𝑡), 𝜒′(𝑡)) = 1.

Ïóñòü íàáëþäàòåëü è ÷àñòèöà âñòðå÷àþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå âðåìåíè.
Òî åñòü, 𝜒(𝑡1) = 𝛾(𝑡2), äëÿ íåêîòîðûõ 𝑡1 ∈ I, 𝑡2 ∈ J. Òîãäà íàáëþäà-
òåëü èçìåðÿåò 3-скорость (пространственную скорость) ýòîé
÷àñòèöû êàê

𝑣 := 𝑒𝛼𝑡2(𝜒
′(𝑡1))𝑒𝛼(𝑡2), 𝛼 = 1, 2, 3,

ãäå (𝑒𝑖𝑡2)
3
𝑖=0 � äóàëüíûé áàçèñ (𝑒𝑖(𝑡2))

3
𝑖=0.
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2.5. Преобразование Лоренца

Ïóñòü (𝛾, 𝑒) è (̃︀𝛾, ̃︀𝑒) íàáëþäàòåëè, âñòðå÷àþùèåñÿ â òî÷êå 𝑝: ̃︀𝛾(̃︀𝑡) =
𝑝 = 𝛾(𝑡). Ðåïàðàìåòðèçóÿ êðèâûå, åñëè íåîáõîäèìî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî̃︀𝑡 = 𝑡 = 0. Òîãäà (𝑒𝑖(0))

3
𝑖=0 è (̃︀𝑒𝑖(0))3𝑖=0 ÿâëÿþòñÿ áàçèñàìè êàñàòåëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà 𝑇𝑝M. Ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Ω ∈ GL(4; R), òàêàÿ, ÷òî

̃︀𝑒𝑖(0) = Ω𝑗 ·
·𝑖𝑒𝑗(0).

Ïîñêîëüêó 𝑔𝑝(̃︀𝑒𝑖(0), ̃︀𝑒𝑗(0)) = 𝜂𝑖𝑗, 𝑔𝑝(𝑒𝑘(0), 𝑒𝑙(0)) = 𝜂𝑘𝑙 è èñïîëüçóÿ ñîîò-
íîøåíèå ìåæäó âåêòîðàìè ñ òèëüäîé è âåêòîðàìè áåç òèëüäû, ïðèõîäèì
ê преобразованию Лоренца:

Ω𝑘·
· 𝑖Ω

𝑙 ·
·𝑗𝜂𝑘𝑙 = 𝜂𝑖𝑗.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ñâÿçûâàåò ðåïåðû äâóõ íàáëþ-
äàòåëåé â îäíîé òî÷êå. Ìû èìååì, ÷òî Ω ∈ O(1, 3).

3. Материя

Âûäåëÿþò äâà âèäà ìàòåðèè: òî÷å÷íàÿ ìàòåðèÿ è ïîëåâàÿ ìàòåðèÿ.
Ïóñòü èçâåñòíû 𝑔 è 𝑇 .

3.1. Точечная материя

Ïîñòóëàòû (𝑃1) and (𝑃2), êàñàþùèåñÿ ìàññîâûõ è áåçìàññîâûõ ÷à-
ñòèö íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûå ìèðîâûå ëèíèè ÷àñòèö.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìèðîâûõ ëèíèé íåîáõîäèì çàêîí äâèæåíèÿ. Ðàññìîò-
ðèì äåéñòâèÿ ÷àñòèö â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ ïîëåé.

Äåéñòâèå ìàññîâîé ÷àñòèöû ñ ìèðîâîé ëèíèåé 𝜒 èìååò âèä

Amassive[𝜒] = 𝑚

∫︁ √︁
𝑔𝜒(𝑡)(𝜒′(𝑡), 𝜒′(𝑡)) 𝑑𝑡.

Çäåñü 𝑚 > 0 � ïîñòîÿííàÿ, масса ÷àñòèöû. Äèíàìè÷åñêèå çàêîíû äâè-
æåíèÿ (óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óñëîâèÿ
𝛿Amassive[𝜒] = 0. Âîçìîæíûå ìèðîâûå ëèíèè 𝜒 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
îãðàíè÷åíèþ 𝑔𝜒(𝑡)(𝑇𝑡, 𝜒

′(𝑡)) > 0, for all 𝑡 ∈ I.



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß644 Ãë. 18. Îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè

Äåéñòâèå áåçìàññîâîé ÷àñòèöû ñ ìèðîâîé ëèíèåé 𝜒 èìååò âèä

Amassless[𝜒, 𝜆] =

∫︁
𝜆(𝑡)

√︁
𝑔𝜒(𝑡)(𝜒′(𝑡), 𝜒′(𝑡)) 𝑑𝑡.

Çäåñü 𝜆(𝑡) � ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà. ×àñòíàÿ âàðèàöèÿ Amassless[𝜒, 𝜆] ïî 𝜆
äàåò óñëîâèå 𝑔𝜒(𝑡)(𝜒

′(𝑡), 𝜒′(𝑡)) = 0, äëÿ âñåõ 𝑡. Äèíàìè÷åñêèå çàêîíû äâè-
æåíèÿ (óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà) âûâîäÿòñÿ èç ÷àñòíîé âàðèàöèè
Amassless[𝜒, 𝜆] ïî 𝜒.

Ïðè÷èíà îïèñàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ äåéñòâèé çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äåéñòâèå ñîñòàâíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äåéñòâèé
åå ÷àñòåé è, âîçìîæíî, ÷ëåíîâ âçàèìîäåéñòâèÿ.

Пример 18.1. Пусть массовая частица взаимодействует с электро-
магнитным полем, которое порождается ковекторным полем 𝐴 ∈
CVec(M) (электромагнитный потенциал). Пусть 𝑞 — заряд этого по-
ля. Тогда действие имеет вид

A[𝜒; 𝐴] =

∫︁ (︁
𝑚
√︁
𝑔𝜒(𝑡)(𝜒′(𝑡), 𝜒′(𝑡)) + 𝑞𝐴(𝜒′(𝑡)

)︁
𝑑𝑡.

Точка с запятой означает, что поле 𝐴 фиксировано, то есть, по нему
не производится варьирование. Уравнение Эйлера—Лагранжа имеет
вид

𝑚(∇𝜒′𝜒′)𝑖 = −𝑞𝐹 𝑖
𝑗 �̇�

𝑗,

где 𝐹𝑖𝑗 =
𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑥𝑗
− 𝜕𝐴𝑗

𝜕𝑥𝑖
— компоненты тензора Фарадея. Выражение

−𝑞𝐹 𝑖
𝑗 �̇�

𝑗 является силой Лоренца, действующей на заряженную части-
цу в электромагнитном поле. Заметим, что действие A[𝜒; 𝐴] имеет
вид

A[𝜒; 𝐴] = Amassive[𝜒] + Ainteract[𝜒; 𝐴],

в котором Ainteract[𝜒; 𝐴] – член взаимодействия.

3.2. Полевая материя

Êëàññè÷åñêàÿ ïîëåâàÿ ìàòåðèÿ � ýòî ëþáîå òåíçîðíîå ïîëå íà M,
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè
äåéñòâèÿ.
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Пример 18.2. Действие для электромагнитного поля, в предположе-
нии, что M — тривиальное многообразие, имеет вид (в атласе с одной
картой)

AMaxwell[𝐴] =
1

4

∫︁
M

√
−𝑔𝐹𝑎𝑏𝐹𝑐𝑑𝑔𝑎𝑐𝑔𝑏𝑑 𝑑4𝑥,

где 𝑔 = det[𝑔𝑖𝑗] < 0.

Замечание 18.2. Заметим, что плотность действия AMaxwell зави-
сит от первых производных электромагнитного потенциала 𝐴. Ана-
логичная ситуация выполняется для простых материалов в механике
континуума. Функционал отклика для простого материала зависит
от градиента деформации, который представлен в базисе частными
производными первого порядка.

4. Уравнение Эйнштейна

4.1. Тензор энергии-импульса

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð 𝑔 íåèçâåñòåí è ÿâëÿ-
åòñÿ èñêîìûì. Òîãäà íåîáõîäèìî çàïèñàòü äåéñòâèå Agrav[𝑔] äëÿ ìåòðè-
÷åñêîãî òåíçîðà. Ýòî äåéñòâèå áóäåò äîáàâëÿòüñÿ ê ëþáîìó äåéñòâèþ
Amatter[𝐴, . . .] äëÿ îïèñàíèÿ ñèñòåìû â öåëîì. Â ÷àñòíîñòè,

A[𝐴, 𝑔] = Agrav[𝑔] + AMaxwell[𝐴, 𝑔].

×àñòíàÿ âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ A[𝐴, 𝑔] ïî îòíîøåíèþ ê 𝛿𝐴 ïðèâîäèò ê óðàâ-
íåíèþ Ìàêñâåëëà. Òîëüêî AMaxwell äàåò âêëàä äëÿ íèõ. Â ñëó÷àå ÷àñòíîé
âàðèàöèè A[𝐴, 𝑔] ïî îòíîøåíèþ ê 𝛿𝑔, è Agrav è AMaxwell äàþò âêëàä. Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèÿ Ýéëåðà�Ëàãðàíæà èìåþò âèä

1

16𝜋𝐺Newt
𝐺𝑖𝑗⏟  ⏞  

вклад из Agrav

+ (−1

2
𝑇 𝑖𝑗)⏟  ⏞  

вклад из AMaxwell

= 0,

ãäå 𝐺Newt � ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ Íüþòîíà. Â äðóãîì âèäå ýòî
óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê

𝐺𝑖𝑗 = 8𝜋𝐺Newt𝑇
𝑖𝑗.
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Ýòî уравнение Эйнштейна. Âåëè÷èíû 𝑇 𝑖𝑗 îáðàçóþò тензор
энергии-импольса. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè Amatter[Φ, 𝑔] ÿâëÿåòñÿ äåé-
ñòâèåì íåêîòîðîé ìàòåðèè ñ ïëîòíîñòüþ 𝐿matter, òî òåíçîð ýíåðãèè-
èìïóëüñà èìååò âèä

𝑇 𝑖𝑗 := − 2√
−𝑔

(︂
𝜕𝐿matter

𝜕𝑔𝑖𝑗
− 𝜕𝑠

𝜕𝐿matter

𝜕𝜕𝑠𝑔𝑖𝑗
+ . . .

)︂
.

4.2. Вывод уравнения Эйнштейна

Â íüþòîíîâîì ïðîñòðàíñòâå âðåìåíè çàêîí Ïóàññîíà Δ𝜙 = 4𝜋𝜌𝐺Newt

ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ òåíçîðà êðèâèçíû Ðè÷÷è:

𝑅00 = 4𝜋𝜌𝐺Newt.

Îñíîâûâàÿñü íà ýòîì óðàâíåíèè, Ýéíøòåéí ïðåäïîëîæèë, ÷òî ðåëÿòè-
âèñòñêèå óðàâíåíèÿ ïîëÿ äëÿ ìåòðèêè 𝑔 ðåëÿòèâèñòñêîãî ïðîñòðàíñòâà
âðåìåíè äîëæíû èìåòü âèä

𝑅𝑖𝑗 = 8𝜋𝐺Newt𝑇𝑖𝑗.

Âìåñòå ñ òåì, ýòî óðàâíåíèå íåâåðíî. Ïîñêîëüêó 𝑇𝑖𝑗 ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåí-
òàìè òåíçîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, îïðåäåëÿåìîãî èç äåéñòâèÿ, äèâåðãåí-
öèÿ ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà íóëþ. Â òî æå âðåìÿ, äèâåðãåíöèÿ ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷íà îò íóëÿ, ÷òî âåäåò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, Ãèëüáåðò ïðåäëîæèë ðàñ-
ñìîòðåòü äåéñòâèå

AHilbert[𝑔] =

∫︁
M

√
−𝑔𝑅𝑖𝑗𝑔

𝑖𝑗 𝑑4𝑥.

Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèîíàëà AHilbert ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ëàãðàíæà. Äëÿ èõ ïîëó-
÷åíèÿ îïðåäåëèì âàðèàöèþ AHilbert:

𝛿AHilbert[𝑔] =

∫︁
M

{︀
𝛿
√
−𝑔𝑅𝑎𝑏𝑔

𝑎𝑏 +
√
−𝑔𝑅𝑎𝑏𝛿𝑔

𝑎𝑏 +
√
−𝑔𝑔𝑎𝑏𝛿𝑅𝑎𝑏

}︀
𝑑4𝑥.

(18.4.1)



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß4. Óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà 647

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðîèçâîäíîé äåòåðìèíàíòà (ôîðìóëó Ôîññà �
Âåéëÿ), ïîëó÷àåì

𝛿
√
−𝑔 = 1

2
√
−𝑔

(−𝑔)𝑔𝑎𝑏𝛿𝑔𝑎𝑏 =
1

2

√
−𝑔𝑔𝑎𝑏𝛿𝑔𝑎𝑏.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîæäåñòâî 𝑔𝑎𝑏𝑔𝑏𝑐 = 𝛿𝑎𝑐 , ïðèâîäÿùåå ê óðàâíåíèþ

𝛿(𝑔𝑎𝑏)𝑔𝑏𝑐 + 𝑔𝑎𝑏𝛿𝑔𝑏𝑐 = 0,

ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

𝛿𝑔𝑎𝑏 = −𝑔𝑎𝑚𝑔𝑏𝑛𝛿𝑔𝑚𝑛.

Äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîîðäèíà-
òû, ïîðîæäåííûå âûáðàííîé êàðòîé, ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè 𝑝. Òîãäà âñå Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 (íî íå èõ ïðîèçâîäíûå) ðàâíû íóëþ â 𝑝 è
âàðèàöèÿ òåíçîðà Ðè÷÷è ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

𝛿𝑅𝑎𝑏 = 𝛿𝜕𝑏Γ
𝑚 · ·
· 𝑎𝑚 − 𝛿𝜕𝑚Γ

𝑚 · ·
· 𝑎𝑏 = 𝜕𝑏𝛿Γ

𝑚 · ·
· 𝑎𝑚 − 𝜕𝑚𝛿Γ

𝑚 · ·
· 𝑎𝑏 =

= ∇𝑏𝛿Γ
𝑚 · ·
· 𝑎𝑚 −∇𝑚𝛿Γ

𝑚 · ·
· 𝑎𝑏,

ïîñêîëüêó 𝛿 è 𝜕 ïåðåñòàíîâî÷íû, òî âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå Γ, ðàâíû
íóëþ, à ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (â òî÷êå 𝑝) ñîâïàäàþò ñîîòâåòñòâóþùèìè
êîâàðèàíòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Èìåÿ â âèäó, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M ñíàá-
æåíî ñâÿçíîñòüþ Ëåâè-×èâèòû, (è ïîòîìó ∇𝑐𝑔

𝑎𝑏 = 0), ïîëó÷àåì

√
−𝑔𝑔𝑎𝑏𝛿𝑅𝑎𝑏 =

√
−𝑔𝑔𝑎𝑏∇𝑏𝛿Γ

𝑚 · ·
· 𝑎𝑚 −

√
−𝑔𝑔𝑎𝑏∇𝑚𝛿Γ

𝑚 · ·
· 𝑎𝑏 =

=
√
−𝑔∇𝑏

(︀
𝑔𝑎𝑏𝛿Γ𝑚 · ·

· 𝑎𝑚
)︀
−

√
−𝑔∇𝑚

(︀
𝑔𝑎𝑏𝛿Γ𝑚 · ·

· 𝑎𝑏
)︀
.

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ôîññà �Âåéëÿ, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

√
−𝑔𝑔𝑎𝑏𝛿𝑅𝑎𝑏 = 𝜕𝑏(

√
−𝑔𝛿𝐴𝑏)− 𝜕𝑚(

√
−𝑔𝛿𝐵𝑚) = 𝜕𝑏

(︀√
−𝑔(𝛿𝐴𝑏 − 𝛿𝐵𝑏)

)︀
,

â êîòîðîì 𝛿𝐴𝑏 = 𝑔𝑎𝑏𝛿Γ𝑚 · ·
· 𝑎𝑚, 𝛿𝐵

𝑏 = 𝑔𝑎𝑚𝛿Γ𝑏 · ··𝑎𝑚.
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Ñîáèðàÿ âñå ñëàãàåìûå â (18.4.1), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå:

𝛿AHilbert[𝑔] =

∫︁
M

{︁1
2

√
−𝑔𝑔𝑚𝑛𝛿𝑔𝑚𝑛𝑅𝑎𝑏𝑔

𝑎𝑏 −
√
−𝑔𝑔𝑎𝑚𝑔𝑏𝑛𝛿𝑔𝑚𝑛𝑅𝑎𝑏+

+ 𝜕𝑏(
√
−𝑔
(︀
𝛿𝐴𝑏 − 𝛿𝐵𝑏)

)︀}︁
𝑑4𝑥 =

=

∫︁
M

{︂√
−𝑔𝛿𝑔𝑚𝑛

(︂
1

2
𝑔𝑚𝑛𝑆 −𝑅𝑚𝑛

)︂}︂
𝑑4𝑥+

∫︁
M

𝜕𝑏
(︀√

−𝑔(𝛿𝐴𝑏 − 𝛿𝐵𝑏)
)︀
𝑑4𝑥.

Çäåñü 𝑆 � ñêàëÿðíàÿ êðèâèçíà. Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðà-
ëîì îò äèâåðãåíöèè , ñëåäóÿ ñòàíäàðòíûì îáîñíîâàíèÿì (ñì. [3]) ìû
ñ÷èòàåì åãî ðàâíûì íóëþ. Â ýòîé ñâÿçè, ââèäó ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâè-
ñèìîñòè êîìïîíåíò 𝑔𝑚𝑛,

(𝛿AHilbert[𝑔] = 0) ⇔
(︂
1

2
𝑔𝑚𝑛𝑆 −𝑅𝑚𝑛 = 0

)︂
. (18.4.2)

Èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ тензора Эйнштейна:

𝐺𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 − 1

2
𝑔𝑖𝑗𝑆, 𝐺𝑖𝑗 = 𝑔𝑖𝑎𝑔𝑗𝑏𝐺

𝑎𝑏.

Òîãäà óðàâíåíèÿ (18.4.2) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå

∇𝑖𝐺
𝑖𝑗 = 0. (18.4.3)

Çàìåòèì, ÷òî ñ ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òåíçîð Ýéíøòåéíà
óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó Áèàíêè, êîòîðîå èìååò âèä (18.4.3).

Åñëè ïðîñòðàíñòâî íàïîëíåíî ìàòåðèåé, òî äåéñòâèå AHilbert óñëîæ-
íÿåòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè ìû ïðèìåì âî âíèìàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîå âçà-
èìîäåéñòâèå, òî AHilbert çàâèñèò îò ìåòðèêè è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîòåí-
öèàëà, ÷òî ïðèâîäèò ê òåîðèè Ýéíøòåéíà �Ìàêñâåëëà. Òàêèì îáðàçîì,
â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ìàòåðèè, óðàâíåíèÿ èìåþò âèä:

𝑅𝑖𝑗 −
1

2
𝑆𝑔𝑖𝑗 = 8𝜋𝐺Newt𝑇𝑖𝑗. (18.4.4)

Ýòè óðàâíåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû Ãèëüáåðòîì. Èñïîëüçóÿ ôèçè÷åñêèå ðàñ-
ñóæäåíèÿ, Ýéíøòåéí ïðèøåë ê òåì æå óðàâíåíèÿì ïðèìåðíî â òî æå
âðåìÿ [4]. Óðàâíåíèÿ (18.4.4) íàçûâàþòñÿ уравнениями Эйнштейна,
à äåéñòâèå AHilbert íàçûâàåòñÿ действием Эйнштейна –Гильберта.
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5. Частные решения уравнений Эйнштейна

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Äàëåå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.

5.1. Решение Шварцшильда

ÏóñòüM � ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî (Ìèíêîâñêîãî), ñíàáæåííîå ïñåâäî-
äåêàðòîâîé êàðòîé (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), à B � îòêðûòûé 3𝐷-øàð ðàäèóñà 𝑅
ñ öåíòðîì â íà÷àëå ïñåâäî-äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (o, (𝑖𝑘)

3
𝑘=0),

òî åñòü,

M ⊃ B := {o + 𝑥1𝑖1 + 𝑥2𝑖2 + 𝑥3𝑖3 |
√︀

(𝑥1)2 + (𝑥2)2 + (𝑥3)2 < 𝑅}.

Ïóñòü U = M∖B � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâîM � âíåøíîñòüB. Ñëåäóÿ
Ê K. Øâàðöøèëüäó, îïðåäåëèì êðèâèçíóM, âûçâàííóþ íàïîëíåíèåì 𝐵
íåâçàèìîäåéñòâóþùåé ìàòåðèåé (ïûëü) ìàññû𝑀 . Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì
ïîëóîáðàòíûé ìåòîä. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ,
âûáåðåì êàðòó (U, ℎ) íàM, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ ïñåâäî-äåêàðòîâîé êàðòîé
ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

𝑥0 = 𝑡,

𝑥1 = 𝑟 cos𝜙 sin 𝜃,

𝑥2 = 𝑟 sin𝜙 sin 𝜃,

𝑥3 = 𝑟 cos 𝜃.

(18.5.1)

Êîìïîíåíòû ìåòðèêè, ïîðîæäåííîé (18.5.1), è åå îáðàòíîé, èìåþò âèä

∘
𝑔00= 1,

∘
𝑔11= −1,

∘
𝑔22= −𝑟2,

∘
𝑔33= −𝑟2 sin2 𝜃,

∘
𝑔
00

= 1,
∘
𝑔
11

= −1,
∘
𝑔
22

= − 1

𝑟2
,

∘
𝑔
33

= − 1

𝑟2 sin2 𝜃
.

Êâàäðàò èíòåðâàëà, 𝑑
∘
𝑠
2
, ìîæåò áûòü çàïèñàí êàê (çäåñü è äàëåå ìû

ïîëàãàåì, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà ðàâíà 𝑐 = 1)

∘
𝑔= 𝑑𝑡⊗ 𝑑𝑡− 𝑑𝑟 ⊗ 𝑑𝑟 − 𝑟2𝑑𝜃 ⊗ 𝑑𝜃 − 𝑟2 sin2 𝜃𝑑𝜙⊗ 𝑑𝜙. (18.5.2)
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Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî 𝐵 íàïîëíåíî ìàññîâûìè ÷àñòè-
öàìè, íå ïîðîæäàþùèìè ïîëåâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðûå ïðåâðàùà-
þò M â èñêðèâëåííîå ïðîñòðàíñòâî âðåìÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè
èñêðèâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ M, ñêîíñòðóèðóåì îáîáùåíèå (18.5.2),

𝑔 = 𝑈𝑑𝑡⊗ 𝑑𝑡− 𝑉 𝑑𝑟 ⊗ 𝑑𝑟 −𝑊𝑟2𝑑𝜃 ⊗ 𝑑𝜃 −𝑋𝑟2 sin2 𝜃𝑑𝜙⊗ 𝑑𝜙,

ãäå 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑋 � ôóíêöèè êîîðäèíàò. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå:

(i) ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàíñòâåííûì êîîð-
äèíàòàì;

(ii) ñòàòè÷åñêèé õàðàêòåð çàäà÷è,

ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî 𝑈, 𝑉, 𝑊, 𝑋 íå çàâèñÿò îò 𝜃, 𝜙; áîëåå òîãî,𝑊 = 𝑋 = 1
è âñå ýòè ôóíêöèè íå çàâèñÿò îò 𝑡. Â ýòîé ñâÿçè,

𝑑𝑠2 = 𝑈(𝑟)𝑑𝑡⊗ 𝑑𝑡− 𝑉 (𝑟)𝑑𝑟 ⊗ 𝑑𝑟 − 𝑟2𝑑𝜃 ⊗ 𝑑𝜃 − 𝑟2 sin2 𝜃𝑑𝜙⊗ 𝑑𝜙.

Ñëåäîâàòåëüíî,

𝑔00 = 𝑈(𝑟), 𝑔11 = −𝑉 (𝑟), 𝑔22 = −𝑟2, 𝑔33 = −𝑟2 sin2 𝜃, (18.5.3)

𝑔00 =
1

𝑈(𝑟)
, 𝑔11 = − 1

𝑉 (𝑟)
, 𝑔22 = − 1

𝑟2
, 𝑔33 = − 1

𝑟2 sin2 𝜃
. (18.5.4)

Äëÿ êîìïîíåíò ìåòðèêè (18.5.3) ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû
ñâÿçíîñòè Γ𝑖 · ··𝑗𝑘:

Γ0 · ·
·01 = Γ0 · ·

·10 =
𝑈 ′

2𝑈
, Γ1 · ·

·00 =
𝑈 ′

2𝑉
, Γ1 · ·

·11 =
𝑉 ′

2𝑉
,

Γ1 · ·
·22 = − 𝑟

𝑉
, Γ1 · ·

·33 = − 𝑟

𝑉
sin2 𝜃, Γ2 · ·

·12 = Γ2 · ·
·21 =

1

𝑟
,

Γ2 · ·
·33 = − cos 𝜃 sin 𝜃, Γ3 · ·

·13 = Γ3 · ·
·31 =

1

𝑟
, Γ3 · ·

·23 = Γ3 · ·
·32 = cot 𝜃.

(18.5.5)

Òåïåðü ìû ìîæåì îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû òåíçîðà Ðè÷÷è:

𝑅00 = −𝑈
′′

2𝑉
+
𝑈 ′𝑉 ′

4𝑉 2
+

(𝑈 ′)2

4𝑈𝑉
− 1

𝑟

𝑈 ′

𝑉
,

𝑅11 =
𝑈 ′′

2𝑈
− (𝑈 ′)2

4𝑈 2
− 𝑈 ′𝑉 ′

4𝑈𝑉
− 1

𝑟

𝑉 ′

𝑉
,

𝑅22 =
𝑟𝑈 ′

2𝑈𝑉
+

1

𝑉
− 𝑟𝑉 ′

2𝑉 2
− 1,

𝑅33 = 𝑅22 sin
2 𝜃,
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è ñêàëÿðíóþ êðèâèçíó 𝑅 = 𝑔𝑖𝑗𝑅𝑖𝑗,

𝑆 = − 𝑈 ′′

𝑈𝑉
+

𝑈 ′𝑉 ′

2𝑈𝑉 2
+

(𝑈 ′)2

2𝑈 2𝑉
− 2

𝑟

𝑈 ′

𝑈𝑉
+

2

𝑟

𝑉 ′

𝑉 2
+

2

𝑟2

(︂
1− 1

𝑉

)︂
.

Òåíçîðíîå óðàâíåíèå Ýéíøòåéíà ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå òðåõ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

1

𝑟

𝑉 ′

𝑉
+

1

𝑟2

(︂
1− 1

𝑉

)︂
= 0,

− 𝑈 ′

𝑟𝑈𝑉
+

1

𝑟2

(︂
1− 1

𝑉

)︂
= 0,

−𝑈
′

𝑈
+
𝑉 ′

𝑉
− 𝑟𝑈 ′′

𝑈
+
𝑟𝑈 ′

2

𝑉 ′

𝑈𝑉
+
𝑟(𝑈 ′)2

2𝑈 2
= 0,

(18.5.6)

äîïóñêàþùåé ðåøåíèå3

𝑉 =
1

1− 𝐴/𝑟
, 𝑈 = 𝐵

(︂
1− 𝐴

𝑟

)︂
,

ãäå 𝐴 è 𝐵 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Îíè ìîãóò áûòü âûáðàíû òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ ìåòðèêà â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæå-
íèè äàâàëà çàêîí òÿãîòåíèÿ Íüþòîíà [5]:

𝐴 = 2𝑀𝐺Newt, 𝐵 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà 𝑔 èìååò âèä

𝑔 =

(︂
1− 2𝑀𝐺Newt

𝑟

)︂
𝑑𝑡⊗ 𝑑𝑡−

(︂
1− 2𝑀𝐺Newt

𝑟

)︂−1

𝑑𝑟 ⊗ 𝑑𝑟−

− 𝑟2(𝑑𝜃 ⊗ 𝑑𝜃 + sin2 𝑑𝜙⊗ 𝑑𝜙).

Çàìåòèì, ÷òî ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà:

(i) ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà

(ii) àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêàÿ (êîãäà 𝑟 → ∞, îíà ñòðåìèòñÿ ê ìåòðèêå
Ìèíêîâñêîãî).

Ïîñòîÿííàÿ 𝐴 îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç 𝑟𝑠 è íàçûâàåòñÿ радиусом Шварц-
шильда. Òî åñòü, 𝑟𝑠 = 2𝑀𝐺Newt.

3Функция 𝑉 может быть определена из первого уравнения (18.5.6), а функция —
из второго уравнения (18.5.6), при найденной функции 𝑉 . Легко проверить, что полу-
ченные таким образом функции 𝑈 и 𝑉 удовлетворяют третьему уравнению (18.5.6).
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5.2. Решение Керра

Ïóñòü èìååòñÿ òåëî ìàññû 𝑀 , âðàùàþùååñÿ ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà 𝐽 .
Ââåäåì êîîðäèíàòû (𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜙), ñâÿçàííûå ñ ïñåâäî-äåêàðòîâûìè êîîð-
äèíàòàìè ðàâåíñòâàìè [6]:

𝑥0 = 𝑡,

𝑥1 =
√︀
𝑟2 + 𝑎2 cos𝜙 sin 𝜃,

𝑥2 =
√︀
𝑟2 + 𝑎2 sin𝜙 sin 𝜃,

𝑥3 = 𝑟 cos 𝜃,

(18.5.7)

â êîòîðûõ 𝑎 = 𝐽/𝑀 . Â êîîðäèíàòàõ (𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜙) (18.5.7) ìåòðèêà Êåððà
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê [7]

𝑔 =

(︂
1− 𝑟𝑠𝑟

𝜌2

)︂
𝑑𝑡⊗ 𝑑𝑡− 𝜌2

Δ
𝑑𝑟 ⊗ 𝑑𝑟 − 𝜌2𝑑𝜃 ⊗ 𝑑𝜃−

−
(︂
𝑟2 + 𝑎2 +

𝑟𝑠𝑟𝑎
2

𝜌2
sin2 𝜃

)︂
sin2 𝜃𝑑𝜙⊗𝑑𝜙+

𝑟𝑠𝑟𝑎

𝜌2
sin2 𝜃(𝑑𝜙⊗𝑑𝑡+𝑑𝑡⊗𝑑𝜙),

ãäå 𝑟𝑠 � ðàäèóñ Øâàðöøèëüäà, à

𝜌2 = 𝑟2 + 𝑎2 cos2 𝜃, Δ = 𝑟2 − 𝑟𝑠𝑟 + 𝑎2.

Îïðåäåëèì òåòðàäû ℎ𝑖 = ℎ·𝑗𝑖 ·𝜕𝑗 è ℎ
𝑖 = ℎ𝑖 ··𝑗𝑑𝑥

𝑗 ñî ñâîéñòâîì 𝑔(ℎ𝑖, ℎ𝑗) =
𝜂𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, 3. Òî åñòü,

𝜂𝑖𝑗 = 𝑔𝑘𝑙ℎ
·𝑘
𝑖 ·ℎ

· 𝑙
𝑗·.

Ñïðàâåäëèâû îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

𝑔𝑖𝑗 = 𝜂𝑘𝑙ℎ
𝑘·
· 𝑖ℎ

𝑙 ·
·𝑗.

Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïîíåíòû òåòðàäû
Êåððà [7]:

[ℎ𝑖 ··𝑗] =

⎛⎜⎜⎝
𝛾00 0 0 𝜂
0 𝛾11 sin 𝜃 cos𝜙 𝛾22 cos 𝜃 cos𝜙 −𝛽 sin𝜙
0 𝛾11 sin 𝜃 sin𝜙 𝛾22 cos 𝜃 sin𝜙 𝛽 cos𝜙
0 𝛾11 cos 𝜃 −𝛾22 sin 𝜃 0

⎞⎟⎟⎠ ,
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ãäå 𝛾00 =
√
𝑔00, 𝛾𝑖𝑖 =

√
−𝑔𝑖𝑖, 𝛽2 = 𝜂2 − 𝑔33 è 𝜂 = 𝑔03/𝛾00. Äàëåå,

[ℎ·𝑗𝑖 · ] =

⎛⎜⎜⎝
𝛾−1
00 0 0 0

−𝛽𝑔03 sin𝜙 𝛾−1
11 sin 𝜃 cos𝜙 𝛾−1

22 cos 𝜃 cos𝜙 −𝛽−1 sin𝜙
𝛽𝑔03 cos𝜙 𝛾−1

11 sin 𝜃 sin𝜙 𝛾−1
22 cos 𝜃 sin𝜙 𝛽−1 cos𝜙

0 𝛾−1
11 cos 𝜃 −𝛾−1

22 sin 𝜃 0

⎞⎟⎟⎠ .

Â ðàìêàõ òåîðèè ãðàâèòàöèè, îñíîâàííîé íà àáñîëþòíîì ïàðàëëåëèçìå,
ãðàâèòàöèÿ ïðåäñòàâëåíà êðó÷åíèåì, à íå êðèâèçíîé. Ñâÿçíîñòü Âàéöåí-
áîêà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì àôôèííîé ñâÿçíîñòè, êîòîðàÿ îáëàäàåò íåíóëå-
âûì êðó÷åíèåì, íî íóëåâûìè êðèâèçíîé è íåìåòðè÷íîñòüþ4. Åå êîýô-
ôèöèåíòû ñâÿçàíû ñ òåòðàäîé (ℎ𝑖) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ𝑖 · ··𝑗𝑘 = ℎ·𝑖𝑙·𝜕𝑘ℎ
𝑙 ·
·𝑗. (18.5.8)

5.3. Решение Рейснера-Нордстрема

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ ìàññèâíîå çàðÿæåííîå ñôåðè÷åñêîå òåëî.
Òîãäà, â êîîðäèíàòàõ (𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜙) èìååì

𝑔 =

(︃
1− 𝑟𝑠

𝑟
+
𝑟2𝑞
𝑟2

)︃
𝑑𝑡⊗ 𝑑𝑡−

(︃
1− 𝑟𝑠

𝑟
+
𝑟2𝑞
𝑟2

)︃−1

𝑑𝑟 ⊗ 𝑑𝑟−

− 𝑟2(𝑑𝜃 ⊗ 𝑑𝜃 + sin2 𝑑𝜙⊗ 𝑑𝜙),

ãäå 𝑟𝑠 � ðàäèóñ Øâàðöøèëüäà, à 𝑟2𝑞 =
𝑞2𝐺Newt

4𝜋𝜀0
. Çäåñü 𝑞 � çàðÿä, à

1/(4𝜋𝜀0) � ïîñòîÿííàÿ Êóëîíà.
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ГЛАВА 19

Среды с дефектами

1. Уравнения Эделена и калибровочная тео-

рия дефектов

1.1. 1-формы дисторсии

Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà êîíòèíóóìà îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùåì
ïðåäïîëîæåíèè: äëÿ òåëà B ñóùåñòâóåò ôîðìà S𝑅 â òðåõìåðíîì åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ñâîáîäíàÿ îò íàïðÿæåíèé. Îòêëèê òåëà îïðå-
äåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ýòîé ôîðìû. Åñëè 𝛾 : S𝑅 → S � äåôîðìàöèÿ
èç îòñ÷åòíîé ôîðìû S𝑅 â íåêîòîðóþ äðóãóþ ôîðìó S, òî åå ëîêàëèçà-
öèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ òî÷íûìè 1-ôîðìàìè. Äåéñòâè-
òåëüíî, â òî÷êå p ∈ S𝑅 ãðàäèåíò äåôîðìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
𝐹p = 𝑇p𝛾. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íà îòñ÷åòíîé è
àêòóàëüíîé ôîðìàõ ââåëè êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû ñ ïîìîùüþ êîîð-
äèíàòíûõ îòîáðàæåíèé

𝐻 : S𝑅 → R3, p ↦→ (𝑄1, 𝑄2, 𝑄3),

ℎ : S → R3, p ↦→ (𝑞1, 𝑞2, 𝑞3).

Òîãäà îòîáðàæåíèå 𝛾 ïðåäñòàâëåíî ñêàëÿðíûìè ôóíêöèÿìè 𝛾𝑘𝑞 : S𝑅 →
R, 𝑘 = 1, 2, 3, ãäå 𝛾𝑘𝑞 = ℎ𝑘 ∘ 𝛾. Çäåñü ℎ𝑘 � êîìïîíåíòà êîîðäèíàòíîãî

655
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îòîáðàæåíèÿ1 ℎ. Êîìïîçèöèÿ 𝛾𝑘𝑞;𝑄 = 𝛾𝑘𝑞 ∘ 𝐻−1 ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòíûì
ïðåäñòàâëåíèåì 𝛾 îòíîñèòåëüíî êàðò íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ S𝑅 è S.
Ãðàäèåíò äåôîðìàöèè èìååò ñëåäóþùåå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

𝐹p =
𝜕𝛾𝑘𝑞;𝑄
𝜕𝑄𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐻(p)

𝜕𝑘|𝛾(p) ⊗ 𝑑𝑄𝑛|p.

Âìåñòå ñ òåì2,

𝑑p𝛾
𝑘
𝑞 =

𝜕𝛾𝑘𝑞;𝑄
𝜕𝑄𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐻(p)

𝑑𝑄𝑛|p,

è ïî ýòîé ïðè÷èíå

𝐹 = 𝜕k ⊗ 𝐹 k, 𝐹 k = 𝑑𝛾k𝑞.

Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ôðàêòóðíîå îáîçíà÷åíèå k äëÿ èíäåêñà â 𝐹 k äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïîëÿ 𝐹 k íå ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà.
Ïîñêîëüêó 𝑑𝐹 k = 𝑑 ∘ 𝑑𝛾k𝑞 = 0, òî 1-ôîðìû 𝐹 k òî÷íû.

Замечание 19.1. Отметим, что 𝐹 1 ∧ 𝐹 2 ∧ 𝐹 3 ̸= 0. Действительно,

𝐹 1 ∧ 𝐹 2 ∧ 𝐹 3 = det

[︂
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑄𝑗

]︂
𝑑𝑄1 ∧ 𝑑𝑄2 ∧ 𝑑𝑄3,

где det
[︁
𝜕𝑞𝑖

𝜕𝑄𝑗

]︁
̸= 0, поскольку 𝛾 — диффеоморфизм.

Óñëîâèå 𝑑𝐹 i = 0, i = 1, 2, 3, äëÿ ïîëåé 𝐹 i ∈ Ω1(S𝑅) ÿâëÿåòñÿ íåîá-
õîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äåôîðìàöèè 𝛾. Òåîðèÿ íåïðåðûâíî ðàñïðå-
äåëåííûõ äåôåêòîâ íà÷èíàåòñÿ ñ îòêàçà îò ýòîãî óñëîâèÿ [1]. Òî åñòü,
çàôèêñèðîâàíà íåêîòîðàÿ ôîðìà S𝑅 è çàäàíû íå îáÿçàòåëüíî òî÷íûå
1-ôîðìû3 𝛽i ∈ Ω1(S𝑅). Îò ýòèõ ôîðì ëèøü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îíè óäî-
âëåòâîðÿëè óñëîâèþ 𝛽1 ∧ 𝛽2 ∧ 𝛽3 ̸= 0 (ïîñêîëüêó ìàòåðèÿ íå èñ÷åçàåò).
Ìû áóäåì íàçûâàòü ïîëÿ 𝛽i 1-формами полной дисторсии.

1То есть, ℎ(p) = (ℎ1(p), ℎ2(p), ℎ3(p)).
2Здесь символ 𝑑 обозначает операцию внешнего дифференцирования.
3То есть, в общем случае, 𝑑𝛽i ̸= 0.
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1.2. Реперы и формы объема

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå òðåõìåðíîå åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî
áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê E3. Èíäåêñû, ìåíÿþùèåñÿ îò 1 äî 3, îáîçíà-
÷àþòñÿ çàãëàâíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè. Âûáðàíû äåêàðòîâû êîîðäè-
íàòû (𝑥𝑖)3𝑖=1 è îðèåíòàöèÿ. Ôîðìà îáúåìà íà E3 ïðåäñòàâëåíà ïîëåì
𝜇 = 𝑑𝑥1∧𝑑𝑥2∧𝑑𝑥3. Êîîðäèíàòíûé ðåïåð (𝜕𝐴)

3
𝐴=1 íàE

3 îïðåäåëÿåò ñîâî-
êóïíîñòü (𝜇𝐴)

3
𝐴=1 äèôôåðåíöèàëüíûõ 2-ôîðì 𝜇𝐴 := 𝜕𝐴 ⌟𝜇, ñîñòàâëÿþ-

ùèõ ðåïåð äëÿ Ω2(E3). Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëÿ 𝜇𝐴 êàê ýëåìåíòû
ïëîùàäè.

×åðåç E⃗4 áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîèçâåäåíèå E⃗3×R. Ìíîæåñòâî E⃗4 ìîæ-
íî ñíàáäèòü ñòðóêòóðîé 4-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ïîêîîðäè-
íàòíûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ èõ íà ñêàëÿð. Òî-
ãäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ïðÿìîé ñóììå: E⃗4 = (E⃗3 × {0})⊕ ({0} ×R).
Â ñèëó èçîìîðôèçìîâ E⃗3×{0} ∼= E⃗3 è {0}×R ∼= R, ìû ìîæåì çàïèñàòü

ïðåäñòàâëåíèå (ℎ, 𝑡) = ℎ𝐴𝜕𝐴 + 𝑡 äëÿ âåêòîðà (ℎ, 𝑡) ∈ E⃗4.

Ñòðóêòóðû åâêëèäîâûõ àôôèííûõ ïðîñòðàíñòâE3 è R èíäóöèðóþò-
ñÿ íà ïðîèçâåäåíèå E4 =E3 ×R, ïðåâðàùàÿ ïîñëåäíåå â ÷åòûðåõìåðíîå
åâêëèäîâî àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñ òðàíñëÿöèîííûì âåêòîðíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì E⃗4. Èíäåêñû, ìåíÿþùèåñÿ îò 1 äî 4, îáîçíà÷àþòñÿ ñòðî÷-
íûìè ëàòèíñêèìè ñèìâîëàìè. Êîîðäèíàòíûé ðåïåð (𝜕𝐴)

3
𝐴=1 íà E

3 èíäó-
öèðóåò êîîðäèíàòíûé ðåïåð (𝜕𝑖) = ((𝜕𝐼)

3
𝐼=1, 𝜕𝑡) íà E4. Çäåñü ñèìâîë 𝑡

îáîçíà÷àåò åñòåñòâåííóþ êîîðäèíàòû íà R. Òàêæå áóäåò ÷àñòî èñïîëüçî-
âàòüñÿ îáîçíà÷åíèå 𝜕4 äëÿ 𝜕𝑡. Ôîðìà îáúåìà íà E

4 îáîçíà÷àåòñÿ êàê 𝜋 è
èìååò âèä 𝜋 = 𝜇 ∧ 𝑑𝑡. Ðåïåð (𝜕𝑖)

4
𝑖=1 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äèôôåðåíöè-

àëüíûå ôîðìû 𝜋𝑎 = 𝜕𝑎 ⌟ 𝜋, 𝑎 = 1, 2, 3, 4. Ñåìåéñòâî (𝜋𝑎)
4
𝑎=1 ñîñòàâëÿåò

ðåïåð ïðîñòðàíñòâà Ω3(E4).

Èñïîëüçóþòñÿ äâå îïåðàöèè âçÿòèÿ âíåøíåé ïðîèçâîäíîé. Ïåðâàÿ èç
íèõ, 𝑑, îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì 𝑑 = 𝑑𝑥𝐼 ∧ 𝜕𝐼 , à âòîðàÿ, 𝑑, îïðåäåëÿåòñÿ
êàê 𝑑 = 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝜕𝑖. Ýòè îïåðàöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

𝑑 = 𝑑+ 𝑑𝑡 ∧ 𝜕4,

ãäå 𝑑𝑡 � äóàëüíûé êîðåïåð ê 𝜕4. Çäåñü îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ (+) ïîíèìà-

åòñÿ â ñìûñëå èçîìîðôèçìîâ E⃗3 × {0} ∼= E⃗3, {0} × R ∼= R.
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1.3. Уравнения Эделена

Äëÿ îïèñàíèÿ ïëîòíîñòåé äåôåêòîâ è èõ òîêîâ, îïðåäåëèì ñëåäóþùèå
äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû [2]:

(a) 2-ôîðìû ïëîòíîñòè äèñëîêàöèè: 𝛼i = 𝛼𝐴i𝜇𝐴;

(b) 1-ôîðìû òîêà äèñëîêàöèè: 𝐽 i = 𝐽 i
𝐴𝑑𝑥

𝐴;

(c) 2-ôîðìû òîêà äèñêëèíàöèè: 𝑆 i = 𝑆𝐴i𝜇𝐴;

(d) 3-ôîðìû ïëîòíîñòè äèñêëèíàöèè: 𝑄i = 𝑞i𝜇,

çàâèñÿùèå êàê îò âðåìåííûõ, òàê è îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.
Ïîëÿ 𝛼i, 𝐽 i, 𝑆 i è 𝑄i óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì [2]:

𝜕𝑡𝛼
i = −𝑑𝐽 i − 𝑆 i, 𝜕𝑡𝑄

i = −𝑑𝑆 i, 𝑑𝛼i = 𝑄i, 𝑑𝑄i = 0, (19.1.1)

êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîìïîíåíòàõ êàê (çäåñü 𝑒𝐴𝐵𝐶 � àëüòåðíà-
òîð):

𝜕𝑡𝛼
𝐴i = −𝑒𝐴𝐵𝐶𝜕𝐵𝐽 i

𝑐 − 𝑆𝐴i, 𝜕𝐴𝛼
𝐴i = 𝑞i, 𝜕𝑡𝑞

i = −𝜕𝐴𝑆𝐴i.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå (19.1.1), 𝑑𝑄i = 0, óäîâëåòâîðÿåòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè, ïîñêîëüêó ïîëå 𝑄i ÿâëÿåòñÿ 3-ôîðìîé.

Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïîëÿ [2]

𝜕𝑡𝑘
i = 𝑑𝑤i−𝑆 i, 𝑑𝑘i = 𝑄i, 𝜕𝑡𝛽

i = 𝑑𝑉 i−𝐽 i−𝑤i, 𝑑𝛽i = 𝛼i−𝑘i, (19.1.2)

îïðåäåëÿþòñÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (19.1.1). Çäåñü

(a) 𝑘i = 𝑘𝐴i𝜇𝐴 � 2-ôîðìû èçãèáà-êðó÷åíèÿ;

(b) 𝑤i = 𝑤i
𝐴𝑑𝑥

𝐴 � 1-ôîðìû ñïèíà;

(c) 𝛽i = 𝛽i
𝐴𝑑𝑥

𝐴 � 1-ôîðìû äèñòîðñèè;

(d) 𝑉 i � 0-ôîðìû ñêîðîñòè.

Óðàâíåíèÿ (19.1.2) èìåþò ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ â êîìïîíåíòàõ:

𝜕𝑡𝑘
𝐴 = −𝑆𝐴i + 𝑒𝐴𝐵𝐶𝜕𝐵𝑤

i
𝑐, 𝜕𝐴𝑘

𝐴i = 𝑞i,

𝜕𝑡𝛽
i
𝐴 = 𝜕𝐴𝑉

i − 𝐽 i
𝐴 − 𝑤i

𝐴, 𝑒𝐴𝐵𝐶𝜕𝐵𝛽
i
𝐶 = 𝛼𝐴i − 𝑘𝐴i.
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Ââåäåì 3-ôîðìû Ωi äèñêëèíàöèè and 2-ôîðìû𝐷i äèñëîêàöèè âE4 [1,
2]:

Ωi = −𝑆 i ∧ 𝑑𝑡+𝑄i = 𝑆𝐴i𝜇𝐴 ∧ 𝑑𝑡+ 𝑞i𝜇,

𝐷i = 𝐽 i ∧ 𝑑𝑡+ 𝛼i = 𝐽 i
𝐴𝑑𝑥

𝐴 ∧ 𝑑𝑡+ 𝛼𝐴i𝜇𝐴
(19.1.3)

Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ ïîëåé ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ (19.1.1) â
ëàêîíè÷íîì âèäå:

𝑑Ωi = 0, 𝑑𝐷i = Ωi. (19.1.4)

Ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé (19.1.1), à ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû êàê

𝐷i = 𝑑𝐻 i +𝐾 i,

ãäå

(a) 𝐻 i = 𝑉 i𝑑𝑡+ 𝛽i;

(b) 𝐾 i = −𝑤i ∧ 𝑑𝑡+ 𝑘i.

1.4. Баланс импульса

Ïîëåâûå óðàâíåíèÿ òåîðèè äåôåêòîâ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü áàëàíñîì
èìïóëüñà. Ïóñòü T = T(𝐻 i ·

·4) � ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, à Ψ =
Ψ(𝐻 i ·

·𝐴) � ïëîòíîñòü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè4. Îïðåäåëèì 3-ôîðìû 𝑧i íà
E4 ðàâåíñòâàìè [1]

𝑧i =
𝜕(T −Ψ)

𝜕𝐻 i ·
·𝑎

𝜋𝑎 =
𝜕T

𝜕𝐻 i ·
·4
𝜋4 −

𝜕Ψ

𝜕𝐻 i ·
·𝐴
𝜋𝐴.

Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ òåðìèíîëîãèþ, ìû áóäåì íàçûâàòü 𝑝i :=
𝜕T

𝜕𝐻 i ·
·4

êîìïîíåíòàìè èìïóëüñà, à 𝜎·𝐴i · :=
𝜕Ψ

𝜕𝐻 i ·
·𝐴

� êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðÿ-

æåíèé Ïèîëû�Êèðõãîôà. Òîãäà

𝑧i = −𝜎·𝐴i · 𝜋𝐴 + 𝑝i𝜋4 = −𝜎·𝐴i · 𝜇𝐴 ∧ 𝑑𝑡+ 𝑝i𝜇.

Áàëàíñ èìïóëüñà ýêâèâàëåíòåí óòâåðæäåíèþ, ÷òî ïîëÿ 𝑧i ÿâëÿþòñÿ òî÷-
íûìè 3-ôîðìàìè, òî åñòü,

𝑑𝑧i = (𝜕4𝑝i − 𝜕𝐴𝜎
·𝐴
i · )𝜋 = 0. (19.1.5)

4Мы заменили зависимость потенциальной энергии от градиента деформации на
зависимость от дисторсии.
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1.5. Звездообразная область

Ïóñòü S𝑅 ⊂E3 ÿâëÿåòñÿ ôîðìîé òåëà B. Îíà íàçûâàåòñÿ звездооб-
разной, åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà p0 ∈ S𝑅 (öåíòð), òàêàÿ, ÷òî îòðåçîê ïðÿ-
ìîé, ñîåäèíÿþùèé p0 è ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó p ∈ 𝜕S𝑅 ïåðåñåêàåò 𝜕S𝑅
òîëüêî â p. Äàëåå ðàññìàòðèâàòü òîëüêî çâåçäîîáðàçíóþ îáëàñòü S𝑅. Â
ýòîì ñëó÷àå, â ñèëó ëåììû Ïóàíêàðå [1, 3], óñëîâèÿ 𝑑𝐹 i = 0, i = 1, 2, 3,
è 𝐹 1 ∧ 𝐹 2 ∧ 𝐹 3 ̸= 0 äëÿ 1-ôîðì 𝐹 i ∈ Ω1(S𝑅) ñòàíîâÿòñÿ äîñòàòî÷íûìè
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äåôîðìàöèè 𝛾 : S𝑅 →E3, òàêîé, ÷òî 𝐹 i = 𝑑𝛾i.

1.6. Оператор гомотопии

Ïîëíóþ äèñòîðñèþ ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó äâóõ ñëàãàåìûõ, îäíî
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ôîðìîé, à äðóãîå � òî÷íîé ôîðìîé íå ÿâëÿ-
åòñÿ. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñïåöèàëüíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, íàçûâà-
åìîå оператором гомотопии [1]. Ýòî îòîáðàæåíèå H : Ω𝑝(S𝑅 ×R) →
Ω𝑝−1(S𝑅×R), 𝑝 = 1, 2, 3, 4, òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîé 𝑝-ôîðìû 𝜔 ∈ Ω𝑝(S𝑅×R)
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

H𝜔 =

1∫︁
0

𝜆𝑝−1X ⌟ ̃︀𝜔(𝜆) 𝑑𝜆,
ãäå X = (𝑥𝑖−𝑥𝑖0)𝜕𝑖, ñóììà ïî 𝑖 = 1, 2, 3, 4, (𝑥𝑖0) � êîîðäèíàòû öåíòðà, à

̃︀𝜔(𝜆) = 𝜔𝑖1...𝑖𝑝(𝑥
𝑏
0 + 𝜆(𝑥𝑏 − 𝑥𝑏0))𝑑𝑥

𝑖1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑝.

Îïðåäåëåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå H èìååò ñâîéñòâî [1]:

𝑑H +H𝑑 = IdΩ𝑝(S𝑅×R).

Â ýòîé ñâÿçè, 1-ôîðìó 𝐻 i ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

𝐻 i = 𝑑H𝐻 i +H𝑑𝐻 i. (19.1.6)

Îïðåäåëèì ãëàäêóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ 𝛾i = H𝐻 i + ℎi, ãäå 𝑑ℎi = 0.
Òîãäà 𝑑𝛾i = 𝑑H𝐻 i è 1-ôîðìà 𝑑H𝐻 i ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ÷àñòüþ 𝐻 i. Âòî-
ðîå ñëàãàåìîå â (19.1.6), òî åñòü, 1-ôîðìàH𝑑𝐻 i, íàçûâàåòñÿ àíòèòî÷íîé
÷àñòüþ 𝐻 i. Èìåííî â íåé ñîäåðæèòñÿ âñÿ èíôîðìàöèÿ î íåñîâìåñòíîñòè.
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Ïóñòü 𝐸1(S𝑅×R) � ïðîñòðàíñòâî âñåõ òî÷íûõ 1-ôîðì, à 𝐴1(S𝑅×R)
� ïðîñòðàíñòâî âñåõ àíòèòî÷íûõ 1-ôîðì. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ïðÿìàÿ
ñóììà [1]

Ω1(S𝑅 × R) = 𝐸1(S𝑅 × R)⊕ 𝐴1(S𝑅 × R),

è óòâåðæäåíèå: åñëè 𝜈 ∈ 𝐴1(S𝑅 × R), òî 𝜈 = H𝑑𝜈. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
H𝑑 = Id𝐴1(S𝑅×R) è îïåðàòîð ãîìîòîïèè H ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê 𝑑 â ïðî-
ñòðàíñòâå 𝐴1(S𝑅 × R).

1.7. Матричное представление

Óðàâíåíèÿ (19.1.4) è (19.1.5) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ìàòðè÷íîé
ôîðìå. Îïðåäåëèì ìàòðèöû

𝐻 =

⎛⎝ 𝐻1

𝐻2

𝐻3

⎞⎠ , 𝐾 =

⎛⎝ 𝐾1

𝐾2

𝐾3

⎞⎠ , 𝐷 =

⎛⎝ 𝐷1

𝐷2

𝐷3

⎞⎠ , Ω =

⎛⎝ Ω1

Ω2

Ω3

⎞⎠ ,

𝑍 =
(︀
𝑧1 𝑧2 𝑧3

)︀
.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ èõ, ïðèäåì ê ïðåäñòàâëåíèÿì

𝑑Ω = 0, Ω = 𝑑𝐷 = 𝑑𝐾, 𝐷 = 𝑑𝐻 +𝐾, 𝑑𝑍 = 0,

äëÿ óðàâíåíèé (19.1.4) è (19.1.5).

1.8. Структурные уравнения и их интерпретация

Ïóñòü 𝜔 ÿâëÿåòñÿ 1-ôîðìîé ñâÿçíîñòè ðàññëîåíèÿ ðåïåðîâ íàä S𝑅,
à 𝑅, 𝑇 è 𝜈, ñîîòâåòñòâåííî, � 2-ôîðìà êðèâèçíû, 2-ôîðìà êðó÷åíèÿ è
êàíîíè÷åñêàÿ 1-ôîðìà. Ýòè ïîëÿ ñâÿçàíû ñòðóêòóðíûìè óðàâíåíèÿìè

𝑑𝜈 = −𝜔 ∧ 𝜈 + 𝑇,

𝑑𝑇 = −𝜔 ∧ 𝑇 +𝑅 ∧ 𝜈,
𝑑𝜔 = −𝜔 ∧ 𝜔 +𝑅,

𝑑𝑅 = 𝑅 ∧ 𝜔 − 𝜔 ∧𝑅,

(19.1.7)
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êîòîðûå ìîæíî ôîðìàëüíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïîëåé 𝜈, 𝑇 , 𝜔 and
𝑅, åñëè ïîäåéñòâîâàòü íà íèõ îïåðàòîðîì ãîìîòîïèè H [1]:

𝜈 = 𝐴[𝑑𝛾 + 𝜂 −H(𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾)],
𝑇 = 𝐴[𝑑𝜂 + 𝜔𝐴 ∧ 𝜂 +H(𝑑𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾)− 𝜔𝐴 ∧H(𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾)],
𝜔 = 𝐴𝜔𝐴𝐴

−1 − (𝑑𝐴)𝐴−1,

𝑅 = 𝐴(𝑑𝜔𝐴 + 𝜔𝐴 ∧ 𝜔𝐴)𝐴−1.

Çäåñü 𝐴 � ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ 𝐴 = 𝐼 −
H(𝜔𝐴), à 𝛾, 𝜂 è 𝜔𝐴 îïðåäåëåíû êàê

𝛾 = 𝛾0 +H(𝐴−1𝜈), 𝜂 = H(𝐴−1𝑇 ), 𝜔𝐴 = H(𝐴−1𝑅𝐴).

0-ôîðìà 𝛾0 òàêîâà, ÷òî 𝑑𝛾0 = 0.
Îòîæäåñòâèì ìàòðèöû 𝐻 è 𝐷 ñ ôîðìàìè 𝜈 è 𝑇 ñîîòâåòñòâåííî, è

âûáåðåì [1]
Ω = 𝑅 ∧ 𝜈 − 𝜔 ∧ 𝑇, 𝐾 = 𝜔 ∧ 𝜈. (19.1.8)

Ïîëó÷åííûå êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äåôåêòîâ óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè
ëþáîì âûáîðå 𝜔 è 𝑅. Èñïîëüçóÿ ðàçðåøåííûå ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ,
ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèÿì äëÿ 𝐻 è 𝐷:

𝐻 = 𝐴(𝑑𝛾 + 𝜂 −H(𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾)),
𝐷 = 𝐴(𝑑𝜂 + 𝜔𝐴 ∧ 𝜂 +H(𝑑𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾)− 𝜔𝐴 ∧H(𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾)).

Èõ ïîäñòàíîâêà â (19.1.8) äàåò

𝐾 = 𝐴(𝜔𝐴 − 𝐴−1𝑑𝐴) ∧ (𝑑𝛾 + 𝜂 −H(𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾)),
Ω = 𝐴[(𝑑𝜔𝐴 − 𝜔𝐴 ∧ 𝜔𝐴) ∧ (𝑑𝛾 + 𝜂 −H(𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾))−

−(𝜔𝐴 − 𝐴−1𝑑𝐴) ∧ (𝑑𝜂 + 𝜔𝐴 ∧ 𝜂 +H(𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾)− 𝜔𝐴 ∧H(𝜔𝐴 ∧ 𝑑𝛾))].
Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ 𝐻, 𝐷, 𝐾 è Ω ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè îòíî-
ñèòåëüíî 𝛾, 𝜂, 𝜔𝐴, 𝐴. Çàäà÷à ðåøåíèÿ êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðàâíî-
ñèëüíà çàäà÷å îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîëåé.

Ïóñòü äèñêëèíàöèè îòñóòñòâóþò. Òîãäà Ω = 0, 𝐾 = 0, 𝐴 = 𝐼 (åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà), à âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå âûøå, ïðèìóò âèä [1]

𝐻 = 𝑑𝛾 + 𝜂, 𝐷 = 𝑑𝜂, èëè 𝜂 = H(𝐷).

Åñëè äèñëîêàöèè òàêæå îòñóòñòâóþò, òî åñòü, â òåëå âîîáùå íåò äåôåê-
òîâ, òî ïðèõîäèì ê êëàññè÷åñêèì êèíåìàòè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì:

𝐷 = 𝐾 = 0, Ω = 0, 𝜔𝐴 = 0, 𝜂 = 0, 𝐴 = 𝐼, 𝐻 = 𝑑𝜂.
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1.9. Калибровочный формализм

Ðàññìîòðèì ëàãðàíæèàí L0(𝑑𝛾), îïèñûâàþùèé íàïðÿæåííî-äåôîð-
ìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïðîñòîãî òåëà â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè.
Ïóñòü 𝐴 ∈ 𝐺0 � ýëåìåíò ãðóïïû Ëè 𝐺0, äåéñòâóþùèé íà 𝛾 ñëåâà, òî
åñòü, 𝛾′ = 𝐴 ▷ 𝛾. Åñëè 𝐴 îñóùåñòâëÿåò îäíîðîäíîå äåéñòâèå (òî åñòü,
íå çàâèñÿùåå îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è âðåìåíè), òî 𝑑 è 𝐴
êîììóòèðóþò:

𝑑𝛾′ = 𝑑(𝐴▷ 𝛾) = 𝐴▷ 𝑑𝛾.

Â ýòîì ñëó÷àå ëàãðàíæèàí (ïîñòðîåííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì
ìàòåðèàëüíîé èíäèôôåðåíòíîñòè) èíâàðèàíòåí ïî îòíîøåíèþ ê 𝐴:

L0(𝑑𝛾
′) = L0(𝐴▷ 𝑑𝛾) = L0(𝑑𝛾).

Åñëè à 𝐴 îñóùåñòâëÿåò íåîäíîðîäíîå äåéñòâèå, òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó
𝛾′ è 𝛾 ñòàíîâèòñÿ áîëåå ñëîæíûì:

𝑑𝛾′ = (𝑑𝐴)▷ 𝛾 + 𝐴▷ 𝑑𝛾,

à ëàãðàíæèàí áîëüøå íå èíâàðèàíòåí ïîä äåéñòâèåì 𝐴:

L0(𝑑𝛾
′) = L0((𝑑𝐴)▷ 𝛾 + 𝐴▷ 𝑑𝛾) ̸= L0(𝑑𝛾).

ïðèíöèï ìèíèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ, ïðèíÿòûé â òåîðèè ßíãà �Ìèëëñà,
âîçâðàùàåò èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæèàíà ïóòåì çàìåíû

𝑑 ↦→ 𝐷 : 𝑑𝛾 ↦→ 𝐷𝛾 := 𝑑𝛾 +𝐵[𝛾].

Ïîëÿ 𝐵[𝛾] íàçûâàþòñÿ калибровочными полями. Âûáîð ïîäõîäÿùèõ
êàëèáðîâî÷íûõ ïîëåé ïîçâîëÿåò ñîõðàíèòü èíâàðèàíòíîñòü ëàãðàíæè-
àíà ïóòåì îäíîâðåìåííîé çàìåíû 𝛾 ↦→ 𝐴 ▷ 𝛾 è 𝑑 ↦→ 𝐷. Â ðàáîòå [1]
ïîêàçàíî, ÷òî ýòè êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ íåêîòîðûì ïîëåì
ñâÿçíîñòè Γ è êðó÷åíèåì 𝜙:

𝐵[𝛾] := Γ𝛾 + 𝜙.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ çàäàííûõ ôîðì äèñëîêàöèè è äèñêëèíàöèè ìîæíî
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ñòðóêòóðíûå óðàâíåíèÿ Êàðòàíà è,
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ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìó ñâÿçíîñòè è ôîðìû êðó÷åíèÿ, êðèâèçíû è êàíî-
íè÷åñêóþ ôîðìó, à ïîñëå ýòîãî � îïðåäåëèòü êàëèáðîâî÷íûå ïîëÿ, êîì-
ïåíñèðóþùèå âîçìóùåíèå ëàãðàíæèàíà âñëåäñòâèå íåîäíîðîäíîãî äåé-
ñòâèÿ 𝐴. Ýòî äåéñòâèå ëîêàëüíî îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå ýëåìåíòàð-
íîãî îáúåìà â íåíàïðÿæåííóþ ôîðìó, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ äåôåêòíîé
ñðåäû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íî, ñîâìåñòíî ñ äåéñòâèåì 𝐴, îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà 𝑑 ↦→ 𝐷. Ýòî îçíà÷àåò ïåðåõîä ê íååâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè (âíóòðåííåé ãåîìåòðèè) ñðåäû, äåëàþùåé âîçìîæíîé ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ îáúåìîâ ¾â áîëüøîì¿, òî åñòü, äëÿ âñåãî òåëà.

Ïðèíöèï ìèíèìàëüíîãî ñìåùåíèÿ èñïîëüçóåò îïðåäåëåíèå ðàñøèðåí-
íîãî ëàãðàíæèàíà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé ìèíèìàëüíîãî ñïàðèâà-
íèÿ [1]. Ðàñøèðåííûé ëàãðàíæèàí äëÿ äåôåêòíîé ïðîñòîé ñðåäû ìîæåò
áûòü çàïèñàí êàê

L = L0(𝐷𝛾) + 𝑠1L1(Γ) + 𝑠2L2(𝜙),

ãäå L0(𝐷𝛾) îïèñûâàåò âëèÿíèå óïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà, L1(Γ) îïè-
ñûâàåò âëèÿíèå äèñêëèíàöèé, à L2(𝜙) îïèñûâàåò âëèÿíèå äèñëîêàöèé.

Óñëîâèå ñòàöèîíàðíîñòè äåéñòâèÿ ïðè âàðèàöèè 𝛾 äàåò óðàâíåíèå

𝐷𝑍 = −2𝑅 ∧Θ, (19.1.9)

ïðè âàðèàöèè Γ � óðàâíåíèå

𝐷𝐺 =
1

2
𝐽, (19.1.10)

à ïðè âàðèàöèè 𝜙 � óðàâíåíèå

𝑍 = 2𝐷𝑅, (19.1.11)

â êîòîðîì 𝑅 =
𝜕L

𝜕𝐷
(äåòàëè ñì. â [1]). Óðàâíåíèÿ (19.1.9), (19.1.10)

è (19.1.11) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ýâîëþöèè.
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ГЛАВА 20

Термодинамика
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ГЛАВА 21

Квантовая механика

1. Макроскопический мир vs микроскопиче-

ский мир

Ìû ïðèâûêëè ê òîìó, ÷òî åñëè ìû âîçüìåì êàìåøåê èëè ìÿ÷èê è ñî-
îáùèì åìó íåêîòîðûé èìïóëüñ, òî îí áóäåò äâèãàòüñÿ ïî îïðåäåëåííîé
òðàåêòîðèè; ýòó òðàåêòîðèþ ìû ìîæåì íàéòè, èñïîëüçóÿ çàêîíû Íüþòî-
íà. Ìàòåìàòèêà äàñò âñþ èñ÷åðïûâàþùóþ èíôîðìàöèþ î òîì, êàê áóäåò
äâèãàòüñÿ ýòîò øàðèê. Òåïåðü âîçüìåì î÷åíü áîëüøóþ ëóïó (êîòîðîé íå
ñóùåñòâóåò â ïðèðîäå) ñ òåì, ÷òîáû óâèäåòü ýëåêòðîí è ïðîòîí, îáðàçó-
þùèå àòîì âîäîðîäà. ×òî ìû îæèäàåì óâèäåòü? Ìû îæèäàåì óâèäåòü
ÿäðî, ñîñòîÿùåå èç ïðîòîíà, è ýëåêòðîí, êîòîðûé êàêèì-òî îáðàçîì äâè-
æåòñÿ âîêðóã ýòîãî ÿäðà. Ñóùåñòâóåò ëè òðàåêòîðèÿ òàêîãî ýëåêòðîíà?
Íåò! Áåññìûñëåííî ãîâîðèòü î òðàåêòîðèè ýëåêòðîíà. Ìû íå ìîæåì ïðè-
ìåíÿòü òå ñîîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿëè äëÿ ìÿ÷èêà. ×åñòíî ãîâîðÿ,
è ó ìÿ÷èêà íåò òðàåêòîðèè. Ìîæíî ëèøü ãîâîðèòü, ÷òî ìÿ÷èê ñ íåêî-
òîðîé âåðîÿòíîñòüþ áóäåò äâèãàòüñÿ ïî íåêîòîðîé òðàåêòîðèè, îäíîé èç
áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé. Îäíàêî, â íàøåé ìàê-
ðîñêîïè÷åñêîé ëàáîðàòîðèè ýòîò ìÿ÷èê îáëàäàåò áîëüøîé ìàññîé è âñå
òðàåêòîðèè, êîòîðûå ìû äîëæíû ó÷èòûâàòü â âåðîÿòíîñòíîì ðàñïðåäå-
ëåíèè äâèæåíèÿ øàðèêà, íàñòîëüêî áëèçêî íàõîäÿòñÿ äðóã ê äðóãó, ÷òî
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ìû ñ ïîìîùüþ íàøåãî çðåíèÿ íå ìîæåì îòëè÷èòü îäíó îò äðóãîé. Âñå
òðàåêòîðèè ñêëåèâàþòñÿ â åäèíóþ. Íà óðîâíå ìèêðîñòðóêòóðû òàêîãî
óæå ñêàçàòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ìàññû ýëåêòðîíà è ïðîòîíà ïðèíöèïèàëü-
íî ìåíüøå ìàññ, êîòîðûå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ â ìàêðîñêîïè÷åñêîé
ëàáîðàòîðèè. Âîçìîæíûå òðàåêòîðèè (èõ êîíòèíóóì) ñòàíîâÿòñÿ ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷íûìè îäíà îò äðóãîé. Ïîýòîìó ãîâîðèòü î êàêîé-òî åäèíîé
òðàåêòîðèè ìû íå èìååì ïðàâà. Â ýòîì ñîñòîèò îòëè÷èå ìåæäó êëàññè÷å-
ñêîé ìåõàíèêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèêîé. Îñîáåííîñòè, ñâÿçàííûå ñ êâàí-
òîâîé ìåõàíèêîé âïåðâûå óâèäåëè â èçâåñòíîì ñî øêîëû îïûòå ñ äâóìÿ
ùåëÿìè (20 âåê, ñ ïîòîêàìè ýëåêòðîíîâ). Åñëè îäèí ýëåêòðîí ïîïàäàåò íà
ýêðàí ñ äâóìÿ ùåëÿìè, òî çà ýêðàíîì âîçíèêàþò ïîëîñû èíòåðôåðåíöèè,
ïîýòîìó ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ïî êàêîé-òî êîíêðåòíîé
òðàåêòîðèè ìû íå ìîæåì.

Òàêîå ñîïîñòàâëåíèå êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèêè ãîâîðèò íàì
î òîì, ÷òî êîãäà ìû îïóñêàåìñÿ íà óðîâåíü ìèêðîñòðóêòóðû, íàøè èí-
òóèòèâíûå ïîíÿòèÿ, ïîðîæäåííûå íàáëþäåíèÿìè çà ìàêðîñêîïè÷åñêèìè
òåëàìè, óæå èãðàþò äóðíóþ ðîëü è óâîäÿò íàñ îò ïîñòèæåíèÿ èñòèíû.
Íåîáõîäèì ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, àäåêâàòíî îïèñûâàþùèé êâàíòî-
âóþ ñèñòåìó, â êîòîðîì íå ãîâîðèëîñü áû î ôèêñèðîâàííûõ òðàåêòîðè-
ÿõ, ôèêñèðîâàííûõ èçìåðåíèÿõ, à áûë áû ïðåäëîæåí èíîé ñïîñîá îöåíêè
ýòèõ ïîíÿòèé.

2. Наблюдаемая

2.1. Классическая наблюдаемая

Êâàíòîâàÿ ôèçèêà îñíîâàíà íà íåñêîëüêèõ ïîëîæåíèÿõ, êîòîðûå ìû
ïî î÷åðåäè îáñóäèì. Ïåðâîå ïîëîæåíèå � ïîíÿòèå íàáëþäàåìîé. Íàáëþ-
äàåìàÿ � ýòî íåêîòîðûå ïàðàìåòðû, êîòîðûå ìû èçìåðÿåì. Â êëàññè÷å-
ñêîé ìåõàíèêå íàáëþäàåìàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî îòîáðà-
æåíèÿ ìíîæåñòâà Γ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû íà äåéñòâèòåëüíóþ îñüR (¾ñòðåë-
êà ïðèáîðà¿).

Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ëàãðàíæåâà èëè
ãàìèëüòîíîâà ôîðìàëèçìà è õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíôèãóðàöèîííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì 𝑄 (ïîçèöèè òî÷åê). Òîãäà ïîëîæèì Γ := 𝑇 *𝑄. Ýëåìåíò Γ �
ýòî ¾ùóï¿, êîòîðûì ìû îïðåäåëÿåì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Òîãäà наблю-



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß2. Íàáëþäàåìàÿ 671

даемая � ýòî íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

𝐹 : 𝑇 *𝑄→ R

êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íà ÷èñëî-
âóþ îñü. Íåïðåðûâíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìû íà ÷èñëîâîé îñè îïðåäå-
ëÿåì ñòàíäàðòíóþ òîïîëîãèþ, ïîðîæäåííóþ îòêðûòûìè èíòåðâàëàìè,
à íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè íàä 𝑄 îïðåäåëÿåì ñòàíäàðòíóþ òîïîëî-
ãèþ, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïîñîáîì êàðòðèðîâàíèÿ ýòîãî êàñàòåëü-
íîãî ðàññëîåíèÿ, òî êàæäîìó îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó R áóäåò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü îòêðûòûé ïðîîáðàç îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ 𝐹 . Òî åñòü, åñëè
𝑂 ⊂ R îòêðûòî, òî 𝐹−1(𝑂) ⊂ Γ îòêðûòî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè ìû
ïîäåéñòâóåì îòîáðàæåíèåì 𝐹 íà Γ, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íåêîòîðûé
èíòåðâàë, âëîæåííûé â R. Ýòî îòðàæàåò ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïåðèìåíòàòî-
ðà: ñòðåëêà ïðèáîðà áåãàåò ïî øêàëå; øêàëà � ýòî èíòåðâàë R. Çäåñü æå
ìû ìîæåì àêöåíòèðîâàòü âíèìàíèå íà òîì, ÷òî ìû áóäåì ïîíèìàòü ïîä
íàáëþäàåìîé. Íàáëþäàåìàÿ åñòü íè ÷òî èíîå, êàê îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
õàðàêòåðèçóåò ñòðåëêó ïðèáîðà.

Замечание 21.1. Рассмотрим наблюдаемую материальной точки. Со-
стояние системы будет определяться некоторой кривой в конфигура-
ционном пространстве 𝑄, т.е. гладким отображением 𝜒 : [𝑡0, 𝑡1] → 𝑄,
где [𝑡0, 𝑡1] — отрезок действительной оси. Каждая точка 𝜒([𝑡0, 𝑡1]) ха-
рактеризуется значением позиции и скорости, которыми обладает ма-
териальная точка в соответствующий момент времени. В качестве
R мы можем брать полную энергию (гамильтониан), кинетическую
или потенциальную энергию материальной точки. Вопрос о том, что
мы выберем на шкале, — это вопрос, на который мы должны отвечать
технически. Поэтому, наблюдаемая в рамках теории определяется как
непрерывное отображение состояний системы на некоторые числовые
значения на оси. А какие это числовые значения — должен сказать
экспериментатор.

Замечание 21.2. Требование о том, чтобы 𝐹 (Γ) было интервалом —
существенно для классической механики. Если возникают два интер-
вала или более сложное множество, то непонятно, как мы сможем
оценивать значения на этом, более сложном множестве.
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2.2. Задача двух тел

Êëàññè÷åñêèé ïðèìåð � çàäà÷ó äâóõ òåë � ðàññìàòðèâàëè Íüþòîí,
Êóëîí è äð. Èìåþòñÿ äâà òåëà (óñëîâíî, Çåìëÿ è Ëóíà), êîòîðûå äâè-
æóòñÿ â ïóñòîì ïðîñòðàíñòâå. Çà ñ÷åò íåêîòîðîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî òðþ-
êà ìîæíî îò çàäà÷è î äâèæåíèè äâóõ ìàññ ïåðåéòè ê çàäà÷å äâèæåíèÿ
îäíîé ìàññû îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàðèöåíòðà. Ñàì áàðèöåíòð òîæå
áóäåò îïèñûâàòü êàêóþ-òî òðàåêòîðèþ, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè. Åñëè ìû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàë, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå äâóõ òåë,

� íüþòîíîâñêèé (èëè êóëîíîâñêèé), òî åñòü èìååò âèä 𝑉 ∼ −1

𝑟
(𝑟 �

ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè), òî òîãäà â ýòîì ñëó÷àå, âû÷èñëèâ ýôôåêòèâ-
íûé ïîòåíöèàë, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèâåäåíèþ çàäà÷å äâóõ òåë ê çàäà÷è
äëÿ îäíîãî òåëà, ïîëó÷èì, ÷òî åìó ñîîòâåòñòâóåò êðèâàÿ íà Ðèñ. 21.1.
Çäåñü âàæíî, ÷òî ñèñòåìà äâóõ òåë îáëàäàåò íåíóëåâûì óãëîâûì ìî-
ìåíòîì, òî åñòü òåëà âðàùàþòñÿ îòíîñèòåëüíî áàðèöåíòðà. Åñëè áû îíè
íå âðàùàëèñü, òî çà ñ÷åò öåíòðàëüíîãî ïðèòÿæåíèÿ îäíî òåëî óïàëî áû
íà äðóãîå. Ìèíèìàëüíîé òî÷êå ýôôåêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâóåò
êðóãîâàÿ îðáèòà, îïèñûâàåìàÿ îäíèì òåëîì îòíîñèòåëüíî äðóãîãî.

Ðèñ. 21.1. Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë çàäà÷è äâóõ òåë
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2.3. Атом водорода

Ïðèìåíèì ìîäåëü äâóõ òåë ê àòîìó âîäîðîäà, ñîñòîÿùåãî èç ýëåê-
òðîíà, äâèæóùåãîñÿ ïî íåêîòîðûì îðáèòàì âîêðóã ÿäðà. Ãàìèëüòîíè-
àí (ïîëíàÿ ýíåðãèÿ) ñèñòåìû îáúÿâëÿåòñÿ íàáëþäàåìîé è ñîîòâåòñòâóåò
ðàññòîÿíèþ ìåæäó òåëàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå � ïîëîæèòåëüíàÿ
ïîëóîñü. Ïðîèñõîäèò îòîáðàæåíèå íà èíòåðâàë [𝐸min, +∞[⊂ R. Ýòî �
êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà. Òåïåðü çàéäåì â äðóãóþ êîìíàòó,
ãäå íàõîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàòîðû, ðàáîòàþùèå ñ ¾ëóïîé¿. Îíè èçó÷àþò
óñòðîéñòâî àòîìà âîäîðîäà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àòîì âîäîðîäà � ýòî òà
ïðîáíàÿ ìîäåëü, íà êîòîðîé îòòà÷èâàëè âñþ òåîðèþ â òå÷åíèå ìíîãèõ
äåñÿòèëåòèé è äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ñâÿçàííûå ñ
êâàíòîâîé ìåõàíèêîé. Ýêñïåðèìåíòàòîðû íàì ãîâîðÿò î òîì, ÷òî ñèòó-
àöèÿ ñ äâèæåíèåì ýëåêòðîíà âîêðóã ÿäðà àòîìà âîäîðîäà ñóùåñòâåííî
áîëåå ñëîæíàÿ. Ìû èìååì òî÷íî òàêóþ æå êàðòèíêó äëÿ ýôôåêòèâíîãî
ïîòåíöèàëà, èáî âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ýëåêòðîíîì è ïðîòîíîì ñîîòâåò-
ñòâóåò êóëîíîâñêèì ñèëàì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Êàçà-
ëîñü áû, ýëåêòðîíó, òàêæå êàê è ïëàíåòàì, ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàç-
ëè÷íûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè è åãî îðáèòû áóäóò ðàçíûìè. Íî íåò, òàê
íå ïîëó÷àåòñÿ, âåäü åñëè ìû áóäåì ãîâîðèòü î äâèæåíèè ýëåêòðîíà, òî
ìû áóäåì ãîâîðèòü î íåêîòîðîì òîêå, êîòîðûé òå÷åò ïî íåêîòîðîé òðà-
åêòîðèè, ñîãëàñíî çàêîíàì ýëåêòðîäèíàìèêè. Ýòîò òîê äîëæåí ïîñòîÿí-
íî ñîçäàâàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âîêðóã ñåáÿ, îí äîëæåí èçëó÷àòü
ýíåðãèþ â ïðîñòðàíñòâî; â êîíöå êîíöîâ, ýíåðãèÿ äîëæíà èñ÷åçíóòü.
Ýëåêòðîí äîëæåí çàòðàòèòü âñþ ýíåðãèþ íà ñîçäàíèå ýòîãî ïîëÿ è ïî
îïðåäåëåííîé òðàåêòîðèè óïàñòü íà ïðîòîí. ßäðî ñõëîïíåòñÿ è íå áóäåò
ñóùåñòâîâàòü. Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ýòîãî íå ïðîèñõîäèò. ×òîáû ñ ýòîé
íåïðèÿòíîñòüþ ðàçîáðàòüñÿ, åùå â íà÷àëå 20 âåêà Áîð ïðåäëîæèë ìîäè-
ôèöèðîâàòü êàðòèíêó, ïîñòóëèðîâàâ ñóùåñòâîâàíèå ëèøü ðàçðåøåííûõ
ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé íà Ðèñ. 21.2. È ýêñïåðèìåíòàòîðû èõ íàøëè.
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî 𝐸min = −13.6 EV. Ñëåäóþùåå ýíåðãåòè÷åñêîå ñîñòî-
ÿíèå, ðåàëèçóåìîå â àòîìå âîäîðîäà, êîòîðîå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî
ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì (áûëà ïîëó÷åíà ñâÿçü ýíåðãèè è ÷àñòîòû èçëó÷å-
íèÿ àòîìà), íàõîäèòñÿ íà 𝐸min/4, à ñëåäóþùåå � íà 𝐸min/9. È âîîáùå,
îêàçàëîñü, ÷òî ðàçðåøåííûå ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè, êîòîðûå ýêñïåðè-
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ìåíòàëüíî íàáëþäàþòñÿ, ñîîòâåòñòâóþò

1

𝑛2
𝐸min, 𝑛 ∈ N.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçðåøåííûå óðîâíè, ïî ìåðå òîãî, êàê ìû ïðèáëèæà-
åìñÿ ê íóëþ (ïðè 𝑛 → ∞), ñòàíîâÿòñÿ âñå ïëîòíåå è íîëü åñòü òî÷êà
íàêîïëåíèÿ, â îêðåñòíîñòè êîòîðîé åñòü ñêîëü óãîäíî ìíîãî ýíåðãåòè-
÷åñêèõ óðîâíåé. Ïîñëå òî÷êè íàêîïëåíèÿ, êîãäà íàáëþäàåòñÿ ðàññåÿíèå
ýëåêòðîíà, åãî ýíåðãåòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìîæåò áûòü êàêèì óãîäíî.

Ðèñ. 21.2. Ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë àòîìà âîäîðîäà

Замечание 21.3. Почему 𝑛2? На уровне гипотезы предполагается, что
электронное облако атома водорода обладает сферической симметри-
ей. Если записать энергию системы в форме разложения по сфериче-
ским функциям, то собственные сферические гармоники (собственные
функции оператора, который характеризует сферические гармоники,
т.е. те самые зональные, тессеральные и секториальные гармоники),
вычисляемые через функции Лежандра, дают множитель 1/𝑛2 в пред-
положении, что при возбуждении электрон переходит на соседнюю
орбиталь, которая также обладает сферической симметрией.

Замечание 21.4. Если значение эффективного потенциала оказывает-
ся в окрестности нуля, то электрон уже не находится на замкнутой
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орбите. При возбуждении электрона наблюдаемые спектральные ли-
нии начинают «концентрироваться» вокруг точки накопления. Это и
есть нулевое значение. В какой-то момент мы не сможем различать
эти линии и будет казаться, что наблюдается непрерывный спектр.
Если еще подвести энергию, то атом разрушится и превратится в
ион водорода, перестав излучать.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè ìû çàïèøåì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû, òî ñ ó÷åòîì
ðàññìîòðåííûõ óñëîâèé îáðàç ãàìèëüòîíèàíà íà âñåõ äîïóñòèìûõ ñîñòî-
ÿíèÿõ � îòíþäü íå èíòåðâàë, à íåêîòîðîå ñëîæíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå
ñîäåðæèò êàê äèñêðåòíóþ ÷àñòü, òàê è íåïðåðûâíóþ. Èòàê, äëÿ òîãî,
÷òîáû êàêèì-òî îáðàçîì ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàòü íîâûé ñïîñîá îöåíêè
íàáëþäàåìûõ, òðåáóåòñÿ óêàçàòü íîâûé ñìûñë, êîòîðûé ìû âêëàäûâàåì
â ïîíÿòèå íàáëþäàåìîé.

2.4. Какой математический аппарат нужен?

Èòàê, íóæíà íîâàÿ ìàòåìàòèêà, êîòîðàÿ íå îïèðàåòñÿ íà ïîíÿòèå
íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ìû äîëæíû ðàáîòàòü ñ ïîíÿòèåì íàáëþäàå-
ìîé è ïîíÿòèåì èçìåðåíèÿ. Îáîçíà÷èì íàáëþäàåìóþ ÷åðåç 𝐴 (íàïðèìåð,
ýòî ýíåðãèÿ ñèñòåìû), à åå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé � ÷åðåç 𝜎(𝐴). Ìíîæåñòâî
𝜎(𝐴), êàê ìû âèäèì íà ïðèìåðå àòîìà âîäîðîäà, ìîæåò èìåòü äîâîëüíî
ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Ïðè 𝐴 = 𝐻 (ãàìèëüòîíèàí) îíî ñîäåðæèò äèñêðåò-
íóþ è íåïðåðûâíóþ ÷àñòè1:

𝜎(𝐻) =

{︂
1

𝑛2
𝐸min

⃒⃒⃒⃒
𝑛 ∈ N

}︂
∪ R+.

Áîëåå òîãî, çàáåãàÿ âïåðåä, ìîæíî ïðèâåñòè íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òîãî,
êàê óñòðîåíî 𝜎(𝐴). Òàê, äëÿ êâàíòîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,
ýíåðãèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ëèøü ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèÿì ÷èñëî-
âîé îñè ñ îäèíàêîâûì øàãîì2:

𝜎(𝐻) =

{︂
ℏ𝜈
(︂
𝑛+

1

2

)︂ ⃒⃒⃒⃒
𝑛 ∈ {0} ∪ N

}︂
.

1Здесь R+ = {𝑥 ∈ R | 𝑥 ⩾ 0}.
2Здесь ℏ — постоянная Планка, 𝜈 — частота.
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Âìåñòå ñ òåì, åñëè 𝐴 = 𝑄 (ïîçèöèÿ), òî 𝜎(𝐴) = R. Ïðèìåð ãîâîðèò î
òîì, ÷òî â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ âïîëíå ìîãóò áûòü ñèòóàöèè, àíàëîãè÷-
íûå êëàññè÷åñêèì ñèñòåìàì, ãäå îáëàñòü çíà÷åíèé íàáëþäàåìîé ÿâëÿåò-
ñÿ èíòåðâàëîì ÷èñëîâîé îñè è ïîòîìó ñàìà íàáëþäàåìàÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì. Åùå îäèí ïðèìåð � êðè-
ñòàëë. Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé êðèñòàëë. Îí ñîñòîèò èç öåïî÷êè àòî-
ìîâ; èìåþòñÿ ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû, êîòîðûå ìîãóò ïåðåõîäèòü èç àòîìà
â àòîì. Ýòîò êðèñòàëë îáëàäàåò ïåðèîäè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì; îïèñûâàÿ
ýòîò ïîòåíöèàë, ìû äîëæíû ñêàçàòü, ÷òî çäåñü áóäóò íåïåðåñåêàþùèåñÿ
çàìêíóòûå èíòåðâàëû íà ÷èñëîâîé îñè, ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíèàíó
ñèñòåìû, â êîòîðûõ ñîäåðæàòñÿ çíà÷åíèÿ 𝐻. ×èñëî ýòèõ èíòåðâàëîâ áåñ-
êîíå÷íî, ìåæäó íèìè èìåþòñÿ îòêðûòûå èíòåðâàëû � ¾çàïðåùåííûå¿
ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Êàê ìû âûÿñíèëè, ïðè îïèñàíèè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé íàáëþäàåìîé
ìîãóò áûòü ñèòóàöèè, êîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé íàáëþäàåìîé � èíòåðâàë
(â ÷àñòíîñòè, âñÿ ÷èñëîâàÿ îñü), ñîâîêóïíîñòü èíòåðâàëîâ è ìíîæåñòâî
äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ñ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ â íóëå. Ìîæåò áûòü ñèòóàöèÿ,
êîãäà ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñîñòîèò òîëüêî èç äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà. Âñå
ýòî ïîäñêàçûâàåò íåêîòîðûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, êîòîðûé ìîæíî
áûëî áû èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ñèòóàöèé. Îí áûë ðàçðà-
áîòàí â 19 âåêå äëÿ îïèñàíèÿ ñîâåðøåííî èíûõ ñèñòåì � êîëåáàòåëüíûõ
ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Êîãäà ðàññìàòðèâàëèñü êîëåáàíèÿ ïëàñòèíû, ñòðó-
íû, òðåõìåðíûõ òåë, òî ðàáîòàëè ñ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè è
èõ ñïåêòðàìè. Ñïåêòð äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà îïðåäåëÿëñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêè, èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è Øòóðìà �Ëèóâèëëÿ, è
ýêñïåðèìåíòàëüíî. Áûëà ïîñòðîåíà íåêîòîðàÿ òåîðèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé
ìîæíî áûëî îïèñàòü êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà è íàéòè åãî ñïåêòð. Êîãäà ñòàëè ðàññìàòðèâàòü
íåîãðàíè÷åííûå òåëà, íàïðèìåð, ïîëóáåñêîíå÷íóþ ñòðóíó, ïîëóáåñêîíå÷-
íóþ èëè áåñêîíå÷íóþ ïëàñòèíó, òî îêàçàëîñü, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
¾ñêëåèâàþòñÿ¿ â íåïðåðûâíûé êîíòèíóóì. Ýòî ïðèâåëî ê èäåå ïîñòðî-
åíèÿ îïåðàòîðîâ ñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì è îïåðàòîðîâ ñ íåïðåðûâíûì
ñïåêòðîì. Äîëãîå âðåìÿ ýòîò âîïðîñ áûë ìàòåìàòè÷åñêè ñëîæíûì, íî
â êîíöå 19 âåêà áûëà ïîñòðîåíà äîâîëüíî óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ, êîòî-
ðàÿ èìåëà è õîðîøåå ïðèëîæåíèå: â êëàññè÷åñêîé ôèçèêå ðàçëîæåíèÿ
ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé,
ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà. Äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ òåë èñïîëüçîâàëèñü àíàëî-
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ãè÷íûå ôîðìóëû, òîëüêî îíè îáðàçîâàíû íå ðÿäàìè Ôóðüå, à èíòåãðà-
ëîì Ôóðüå. Ìàòåìàòèêè ïîñòðîèëè îáùóþ òåîðèþ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, â êîòîðîé äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ìîãëè
èìåòü êîìïîçèòíûé ñïåêòð: ñïåêòð, ñîñòîÿùèé èç äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé,
è ñïåêòð, ñîñòîÿùèé èç íåïðåðûâíûõ çíà÷åíèé. Ïîñòðîåíèå ýòîé òåîðèè
áûëî çàâåðøåíî â ñåðåäèíå 20 âåêà â ðàáîòàõ ôîí Íåéìàíà. Îêàçàëîñü,
÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ñïåêòðà îïåðàòîðîâ î÷åíü ïîõîæå íà îïè-
ñàíèå ìíîæåñòâà 𝜎(𝐴). Ìàòåìàòèêè ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç ìíî-
æåñòâ 𝜎(𝐴), ðàññìîòðåííûõ âûøå, ìîæíî ïîäîáðàòü äèôôåðåíöèàëüíûé
îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî 𝜎(𝐴) � ñïåêòð. Ïîýòîìó, â íà÷àëå 20 âåêà áûëî
ïðîâîçãëàøåíî ñëåäóþùåå íàïðàâëåíèå ðàçâèòèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè:
íàáëþäàåìàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íå êàê íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, à êàê
ëèíåéíûé îïåðàòîð, ñïåêòð êîòîðîãî õàðàêòåðèçóåò ïðîöåññ íàáëþäåíèÿ.
Çäåñü, êîíå÷íî, ïðèõîäèòñÿ ëîìàòü ñòåðåîòèïû, ïîñêîëüêó ìû ïðèâûêëè
ê òîìó, ÷òî ïîêàçàíèå ïðèáîðà � ýòî ÷èñëî, íà êîòîðîå óêàçûâàåò íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå (¾ñòðåëêà¿). È ÷òî çíà÷èò ñïåêòð çíà÷åíèé, ìû íå
ñîâñåì ïîíèìàåì. Îäíàêî, çäåñü íóæíî âñïîìíèòü, ÷òî êîãäà ìû ðàáîòà-
åì ñ ýêñïåðèìåíòîì, òî ìû ïðîâîäèì ïîâòîðíî ìíîãèå ýêñïåðèìåíòû, è
êàæäûé ýêñïåðèìåíò íå ïîõîæ íà ïðåäûäóùèé. Ìû ãîâîðèì, ÷òî äà, äåé-
ñòâèòåëüíî, åñòü ïîãðåøíîñòü â ýêñïåðèìåíòå è ïîýòîìó ìû îöåíèâàåì
íåêîòîðîå ñðåäíåå çíà÷åíèå, à ïîòîì îöåíèâàåì ðàçáðîñ ýòèõ çíà÷åíèé.
Ìîæåì äàæå âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëåäóþùåì ýêñïåðèìåí-
òå ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå çíà÷åíèå. Êîãäà ìû ïîäîéäåì
ê ýêñïåðèìåíòàòîðó, òî îí ñêàæåò, ÷òî ìû ïîëó÷èëè çíà÷åíèå ñ íåêî-
òîðîé âåðîÿòíîñòüþ. Åñëè ìû òåïåðü ñèíòåçèðóåì ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè
ïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî ðåçóëüòàòà è ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ îïåðàòîðà, òî ìû ïîëó÷èì î÷åíü óäîáíûé ìåõàíèçì äëÿ îïèñàíèÿ
êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòî íàâåðíÿêà íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá
îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, íî íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ýòî
� åäèíñòâåííî èçâåñòíûé ñïîñîá.

Вывод: ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííû-
ìè ëèíåéíûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòî-
âîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî óäîáíûé ôîðìàëèçì äëÿ îïèñàíèÿ íàáëþäàåìûõ.

Замечание 21.5. Используем пространство над полем C с тем, что-
бы применять формулы типа формулы Эйлера, 𝑒𝑖𝜙 = cos𝜙 + 𝑖 sin𝜙.
Это пространство со скалярным произведением, которое несет в себе
идею вычисления энергии или работы, когда скалярно перемножаются
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две величины. Мы требуем самосопряженность, поскольку прибор не
может измерять комплексные числа (у самосопряженного оператора
собственные числа вещественны).

3. Измерения vs состояние квантовой систе-

мы

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäîå íàáëþäåíèå èçìåíÿåò ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé
ñèñòåìû. Ýòî ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò, óñòàíîâëåííûé â õîäå ýêñïåðè-
ìåíòà Øòåðíà �Ãåðëàõà (1922), êîòîðûé çàêëþ÷àëñÿ â ñëåäóþùåì. Ñå-
ðåáðî ïîìåñòèëè â ïå÷ü. Â ðåçóëüòàòå èñïàðåíèÿ ñåðåáðà îáðàçîâàëèñü
ïîòîêè àòîìîâ, êîòîðûå ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â ïå÷è âûõîäèëè íà-
ðóæó è ïîïàäàëè â ñèñòåìó ¾ýêðàí ñ îòâåðñòèåì¿. Îñíîâíàÿ ìàññà èîíîâ,
êîíå÷íî, îñåäàëà íà ýêðàíå, íî íåêîòîðûå èç íèõ ïðîõîäèëè ñêâîçü îòâåð-
ñòèå è îáðàçîâûâàëè óçêèé ïó÷îê àòîìîâ ñåðåáðà. Çàìåòèì, ÷òî àòîìû
ñåðåáðà äîâîëüíî õèòðîóìíî óñòðîåíû. Åñòü ÿäðî àòîìà, ñîñòîÿùåå èç
ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ; 47 ýëåêòðîíîâ äâèæóòñÿ ïî îðáèòàëÿì âîêðóã ýòî-
ãî ÿäðà. Ïðè ýòîì, 47-é ýëåêòðîí îñîáûé: ó íåãî åñòü ìàãíèòíûé ìîìåíò.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà Øòåðí è Ãåðëàõ ïîìåñòè-
ëè ïîòîê àòîìîâ ñåðåáðà â íåîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå (ìàãíèòû S è N
èìåþò ðàçíóþ ôîðìó, ïîýòîìó íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåíÿåò-
ñÿ â ïðîñòðàíñòâå) Ðèñ. 21.3. Åñëè ìû ïîìåùàåì ñèñòåìó ñ ìàãíèòíûì
ìîìåíòîì � ¾âîë÷îê¿ � â íåîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå, òî òîãäà â çàâè-
ñèìîñòè îò îðèåíòàöèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà áóäåò îòêëîíåíèå ýëåêòðîíà
â ìàãíèòíîì ïîëå â òó èëè èíóþ ñòîðîíó. Ýòî îòêëîíåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ìàãíèòíîãî ìîìåíòà è âåêòîðà íà-
ïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îæèäàëîñü, ÷òî íà ýêðàíå áóäóò âèäíû
ðàâíîìåðíî çàñâå÷åííûå îáëàñòè, êóäà ïîïàäàþò àòîìû ñ ðàçëè÷íûìè
ìîìåíòàìè. Îäíàêî, Øòåðí è Ãåðëàõ îáíàðóæèëè, ÷òî âìåñòî çàñâå÷åí-
íîé îáëàñòè èìåþòñÿ äâå òî÷êè. Òî åñòü, àòîìû ñåðåáðà íå èìåþò íè-
êàêèõ ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé îðèåíòàöèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà, êðîìå
äâóõ ôèêñèðîâàííûõ.𝑊𝜏𝜙!? Ðåçóëüòàò ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ îä-
íèì èç ïåðâûõ îáîñíîâàíèé êâàíòîâàíèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû. Ìàãíèò-
íûé ìîìåíò, êîòîðûì îáëàäàþò àòîìû ñåðåáðà, íå çàïîëíÿåò íåïðåðûâíî
èíòåðâàë, êàê îæèäàåòñÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, à ïðèíèìà-
åò òîëüêî ëèøü äâà çíà÷åíèÿ −1 è 1 (ñ ó÷åòîì ìàñøòàáèðîâàíèÿ). Òî
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åñòü, ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ìíîæåñòâîì èç äâóõ
ýëåìåíòîâ.

Ðèñ. 21.3. Ñõåìà ýêñïåðèìåíòà Øòåðíà �Ãåðëàõà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Ñèñòåìó ¾ùåëü-ìàãíèòû¿ áó-
äåì íàçûâàòü àïïàðàòîì Øòåðíà �Ãåðëàõà. Ó íåãî åñòü îðèåíòàöèÿ (â
äàííîì ñëó÷àå, ¾âåðòèêàëüíàÿ¿). Ðàññòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíî ïå÷êó è
äâà àïïàðàòà Øòåðíà �Ãåðëàõà. Ïå÷êà äàåò óçêèé ïó÷îê àòîìîâ ñåðåáðà,
êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç ïåðâûé àïïàðàò Øòåðíà �Ãåðëàõà. Ïîëó÷àþòñÿ
äâå òî÷êè. Íèæíèé ïîòîê áëîêèðóåì, ñòàâÿ íåïðîçðà÷íûé ýêðàí, à âåðõ-
íèé ïîòîê íàïðàâëÿåì â åùå îäèí àïïàðàò Øòåðíà �Ãåðëàõà (Ðèñ. 21.4).
Íà âûõîäå ïîëó÷àåì 100% àòîìîâ â îäíîé òî÷êå è 0% àòîìîâ â äðóãîé.
Ýòîãî ñëåäîâàëî îæèäàòü, òàê êàê ìû óäàëèëè àòîìû, ó êîòîðûõ ¾íåïðà-
âèëüíûé¿ ìàãíèòíûé ìîìåíò. Òåïåðü ïîâåðíåì âòîðîé àïïàðàòØòåðíà �
Ãåðëàõà íà 90∘. Òîãäà íà âûõîäå ïîëó÷àåì ïî 50% àòîìîâ (Ðèñ. 21.5).
Íàêîíåö, âîçüìåì òðè àïïàðàòà Øòåðíà �Ãåðëàõà è ðàññòàâèì èõ ïîñëå-
äîâàòåëüíî. Ïåðâûé è òðåòèé ïîñòàâèì âåðòèêàëüíî, à âòîðîé ïîâåðíåì
íà 90∘ (Ðèñ. 21.6). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôèëüòðàöèÿ íå ðàáîòàåò. Ïîñëå òðå-
òüåãî àïïàðàòà ìû ïîëó÷àåì ïî 50% àòîìîâ. Ýòîò ýêñïåðèìåíòàëüíûé
ôàêò ãîâîðèò î òîì, ÷òî èçìåðåíèÿ èçìåíÿþò êâàíòîâóþ ñèñòåìó. Ìû
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íå ìîæåì ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ, íå âìåøàâøèñü â êâàíòîâóþ ñèñòåìó, ò.å.
êàê òîëüêî ìû ÷òî òî ïîìåðÿëè, òî ìû èçìåíèëè ñàìó ñèñòåìó3. Ïîýòîìó,
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, îïèñûâàþùèé ýíåð-
ãåòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâûõ ñèñòåì, íàì íóæíî íå ïðîñòî îïèñàòü
õàðàêòåðèñòèêè íàáëþäåíèÿ, íî è åùå ó÷èòûâàòü âëèÿíèå íàáëþäàòåëÿ
íà ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû.

Ðèñ. 21.4. Äâà âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ àïïàðàòà
Øòåðíà �Ãåðëàõà

4. Измерения vs вероятность

Ìû áóäåì ãîâîðèòü î íàáëþäàåìîé 𝐴 è åå çíà÷åíèÿõ; 𝜎(𝐴) � çíà÷å-
íèÿ íàáëþäàåìîé. Ïðèìåì постулат: даже если состояние квантовой
системы 𝜌 полностью определено, об измерении наблюдаемой можно
сказать только как о вероятности, с которой числовое значение из-
мерения содержится в некотором измеримом по Борелю множестве
𝐸 ⊂ R. Òî åñòü, èçìåðåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ âå-
ðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Çäåñü òðåáóåòñÿ ïîÿñíåíèå òîãî, ÷òî òàêîå
ìíîæåñòâî 𝐸. Ìû ïðèâûêëè ðàáîòàòü ñ èíòåðâàëàìè, êîãäà ìåðà èíòåð-
âàëà � ýòî ðàçíîñòü ìåæäó åãî êîíöàìè. Åñëè æå èìååòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ

3Промежуточный аппаратШтерна –Герлаха (Рис. 21.6) можно рассматривать как
измерительный прибор. Измерение привело к изменению распределения атомов на
выходе из третьего аппарата.
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Ðèñ. 21.5. Äâà ðàçëè÷íî îðèåíòèðîâàííûõ àïïàðàòà Øòåðíà �Ãåðëàõà

Ðèñ. 21.6. Òðè àïïàðàòà Øòåðíà �Ãåðëàõà

ñòðóêòóðà, òî òàêàÿ ðàçíîñòü íå ìîæåò îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå èçìåðåíèÿ
è ìû äîëæíû áîëåå äåëèêàòíî ââîäèòü ïîíÿòèå ìåðû íà ìíîæåñòâå, êî-
òîðîå õàðàêòåðèçóåò èçìåðÿåìóþ âåëè÷èíó.

Замечание 21.6. Не всякое разбиение множества на подмножества
позволяет корректно определить меру. Корректность понимается в
следующем смысле. Если есть два множества (например, треугольни-
ки на плоскости) и они совмещаются друг с другом (конгруэнтны), то
тогда их мера должна совпадать. Если из двух множеств образовать
составную фигуру, то мера этой фигуры должна быть равна сумме
мер ее частей. На очень простом примере можно показать, что раз-



Ï
Ð
Å
Ä
Â
À
Ð
È
Ò
Å
Ë
Ü
Í
À
ß
Â
Å
Ð
Ñ
È
ß682 Ãë. 21. Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà

биение исходного множества на подмножества может привести к
ситуации, в которой мы этим подмножествам не можем придать
никакой меры.

Рассмотрим единичную окружность 𝑆1. Ее мера (длина) равна
2𝜋. Разобьем 𝑆1 на совокупность подмножеств следующим способом.
Пусть 𝛼 ∈ Q — некоторый угол на окружности. Затем рассмотрим
2𝛼, 3𝛼, . . . Мы получаем совокупность точек на окружности. Посколь-
ку весь угол равен 2𝜋 /∈ Q, то пробежав по всей окружности, мы будем
получать различные точки, которые друг на друга не попадут. Таким
образом, на всей окружности выбрано счетное множество точек. Обо-
значим его через U = {𝑎1, 𝑎2, . . .} ⊂ 𝑆1. Мощность 𝑆1 — континуум,
а мы получили счетное множество точек. Значит, есть неучтенные
точки. Выберем какую нибудь из них и обозначим через 𝑏1 ∈ Q. Повто-
рив процесс как для U мы получим снова счетное множество точек
V = {𝑏1, 𝑏2, . . .} ⊂ 𝑆1 которое также не исчерпывает все точки на
окружности. Снова найдем какую-нибудь точку и построим множе-
ство W = {𝑐1, 𝑐2, . . .} ⊂ 𝑆1. Так мы можем повторять континуум
раз и построить континуум множеств, каждое из которых счетно.
Выберем первые элементы этого семейства множеств и соберем из
них множество 𝐵1 = {𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, . . .}, а из всех вторых элементов со-
берем множество 𝐵2 = {𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, . . .} и т.д. Теперь возьмем 𝐵1 и
сдвинем его элементы на 𝛼, тогда 𝐵1 совпадет с 𝐵2. При определенном
движении 𝐵3 будет совмещаться с 𝐵1 и 𝐵2. Таким образом, конти-
нуальные множества 𝐵𝑛 совмещаются друг с другом движением. По
построению, эти множества не пересекаются, а их объединение дает
все точки единичной окружности:

𝑆1 =
∞⋃︁
𝑛=1

𝐵𝑛.

Поскольку все 𝐵𝑛 конгруэнтны, они имеют одну и ту же меру 𝜇, по-
этому 2𝜋 =

∑︀∞
𝑛=1 𝜇. Но

∑︀∞
𝑛=1 𝜇 есть либо 0, если 𝜇 = 0, либо +∞, если

𝜇 > 0. То есть, 2𝜋 мы никогда не получим. Таким образом, если при
таком разбиении мы хотим назначить какую-то меру множествам
𝐵𝑛, то мы нарушим правила игры: меры не будет аддитивной, либо
меры конгруэнтных множеств не равны.

Таким образом, меру можно построить только на «правильных»
подмножествах заданного множества. В конце 19 века была построе-
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на теория измеримых множеств. Совокупность таких множеств на-
зывается борелевым телом исходного множества. Поскольку в кван-
товой механике состояние системы характеризуется весьма экзоти-
ческим распределением значений наблюдаемой величины, а отнюдь не
интервалами, то здесь теория меры существенна. Все эти соображе-
ния используются в определении вероятности того, что наблюдаемая
величина 𝐴 окажется внутри некоторого измеримого по Борелю под-
множества, которое находится на шкале измерений.

Òàêèì îáðàçîì, ñàìî èçìåðåíèå ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé ñòàòóñ. Ìû
äîëæíû âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà â ñîñòîÿíèè 𝜌 îòíîñè-
òåëüíî íàáëþäàåìîé 𝐴 îêàæåòñÿ ïîñëå èçìåðåíèÿ â çíà÷åíèÿõ, ïðèíàä-
ëåæàùèõ ìíîæåñòâó 𝐸.

5. Аксиомы квантовой механики

Аксиома 1. Ñ êàæäîé êâàíòîâîé ñèñòåìîé àññîöèèðîâàíî êîìïëåêñíîå
ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî

(𝐻, +, ·, ⟨·, ·⟩).

Ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ëè-
íåéíûì ñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðîì ñ îãðàíè÷åííûì ñëåäîì:

𝜌 : 𝐻 → 𝐻, tr 𝜌 = 1.

Èç âñåõ ñîñòîÿíèé âûäåëÿþòñÿ чистые состояния. Ñîñòîÿíèå 𝜌 :
𝐻 → 𝐻 íàçûâàåòñÿ ÷èñòûì, åñëè ñóùåñòâóåò ýëåìåíò 𝜓 ∈ 𝐻, òàêîé, ÷òî

𝛼 ↦→ 𝜌(𝛼) =
⟨𝜓, 𝛼⟩
⟨𝜓, 𝜓⟩

𝜓.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ смешанным.
Íåñêîëüêî ñëîâ î òîì, ÷òî òàêîå ëèíåéíûé îïåðàòîð. Ïðåæäå âñåãî,

ýòî îòîáðàæåíèå 𝐴 : 𝐷𝐴 → 𝐻, ãäå 𝐷𝐴 ⊂ 𝐻 � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïëîòíîå â 𝐻, ò.å.

∀𝜓 ∈ 𝐻 ∀𝜀 > 0 ∃𝛼 ∈ 𝐷𝐴 ‖𝜓 − 𝛼‖ < 𝜀.
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Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà àääèòèâíîñòè è îäíîðîäíîñòè:

𝐴(𝜓 + 𝜙) = 𝐴(𝜓) + 𝐴(𝜙), 𝐴(𝑘𝜓) = 𝑘𝐴(𝜓),

äëÿ ëþáûõ 𝜓, 𝜙 ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ C.
Ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝐴 : 𝐷𝐴 → 𝐻 ÿâëÿåòñÿ положительным, åñëè

∀𝜓 ∈ 𝐷𝐴 ⟨𝜓, 𝐴(𝜓)⟩ ⩾ 0.

Ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝐴 : 𝐻 → 𝐻 èìååò ограниченный след, åñëè
äëÿ áàçèñà 𝐻, (𝑒𝑛)

dim𝐻
𝑛=1 ,

tr𝐴 =
∑︁
𝑛

⟨𝑒𝑛, 𝐴(𝑒𝑛)⟩ <∞.

Аксиома 2. Ñ êàæäîé íàáëþäàåìîé êâàíòîâîé ñèñòåìû ñâÿçàí ñàìîñî-
ïðÿæåííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð 𝐴 : 𝐷𝐴 → 𝐻.

Îáîçíà÷èì

𝐷𝐴* = {𝜓 ∈ 𝐻 | ∀𝛼 ∈ 𝐷𝐴 ∃𝜂 ∈ 𝐻 ⟨𝜓, 𝐴(𝛼)⟩ = ⟨𝜂, 𝛼⟩},

è îïðåäåëèì 𝐴* : 𝐷𝐴* → 𝐻 òàê, ÷òî 𝐴*(𝜓) = 𝜂. Òàêèì îáðàçîì îïðåäå-
ëåííûé îïåðàòîð 𝐴* íàçûâàåòñÿ сопряженным. Åñëè 𝐷𝐴 = 𝐷𝐴* è äëÿ
âñåõ 𝜓 ∈ 𝐷𝐴 çíà÷åíèÿ 𝐴(𝜓) è 𝐴*(𝜓) ñîâïàäàþò, òî îïåðàòîð 𝐴 íàçûâàþò
самосопряженным. Ó ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà ñïåêòð äåéñòâèòå-
ëåí è ïîýòîìó ìû ìîæåì ãîâîðèòü î òîì, ÷òî èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ
íà äåéñòâèòåëüíîé îñè, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ñàì îïåðàòîð êîìïëåêñíî-
çíà÷íûé.

Аксиома 3. Âåðîÿòíîñòü 𝜇𝐴𝜌 (𝐸) òîãî, ÷òî èçìåðåíèå íàáëþäàåìîé 𝐴 â
êâàíòîâîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè 𝜌, äàñò ðåçóëü-
òàò â èçìåðèìîì ìíîæåñòâå 𝐸 ⊂ R îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

𝜇𝐴𝜌 (𝐸) = tr (𝑃𝐴(𝐸) ∘ 𝜌),

ãäå 𝑃𝐴 � ýòî ïðîåêòîð íà ñïåêòðàëüíûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà 𝐴.
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Â ñèëó ñàìîñîïðÿæåííîñòè 𝐴,

𝐴 =

∫︁ +∞

−∞
𝜆𝑑𝑃𝐴(𝜆),

è äëÿ êàæäîé íàáëþäàåìîé 𝐴 ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü åå ñïåêòðàëüíûé
îïåðàòîð 𝑃𝐴. Ìû ìîæåì îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîäåéñòâîâàòü íà
ìíîæåñòâî 𝐸 è, òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âûäåëèòü íà øêàëå ïðèáîðà
òó ÷àñòü, çà êîòîðîé áóäåì ñëåäèòü.

Îñòàëîñü ëèøü îãîâîðèòü, êàê äåéñòâóþò èçìåðåíèÿ íà êâàíòîâóþ
ñèñòåìó. Íî ýòî ñîäåðæèòñÿ â äâóõ ïîñëåäíèõ àêñèîìàõ.

Аксиома 4. Åñëè èçìåðåíèÿ íå ïðîèçâîäèëèñü òî ñèñòåìà íåïðåðûâíî
ýâîëþöèîíèðóåò è åå ýâîëþöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

𝜌(𝑡2) = 𝑈(𝑡2 − 𝑡1)𝜌(𝑡1)𝑈
−1(𝑡2 − 𝑡1),

ãäå 𝑈(𝑡) = exp

(︂
−𝐻𝑡

ℏ

)︂
, â êîòîðîì 𝐻 � ýíåðãèÿ ñèñòåìû (îïåðà-

òîð).

Аксиома 5. Åñëè ìû ïðîèçâîäèì èçìåðåíèå, òî â ñèñòåìå âîçíèêàåò
ñêà÷îê, êà÷åñòâåííûì îáðàçîì èçìåíÿþùèé åå ñîñòîÿíèå:

𝜌after =
𝑃𝐴(𝐸)𝜌before𝑃

−1
𝐴 (𝐸)

tr𝐴
,

ãäå 𝐸 � íàèìåíüøåå áîðåëåâî ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå àêòóàëüíûå
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ.

Äî òîãî, êàê ìû ïðîâåëè èçìåðåíèå, ìû íå ìîæåì íè÷åãî ñêàçàòü ïî
ïîâîäó èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ìû ìîæåì î íåì ñêàçàòü ëèøü
ïîñëå òîãî, êàê ïðîâåëè èçìåðåíèå, ò.å. îöåíèòü, íà ñêîëüêî èçìåðåíèå
èçìåíèëî êâàíòîâóþ ñèñòåìó. Ïðåäñêàçàòü ýòî èçìåíåíèå ìû íå ìîæåì.

Библиография


	1 Необходимые сведения из теории множеств
	1. Замечания об использовании множеств
	2. Упорядоченные пары. Декартовы произведения. Отношения
	2.1. Упорядоченная пара
	2.2. Декартово произведение
	2.3. Отношения

	3. Функции
	Библиография

	2 Основы алгебры
	1. Бинарная операция
	2. Основные алгебраические структуры
	2.1. Полугруппы
	2.2. Группы
	2.3. Кольца
	2.4. Поля
	2.5. Модули
	2.6. Алгебры

	3. Векторные пространства
	3.1. Аксиомы векторного пространства
	3.2. Базис и размерность
	3.3. Арифметическое векторное пространство
	3.4. Линейные и полилинейные отображения
	3.5. Изоморфизм векторных пространств
	3.6. Дуальное векторное пространство
	3.7. Подпространство
	3.8. Внешняя прямая сумма
	3.9. Внутренняя прямая сумма
	3.10. Факторпространство

	4. Тензорные произведения векторных пространств
	4.1. Формальные линейные комбинации
	4.2. Определение тензорного произведения пространств
	4.3. Ассоциативность
	4.4. Базис и размерность
	4.5. Тензорное произведение и линейные отображения
	4.6. Типичные пространства

	5. Внешние формы
	5.1. Определение
	5.2. Внешнее произведение
	5.3. Базис и размерность
	5.4. Связь с определителями

	6. Аффинные пространства
	6.1. Аксиомы Вейля
	6.2. Векторизация и арифметизация
	6.3. Прямые и плоскости

	7. Евклидовы векторные пространства
	7.1. Скалярное произведение
	7.2. Дуальный базис
	7.3. Музыкальные изоморфизмы

	8. Эрмитовы векторные пространства
	8.1. Скалярное произведение

	9. Перенос алгебраической структуры на множество
	9.1. Случай полугруппы
	9.2. Случай группы
	9.3. Случай кольца
	9.4. Случай векторного пространства

	Библиография

	3 Основы метрической топологии
	1. Метрическое пространство
	1.1. Прототипы метрического пространства
	1.2. Аксиомы функции расстояния
	1.3. Шары и сферы
	1.4. Сходимость и непрерывность
	1.5. Метрическая топология
	1.6. Подпространство метрического пространства
	1.7. Произведение пространств

	2. Нормированное векторное пространство
	2.1. Аксиомы нормы и метрическая структура
	2.2. Сходимость и непрерывность по норме
	2.3. Норма и скалярное произведение
	2.4. Произведение нормированных векторных пространств

	3. Полные метрические пространства
	3.1. Последовательность Коши и ее свойства
	3.2. Теорема о неподвижной точке

	4. Линейные и билинейные непрерывные отображения
	4.1. Критерий непрерывности линейного отображения
	4.2. Норма непрерывного линейного отображения
	4.3. Пространство линейных непрерывных отображений
	4.4. Критерий непрерывности билинейного отображения
	4.5. Норма непрерывного билинейного отображения
	4.6. Канонический изоморфизм

	5. Банахово пространство
	5.1. Ряды в банаховом пространстве
	5.2. Обратимые отображения в банаховых пространствах

	Библиография

	4 Основы анализа
	1. Дифференциальное исчисление в R: сводка результатов
	1.1. Производная функции
	1.2. Формула Тейлора

	2. Дифференциальное исчисление в Rn: сводка результатов
	3. Дифференциальное исчисление в нормированных пространствах
	3.1. Аффинное нормированное пространство
	3.2. Тензоры
	3.3. Производная Гато и Фреше
	3.4. Тейлоризация

	Библиография

	5 Элементы векторного анализа
	1. Векторные и тензорные поля в евклидовом пространстве
	1.1. Скалярное поле
	1.2. Векторное поле
	1.3. Ковекторное поле
	1.4. Тензорное поле

	2. Градиенты скалярных полей
	2.1. Градиент скалярного поля в Rn
	2.2. Градиент скалярного поля в 
	2.3. Градиент скалярного поля в E
	2.4. Градиент векторных и тензорных полей

	3. Дивергенция векторных и тензорных полей
	3.1. Дивергенция векторного поля в Rn
	3.2. Дивергенция векторного поля в E
	3.3. Дивергенция тензорного поля
	3.4. Ротор (вихрь) векторных и тензорных полей
	3.5. Ротор векторного поля в R3
	3.6. Ротор векторного поля в E
	3.7. Ротор тензорного поля в E

	Библиография

	6 Геометрическая теория уравнений в частных производных
	1. Уравнения в частных производных: общие определения и примеры
	2. Уравнения в частных производных для заданных семейств функций
	3. Системы уравнений
	3.1. Взаимосвязь систем с уравнениями более высокого порядка
	3.2. Исключение неизвестных из линейной системы с постоянными коэффициентами

	4. Частные методы интегрирования уравнений в частных производных
	5. Геометрическая интерпретация уравнения в частных производных первого порядка с двумя независимыми переменными
	6. Полный интеграл
	7. Преобразование Лежандра
	8. Уравнения в частных производных первого порядка
	8.1. Линейные и квазилинейные уравнения в частных производных
	8.2. Общий нелинейный случай уравнений в частных производных первого порядка

	9. Теорема Коши–Ковалевской
	9.1. Аналитические функции
	9.2. Метод мажорант Коши для обыкновенного дифференциального уравнения
	9.3. Теорема Коши–Ковалевской

	10. Приведение квазилинейных систем к нормальному виду
	10.1. Общий случай
	10.2. Линейные уравнения первого порядка
	10.3. Примеры
	10.4. Линейные уравнения второго порядка

	11. Приведение линейного уравнения второго порядка с двумя независимыми переменными к каноническому виду в области
	11.1. Случай A=C=0
	11.2. Случай A=0

	12. Волновое уравнение
	12.1. Задача Коши для волнового уравнения
	12.2. Начально–краевые задачи для волнового уравнения
	12.3. Единственность решений первой, второй и третьей начально–краевых задач
	12.4. Непрерывная зависимость решений первой, второй и третьей краевых задач от начальных условий
	12.5. Решение одномерного волнового уравнения для неограниченной области
	12.6. Разрывные решения
	12.7. Решение трехмерного волнового уравнения
	12.8. Решение задачи Коши для двумерного волнового уравнения
	12.9. Интегральные представления решений волнового уравнения

	13. Ряды и интегралы Фурье
	13.1. Кусочно непрерывные функции
	13.2. Периодические функции
	13.3. Семейства ортогональных функций
	13.4. Ряды Фурье
	13.5. Сходимость рядов Фурье
	13.6. Неравенство Бесселя
	13.7. Равенство Парсеваля
	13.8. Лемма Римана–Лебега
	13.9. Теорема о поточечной сходимости
	13.10. Интеграл Фурье

	14. Разделение переменных
	14.1. Идея метода разделения переменных
	14.2. Колебания ограниченной струны
	14.3. Задача теплопроводности

	15. Функция Грина
	15.1. Дельта-функция Дирака
	15.2. Наводящие соображения
	15.3. Свойство функции Грина
	15.4. Построение функции Грина
	15.5. Решение задачи Дирихле для оператора Лапласа методом функции Грина

	Библиография
	Задачи

	7 Элементы теории меры и интеграла Лебега
	Библиография

	8 Гильбертовы пространства
	1. Комплексное гильбертово пространство
	Библиография

	9 Элементы общей топологии
	1. Топологическое пространство
	1.1. Аксиомы топологического пространства
	1.2. Замкнутые подмножества
	1.3. Внутренность, внешность, замыкание и граница множества

	2. Сходимость и непрерывность
	2.1. Сходимость последовательности
	2.2. Непрерывные отображения и гомеоморфизмы

	3. База топологии и база системы окрестностей
	3.1. База топологии
	3.2. Построение топологии по базе
	3.3. База системы окрестностей

	4. Аксиомы отделимости и счетности
	4.1. Аксиома Хаусдорфа
	4.2. Аксиомы счетности

	5. Подпространство и произведение пространств
	5.1. Подпространство
	5.2. Топологические вложения
	5.3. Произведение пространств

	6. Многообразия
	6.1. Локально евклидовы пространства
	6.2. Локальные координаты
	6.3. Координатное представление отображений
	6.4. Топологические многообразия
	6.5. Замечания, касающиеся определения многообразий
	6.6. Многообразия с краем

	7. Топологические группы и действия групп
	7.1. Топологические группы
	7.2. Действия групп

	Библиография

	10 Анализ на многообразиях
	1. Гладкая структура
	1.1. Ck-согласованность
	1.2. Отношение эквивалентности в классе гладких атласов

	2. Гладкие отображения
	2.1. Алгебра Ck(M) гладких функций
	2.2. Гладкие отображения между многообразиями
	2.3. Диффеоморфизмы
	2.4. Иммерсии, субмерсии и вложения
	2.5. Теоремы Уитни о вложениях
	2.6. Разбиение единицы
	2.7. Замечание о гладких структурах

	3. Вложенные подмногообразия
	3.1. Определение подмногообразия
	3.2. Образ как подмногообразие
	3.3. Ограничение отображений на подмногообразия
	3.4. Координаты на подмногообразии

	4. <<Башня>> тензорных пространств
	4.1. Касательное пространство к гладкому многообразию
	4.2. Касательное отображение в точке
	4.3. Замечания о касательных пространствах
	4.4. Кокасательное пространство к гладкому многообразию
	4.5. <<Башня>>

	5. Векторные расслоения и их сечения
	5.1. Гладкие векторные расслоения ранга k
	5.2. Касательные и кокасательные расслоения
	5.3. Операции над векторными расслоениями
	5.4. Векторные расслоения высокого ранга
	5.5. Сечения векторных расслоений
	5.6. Гомоморфизмы векторных расслоений
	5.7. <<Pullback>> и <<pushforward>>
	5.8. Интегральные кривые
	5.9. Гладкие реперы
	5.10. Голономные и неголономные реперы
	5.11. Внешнее дифференцирование
	5.12. Риманова метрика и музыкальные изоморфизмы
	5.13. Двухточечные тензоры

	6. Ориентация и интегрирование на многообразиях
	6.1. Форма объема и ориентация гладкого многообразия
	6.2. Звезда Ходжа
	6.3. Интегрирование дифференциальных форм и теорема Стокса

	Библиография

	11 Группы и алгебры Ли
	1. Основные определения
	2. Примеры
	3. Левоинвариантные векторные поля
	4. Алгебра Ли группы Ли
	5. Экспоненциальное отображение
	6. Представление групп и алгебр Ли
	7. Форма Маурера–Картана
	8. Действие группы
	8.1. Определение и простейшие свойства
	8.2. Примеры
	8.3. Полупрямое произведение
	8.4. Пространство орбит

	Библиография

	12 Главные расслоения
	1. Локально тривиальное расслоение
	1.1. Определение
	1.2. Слой над точкой как гладкое многообразие
	1.3. Натуральные координаты на тотальном пространстве расслоения

	2. Главное расслоение
	2.1. Определение
	2.2. Примеры главных расслоений
	2.3. Морфизмы
	2.4. Сечения главных расслоений
	2.5. Функции перехода и коциклическое условие
	2.6. Ассоциированные расслоения

	Библиография

	13 Связности на главных расслоениях
	1. Вспомогательные построения
	1.1. Векторное поле Киллинга
	1.2. Распределения

	2. Связность как распределение
	2.1. Вертикальное подпространство
	2.2. Определение связности
	2.3. Горизонтальный лифт векторного поля
	2.4. Индуцирование связности на ассоциированное расслоение

	3. Связность как форма
	3.1. Форма связности
	3.2. Локальное представление связности

	4. Ковариантная производная
	4.1. Ковариантная внешняя производная и форма кривизны
	4.2. Структурное уравнение и тождество Бианки
	4.3. Ковариантная производная 
	4.4. Форма кривизны, порождаемая 
	4.5. Параллельный перенос и голономия
	4.6. Линейная связность

	Библиография

	14 Пространства аффинной связности
	1. Связности на векторных расслоениях
	1.1. Аксиоматическое определение
	1.2. Координатное представление
	1.3. Ковариантные производные тензорных полей
	1.4. Обозначение для компонент
	1.5. Операторное представление связности
	1.6. Параллельный перенос

	2. Аффинная связность
	2.1. Выражения для ковариантных производных
	2.2. Закон преобразования коэффициентов связности
	2.3. Пространство аффинной связности
	2.4. Пространство аффинной связности с метрикой
	2.5. Частный случай: евклидово пространство
	2.6. Частный случай: риманово пространство
	2.7. Связность на <<pullback>>-расслоении
	2.8. Метод подвижного репера
	2.9. Структурные уравнения Картана

	Библиография

	15 Деформируемый континуум
	Библиография

	16 Неевклидова механика континуума
	1. Тело и физическое пространство
	1.1. Тело
	1.2. Физическое пространство
	1.3. Конфигурации
	1.4. Деформации

	2. Движение
	2.1. Движение как кривая
	2.2. Скорости

	3. Меры напряжений
	3.1. Сосредоточенные силы и плотности сил
	3.2. Гиперплоскости с инклинацией
	3.3. Сечение Пиолы
	3.4. Сечение Коши
	3.5. Выражения для мощности в терминах напряжений Коши и Пиола
	3.6. Переход от пространственного описания к материальному

	4. Материальное единообразие и структурная неоднородность
	4.1. Отклик
	4.2. Локальные конфигурации
	4.3. Локальная конфигурация как линейное отображение
	4.4. Простое тело
	4.5. Материальное единообразие
	4.6. Структурная неоднородность

	5. Материальные связности
	5.1. Гладкая единообразная отсчетная
	5.2. Материальная метрика
	5.3. Материальная связность Леви-Чивита
	5.4. Материальная связность Вайценбока

	6. Меры деформаций
	6.1. Градиент конфигурации
	6.2. Меры Коши–Грина

	Библиография

	17 Электродинамика
	Библиография

	18 Общая теория относительности
	1. Ньютоново пространство время
	1.1. Определение
	1.2. Законы Ньютона

	2. Релятивистское пространство время
	2.1. Многообразия Лоренца
	2.2. Ориентация времени
	2.3. Определение релятивистского пространства времени
	2.4. Наблюдатели
	2.5. Преобразование Лоренца

	3. Материя
	3.1. Точечная материя
	3.2. Полевая материя

	4. Уравнение Эйнштейна
	4.1. Тензор энергии-импульса
	4.2. Вывод уравнения Эйнштейна

	5. Частные решения уравнений Эйнштейна
	5.1. Решение Шварцшильда
	5.2. Решение Керра
	5.3. Решение Рейснера-Нордстрема

	Библиография

	19 Среды с дефектами
	1. Уравнения Эделена и калибровочная теория дефектов
	1.1. 1-формы дисторсии
	1.2. Реперы и формы объема
	1.3. Уравнения Эделена
	1.4. Баланс импульса
	1.5. Звездообразная область
	1.6. Оператор гомотопии
	1.7. Матричное представление
	1.8. Структурные уравнения и их интерпретация
	1.9. Калибровочный формализм

	Библиография

	20 Термодинамика
	Библиография

	21 Квантовая механика
	1. Макроскопический мир vs микроскопический мир
	2. Наблюдаемая
	2.1. Классическая наблюдаемая
	2.2. Задача двух тел
	2.3. Атом водорода
	2.4. Какой математический аппарат нужен?

	3. Измерения vs состояние квантовой системы
	4. Измерения vs вероятность
	5. Аксиомы квантовой механики
	Библиография


