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Введение. От физической структуры — к
представительному объему
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Введение. Материальные неоднородности (Material
inhomogeneities)
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Уравнения из различных областей физики. Что общего?

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ Navier�Cauchy:

𝜇∆u + (𝜆+ 𝜇)∇∇ · u + f = 𝜌ü.

Óðàâíåíèå Beltrami�Michell (ñòàòèêà):

∆T + 2
𝜇+ 𝜆

2𝜇+ 3𝜆
∇∇(trT) + 2[∇f]sym +

𝜆

2𝜇+ 𝜆
I∇ · f = 0.

Âîëíîâûå óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî
âåêòîðîâ:

∆E− 𝜀𝜇

c2
Ë = 0, ∆H− 𝜀𝜇

c2
Ḧ = 0.

Ïîëåâûå óðàâíåíèÿ Einstein (ñëàáîå ïîëå):

∆g00 = 8𝜋𝜌.
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Введение. Литература

Ãåîìåòðè÷åñêèé ïîäõîä â ôèçèêå è ìåõàíèêå

1 Epstein M. The Geometrical Language of Continuum
Mechanics. Cambridge University Press, 2010. 312 p.
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evolution: A geometric approach. Springer Science & Business
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6 Marsden J.E., Hughes T.J. Mathematical foundations of
elasticity. Dover Publications, 1994. 556 p.
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Введение. Литература

Ðàáîòû ïî ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêå

1 Noll W. A mathematical theory of the mechanical behavior of
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4 Truesdell C., Noll W. The Non-Linear Field Theories of
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Введение. Литература

Ðàáîòû ïî ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêå (ïðîäîëæåíèå)

6 Òðóñäåëë Ê. Ïåðâîíà÷àëüíûé êóðñ ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè
ñïëîøíûõ ñðåä. Ì.: Ìèð, 1975.

7 Noll W., Coleman B. Foundations of Linear Viscoelasticity.
Reviews of Modern Physics, Volume 33, 1961. P. 239�249.

8 Noll W., Coleman B. The Thermodynamics of Elastic Materials
with Heat Conduction and Viscosity, Archive for Rational
Mechanics and Analysis, Volume 13, 1963. P. 167�178.

9 Noll W. Euclidean Geometry and Minkowskian Chronometry,
American Mathematical Monthly, Volume 71, 1964. P. 129�144.

10 Noll W. The Foundations of Classical Mechanics in the Light of
Recent Advances in Continuum Mechanics, pp. 266-281 of The
Axiomatic Method, with Special Reference to Geometry and
Physics (Symposium at Berkeley, 1957), Amsterdam,
North-Holland Publishing Co., 1959.

Ðàáîòû W. Noll ìîæíî íàéòè íà ñàéòå
http://www.math.cmu.edu/ wn0g/
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Введение. Литература
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Ì.: Ìèð.
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Ãåîìåòðèÿ è êëàññè÷åñêèå ïîëÿ. � Ì.: ÓÐÑÑ, 1996.
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Ãåîìåòðèÿ è êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà � Ì.: ÓÐÑÑ, 1998.

4 Ñàðäàíàøâèëè Ã.À. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ïîëÿ. Ò.3.
Àëãåáðàè÷åñêàÿ êâàíòîâàÿ òåîðèÿ � Ì.: ÓÐÑÑ, 1999.

5 Ñàðäàíàøâèëè Ã.À. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ïîëÿ. Ò.4.
Ãåîìåòðèÿ è êâàíòîâûå ïîëÿ � Ì.: ÓÐÑÑ, 2000.

6 Ñàðäàíàøâèëè Ã.À. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû òåîðèè ïîëÿ. Ò.5.
Ãðàâèòàöèÿ � Ì.: ÓÐÑÑ, 2011.
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Введение. Геометрическая мотивация

Вложение двумерного тела с неевклидовой внутренней
геометрией в плоское физическое пространство
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Введение. Геометрическая мотивация

Вложение двумерного тела с евклидовой внутренней
геометрией в неевклидово физическое пространство
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Введение. Геометрическая мотивация

Единообразная отсчетная конфигурация полностью
погружена в физическое пространство наблюдателя
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Введение. Геометрическая мотивация

Единообразная отсчетная конфигурация частично
погружена в физическое пространство наблюдателя
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Введение. Геометрическая мотивация

Пример сетчатой оболочки
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Введение. Геометрическая мотивация

Картрирование единичной сферы
С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 16/147



Введение. Геометрическая мотивация

Эволюция тела

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 17/147



Введение. Зачем нужна нелинейная механика?

Robert Hooke (1635 � 1703)

Рисунок карандашом, принадле-
жащий Rita Greer, 2006, и осно-
ванный на воспоминаниях друзей
Гука. Портретов Гука не сохрани-
лось...

1660: ceiiinosssttuv

1678:

Ut tensio, sic vis
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Введение. Зачем нужна нелинейная механика?
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Введение. Зачем нужна нелинейная механика?

Òåëà, êîíôèãóðàöèè è äåôîðìàöèè

Ãèïîòåça î ãëàäêîñòè

Âñå êîíôèãóðàöèè � C r�âëîæåíèÿ.
См. Введение в топологию. 2-е изд., доп. / Ю.Г. Борисович, Н.М. Близняков,
Я.А. Израилевич, Т.Н. Фоменко. М.: Наука. Физматлит, 1995. 416 с.
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Введение. Зачем нужна нелинейная механика?

Êîíòðïðèìåð 1
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Введение. Зачем нужна нелинейная механика?

Ãèïåðóïðóãîå òåëî

𝒲 =

∫︁
B

W
Y∈B

(κ(Y),X) dB

B � òåëî,

ℰ � ôèçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,

X,Y ∈ B � ìàòåðèàëüíûå ÷àñòèöû,

κ : B → ℰ � êîíôèãóðàöèÿ (âëîæåíèå òåëà â ôèçè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî),

κ ∈ C, C � ìíîæåñòâî âñåõ êîíôèãóðàöèé,

𝒲 : C → R � ñóììàðíàÿ ýíåðãèÿ, çàïàñàåìàÿ òåëîì ïðè
âëîæåíèè κ,
W : C×B → R � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè.
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Введение. Зачем нужна нелинейная механика?

Êîíòðïðèìåð 2
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Введение. Существование глобальной натуральной
конфигурации

Ãèïîòåça î ñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíîé íàòóðàëüíîé êîíôèãóðàöèè

Ñóùåñòâóåò êîíôèãóðàöèÿ, â îáðàçå êîòîðîé ôèçè÷åñêîå
ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê åäèíîîáðàçíî.

Ãèïåðóïðóãîå òåëî, îáëàäàþùåå íàòóðàëüíîé êîíôèãóðàöèåé

𝒲 =

∫︁
κR(B)

W
y∈κR(B)

(𝜆(y), x) dV

C ∋ κR � íàòóðàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ,
κR(B) � îáðàç íàòóðàëüíîé êîíôèãóðàöèè,
x , y ∈ ℰ � òî÷êè ôèçè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà,
W � óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè, îòíåñåííàÿ ê åäèíèöå
îáúåìà îáðàçà íàòóðàëüíîé êîíôèãóðàöèè.
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Введение. Существование глобальной натуральной
конфигурации

Êîíòðïðèìåð 3
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Введение. Существование глобальной натуральной
конфигурации

Àìåðèêàíñêèé ôèçèê Êàðë Ãåíðè Ýêàðò:

Òðàäèöèîííàÿ òåîðèÿ òâåðäîãî òåëà îñíîâàíà íà äâóõ îøèáî÷íûõ
óòâåðæäåíèÿõ. Ïåðâîå � ýòî ïðèíöèï фиксированного
свободного от напряжений (стандартного) состояния. Âòîðîå
� принцип возможности преобразования всего тела в целом
в ненапряженное состояние, êîòîðûé âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàë â
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ Ñåí-Âåíàí. Åãî óðàâíåíèÿ ôàêòè÷åñêè
èäåíòè÷íû óðàâíåíèÿì Ðèìàíà, âûðàæàþùèì óñëîâèå, ïðè
êîòîðîì ãåîìåòðèÿ òåëà öåëèêîì ïîãðóæåíà â åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî (�The traditional theory of the solid state rests on two

false assumptions. One is the principle of a constant relaxed (or

standard) state. The other is the principle of relaxability-in-the-large,

first formulated mathematically by de Saint-Venant. His equations are

essentially identical with Riemann’s equations expressing the condition

that a geometry be Euclidean-in-the-large�).

Eckart Carl. The thermodynamics of irreversible processes. IV. The
theory of elasticity and anelasticity // Physical Review. � 1948. �
Vol. 73, no. 4. � P. 373.
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Введение. Гипотезa о близкодействии. Простой материал

Ãèïîòåça î áëèçêîäåéñòâèè

Óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè â òî÷êå çàâèñèò òîëüêî îò
äåôîðìàöèè åå áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè.

Ïðîñòîé ìàòåðèàë (ôîðìóëà Òåéëîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà)

W
y∈𝛾(B)

(𝜆(y), x) = W (𝜆(x),∇x𝜆, x),

W : ℰ × ℒ(𝒱; 𝒱) × ℰ → R.

Ãðàäèåíò äåôîðìàöèè. Íîòàöèÿ Òðóñäåëëà (íå ïóòàòü ñ
íîòàöèåé Ãèááñà!)

∇x𝜆 = F =
𝜕x(X, t)

𝜕X
, x(X + 𝛿X) = x(X) + F·𝛿X + o‖𝛿X‖,

ãäå o‖𝛿X‖ = 𝜙(𝛿X)‖𝛿X‖, 𝜙(𝛿X) → 0 ïðè 𝛿X → 0.
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Введение. Принцип объективности

Ãèïîòåça î ìàòåðèàëüíîé èíäèôôåðåíòíîñòè (îáúåêòèâíîñòè)

Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, õàðàêòåðèçóþùèå åãî âîçìîæíîñòü
çàïàñàòü ýíåðãèþ ïðè äåôîðìèðîâàíèè, íå çàâèñÿò îò
ñïîñîáà äåôîðìèðîâàíèÿ (èñïûòàíèÿ).

Îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü óïðóãîé ýíåðãèè

W (𝜆(x),F, x) = W (B, x)

Ëåâûé òåíçîð äåôîðìàöèé Êîøè-Ãðèíà

B = F·FT, F = B1/2 ·R, RT = R−1
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Введение. Принцип объективности

Siméon Denis Poisson
(1781 — 1840)

Пуассон впервые обратил внимание на то,
что от жестких поворотов тела напряжения в нем
не должны изменяться: ”Si lón fait tourner le corps

autour de láxe des x, et que chacun de ses points decrive

un trés-petit angle ... pour un tel déplacement, le corps

demeure dans son etat naturel, et les pressions interieures

doivent encore être nulles” (Если тело вращается
вокруг оси х и каждая из его точек описывает
очень малый угол ... то при таком перемещении
тело остается в своем естественном состоянии
и внутренние усилия должны быть нулевыми).

Poisson, S.-D. Memoire sur les equations generates de
l’equilibre et du mouvement des corps elastiques et des
fluids 1829 (1831). J. Ecole Poly. 13, Cahier 20, 1—174.
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Введение. Закон состояния для нелинейной упругой
среды

Íàïðÿæåíèÿ Ïèîëû

TR =
𝜕W (F)

𝜕F

Íàïðÿæåíèÿ Êîøè

T = J−1
𝜕W (F)

𝜕F
·FT, J = detF

Âûðàæåíèÿ â òåðìèíàõ òåíçîðà Êîøè-Ãðèíà

TR = 2
𝜕W̃ (B)

𝜕B
·F, T = 2J−1

𝜕W̃ (B)

𝜕B
·B
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Введение. Закон состояния для нелинейной
вязкоупругой среды

Çàìå÷àíèå

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåä ñ ïàìÿòüþ ìîäèôèöèðóåòñÿ çàêîí
ñîñòîÿíèÿ. Åãî ñòðóêòóðà íàñëåäóåòñÿ èç òåîðèè
ãèïåðóïðóãîñòè, äîáàâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü îò èñòîðèè
äåôîðìèðîâàíèÿ. Ýòà ìîäèôèêàöèÿ äåëàåò òåîðèþ ìåíåå
ñòðîãîé, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäèòñÿ �ïî õîäó òåîðèè�.

Çàìå÷àíèå

×àñòíûé ñëó÷àé ìîäåëåé ñðåä ñ ïàìÿòüþ � ìîäåëè
äèôôåðåíöèàëüíîãî òèïà. Ýòî � íåëèíåéíûå àíàëîãè
îáîáùåííûõ ëèíåéíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìîäåëåé (Ôîxòà,
Ìàêñâåëëà è ò.ä.). Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ èìåííî òàêèå
ìîäåëè.
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Введение. Закон состояния для нелинейной
вязкоупругой среды

Òåíçîð íàïðÿæåíèÿ Êîøè

T = S
(︀
B,A1, . . . ,Ar

)︀
Ak – тензоры Ривлина-Эриксена (индифферентные производные тензора

Коши-Грина порядка r), A1 = 2D.

�Äåôîðìàöèÿ ñêîðîñòè�

D = 1
2

(︀
L + LT

)︀

Ãðàäèåíò ñêîðîñòè äåôîðìàöèè

L = grad v = Ḟ·F−1
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Введение. Вязкоупругость дифференциального типа

Óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ

1 Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî çàâèñèìîñòÿìè îò ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà (íåëèíåéíûé àíàëîã ñðåäû Ôîõòà)

2 Ïîëàãàåì, ÷òî ñðåäà èçîòðîïíà
3 �Êîýôôèöèåíòû ðåàêöèè� çàâèñÿò òîëüêî îò èíâàðèàíòîâ
òåíçîðà Êîøè-Ãðèíà

Âÿçêîóïðóãîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî òèïà ïåðâîãî ïîðÿäêà

T = 𝜑0I + 𝜑1B + 𝜑2B
2 + 𝜑3D + 𝜑4D

2+

+ 𝜑5
(︀
B·D + D·B

)︀
+ 𝜑6

(︀
B2 ·D + D·B2

)︀
+

+ 𝜑7
(︀
B·D2 + D2 ·B

)︀
+ 𝜑8

(︀
B2 ·D2 + D2 ·B2

)︀
,

𝜑k = 𝜑k(I1, I2, I3), 𝜑k : R3 → R

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 33/147



Математические основы

1 Введение

2 Математические основы
Векторные пространства
Линейные отображения
Сопряженное пространство
Евклидовы векторные пространства
Тензоры второго ранга
Тензоры второго ранга в евклидовом пространстве
Сравнение представлений тензоров в евклидовом и общих случаях
Литература

3 Тензорные функции
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Математические основы

Roger Bacon (1214 � 1294)

�Òîò, êòî íå çíàåò ìàòåìàòèêè, íå ìîæåò óçíàòü íèêàêîé äðóãîé
íàóêè è äàæå íå ìîæåò îáíàðóæèòü ñâîåãî íåâåæåñòâà�.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 35/147



Векторное пространство

Векторным пространством 𝒱 íàä ïîëåì R íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî, ñíàáæåííîå äâóìÿ îïåðàöèÿìè:

+ : 𝒱 × 𝒱 −→ 𝒱, (u, v) ↦→ u + v (ñóììà);

· : R× 𝒱 −→ 𝒱, (𝜆, u) ↦→ 𝜆 · u = 𝜆u (óìíîæåíèå íà ñêàëÿð),

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ïðàâèëàì (çäåñü è äàëåå ·
èìååò áîëåå âûñîêèé ïðèîðèòåò ÷åì +):

1 ∀u, v ∈ 𝒱 (u + v = v + u)
� коммутативность сложения;

2 u, v, w ∈ 𝒱 (u + (v + w) = (u + v) + w)
� ассоциативность сложения;

3 ∃0𝒱 ∈ 𝒱 u ∈ 𝒱 (u + 0𝒱 = u)
� существование нейтрального элемента относительно

сложения;
4 ∀u ∈ 𝒱 ∃(−u) ∈ 𝒱 (u + (−u) = 0𝒱)
� существование обратного элемента относительно

сложения;
5 ∀𝜆, 𝜇 ∈ R ∀u ∈ 𝒱 (𝜆(𝜇u) = (𝜆𝜇)u)
� ассоциативность умножения;

6 ∀𝜆, 𝜇 ∈ R ∀u ∈ 𝒱 ((𝜆+ 𝜇)u = 𝜆u + 𝜇u)
� дистрибутивность умножения относительно сложения;

7 ∀𝜆 ∈ R ∀u, v ∈ 𝒱 (𝜆(u + v) = 𝜆u + 𝜆v)
� дистрибутивность умножения относительно сложения;

8 ∀u ∈ 𝒱 (1u = u).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 36/147



Векторное пространство

Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝒱 � векторы.

Ëèíåéíî�çàâèñèìûå è ëèíåéíî�íåçàâèñèìûå ñèñòåìû âåêòîðîâ

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {v1, . . . , vk} ⊂ 𝒱 линейно–независимо,
åñëè ðàâåíñòâî

a1v1 + a2v2 + . . .+ akvk = 0𝒱

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ai = 0 äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , k . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî {v1, . . . , vk} ⊂ 𝒱
íàçûâàþò линейно–зависимым.

Êîíå÷íîìåðíûå è áåñêîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà.
Ðàçìåðíîñòü

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 𝒱 íàçûâàåòñÿ конечномерным, åñëè
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî n ∈ N, äëÿ êîòîðîãî: i) ñóùåñòâóåò
ëèíåéíî�íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà âåêòîðîâ {v1, . . . , vn} ⊂ 𝒱 è ii)
ëþáàÿ ñèñòåìà {v1, . . . , vk} ⊂ 𝒱 èç k > n âåêòîðîâ
ëèíåéíî�çàâèñèìà. Ýòî ÷èñëî n íàçûâàþò размерностью 𝒱 è
ïèøóò dim𝒱 = n.
Åñëè äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà n ∈ N íàéäåòñÿ ëèíåéíî�íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà âåêòîðîâ {v1, . . . , vn} ⊂ 𝒱, òî ãîâîðÿò, ÷òî 𝒱
бесконечномерно.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 37/147



Базис векторного пространства

Áàçèñ êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Êîìïîíåíòû
âåêòîðà

Базис n�ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝒱 � ëþáàÿ
óïîðÿäî÷åííàÿ ëèíåéíî�íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà (ek)nk=1. Êàæäûé
âåêòîð u ∈ 𝒱 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

u =
n∑︁

k=1

ukek , ui ∈ R.

×èñëà ui íàçûâàþòñÿ компонентами âåêòîðà u ∈ 𝒱 â áàçèñå
(ek)nk=1. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òàê êàê
ìíîæåñòâî (ek)nk=1 åñòü ìàêñèìàëüíàÿ ëèíåéíî�íåçàâèñèìàÿ
ñèñòåìà.

Ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèè

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå î ñóììèðîâàíèè ïî
ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì. Äëÿ âåêòîðà u ñ ó÷åòîì ýòîãî
ñîãëàøåíèÿ èìååì:

u = ukek .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 38/147



Базис векторного пространства

Ïóñòü 𝒱 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè dim𝒱 = n, à
(ek)nk=1, (fk)nk=1 � äâà áàçèñà â íåì (�ñòàðûé� è �íîâûé�). Êàê
è ëþáîé âåêòîð 𝒱, âåêòîðû (fk)nk=1 ìîæíî ðàçëîæèòü ïî áàçèñó
(ek)nk=1:

f j = M i ·
·j ei , M i ·

·j ∈ R, i , j = 1, . . . , n.

Ìàòðèöà M = (M i ·
·j ) � матрица перехода îò (ek)nk=1 ê

(fk)nk=1. Ýòî � íåâûðîæäåííàÿ n × n ìàòðèöà.
Ïóñòü òåïåðü u ∈ 𝒱, u = uiei = v j f j . Èñïîëüçóÿ ìàòðèöó
ïåðåõîäà, çàïèøåì:

uiei = v jM i ·
·j ei ,

îòêóäà ui = v jM i ·
·j , i , j = 1, . . . , n. Â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

[ui ] = M[v j ] èëè [v j ] = M−1[ui ].

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 39/147



Базис векторного пространства

Êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû

Ïåðåõîä îò (ek)nk=1 ê (fk)nk=1 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ìàòðèöû M, ïåðåõîä îò [ui ] ê [v j ] � ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû M−1.
Ïîýòîìó ãîâîðÿò, ÷òî ui � контравариантные êîìïîíåíòû
âåêòîðà.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 40/147



Линейные отображения

Òåïåðü áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Ïóñòü 𝒱,
𝒲 � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä R. Îòîáðàæåíèå u : 𝒱 → 𝒲
íàçûâàåòñÿ линейным, åñëè
(i) ∀x, y ∈ 𝒱 (u(x + y) = u(x) + u(y)) � аддитивность;
(ii) ∀𝜆 ∈ R ∀x ∈ 𝒱 (u(𝜆x) = 𝜆u(x)) � однородность.
Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç 𝒱 â R. Ýòî
� ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë èëè ковектор.

Ãðàôèê ëèíåéíîé ôóíêöèè

x

y
1 2

3
4

Отметим, что на рисунке графики 1, 3 явля-
ются графиком линейной функции, а 2, 4 не
являются, т.к. не выполняется однородность:
f (0 · x) ̸= 0 · f (x).
Функции, которым соответствует графики 2, 4
иногда называют полулинейной или аффинно ли-

нейной функцией.
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Линейные отображения

Èçîìîðôèçì

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå u : 𝒱 −→ 𝒲 íàçûâàåòñÿ
изоморфизмом, åñëè îíî âçàèìíî�îäíîçíà÷íî (áèåêöèÿ).
Åñëè òàêîå îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò, òî âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà 𝒱 è 𝒲 изоморфны: 𝒱 ∼= 𝒲.

Òåîðåìà

Äâà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 42/147



Линейные отображения

Äëÿ äâóõ çàäàííûõ ïðîñòðàíñòâ 𝒱 è 𝒲 îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé èç 𝒱 â 𝒲 ñèìâîëîì ℒ(𝒱; 𝒲).
Ââåäåì íà ìíîæåñòâå ℒ(𝒱; 𝒲) îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è
óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð. Äëÿ u1, u2 ∈ ℒ(𝒱; 𝒲) îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå

(u1+u2) : 𝒱 → 𝒲, (u1+u2) : x ↦→ (u1+u2)(x) := u1(x)+u2(x),

à äëÿ 𝜆 ∈ R, u ∈ ℒ(𝒱; 𝒲) � îòîáðàæåíèå

(𝜆u) : 𝒱 → 𝒲, (𝜆u) : x ↦→ (𝜆u)(x) := 𝜆 · u(x).

Ïî ïîñòðîåíèþ, (u1 + u2), (𝜆u) ∈ ℒ(𝒱; 𝒲). Êðîìå òîãî,
îïðåäåëèì ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ O, I ∈ ℒ(𝒱; 𝒲) ðàâåíñòâàìè

O(x) := 0𝒲 , I (x) := x,

äëÿ ëþáîãî x ∈ 𝒱. Ýòè îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ,
ñîîòâåòñòâåííî, нулевым è единичным îòîáðàæåíèÿìè. Ïî
îòíîøåíèþ ê ââåäåííûì îïåðàöèÿì ℒ(𝒱; 𝒲) � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 43/147



Линейные отображения

Ðàçìåðíîñòü ℒ(𝒱; 𝒲)

Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ 𝒱, 𝒲 èìååì

dim ℒ(𝒱; 𝒲) = (dim 𝒱)(dim 𝒲).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 44/147



Сопряженное пространство

Ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî

Ïðîñòðàíñòâî 𝒱* = ℒ(𝒱; R) êîâåêòîðîâ íàçûâàþò
сопряженным ê 𝒱.

Ïóñòü dim𝒱 = n, à (ek)nk=1 � íåêîòîðûé áàçèñ. Òîãäà
dim𝒱* = n è â 𝒱* ìîæíî âûáðàòü îñîáûé áàçèñ (ek)nk=1. Ýòîò
áàçèñ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ
ñ óñëîâèÿìè:

e i (ej) = 𝛿ij , i , j = 1, . . . , n.

Òîãäà, åñëè u = ukek ∈ 𝒱, òî e i (u) = ui . Ýëåìåíòû (ek)nk=1

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �ìàøèíû�, êîòîðûå ñ÷èòûâàþò
ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà. Áàçèñ (ek)nk=1 íàçûâàþò
дуальным ê (ek)nk=1.

Ýëåìåíò 𝜈 ∈ 𝒱* èìååò ïðåäñòàâëåíèå: 𝜈 = 𝜈ie
i .
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Сопряженное пространство

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì 𝒱 ∼= 𝒱**, ãäå
𝒱** = (𝒱*)*.

Äåéñòâèå êîâåêòîðà íà âåêòîð óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå
⟨𝜈, x⟩ = 𝜈(x). Â ñèëó òåîðåìû î 𝒱 ∼= 𝒱**, ïèøóò

⟨x, 𝜈⟩ = ⟨𝜈, x⟩ = 𝜈(x).
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Евклидовы векторные пространства

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ
äîïîëíèòåëüíîé, åâêëèäîâîé, ñòðóêòóðîé.

Îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

Скалярным произведением â ïðîñòðàíñòâå 𝒱 íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå

(· | ·) : 𝒱 × 𝒱 → R,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: ∀u, v, w ∈ 𝒱, ∀𝜆 ∈ R,
1 (u | v) = (v | u);

2 (u + v |w) = (u |w) + (v |w);

3 (𝜆u | v) = 𝜆(u | v);

4 (u | u) > 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ 𝒱, ïðè ýòîì, (u | u) = 0 â òîì è
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà u = 0𝒱 .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 47/147



Евклидовы векторные пространства

Èç ï.1�3. îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
∀u, v, w ∈ 𝒱, ∀𝜆 ∈ R,

1 (u | v + w) = (u | v) + (u |w);

2 (u | 𝜆v) = 𝜆(u | v).

Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî 𝒱 ñ çàäàííûì íà íåì ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (· | ·) : 𝒱 × 𝒱 → R íàçûâàåòñÿ
евклидовым пространством.
Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ u, v ∈ 𝒱 îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå
â âèäå u · v.
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Евклидовы векторные пространства

Òåîðåìà Ðèññà

Ïóñòü 𝒱 � êîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ
âñÿêîãî ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà 𝜈 ∈ 𝒱* ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì
åäèíñòâåííûé, âåêòîð h ∈ 𝒱, òàêîé, ÷òî

⟨𝜈, u⟩ = 𝜈(u) = (h | u),

äëÿ ëþáîãî u ∈ 𝒱.
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Евклидовы векторные пространства

Ìóçûêàëüíûå èçîìîðôèçìû

Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëþáîìó êîâåêòîðó 𝜈
ìîæåò áûòü ïîñòàâëåí âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå
âåêòîð u, òàêîé, ÷òî ⟨𝜈, v⟩ = (u | v), äëÿ ëþáûõ v ∈ 𝒱. Ýòî
ñîîòâåòñòâèå ïîðîæäàåò äâà âçàèìíî îáðàòíûõ îòîáðàæåíèÿ:
бемоль

(·)♭ : 𝒱 → 𝒱*, (·)♭ : u ↦→ u♭, ∀v ∈ 𝒱 : ⟨u♭, v⟩ = (u | v),

è диез

(·)♯ : 𝒱* → 𝒱, (·)♯ : 𝜈 ↦→ 𝜈♯, ∀v ∈ 𝒱 : ⟨𝜈, v⟩ = (𝜈♯ | v).
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Сила — вектор или ковектор?

Â ìåõàíèêå, êàê ïðàâèëî, íå äåëàåòñÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó
âåêòîðàìè è êîâåêòîðàìè. Âìåñòå ñ òåì íàäñòðîéêà íàä
âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì â ôîðìå ïðîñòðàíñòâà ëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå åñòåñòâåííîé ñ
ôèçè÷åñêèõ ïîçèöèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå âåëè÷èíû,
îáëàäàþùèå âåêòîðíîé ïðèðîäîé, îïðåäåëÿòü â îäíîì è òîì
æå âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå, êàê ïðàâèëî, îñíàùàåòñÿ
ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, òî âîçíèêàåò âïîëíå îïðàâäàííîå
æåëàíèå òðàêòîâàòü, íàïðèìåð, âåêòîð ñêîðîñòè è âåêòîð ñèëû
êàê ðàâíîïðàâíûå ýëåìåíòû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå
â ñêàëÿðíîì ïðîèçâåäåíèè äàþò ñêàëÿð � ìîùíîñòü. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ó÷èòûâàÿ èõ �ðàâíîïðàâíîñòü�, ôîðìàëüíî ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü è èõ ñóììó, êîòîðàÿ, êîíå÷íî æå, ëèøåíà
âñÿêîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.
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Сила — вектор или ковектор? (продолжение)

Îïèñàííóþ ñèòóàöèþ èñïðàâëÿåò ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå: ñèëà
äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü êîâåêòîðó, à ñêîðîñòü âåêòîðó.
Êîâåêòîð ñèëû, êàê ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë äåéñòâóåò íà âåêòîð
ñêîðîñòè, ðåçóëüòàòîì ÷åãî ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿð ìîùíîñòè.
Ðàçóìååòñÿ, ñóììà âåêòîðà è êîâåêòîðà íå îïðåäåëåíà.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçëè÷èå âåêòîðîïîäîáíûõ âåëè÷èí,
òàêèõ, êàê ñèëà è ïåðåìåùåíèå, îáñóæäàëîñü åùå â ïèîíåðñêèõ
ðàáîòàõ ïî âåêòîðíîìó è òåíçîðíîìó èñ÷èñëåíèþ (ñì. Вейль Г.

Пространство, время, материя. Янус. 1996. 480 с., Лагалли М.

Векторное исчисление в применении к математической физике.

УРСС. 2010. 344 с.)
Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìóçûêàëüíûõ èçîìîðôèçìîâ �
èñïîëüçîâàíèå åäèíèö èçìåðåíèÿ äëÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, íå
ñâîéñòâåííûõ èì, íàïðèìåð, èçìåðåíèå ñèëû â åäèíèöàõ
ðàññòîÿíèÿ.
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Тензоры второго ранга

Òåðìèí �тензор (второго ранга)� èñïîëüçóåòñÿ êàê ñèíîíèì
äëÿ �ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå èç 𝒱 â 𝒱�. Òàêèì îáðàçîì,
òåíçîð S åñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïðèñâàèâàåò
êàæäîìó âåêòîðó v âåêòîð

u = Sv.

Åäèíè÷íûé òåíçîð îáîçíà÷àåòñÿ, êàê I, à íóëåâîé òåíçîð, êàê 0:

I v = v è 0 v = 0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v.

Произведение ST äâóõ òåíçîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ, êàê
êîìïîçèöèÿ:

(ST)(v) := S(Tv) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà v.
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Тензоры второго ранга в евклидовом пространстве

Åñëè 𝒱 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òî ÷åðåç ST îáîçíà÷àåòñÿ
òåíçîð, транспонированный ê S; ýòî åäèíñòâåííûé òåíçîð ñî
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

(Su | v) = (u | ST v) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u è v.

Òåíçîð S íàçûâàåòñÿ симметричным, åñëè S = ST, è

кососимметричным, åñëè S = −ST.
Òåíçîð Q íàçûâàåòñÿ ортогональным, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

QTQ = QQT = I.

Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ îáðàçóåò ãðóïïó,
íàçûâàåìóþ ортогональной группой.
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Тензоры второго ранга в евклидовом пространстве

Åñëè (ek)nk=1 � áàçèñ 𝒱, òî ñèñòåìà (ek)nk=1 âåêòîðîâ,
îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè

ei · ej = 𝛿ij , i , j = 1, . . . , n,

îáðàçóåò áàçèñ 𝒱, íàçûâàåìûé дуальным ê (ek)nk=1. Ïàðà

áàçèñîâ (ek)nk=1, (ek)nk=1 èñïîëüçóåòñÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå
êîíòèíóóìà.
Îáîçíà÷èì gij = (ei | ej). Ìàòðèöà G = (gij) åñòü îáðàòèìàÿ
ìàòðèöà Ãðàìà ðàçìåðíîñòè n × n. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî i
ìàòðèöà ñèñòåìû n óðàâíåíèé ei · ej = 𝛿ij åñòü G è ïîòîìó ýòà
ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Îíî èìååò âèä

ei = g ijej , i , j = 1, . . . , n,

ãäå G−1 = (g ij) � îáðàòíàÿ ê G ìàòðèöà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
g ij = (ei | ej).
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Тензоры второго ранга в евклидовом пространстве

Josiah Willard Gibbs (1839 � 1903)

Frontispiece of The Scientific Papers of J. Willard Gibbs, in two volumes, eds.
H. A. Bumstead and R. G. Van Name, (London and New York: Longmans,

Green, and Co., 1906

Îäèí èç ñîçäàòåëåé âåêòîðíîãî àíàëèçà. Ïî�âèäèìîìó, îí áûë
ïåðâûì, êòî ñòàë èñïîëüçîâàòü äèàäíóþ íîòàöèþ.
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Тензоры второго ранга в евклидовом пространстве

Тензорное произведение a⊗ b äâóõ âåêòîðîâ a è b åñòü
òåíçîð, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó âåêòîðó u âåêòîð
a(b · u):

(a⊗ b)(u) = a(b · u) äëÿ ëþáîãî âåêòîðà u.

Åñëè (ek)nk=1 � áàçèñ 𝒱, òî ñèñòåìû (ei ⊗ ej)
n
i , j=1,

(ei ⊗ ej)
n
i , j=1, (ei ⊗ ej)ni , j=1 è (ei ⊗ ej)ni , j=1 èç n2 âåêòîðîâ

ëèíåéíî�íåçàâèñèìû. Êàæäàÿ èç íèõ îáðàçóåò áàçèñ ℒ(𝒱; 𝒱).
Äëÿ T ∈ ℒ(𝒱; 𝒱) èìååì ðàçëîæåíèÿ

T = T ij
··ei ⊗ ej = T ·j

i · e
i ⊗ ej = T i ·

·j ei ⊗ ej = T ··
ij e

i ⊗ ej .
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Тензоры второго ранга в евклидовом пространстве

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â 𝒱 èíäóöèðóåò äâà âèäà ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé (внутренние произведения) â ℒ(𝒱; 𝒱)
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ äèàä ïîëàãàåì

A :B = (a⊗ b) : (c⊗ d) = (a·c)(b·d) è A··B = (a⊗ b)··(c⊗d) = (a·d)(b·c),

à çàòåì ïðîäîëæàåì íà ïðîèçâîëüíûå òåíçîðû ïî ëèíåéíîñòè.
След тензора A:

trA = I :A = Ak ·
·k = A ·k

k · = gkmA · ·
km = gkmA

km
· · ,

ãäå gkm = (ek | em), gkm = (ek | em).
Âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå òåíçîðîâ A, B ∈ ℒ(𝒱; 𝒱) ñ
èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèè ñëåäà èìååò âèä

A :B = tr(AT B) èëè A··B = tr(A B).
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Сравнение представлений тензоров в евклидовом и
общих случаях. Случай евклидова пространства

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (·). Åñëè (ek)nk=1 � áàçèñ 𝒱, òî äóàëüíûé áàçèñ ê
íåìó ââîäèòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ, êàê ñèñòåìà (ek)nk=1,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ ei · ej = 𝛿ij . Êàê áûëî ïîêàçàíî

ðàíåå, ei = g ijej , i , j = 1, . . . , n.
Äèàäà a⊗ b îïðåäåëÿåòñÿ ïî äåéñòâèþ:

(i) (a⊗ b)·c = a (b·c),

и

(ii) c·(a⊗ b) = (c·a) b.

y

x

c

b

a

� направляющий
a (b·c) = ( a ⊗ b )·c
проектирующий

�

(b·c)
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Сравнение представлений тензоров в евклидовом и
общих случаях. Общий случай

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî 𝒱 не обладает åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé,
çàòî èìååòñÿ ñîïðÿæåííîå, 𝒱*. Äëÿ âåêòîðîâ u, v ∈ 𝒱 è
êîâåêòîðîâ 𝜇, 𝜈 ∈ 𝒱* ìîæíî îáðàçîâàòü 4 äèàäû (íàïîìíèì,
÷òî 𝒱 ∼= 𝒱**):
(i) u⊗ v : 𝒱* → 𝒱, (u⊗ v)(𝜈) = ⟨𝜈, v⟩u;
(ii) u⊗ 𝜈 : 𝒱 → 𝒱, (u⊗ 𝜈)(v) = ⟨𝜈, v⟩u;
(iii) 𝜇⊗ v : 𝒱* → 𝒱*, (𝜇⊗ v)(𝜈) = ⟨𝜈, v⟩𝜇;
(iv) 𝜇⊗ 𝜈 : 𝒱 → 𝒱*, (𝜇⊗ 𝜈)(v) = ⟨𝜈, v⟩𝜇.
Äèàäû âèäà (i)�(iv) ïîðîæäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèå
òåíçîðíûå ïðîñòðàíñòâà:

ℒ(𝒱*; 𝒱), ℒ(𝒱; 𝒱), ℒ(𝒱*; 𝒱*), ℒ(𝒱; 𝒱*),

â êîòîðûõ òåíçîðû èìåþò êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâåííî,
ñëåäóþùåãî âèäà:

T ij
·· � òèï

(︂
2

0

)︂
, T i ·

·j � òèï

(︂
1

1

)︂
, T ·j

i · � òèï

(︂
1

1

)︂
, T ··

ij � òèï

(︂
0

2

)︂
.
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Сравнение представлений тензоров в евклидовом и
общих случаях. Сведение общего случая к евклидову

Ïóñòü 𝒱 обладает åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé, è èìååòñÿ
ñîïðÿæåííîå, 𝒱*. Òîãäà ñóùåñòâóþò ìóçûêàëüíûå
èçîìîðôèçìû. Îò äóàëüíîãî áàçèñà (ek)nk=1 ïðîñòðàíñòâà 𝒱*

ìîæíî ïåðåéòè ê äóàëüíîìó áàçèñó (ek)nk=1 ïðîñòðàíñòâà 𝒱.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (ek)nk=1 � áàçèñ 𝒱, à (ek)nk=1 �
ñîîòâåòñòâóþùèé åìó äóàëüíûé áàçèñ 𝒱*, òî ñèñòåìà (ek)nk=1

âåêòîðîâ, îïðåäåëåííûõ ðàâåíñòâàìè

ek = (ek)♯, k = 1, . . . , n,

îáðàçóåò áàçèñ 𝒱, ïðè÷åì, ei · ej = 𝛿ij .
Â ñèëó ìóçûêàëüíûõ èçîìîðôèçìîâ ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî î
ïðîñòðàíñòâå ℒ(𝒱; 𝒱), ïðè÷åì äëÿ îäíîãî òåíçîðà T
îäíîâðåìåííî îïðåäåëåíû êàê ñìåøàííûå, òàê è äâàæäû êî- è
êîíòðà- âàðèàíòíûå êîìïîíåíòû.
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Тензорные функции. Определение

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : 𝒱 → 𝒱 âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà 𝒱 â
ñåáÿ îïðåäåëÿåò òåíçîð âòîðîãî ðàíãà; ℒ(𝒱; 𝒱) � âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Îíî èìååò ðàçìåðíîñòü
n2, ãäå n = dim𝒱.
×åðåç 𝒥 (𝒱; 𝒱) îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ
òåíçîðîâ � ïîäïðîñòðàíñòâî ℒ(𝒱; 𝒱). Ýòî âåêòîðíîå
ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 1

2
n(n + 1).

Â ñëó÷àå, êîãäà 𝒱 åâêëèäîâî, ïðîñòðàíñòâî ℒ(𝒱; 𝒱) òàêæå
åâêëèäîâî è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â íåì � èëè (:), èëè (··).
Ñ÷èòàåì, ÷òî âûáðàíî ïåðâîå èç íèõ. Íîðìû âåêòîðà u ∈ 𝒱 è
òåíçîðà A ∈ ℒ(𝒱; 𝒱):

‖u‖ =
√︀

(u | u), ‖A‖ =
√︁
A :A.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàê â 𝒱, òàê è â ℒ(𝒱; 𝒱).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 64/147



Тензорные функции. Определение

Òåíçîðíûå ôóíêöèè

Ïóñòü 𝒱 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, à {ek}nk=1 � áàçèñ 𝒱.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
ℒ(𝒱; 𝒱)s := ℒ(𝒱; 𝒱) × . . .× ℒ(𝒱; 𝒱)⏟  ⏞  

s раз

, s ∈ N,

ℒ(𝒱; 𝒱)1 := ℒ(𝒱; 𝒱).
Ïóñòü 𝒲 � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëþáîå îòîáðàæåíèå èç
𝒟 ⊂ ℒ(𝒱; 𝒱)s â 𝒲 íàçûâàåòñÿ тензорной функцией (ÒÔ).
Â íàøèõ ðàññìîòðåíèÿõ 𝒲 ëèáî ïîëå ñêàëÿðîâ R, ëèáî
ïðîñòðàíñòâî ℒ(𝒱; 𝒱), ëèáî 𝒱.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 65/147



Скалярнозначные тензорные функции

Ñêàëÿðíîçíà÷íûå ÒÔ (𝒲 = R)
Ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ÒÔ � ôóíêöèÿ 𝜀 : 𝒟 → R, ãäå 𝒟 ⊂ ℒ(𝒱; 𝒱)s

(èëè 𝒟 ⊂ 𝒥 (𝒱; 𝒱)s).

Ïóñòü Akm � êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà A ∈ 𝒟 â
âûáðàííîì áàçèñå.

Ôîðìû çàïèñè

𝜀(A) = 𝜀(Apq; ek) = 𝜀(Apq),

ãäå ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþò òîìó, õîòèì ëè ìû
ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò áàçèñà {ek}nk=1, èëè íåò.

Ïðèìåðû

𝜀(A) = tr(Am), 𝜀(A) = detA, 𝜀(A, B) = tr(ABAB).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 66/147



Тензорнозначные тензорные функции

Òåíçîðíîçíà÷íûå ÒÔ

Òåíçîðíîçíà÷íàÿ ÒÔ � ôóíêöèÿ f : 𝒟 → ℒ(𝒱; 𝒱), ãäå
𝒟 ⊂ ℒ(𝒱; 𝒱)s (èëè 𝒟 ⊂ 𝒥 (𝒱; 𝒱)s).

Ôîðìû çàïèñè

B = f(A)

� ïðÿìàÿ,
Bkm = fkm(Apq; er ) = fkm(Apq)

� êîìïîíåíòíàÿ, Akm � êîâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà
A ∈ 𝒟 â áàçèñå {ek}nk=1, ïðè÷åì ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâóþò òîìó,
õîòèì ëè ìû ïîä÷åðêíóòü çàâèñèìîñòü îò áàçèñà, èëè íåò.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 67/147



Тензорнозначные тензорные функции

Ïðèìåðû

1. Тензорные полиномы. Òåíçîðíûé ïîëèíîì îò ïåðåìåííûõ
A1, . . . , AI � êîíå÷íàÿ ñóììà âûðàæåíèé âèäà

cAp1
1 . . .ApI

I ,

ãäå c � ïîñòîÿííàÿ, à pj � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
2. Тензорные степенные ряды. Òåíçîðíûé ñòåïåííîé ðÿä îò
îäíîé ïåðåìåííîé èìååò âèä

B =
∞∑︁
k=0

ckA
k .

Сходимость ряда по норме ‖A‖ =
√︁
A :A пространства ℒ(𝒱; 𝒱):(︁

B = lim
k→∞

Bk

)︁
:= ∀𝜀 > 0 ∃n0 ∈ N ∀k > n0 (‖Bk − B‖ < 𝜀).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 68/147



Тензорнозначные тензорные функции

ÒÔ íå îáÿçàòåëüíî äîëæíà áûòü ïðåäñòàâèìà â âèäå
ñòåïåííîãî ðÿäà, èëè ïîëèíîìà.

Ïðèìåðû (ïðîäîëæåíèå)

3. Не представимы в виде ряда или полинома.

f(A) = AT, f(A) = (trA)I, f(A) =
√︁
A− I,

ãäå, â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, òåíçîð A òàêîâ, ÷òî A− I �

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûéa è ñèììåòðè÷íûéb òåíçîð.

aТензор A называется положительно определенным, если для всякого
u ̸= 0 справедливо u·A(u) > 0.

bТензор A называется симметричным, если A = AT.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 69/147



Линейные тензорные функции

Ëèíåéíàÿ ÒÔ

Òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî òåíçîðíîãî ïåðåìåííîãî A
íàçûâàåòñÿ линейной, åñëè îíà àääèòèâíà è îäíîðîäíà ïî A.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 70/147



Линейные тензорные функции

Îáùèé âèä ëèíåéíîé ñêàëÿðíîçíà÷íîé ÒÔ

Èç îáùåé òåîðåìû Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà
â ôîðìå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, äëÿ ëèíåéíîé ñêàëÿðíîçíà÷íîé
ÒÔ 𝜆 ñóùåñòâóåò òåíçîð L, çàâèñÿùèé îò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 𝜆,
òàêîé, ÷òî

𝜆(A) = L : A = LkmAkm.

Îáùèé âèä ëèíåéíîé òåíçîðíîçíà÷íîé ÒÔ

Äëÿ ëèíåéíîé òåíçîðíîçíà÷íîé ÒÔ èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

B = L[A].

Êîìïîíåíòíàÿ ôîðìà ýòîãî ðàâåíñòâà èìååò âèä

Bkm = LkmpqA
pq,

ïîýòîìó L ìîæíî àññîöèèðîâàòü ñ òåíçîðîì ÷åòâåðòîãî ðàíãà,
êîìïîíåíòû êîòîðîãî Lkmpq.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 71/147



Линейные тензорные функции

Îáùèé âèä ëèíåéíîé òåíçîðíîçíà÷íîé ÒÔ (ïðîäîëæåíèå)

Åñëè 𝒟 ⊂ 𝒥 (𝒱; 𝒱), òî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

Lkmpq = Lmkpq = Lkmqp = Lmkqp.

L ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì â
ℒ(𝒱; 𝒱) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Lkmpq = Lpqkm.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 72/147



Мультилинейные тензорные функции

Ìóëüòèëèíåéíàÿ ÒÔ

Òåíçîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîãèõ òåíçîðíûõ ïåðåìåííîãî íàçûâàåòñÿ
мультилинейной, åñëè îíà ëèíåéíà ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.
Ìóëüòèëèíåéíóþ ÒÔ ìîæíî àññîöèèðîâàòü ñ òåíçîðîì
âûñîêîãî ïîðÿäêà.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 73/147



Мультилинейные тензорные функции

Ïðèìåð

Ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ áèëèíåéíàÿ ÒÔ èìååò âèä

𝜆[A, B] = LkmpqA
kmBpq.

Â 𝒥 (𝒱; 𝒱) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Lkmpq = Lmkpq = Lkmqp = Lmkqp,

à ñîîòíîøåíèå
Lkmpq = Lpqkm

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

𝜆[A, B] = 𝜆[B, A],

äëÿ âñåõ A, B.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 74/147



Изотропные тензорные функции

Èçîòðîïíûå ÒÔ

Ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ÒÔ 𝜀(A1, . . . , AI ) íàçûâàåòñÿ изотропной,
åñëè ðàâåíñòâî

𝜀(A1, . . . , AI ) = 𝜀(QA1Q
T, . . . , QAI Q

T)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ Q è âñåõ íàáîðîâ

(A1, . . . , AI ) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 𝜀.
Ãîâîðÿò, ÷òî 𝜀 изотропно относительно g , ãäå g � ïîäãðóïïà
ãðóïïû âñåõ îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ, åñëè ñîîòíîøåíèå,
çàïèñàííîå âûøå, âûïîëíåíî äëÿ âñåõ Q ∈ g .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 75/147



Изотропные тензорные функции

Èçîòðîïíûå ÒÔ (ïðîäîëæåíèå)

Ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ èçîòðîïíàÿ ÒÔ 𝜀(A) îò îäíîé ïåðåìåííîé
íàçûâàåòñÿ ортогональным инвариантом (èëè ïðîñòî
инвариантом) A. Â ñëó÷àå íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ãîâîðÿò î
совместных инвариантах.
Ïðèìåðàìè ñîâìåñòíûõ èíâàðèàíòîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäû
ïðîèçâåäåíèÿ òåíçîðîâ. Èõ îáùèé âèä:

𝜀(A1, . . . , AI ) = tr(Ap1
f1
. . .ApI

fI
),

ãäå pj � öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 76/147



Изотропные тензорные функции

Èçîòðîïíûå ÒÔ (ïðîäîëæåíèå)

Òåíçîðíîçíà÷íàÿ ÒÔ f(A1, . . . , AI ) íàçûâàåòñÿ изотропной,
åñëè ðàâåíñòâî

Qf(A1, . . . , AI )Q
T = 𝜀(QA1Q

T, . . . , QAI Q
T)

âûïîëíåíî äëÿ âñåõ îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ Q è âñåõ íàáîðîâ

(A1, . . . , AI ) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 𝜀.
Ãîâîðÿò, ÷òî f изотропно относительно g , ãäå g � ïîäãðóïïà
ãðóïïû âñåõ îðòîãîíàëüíûõ òåíçîðîâ, åñëè ñîîòíîøåíèå,
çàïèñàííîå âûøå, âûïîëíåíî äëÿ âñåõ Q ∈ g .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 77/147



Инварианты

Èíâàðèàíòû

Главные инварианты Ik(A), k = 1, . . . , n, òåíçîðà A
îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû ñëåäóþùåãî ìíîãî÷ëåíà îò 𝜆:

det (𝜆I + A) = 𝜆n + I1(A)𝜆n−1 + . . .+ In−1(A)𝜆+ In(A).

Â ÷àñòíîñòè,
I1(A) = trA, In(A) = detA.

Äðóãèìè âàæíûìè èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ моменты I k(A),
îïðåäåëåííûå êàê

I k(A) = trAk .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 78/147



Инварианты

Èíâàðèàíòû (ïðîäîëæåíèå)

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (n = 3) ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ

I1(A) = IA, I2(A) = IIA, I3(A) = IIIA

äëÿ ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ, è àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîìåíòîâ: IA, IIA, IIIA.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 79/147



Критерий изотропности тензорной функции

Õàðàêòåðèñòèêà èçîòðîïíûõ ÒÔ

Теорема. ÒÔ èçîòðîïíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå
êîìïîíåíòû çàâèñÿò îò áàçèñà {ek}nk=0 òîëüêî ÷åðåç
êîìïîíåíòû gkm = ek · em åäèíè÷íîãî òåíçîðà. Â ÷àñòíîñòè,
ÒÔ èçîòðîïíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå êîìïîíåíòû
îäèíàêîâû äëÿ âñåõ îðòîíîðìèðîâàííûõ áàçèñîâ.

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 80/147



Критерий изотропности тензорной функции

Доказательство: Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ èíâàðèàíòà 𝜀 = 𝜀(A) â
êîìïîíåíòíîé çàïèñè

𝜀 = 𝜀(A) = 𝜀(Apqep ⊗ eq) ≡ 𝜀(Apq; er ).

Îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Q îòîáðàæàåò áàçèñ ek â áàçèñ
e*k :

e*k = Qek .

Èçîòðîïíîñòü 𝜀(A) îçíà÷àåò, ÷òî

𝜀(A) = 𝜀(QAQT),

äëÿ âñåõ îðòîãîíàëüíûõ Q. Ïîýòîìó, ìû èìååì

𝜀(Apq; er ) = 𝜀(Q{Apqep ⊗ eq}QT) = 𝜀(Apqe*p ⊗ e*q),

îòêóäà
𝜀(Apq; er ) = 𝜀(Apq; Qer ). �

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 81/147



Критерий изотропности тензорной функции

Çàìå÷àíèå

Èçîòðîïíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ãðóïïå g îçíà÷àåò, ÷òî
ôóíêöèîíàëüíîå îòíîøåíèå îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì, åñëè
êàæäûé òåíçîð A, âõîäÿùèé êàê àðãóìåíò èëè çíà÷åíèå,

çàìåíèòü íà òåíçîð A, êîìïîíåíòû Ak1,..., kp êîòîðîãî ñâÿçàíû ñ
êîìïîíåíòàìè Am1,...mp èñõîäíîãî òåíçîðà ñîîòíîøåíèÿìè

Ak1,..., kp = Qm1
k1
. . .Q

mp

kp
Am1,...,mp ,

ãäå Q ∈ g .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 82/147



Критерий изотропности тензорной функции

Ïðèìåð

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà àðãóìåíò � âåêòîð, èëè òåíçîð âòîðîãî ðàíãà,
èìååì

v = Qv, A = QAQT.

Íàïðèìåð, âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ h(A, v) îò òåíçîðà
âòîðîãî ðàíãà A ∈ ℒ(𝒱; 𝒱) è âåêòîðà v ∈ 𝒱, èçîòðîïíà ïî
îòíîøåíèþ ê g åñëè

Qh(A, v) = h(QAQT, Qv),

äëÿ ëþáûõ A ∈ ℒ(𝒱; 𝒱), v ∈ 𝒱, Q ∈ g .

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 83/147



Производное отображение

Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîãî
îòîáðàæåíèÿ, êîòîðîå ââîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü
(𝒱1, ‖ · ‖1), (𝒱2, ‖ · ‖2) � íîðìèðîâàííûå âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà, 𝒟 ⊂ 𝒱1 � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Ãîâîðÿò, ÷òî
îòîáðàæåíèå f : 𝒟 → 𝒱2 дифференцируемо â òî÷êå a ∈ 𝒟,
åñëè ñóùåñòâóåò линейное непрерывное îòîáðàæåíèå
L : 𝒱1 → 𝒱2, òàêîå, ÷òî ïðè a + h ∈ 𝒟,

f (a + h) = f (a) + L[h] + 𝜙(h)‖h‖1,

ãäå 𝜙(h) → 0 ïðè h → 0. Èíà÷å ãîâîðÿ, 𝜙(h)‖h‖1 = o(‖h‖1)
ïðè h → 0. Îòîáðàæåíèå L íàçûâàåòñÿ производным
отображением f â òî÷êå a è îáîçíà÷àåòñÿ f ′(a) èëè Df (a).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 84/147



Производное отображение

Ïóñòü u ∈ 𝒱1 � íåêîòîðûé âåêòîð, òîãäà ïðåäåë (åñëè îí
ñóùåñòâóåò)

Duf (a) =
d

dt
f (a + tu)

⃒⃒⃒⃒
t=0 := lim

a+tu∈𝒟, t ̸=0, t→0

f (a + tu) − f (a)

t
,

íàçûâàåòñÿ производной f в точке a вдоль вектора u. Åñëè
ñóùåñòâóåò f ′(a), òî äëÿ ëþáîãî u ∈ 𝒱1,

Duf (a) = f ′(a)[u]. (1)

Èç ýòîé ôîðìóëû âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü f ′(a) äëÿ äàííûõ f
è a.
Åñëè ñóùåñòâóåò f ′(a), òî f íåïðåðûâíà â òî÷êå a. Ýòî ñëåäóåò
èç òîãî, ÷òî ðàçíîñòü f (a + h) − f (a) ñêîëü óãîäíî ìàëà ïðè h,
äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê 0. Çäåñü ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî f ′(a) �
непрерывно.
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Набросок доказательства формулы (1)

Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : 𝒟 → 𝒱2 äèôôåðåíöèðóåìî â òî÷êå
a ∈ 𝒟. Ïóñòü u ∈ 𝒱1 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. ßñíî, ÷òî â
ñëó÷àå u = 0 ðàâåíñòâî (1) âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó äàëåå
ñ÷èòàåì, ÷òî u ̸= 0.
Âîçüìåì íåíóëåâîå ÷èñëî t ∈ R íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òî
a + tu ∈ 𝒟. Òîãäà

f (a + tu) = f (a) + L[tu] + o(‖tu‖1).

Ïðåäñòàâèì o(‖tu‖1) = 𝜙(tu)‖tu‖1. Èñïîëüçóÿ линейность L,
ïðèõîäèì ê

f (a + tu) − f (a)

t
= L[u] + signt 𝜙(tu)‖u‖1.

Óñòðåìëÿÿ t ê íóëþ, ïî ìíîæåñòâó
{t ∈ R | (t ̸= 0) ∧ (a + tu ∈ 𝒟)}, â ñèëó òîãî, ÷òî
|t|
t
𝜙(tu)‖u‖1 = Îãðàíè÷åííàÿ× á.ì., ïîëó÷àåì (1).
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Непрерывность линейного отображения — контрпример

Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå конечномерных íîðìèðîâàííûõ
ïðîñòðàíñòâ всегда íåïðåðûâíî. ×òî áóäåò â ñëó÷àå
áåñêîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà?
Ïóñòü E � âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ïîëèíîìîâ ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè íàä ïîëåì R. Ýòî �
бесконечномерное пространство. Îïðåäåëèì íà íåì íîðìó,
ïîëàãàÿ ‖P‖ = max

t∈[0, 1]
|P(t)|, äëÿ ëþáîãî P ∈ E . Ðàññìîòðèì

ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

u : E → R, u : P ↦→ P(3).

Êàê è äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ, u(0) = 0. Ïóñòü
{Pn}n∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ, îïðåäåëåííàÿ
ðàâåíñòâîì

Pn(t) =
(︁ t
2

)︁n

, n ∈ N.

Òàê êàê ‖Pn − 0‖ = 2−n, òî Pn → 0 ïðè n → ∞. Îäíàêî

|u(Pn) − 0| =

(︂
3

2

)︂n

→ ∞ ïðè n → ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, u ðàçðûâíî â íóëå, à ïîòîìó не является
непрерывным отображением E â R.
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Градиент скалярнозначной тензорной функции

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé (ñì. ðàçäåë �Ïðîèçâîäíîå
îòîáðàæåíèå�), êîãäà 𝒱1 = ℒ(𝒱; 𝒱), 𝒱2 = R. Ïóñòü 𝜀 : 𝒟 → R.
Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå A ∈ 𝒟 îçíà÷àåò, ÷òî

𝜀(A + H) = 𝜀(A) +
𝜕𝜀

𝜕A
[H] + o(‖H‖), H → O,

ãäå
𝜕𝜀

𝜕A
∈ ℒ(ℒ(𝒱; 𝒱); R). Åñëè ïðîèçâîäíîå îòîáðàæåíèå

ñóùåñòâóåò âî âñåõ òî÷êàõ 𝒟, òî ìîæíî ãîâîðèòü îá
îòîáðàæåíèè 𝒟 â ℒ(ℒ(𝒱; 𝒱); R), A ↦→ 𝜕𝜀

𝜕A
. Ýòà

òåíçîðíîçíà÷íàÿ ÒÔ îáîçíà÷àåòñÿ

𝜕𝜀

𝜕A
= 𝜀A(A) = 𝜀A

è íàçûâàåòñÿ градиентом 𝜀.
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Градиент скалярнозначной ТФ

Ïóñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ êîìïîíåíò 𝜀(Akm) èìååò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ñâîèì ïåðåìåííûì
Akm. Òîãäà ôóíêöèè

f km :=
𝜕𝜀

𝜕Akm

ÿâëÿþòñÿ êîíòðàâàðèàíòíûìè êîìïîíåíòàìè ãðàäèåíòà.
Åñëè ñóùåñòâóåò ãðàäèåíò ñêàëÿðíîçíà÷íîé ÒÔ, òî ìîæíî
âû÷èñëèòü åãî çíà÷åíèå íà òåíçîðå, èñïîëüçóÿ ñâÿçü ñ
ïðîèçâîäíîé âäîëü âåêòîðà (1). Èìåííî, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
òåíçîðà C ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

𝜀A[C] =
d

ds
𝜀(A + sC)

⃒⃒⃒
s=0

= tr(𝜀A
TC) = tr(𝜀AC

T) =
𝜕𝜀

𝜕Akm
Ckm.
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Градиент скалярнозначной ТФ

Çàìå÷àíèå. Ãðàäèåíò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà A ∈ 𝒥 (𝒱; 𝒱)

Ìíîæåñòâî òåíçîðîâ C îãðàíè÷èâàåòñÿ íà 𝒥 (𝒱; 𝒱), 𝜀A = 𝜀A
T.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò
𝜕𝜀

𝜕Akm
ôóíêöèÿ 𝜀 ðàñøèðÿåòñÿ íà

ℒ(𝒱; 𝒱) ðàâåíñòâîì 𝜀(A) = 𝜀

(︂
A+AT

2

)︂
, A ∈ ℒ(𝒱; 𝒱), îò

ïîëó÷åííîé ôóíêöèè áåðåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ 𝜀A, çàòåì A
îãðàíè÷èâàåòñÿ íà 𝒥 (𝒱; 𝒱).
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Градиент скалярнозначной ТФ

Ïðèìåð ïðîèçâîäíîé îò ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà

Ïóñòü A ∈ 𝒥 (𝒱; 𝒱), 𝜀(A) = A12, òîãäà

𝜕𝜀

𝜕A12

=
𝜕𝜀

𝜕A21

=
1

2
.
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Градиенты главных инвариантов

Сначала вычислим градиент In(A) = detA. Пусть тензор A обратим. Тогда

det (A+ sC) = sn detA det
(︁
1
s
I+ A−1C

)︁
.

Используя уравнение

det (𝜆I+ A) = 𝜆n + I1(A)𝜆
n−1 + . . .+ In−1(A)𝜆+ In(A),

в котором полагаем 𝜆 = 1
s
, а тензор A заменяем на A−1C, от полученного

выше равенства приходим к соотношению

det (A+ sC) = (detA){1+ I1(A
−1C)s + . . .+ In(A

−1C)sn},

из которого следует

d

ds
det(A+ sC)

⃒⃒⃒
s=0

= (detA)I1(A
−1C) = tr((detA)A−1C).

Из произвольности C получаем

𝜕In(A)

𝜕A
=

𝜕 detA

𝜕A
= (detA)(A−1)T.

В ортонормированном базисе полученная формула примет вид

𝜕 det[Apq]

𝜕Akm
= Akm, где Akm = Cof([Akm]) — кофактор матрицы [Akm].
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Градиенты главных инвариантов

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîé ôîðìóëû äëÿ In(A) âûâåäåì
ôîðìóëû äëÿ äðóãèõ ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ. Ïîëàãàÿ I0(A) = 1,
çàïèøåì

det (𝜆I + A) =
n∑︁

k=0

𝜆n−k Ik(A).

Ñîãëàñíî ïîëó÷åííîé ðàíåå ôîðìóëå, èìååì

𝜕 det (𝜆I + A)

𝜕A
= (det (𝜆I + A))[(𝜆I + A)−1]T,

îòêóäà

I det (𝜆I + A) = (𝜆I + A)T
n∑︁

k=0

𝜆n−k
𝜕Ik(A)

𝜕A
,

I
n∑︁

k=0

𝜆n−k Ik = I
n∑︁

k=0

𝜆n−k+1
𝜕Ik(A)

𝜕A
+ AT

n∑︁
k=0

𝜆n−k
𝜕Ik(A)

𝜕A
.
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Градиенты главных инвариантов

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ 𝜆, ïîëó÷àåì
ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

𝜕Ik+1(A)

𝜕A
= Ik I− AT

𝜕Ik(A)

𝜕A
, k = 0, 1, . . . , n,

â êîòîðîé I0 ≡ 1, In+1 ≡ 0. Ïî èíäóêöèè,

𝜕Ik(A)

𝜕A
=

⎡⎣k−1∑︁
j=0

(−1)j Ik−j−1(A)Aj

⎤⎦T.
Ýòî ñîîòíîøåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ k = n + 1, â
êîòîðîì In+1 = 0, è ïðèâîäèò ê òåîðåìå Êýëè�Ãàìèëüòîíà:

An − I1(A)An−1 + I2(A)An−2 − . . . + . . .+ (−1)nIn(A)I = O.
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Градиенты главных инвариантов

Ãðàäèåíòû ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ Ik(A) (ïðîäîëæåíèå)

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå (n = 3) èìååì

𝜕I (A)

𝜕A
= I,

𝜕II (A)

𝜕A
= I (A)I− AT,

𝜕III (A)

𝜕A
= III (A)

[︀
A−1

]︀T
=

[︀
A2 − I (A)A + II (A)I

]︀T
.

Â êîìïîíåíòàõ:

𝜕I (A)

𝜕Akm
= gkm,

𝜕II (A)

𝜕Akm
= I (A)gkm − Amk ,

𝜕III (A)

𝜕Akm
= III (A)

[︀
A−1

]︀mk
=

[︁
Am·
·p A

pk − I (A)Amk + II (A)gmk
]︁
.
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Градиент тензорнозначной тензорной функции

Ïóñòü òåïåðü 𝒱1 = ℒ(𝒱; 𝒱), 𝒱2 = ℒ(𝒱; 𝒱) è èìååòñÿ
òåíçîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ f : 𝒟 → ℒ(𝒱; 𝒱).
Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â òî÷êå A ∈ 𝒟 îçíà÷àåò, ÷òî

f(A + H) = f(A) +
𝜕f

𝜕A
[H] + o(‖H‖), H → O,

ãäå
𝜕f

𝜕A
∈ ℒ(ℒ(𝒱; 𝒱); ℒ(𝒱; 𝒱)). Åñëè ïðîèçâîäíîå îòîáðàæåíèå

ñóùåñòâóåò âî âñåõ òî÷êàõ 𝒟, òî ìîæíî ãîâîðèòü îá

îòîáðàæåíèè 𝒟 â ℒ(ℒ(𝒱; 𝒱); ℒ(𝒱; 𝒱)), A ↦→
𝜕f

𝜕A
. Ýòà

òåíçîðíîçíà÷íàÿ ÒÔ îáîçíà÷àåòñÿ

𝜕f

𝜕A
= fA(A) = fA

è íàçûâàåòñÿ градиентом f.
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Градиент тензорнозначной тензорной функции

Ïóñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ êîìïîíåíò fkm(Apq) èìååò
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âñåì ïåðåìåííûì Apq.
Òîãäà ôóíêöèè

(fA) · · pqkm · · :=
𝜕fkm
𝜕Apq

ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ãðàäèåíòà.
Åñëè ñóùåñòâóåò ãðàäèåíò f, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ôîðìóëó (1). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà C ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

𝜕f

𝜕A
[C] = fA(A)[C] = fA[C] =

d

ds
f(A + sC)

⃒⃒⃒
s=0

,

ïðè ýòîì, áóäåò ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(fA[C])km =
𝜕fkm
𝜕Apq

Cpq.
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Градиент тензорнозначной тензорной функции

Çàìå÷àíèå. Ñëó÷àé àðãóìåíòà A ∈ 𝒥 (𝒱; 𝒱)

Ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî ñêàëÿðíîçíà÷íîé ÒÔ.

Ñëåäñòâèÿ èç îïðåäåëåíèÿ

Èç îïðåäåëåíèÿ òåíçîðíîçíà÷íîé ÒÔ âûòåêàþò ñëåäóþùèå
ñîîòíîøåíèÿ:

𝜕A

𝜕A
[C] = C,

𝜕AT

𝜕A
[C] = CT,

𝜕Am

𝜕A
[C] =

m−1∑︁
k=0

AkCAm−1−k , m > 0,

𝜕A−1

𝜕A
[C] = −A−1CA−1.
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Градиенты моментов

Ïîñêîëüêó I 1(A) = I1(A) = trA, èìååì

𝜕I1(A)

𝜕A
= (trA)A = I.

Èç öåïíîãî ïðàâèëà è ïîëó÷åííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì

tr

⎛⎝[︃𝜕I k(A)

𝜕A

]︃T
C

⎞⎠ = tr

⎛⎝k−1∑︁
j=0

AjCAk−1−j

⎞⎠ = k tr
(︁
Ak−1C

)︁
,

îòêóäà, èç ïðîèçâîëüíîñòè C, èìååì

𝜕I k(A)

𝜕A
= k

(︁
Ak−1

)︁T
.
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Градиенты моментов

Ãðàäèåíòû ìîìåíòîâ. Òðåõìåðíûé ñëó÷àé

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïðèìóò âèä:

IA(A) =
𝜕I (A)

𝜕Akm
= gmk ,

IIA(A) =
𝜕II (A)

𝜕Akm
= 2Amk ,

IIIA(A) =
𝜕III (A)

𝜕Akm
= 3Am·

·p A
pk .
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Представление инвариантов для одного симметричного
тензора

Äåéñòâèå ïðîèñõîäèò â 𝒥 (𝒱, 𝒱).
Ïóñòü òåíçîðû A, B ∈ 𝒥 (𝒱, 𝒱) òàêîâû, ÷òî

Ik(A) = Ik(B), k = 1, 2, . . . , n.

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ òåíçîðîâ A, B ñîâïàäàþò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òåíçîðû èìåþò îäíó è òó æå ñèñòåìó
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ({ak} äëÿ A è {bk} äëÿ B) . Óïîðÿäî÷èì
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ak , bk òåíçîðîâ A, B òàê, ÷òî ak = bk , äëÿ
âñåõ k = 1, 2, . . . , n.
Èç ñîîòâåòñòâóþùèõ òåîðåì ëèíåéíîé àëãåáðû èçâåñòíî, ÷òî
òåíçîðû A, B èìåþò ñèñòåìû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ {ek}, {fk}
ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþùèõ ÎÍÁ ïðîñòðàíñòâà 𝒱, ïðè ýòîì,

Aek = akek , Bfk = bk fk .
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Представление инвариантов для одного симметричного
тензора

Äëÿ ñèñòåì {ek} {fk} ñóùåñòâóåò òàêîé îðòîãîíàëüíûé òåíçîð
Q, ÷òî fk = Qek . Íî òîãäà

QAek = akQek = ak fk = bk fk = B fk = BQek ,

îòêóäà QA = BQ, èëè B = QAQT.

Îáðàòíî, åñëè B = QAQT, ãäå Q � îðòîãîíàëüíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, òî

det
(︀
B− 𝜆I

)︀
= det

(︁
QAQT − 𝜆QQT

)︁
=

= det
(︁
Q[A− 𝜆I]QT

)︁
= det

(︀
A− 𝜆I

)︀
.

Íàìè äîêàçàíà
Теорема. Ãëàâíûå èíâàðèàíòû äâóõ ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ
A, B ñîâïàäàþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå

îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Q, ÷òî B = QAQT.
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Представление инвариантов для одного симметричного
тензора

Íàïîìíèì, ÷òî èçîòðîïíîñòü 𝜀(A) îçíà÷àåò âûïîëíåíèå
ðàâåíñòâà

𝜀(A) = 𝜀
(︁
QAQT

)︁
,

ãäå Q � îðòîãîíàëüíûé òåíçîð. Òàêèì îáðàçîì, åñëè òåíçîðû

A, B èìåþò îäèíàêîâóþ ñèñòåìó èíâàðèàíòîâ, òî áóäåò
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî 𝜀(A) = 𝜀(B). Ýòî óòâåðæäåíèå ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåé теореме о представлении для инвариантов:
Теорема. Ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ 𝜀(A) îò ñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà A èçîòðîïíà (èíâàðèàíò) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åå ìîæíî âûðàçèòü êàê ôóíêöèþ îò ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ A. Òî
åñòü,

𝜀(A) = ̃︀𝜀(I1(A), . . . , In(A)).
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Представление инвариантов для одного симметричного
тензора

Ñôîðìóëèðîâàííóþ òåîðåìó ìîæíî äîïîëíèòü óòâåðæäåíèåì:
Утверждение. Åñëè 𝜀(A) � èíâàðèàíò, ÿâëÿþùèéñÿ
ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî êîìïîíåíò A, òî åãî ìîæíî âûðàçèòü
êàê ïîëèíîì îò ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðà A.
Âûñêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è â
òåðìèíàõ ìîìåíòîâ. Òî åñòü, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Теорема. Ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ 𝜀(A) îò ñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà A èíâàðèàíò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ìîæíî
âûðàçèòü êàê ôóíêöèþ îò ïåðâûõ n ìîìåíòîâ A. Òî åñòü,

𝜀(A) = ̃︀𝜀(I 1(A), . . . , I n(A)).

Åñëè 𝜀(A) � èíâàðèàíò, ÿâëÿþùèéñÿ ïîëèíîìîì îòíîñèòåëüíî

êîìïîíåíò A, òî ̃︀𝜀(I 1(A), . . . , I n(A)) � ïîëèíîì.
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Основная теорема Коши о представлении совместных
инвариантов от векторов

Теорема. Ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ 𝛾(u1, . . . , um) îò
âåêòîðîâ u1, . . . , um ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèþ îò ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèé ui · uj , i , j = 1, . . . , m.
J Ïóñòü

𝛾(u1, . . . , um) = ̃︀𝛾(ui · uj).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà âåêòîðîâ {ui}mi=1 è {vi}mi=1 òàêèõ, ÷òî

ui · uj = vi · vj , i , j = 1, . . . , m.

Ïóñòü ℒ(u1, . . . , um) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà, íàòÿíóòàÿ íà
âåêòîðû u1, . . . , um, à ℒ(v1, . . . , vm) � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà,
íàòÿíóòàÿ íà âåêòîðû v1, . . . , vm. Ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðåíóìåðàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî áàçèñîì ℒ(u1, . . . , um)
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà {ui}pi=1, ãäå p 6 min(m, n).
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Основная теорема Коши о представлении совместных
инвариантов от векторов

Ñîîòâåòñòâóþùèé îïðåäåëèòåëü Ãðàìà îòëè÷åí îò íóëÿ:

det ‖ui · uj‖i , j=1, ..., p ̸= 0,

÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû {ui}pi=1. Â ñèëó ðàâåíñòâ
ui · uj = vi · vj , èìååì det ‖vi · vj‖i , j=1, ..., p ̸= 0. Èç ýòîãî
çàìå÷àíèÿ ñëåäóåò, ÷òî {vi}pi=1 � áàçèñ ℒ(v1, . . . , vm).
Ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå
Q : ℒ(v1, . . . , vm) → ℒ(u1, . . . , um), òàêîå, ÷òî ui = Qvi , äëÿ

âñåõ i = 1, . . . , p. Ïðåîáðàçîâàíèå Q îðòîãîíàëüíîå.
Äåéñòâèòåëüíî,

Qvi ·Qvj = ui · uj = vi · vj .

Îäíàêî, ýòî åùå íå çíà÷èò, ÷òî ui = Qvi , êîãäà p < i 6 m.
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Основная теорема Коши о представлении совместных
инвариантов от векторов

Ðàññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé. Ïóñòü

uk =

p∑︁
i=1

𝛼iui , p < k 6 m.

Äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâî ñêàëÿðíî íà uj , ïîëó÷àåì

uk · uj =

p∑︁
i=1

𝛼iui · uj , j = 1, . . . , p

� ñèñòåìà èç p óðàâíåíèé, îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû êîòîðîé åñòü
îïðåäåëèòåëü Ãðàìà, è îí íåâûðîæäåí. Òàêèì îáðàçîì,
êîýôôèöèåíòû 𝛼i îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ñ
ó÷åòîì ðàâåíñòâ ui · uj = vi · vj ïîëó÷àåì, ÷òî

vk =

p∑︁
i=1

𝛼ivi , p < k 6 m.
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Основная теорема Коши о представлении совместных
инвариантов от векторов

Òîãäà

Qvk =

p∑︁
i=1

𝛼iQvi =

p∑︁
i=1

𝛼iui = uk , p < k 6 m.

Ïîýòîìó, åñëè ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà ui · uj = vi · vj , òî
ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Q, òàêîå, ÷òî
ui = Qvi , äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m.

Îáðàòíî, åñëè ui = Qvi , äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m, òî âûïîëíåíû
ðàâåíñòâà ui · uj = vi · vj . Èç îïðåäåëåíèÿ èçîòðîïèè ñëåäóåò,
÷òî

𝛾(u1, . . . , um) = 𝛾(v1, . . . , vm),

ïîêà âûïîëíåíû ui · uj = vi · vj . Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ 𝛾
çàâèñÿò îò ui · uj . I
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Представление совместных инвариантов от
симметричных тензоров

a. Ïóñòü 𝜆 = 𝜆[A1, . . . , AI ] � ìóëüòèëèíåéíûé èíâàðèàíò îò I
ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ Aj ∈ 𝒥 (𝒱, 𝒱). Òîãäà 𝜆 ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî ñóììîé âèäà

𝜆 =
∑︁

c𝜙1𝜙2 . . . 𝜙s ,

â êàæäîì ñëàãàåìîì êîòîðîé c � ïîñòîÿííàÿ, à 𝜙j � áàçîâûå
ìóëüòèëèíåéíûå èíâàðèíòû, ïðåäñòàâëåííûå íèæå, òàêèå, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå 𝜙1𝜙2 . . . 𝜙s ñîäåðæèò êàæäûé èç Aj â òî÷íîñòè
îäèí ðàç.
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Представление совместных инвариантов от
симметричных тензоров

Ñïèñîê áàçîâûõ ìóëüòèëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ

trAi , tr(AiAj) (i < j), tr(AiAjAk) (i < j < k);

tr(AiAjAkAl), tr(AiAjAlAk) (i < j < k < l);

tr(AiAjAkAlAm) (i < j < k < l < m);

tr(AiAjAkAlAmAn) (i < j < k < l < m < n).

Ïðèìåð. Ïðåäñòàâëåíèå áèëèíåéíîãî èíâàðèàíòà

𝜆[A, B] = c1 tr(AB) + c2(trA)(trB).
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Представление совместных инвариантов от
симметричных тензоров

b. Ïóñòü 𝜀 = 𝜀(A1, . . . , AI ) � ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò îò I
ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ Aj ∈ 𝒥 (𝒱, 𝒱). Òîãäà îí ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí â âèäå ïîëèíîìà îò áàçîâûõ èíâàðèàíòîâ, ñïèñîê
êîòîðûõ ñîäåðæèò èíâàðèàíòû, ïðèâåäåííûå âûøå, à òàêæå òå,
êîòîðûå ïðèâåäåíû íèæå.

Ñïèñîê áàçîâûõ íåëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ

trA2
i , tr(A3

i );

tr(AiA
2
j ), tr(AjA

2
i ), tr(A2

i A
2
j ) (i < j);

tr(AiAjA
2
k), tr(AiA

2
j A

2
k) (i < j < k);
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Представление совместных инвариантов от
симметричных тензоров

Ñïèñîê áàçîâûõ íåëèíåéíûõ èíâàðèàíòîâ (ïðîäîëæåíèå)

tr(AiAjAkA
2
l ), tr(AiAkAjA

2
l ) (i < j < k < l);

tr(AiAjA
2
kA

2
l ), tr(AiAkA

2
j A

2
l ), tr(AiAlA

2
j A

2
k) (i < j < k < l);

tr(AjAkA
2
i A

2
l ), tr(AjAlA

2
i A

2
k), tr(AkAlA

2
i A

2
j ) (i < j < k < l);

tr(AiAlAjAkA
2
l ) (i < j < k < l);

tr(AiAjAkAlA
2
m), tr(AiAjAlAkA

2
m) (i < j < k < l < m);

tr(AiAlAkAjA
2
m), tr(AjAiAkAlA

2
m) (i < j < k < l < m).
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Представление совместных инвариантов от
симметричных тензоров

Ñëó÷àé äâóõ ïåðåìåííûõ

trA, A2, A3, trB, B2, B3,

tr(AB), tr(AB2), tr(BA2), tr(A2B2).

c. Ïóñòü 𝜀 = 𝜀(A, B) � ñîâìåñòíûé èíâàðèàíò îò äâóõ
ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ A, B. Ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷èñëà îäíîãî
èç íèõ ðàçëè÷íû. Òîãäà 𝜀 = 𝜀(A, B) ìîæíî âûðàçèòü êàê
ôóíêöèþ îò 10-òè áàçîâûõ èíâàðèàíòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ âûøå.
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Представление совместных инвариантов от
симметричных тензоров

d. Ïóñòü 𝜀 = 𝜀(A1, . . . , AI ) � ïîëèíîìèàëüíûé èíâàðèàíò îò I
ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ Aj ∈ 𝒥 (𝒱, 𝒱). Ïóñòü ñîáñòâåííûå
÷èñëà A1 ðàçëè÷íû è âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû A2 â
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òåíçîðà
A1 îòëè÷íû îò íóëÿ. Òîãäà 𝜀 ìîæíî âûðàçèòü êàê ôóíêöèþ îò
6I − 2 áàçîâûõ èíâàðèàíòîâ, êîòîðûå ïîëó÷åíû äîáàâëåíèåì ê
ñïèñêó âûøå, â êîòîðîì A = A1, B = A2, ñëåäóþùèõ 6I − 12
èíâàðèàíòîâ:

trAi , tr(A1Ai ), tr(A2
1Ai ) (i = 3, . . . I ),

tr(A2Ai ), tr(A1A2Ai ), tr(A2
1A2Ai ) (i = 3, . . . I ).
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Представление скалярнозначной функции от
симметричного тензора и вектора для произвольной
размерности n

Теорема. Ñêàëÿðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ 𝜀 : 𝒥 (𝒱, 𝒱) × 𝒱 → R,
𝜀 = 𝜀(A, u) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì èíâàðèàíòîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèþ îò 2n
ñëåäóþùèõ èíâàðèàíòîâ:

I1(A), . . . , In(A), u · u, u · Au, . . . , u · An−1u.

Åñëè çàâèñèìîñòü 𝜀 = 𝜀(A, u) îò A è u ïîëèíîìèàëüíàÿ, òî
çàâèñèìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè îò èíâàðèàíòîâ òàêæå
ïîëèíîìèàëüíàÿ.
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Представление тензорнозначной функции одного
переменного

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ñèììåòðè÷íàÿ òåíçîðíîçíà÷íàÿ ÒÔ
f(A) îäíîãî ïåðåìåííîãî èçîòðîïíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ðàâåíñòâî

Qf(A)QT = f(QAQT )

âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî îðòîãîíàëüíîãî òåíçîðà Q. Äëÿ òàêîé

ôóíêöèè ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Теорема. Òåíçîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ D = f(A), D ∈ 𝒥 (𝒱, 𝒱)
èçîòðîïíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå:

D = f(A) = 𝜙0I + 𝜙1A + 𝜙2A
2 + . . . + 𝜙n−1A

n−1,

â êîòîðîì 𝜙k = 𝜙k(I1(A), . . . , In(A)).
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Представление тензорнозначной функции одного
переменного

Доказательство: J Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûé âåêòîð e òåíçîðà
A è îïðåäåëèì îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Q ðàâåíñòâàìè

Qe = −e, Qf = f, åñëèf · e = 0.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî QAQT = A, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ èçîòðîïíîé ôóíêöèè, QDQT = D, èëè,
QD = DQ. Ïîýòîìó, ìû èìååì

Q(De) = D(Qe) = −De.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð De òðàíñôîðìèðóåòñÿ
îòîáðàæåíèåì Q â ïðîòèâîïîëîæíûé. Íî ýòî ìîæåò áûòü ëèøü

â òîì ñëó÷àå, êîãäà De = de, òî åñòü, êîãäà e � ñîáñòâåííûé
âåêòîð D.
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Представление тензорнозначной функции одного
переменного

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàåì äðóãèå ñîáñòâåííûå âåêòîðà A è
îïðåäåëÿåì ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Q. Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû A ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè D.
Îáîçíà÷èì âñå ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà òåíçîðà A ÷åðåç
a1, . . . , am, ãäå m 6 n, à ìíîæåñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ � ÷åðåç e1, . . . , em. Îíè òàêæå ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè òåíçîðà D, îòâå÷àþùèìè
ñîáñòâåííûì ÷èñëàì d1, . . . , dm. Ýòè ÷èñëà íå îáÿçàíû
ðàçëè÷àòüñÿ.
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Представление тензорнозначной функции одного
переменного

Ñèñòåìà m óðàâíåíèé

dk = 𝜙0 + 𝜙1ak + 𝜙2a
2
k + . . . + 𝜙m−1a

m−1
k , k = 1, . . . , m,

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå {𝜙0, 𝜙1, . . . , 𝜙m−1}, èáî åå
îïðåäåëèòåëü åñòü

∏︀
j<k

(aj − ak) ̸= 0. Îòñþäà ïîëó÷àåì

D = f(A) = 𝜙0I + 𝜙1A + 𝜙2A
2 + . . .+ 𝜙m−1A

m−1, m 6 n.

Ïîñêîëüêó Qf(A)Q = f(Q(A)Q), òî

f(Q(A)Q) = 𝜙0I+𝜙1(Q(A)Q)+𝜙2(Q(A)Q)2+. . .+𝜙m−1(Q(A)Q)m−1.

Ïîýòîìó êîýôôèöèåíòû 𝜙k íå èçìåíÿòñÿ, åñëè A çàìåíèòü íà
Q(A)Q. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè èíâàðèàíòû A. Òåîðåìà äîêàçàíà.
I
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Представление тензорнозначной функции одного
переменного

Çàìå÷àíèå ê òåîðåìå

Êîýôôèöèåíòû 𝜙k â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû îïðåäåëåíû
åäèíñòâåííûì îáðàçîì, åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàçëè÷íû,
òî åñòü, â ñëó÷àå n = m. Äî òåõ ïîð, ïîêà ñîáñòâåííûå ÷èñëà
òåíçîðà A ðàçëè÷àþòñÿ, êîýôôèöèåíòû 𝜙k íàñëåäóþò
íåïðåðûâíîñòíûå è äèôôåðåíöèàëüíûå ñâîéñòâà f(A). Åñëè
m < n, òî ïîñëåäíèå n −m 𝜙k -õ ìîãóò ñ÷èòàòüñÿ íóëÿìè.
Îäíàêî, òàêàÿ çàìåíà ìîæåò ïîâëå÷ü çà ñîáîé íàðóøåíèå
íåïðåðûâíîñòè íåêîòîðûõ 𝜙k , â òî âðåìÿ, êàê f(A) îñòàåòñÿ
íåïðåðûâíîé.
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Представление тензорнозначной функции одного
переменного

Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî äîïîëíèòü ñëåäóþùèì
ïðåäëîæåíèåì, êîòîðîå ïðèìåì áåç äîêàçàòåëüñòâà.
Теорема. Åñëè D = f(A), D ∈ 𝒥 (𝒱, 𝒱) èçîòðîïíàÿ
ïîëèíîìèàëüíàÿ òåíçîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ òî êîýôôèöèåíòû
𝜙k = 𝜙k(I1(A), . . . , In(A)) ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê ïîëèíîìû
îò ãëàâíûõ èíâàðèàíòîâ A.
×àñòíûé ñëó÷àé: ëþáàÿ ëèíåéíàÿ èçîòðîïíàÿ òåíçîðíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ L[A] èìååò ïðåäñòàâëåíèå

L[A] = c0(trA)I + c1A,

â êîòîðîì c0, c1 � ïîñòîÿííûå.
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Представление тензорнозначной функции одного
переменного

Ïðèìåð

Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå èç äîêàçàííîé òåîðåìû
èìååò âèä:

D = f(A) = 𝜙0I + 𝜙1A + 𝜙2A
2,

ãäå 𝜙k = 𝜙k(IA, IIA, IIIA).
Åñëè A � îáðàòèìûé òåíçîð, òî ñïðàâåäëèâî àëüòåðíàòèâíîå
ïðåäñòàâëåíèå:

f(A) = 𝜓0I + 𝜓1A + 𝜓−1A
−1,

ãäå 𝜓k = 𝜓k(IA, IIA, IIIA).
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Представление тензорнозначной функции от нескольких
переменных

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ñêàëÿðíîçíà÷íîé ôóíêöèè, èçâåñòíû ëèøü
÷àñòíûå ðåçóëüòàòû äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïðèâåäåì
íåêîòîðûå èç íèõ.
a. Âñÿêàÿ ìóëüòèëèíåéíàÿ èçîòðîïíàÿ òåíçîðíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ D = L[A1, . . . , AI ], ãäå D, Aj ∈ 𝒥 (𝒱, 𝒱), èìååò
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

D =
∑︁

𝜓(P + PT ),

ãäå P � ïðîèçâåäåíèå èç ïðåäñòàâëåííîãî äàëåå ñïèñêà, à 𝜓 �
ýòî ìóëüòèëèíåéíûé èíâàðèàíò îò òåõ òåíçîðîâ (èç
A1, . . . , AI ), êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â ïðîèçâåäåíèè P.
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Представление тензорнозначной функции от нескольких
переменных

Ñïèñîê áàçîâûõ ìóëüòèëèíåéíûõ ïðîèçâåäåíèé

I, Ai , AiAj , AiAjAk , AiAjAkAl , AiAjAkAlAm.

Ïðåäñòàâëåíèå áèëèíåéíîé èçîòðîïíîé òåíçîðíîçíà÷íîé ÒÔ

Ïóñòü D = L[A, B] � áèëèíåéíàÿ èçîòðîïíàÿ òåíçîðíîçíà÷íîé
ÒÔ. Òîãäà

D = [c1(trA)(trB)+c2 tr(AB)]I+c3(trB)A+c4(trA)B+c5(AB+BA).
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Представление тензорнозначной функции от нескольких
переменных

b. Ïóñòü D = L(A1, . . . , AI ) � ïîëèíîìèàëüíàÿ èçîòðîïíàÿ
òåíçîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, ãäå D, Aj ∈ 𝒥 (𝒱, 𝒱). Òàêàÿ
ôóíêöèÿ èìååò ïðåäñòàâëåíèå, àíàëîãè÷íîå ôóíêöèè èç a, íî P
� ýòî ïðîèçâåäåíèå èç ñïèñêà, ïðåäñòàâëåííîãî âûøå, à òàêæå
ñëåäóþùåãî ñïèñêà

Ñïèñîê áàçîâûõ íåëèíåéíûõ ïðîèçâåäåíèé

A2
i , A2

i Aj , A2
i A

2
j ,

A2
i AjAk , AiA

2
j Ak , A2

i A
2
j Ak , AiAjAkA

2
l ,

A2
i AjAkAl , AiA

2
j AkAl .
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Представление полиномиальной изотропной
тензорнозначной ТФ двух переменных

Ïóñòü D = L(A, B) � ïîëèíîìèàëüíàÿ èçîòðîïíàÿ
òåíçîðíîçíà÷íîé ÒÔ. Òîãäà

D = 𝜓0I + 𝜓1A + 𝜓2B + 𝜓3A
2 + 𝜓4B

2 + 𝜓5(AB + BA)

+ +𝜓6(A2B + BA2) + 𝜓7(AB2 + B2A) + 𝜓8(A2B2 + B2A2),

ãäå 𝜓j � ïîëèíîìû îò áàçîâûõ èíâàðèàíòîâ.
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Представление векторнозначной функции от
симметричного тензора и вектора для произвольной
размерности n

Теорема. Âåêòîðíîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ b : 𝒥 (𝒱, 𝒱) × 𝒱 → 𝒱,
v = b(A, u) èçîòðîïíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

v = b(A, u) = (𝜙0I + 𝜙1A + . . . + 𝜙n−1A
n−1)u,

â êîòîðîì 𝜙k � ñîâìåñòíûå èíâàðèàíòû îò A è u.
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Целостный базис

Spencer, A. J. M., and R. S. Rivlin: The theory of matrix
polynomials and its application to the mechanics of isotropic
continua. Arch. Rational Mech. Anal. 2 (1958/59), 309-336. (11,
13)
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Целостный базис

Ïåðåõîä îò òåíçîðîâ ê ìàòðèöàì

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåíçîðû â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
(dim𝒱 = 3).
Âûáåðåì â 𝒱 îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è çàôèêñèðóåì åãî.
Òîãäà êàæäîìó òåíçîðó A âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò
ìàòðèöà A = (aij) ðàçìåðíîñòè 3× 3, ïðè ýòîì, åäèíè÷íîìó
òåíçîðó I ñîîòâåòñòâóåò åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà E :

A =

⎛⎝ a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

⎞⎠ E =

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ .

Äàëåå ðàññìàòðèâàåì òàêèå ìàòðèöû.
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Целостный базис

Íàïîìèíàíèå

Äëÿ ìàòðèöû A âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî (òåîðåìà
Ãàìèëüòîíà�Êýéëè):

A3 − IAA
2 + IIAA− IIIAE = 0,

ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, IA = trA, IIA = 1
2

((trA)2 − trA2),
IIIA = detA = 1

6
((trA)3 + 2 trA3 − 3 trA trA2).

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 130/147



Целостный базис

Ìàòðè÷íûé îäíî÷ëåí (ìîíîì)

Ïîä ìàòðè÷íûì ìîíîìîì îò n × n ìàòðèö A1, . . . , AR ìû
ïîíèìàåì ñëåäóþùèé îáúåêò:

Π = A𝛼1
i1
A𝛼2
i2
. . .A𝛼s

is
, (2)

â êîòîðîì ik ∈ {1, . . . , R}, à 𝛼k ∈ Z+ � ñòåïåíü ìàòðèöû Aik .
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ik ̸= il , åñëè k ̸= l . Ñòåïåíü ìîíîìà �
ñóììà 𝛼1 + . . . + 𝛼s .
Ìíîãî÷ëåí P[A1, . . . , AR ] îò ìàòðèö A1, . . . , AR � ëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ìîíîìîâ:

P[A1, . . . , AR ] =
K∑︁

k=1

ckΠk ,

ãäå ck � ñêàëÿðû, Πk � ìîíîìû âèäà (2).
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Целостный базис

Öåëü

Õîòèì âûðàçèòü ìàòðè÷íûé ïîëèíîì ÷åðåç ðàçëîæåíèå ïî
¾êàíîíè÷åñêèì¿ ìîíîìàì. Êàêîé âèä èìåþò ýòè ìîíîìû?
Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðè ýòîì, ÷òî ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíîé
ôóíêöèåé.

Òîæäåñòâî ñ îïðåäåëèòåëåì

Ïóñòü A = (aij), B = (bij), C = (cij). Òîãäà⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝛿i1j1 𝛿i1j2 𝛿i1j3 𝛿i1j4
𝛿i2j1 𝛿i2j2 𝛿i2j3 𝛿i2j4
𝛿i3j1 𝛿i3j2 𝛿i3j3 𝛿i3j4
𝛿i4j1 𝛿i4j2 𝛿i4j3 𝛿i4j4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ai1j1bi2j2ci3j3 = 0,

ãäå 𝛿ij � äåëüòà Êðîíåêåðà.
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Целостный базис

Ìàòðè÷íîå òîæäåñòâî

Ïðèâåäåííîå âûøå òîæäåñòâî â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

ABC + BCA + CAB + BAC + ACB + CBA = (BC + CB) trA+

+ (CA + AC ) trB + (AB + BA) trC + A(tr(BC ) − trB trC )+

+ B(tr(CA) − trC trA) + C (tr(AB) − trA trB)+

+ I (trA trB trC − trA tr(BC ) − trB tr(CA)−
− trC tr(AB) + tr(ABC ) + tr(CBA)), (3)

äëÿ ëþáûõ 3× 3 ìàòðèö A, B, C .
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Целостный базис

Ñëåäñòâèÿ èç ìàòðè÷íîãî òîæäåñòâà (3)

1. Ñëó÷àé A = B = C . Ïîëó÷àåì òåîðåìó Ãàìèëüòîíà�Êýéëè.
2. Ñëó÷àé C = A. Èìååì

ABA+A2B +BA2 = A(tr(AB)−trA trB)+
1

2
B[trA2−(trA)2]+

+ (AB + BA) trA + A2 trB + E{tr(A2B) − trA tr(AB)+

+
1

2
trB[(trA)2 − trA2]}. (4)
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Целостный базис

Ñëåäñòâèÿ èç ìàòðè÷íîãî òîæäåñòâà (ïðîäîëæåíèå)

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà (4) íà A ñïðàâà,
ïîòîì äîìíîæèì îáå ÷àñòè òîãî æå òîæäåñòâà (4) íà A ñëåâà,
ñëîæèì ïîëó÷åííûå òîæäåñòâà è ó÷òåì òåîðåìó
Ãàìèëüòîíà�Êýéëè (äëÿ A3). Ïîëó÷èì

ABA2+A2BA = ABA trA+A2 tr(AB)+A(tr(A2B)−trA tr(AB))−
− B detA + E detA trB. (5)

Âåðíåìñÿ ê òîæäåñòâó (4). Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè òîæäåñòâà íà A
è ñíîâà ó÷èòûâàÿ òåîðåìó Ãàìèëüòîíà�Êýéëè, ïðèõîäèì ê
ñîîòíîøåíèþ

A2BA2 = 1
2
ABA

[︀
(trA)2 − trA2

]︀
−(AB+BA) detA+A2 tr(A2B)+

+ A
{︀
detA trB − 1

2

[︀
(trA)2 − trA2

]︀
tr(AB)

}︀
+ E detA tr(AB).
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Целостный базис

Íåêîòîðûå ðàçëîæåíèÿ

Áóäåì âûðàæàòü ìîíîìû ÷åðåç êîìáèíàöèè ïðàâîé ÷àñòè (4).
Îïðåäåëèì ìàòðè÷íûé ïîëèíîì G (A, B) ñîîòíîøåíèåì (ýòî �
ïðàâàÿ ÷àñòü (4))

G (A, B) = A2 trB + (AB + BA) trA + A(tr(AB) − trA trB)+

+1
2
B[trA2−(trA)2]+E{tr(A2B)−trA tr(AB)+1

2
trB[(trA)2−trA2]}.

Èç (4) èìååì

ABA + A2B + BA2 = G (A, B). (6)

С. А. Лычев Нелинейная механика деформируемого твердого тела 136/147



Целостный базис

Íåêîòîðûå ðàçëîæåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíàÿ 3× 3 ìàòðèöà. Äëÿ íåå

A2XB2 = A(AXB2).

Â (6) çàìåíèì A íà B , à B íà AX , â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå
âûðàçèì AXB2. Òîãäà

A2XB2 = −(AB2A)X − (ABA)XB + AG (B, AX ). (7)

Â (6) çàìåíèì B íà B2 è èñïîëüçóåì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå
äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìåíèòü â (7) ìîíîì AB2A. Òàêæå ìû
èñïîëüçóåì (6) äëÿ çàìåíû ABA â (7). Òîãäà

A2XB2 = A2B2X + B2A2X + A2(BXB) + B(A2X )B−
− G (A, B2)X − G (A, B)XB + AG (B, AX ).
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Целостный базис

Íåêîòîðûå ðàçëîæåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ (6), â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå ìîæíî
çàìåíèòü BXB è B(A2X )B . Ìû òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì
âûðàæåíèå

A2XB2 = A2B2X + B2A2X − A2[B2X − XB2 − G (B, X )]−
− [B2A2X + A2XB2 − G (B, A2X )] − G (A, B2)X−

− G (A, B)XB + AG (B, AX ).

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê

3A2XB2 = A2G (B, X ) − G (A, B)XB + AG (B, AX )−
− G (A, B2)X + G (B, A2X ).
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Целостный базис

Íåêîòîðûå ðàçëîæåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Ïóñòü A, B, C , X , Y � 3× 3 ìàòðèöû. Àíàëîãè÷íûì ïóòåì ìû
ìîæåì ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ ìîíîìà A2XB2YC 2. Ïðèõîäèì
ê ñîîòíîøåíèþ

3A2XB2YC 2 = A2XB2G (C , Y ) + G (A, X )B2YC 2+

+ A2XBG (C , BY ) + G (A, XB)BYC 2 + AXG (B, AC )YC+

+ A2XG (C , B2Y ) + G (A, XB2)YC 2 + AXG (B, AC 2)Y+

+ XG (B, A2C )YC + XG (B, A2C 2)Y − G (A, XB2)G (C , Y )−
− G (A, X )G (C , B2Y ) − G (A, XB)G (C , BY ).
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Целостный базис

Íåêîòîðûå ðàçëîæåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Îáîçíà÷èì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5) ÷åðåç H(A, B). Òî åñòü,

H(A, B) = ABA trA + A2 tr(AB) + A(tr(A2B) − trA tr(AB))−
− B detA + E detA trB. (8)

Òîãäà èìååì òîæäåñòâî

ABA2 + A2BA = H(A, B). (9)
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Целостный базис

Íåêîòîðûå ðàçëîæåíèÿ (ïðîäîëæåíèå)

Çàìåíÿÿ â (9) B íà B2 è óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå íà
Y ñïðàâà, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ

AB2A2Y + A2B2AY = H(A, B2)Y .

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå, è ïðåîáðàçîâàíèÿ,
àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùèì, ïîëó÷èì, íàïðèìåð, ÷òî

2AB2A2Y = H(A, B2)Y +
1

3
[B2G (A, AY ) − G (B, A)AYA+

+ BG (A, BAY ) − G (B, A2)AY + AG (B, A)YA− ABG (A, BY )+

+AG (B, A2)Y −AG (A, B2Y )−2G (A, B2AY )+2AB2G (A, Y )].
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Целостный базис

Åñëè â ìîíîìå (2) êàêàÿ-ëèáî èç ñòåïåíåé 𝛼k áîëüøå äâóõ, òî ñ
ïîìîùüþ òåîðåìû Ãàìèëüòîíà�Êýéëè ìû ìîæåì
ïðåîáðàçîâàòü ýòîò ìîíîì òàê, ÷òî îí ïðåâðàòèòñÿ â ïîëèíîì,
â êîòîðîì íè îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ëþáîãî åãî ìîíîìà íå
èìååò ñòåïåíü, áîëüøóþ ÷åì 2. Îòñþäà ñëåäóåò
Лемма 1. Ëþáîé ìàòðè÷íûé îäíî÷ëåí âèäà (2) îò R ìàòðèö
Ak ðàçìåðíîñòè 3× 3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ìàòðè÷íûé
ïîëèíîì, îäíî÷ëåíû êîòîðîãî èìåþò òàêîå æå êîëè÷åñòâî
ñîìíîæèòåëåé è ëèáî âûðîæäàþòñÿ â ìàòðèöó E , ëèáî
ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ èëè íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé
Ak , A

2
k , ãäå k = 1, . . . , R , ïðè ýòîì ñóììàðíàÿ ñòåïåíü êàæäîãî

èç Ak íå ïðåâîñõîäèò òó, ñ êîòîðîé îí âõîäèë â (2).
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Целостный базис

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðåäûäóùåé è
ôîðìóëû (5).
Лемма 2. Ëþáîé ìàòðè÷íûé ïîëèíîì P[A1, . . . , AR ] îò R
ìàòðèö Ak ðàçìåðíîñòè 3× 3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê
ìàòðè÷íûé ïîëèíîì Q[A1, . . . , AR ], íàèáîëüøàÿ äëèíà ñðåäè
âõîäÿùèõ â íåãî îäíî÷ëåíîâ è ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò
ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà. Â êàæäîì
îäíî÷ëåíå ëþáàÿ âõîäÿùàÿ â íåãî ìàòðèöà èìååò ñóììàðíóþ
ñòåïåíü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ ñóììàðíóþ ñòåïåíü òîé æå
ìàòðèöû, âõîäÿùåé â P[A1, . . . , AR ]. Ïðè ýòîì, îäíî÷ëåíû íå
ñîäåðæàò äâóõ îäèíàêîâûõ ìíîæèòåëåé è ëèáî âûðîæäàþòñÿ â
ìàòðèöó E , ëèáî ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè âñåõ èëè
íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé Ak , A

2
k , ãäå k = 1, . . . , R .
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Целостный базис

Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå ëåììû è ðàññóæäåíèÿ î âèäå
ìàòðè÷íûõ ìîíîìîâ, Rivlin è Spencer ïîêàçàëè, ÷òî
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Теорема. Ëþáîé ìàòðè÷íûé ïîëèíîì P[A1, . . . , AR ] îò R
ìàòðèö Ak ðàçìåðíîñòè 3× 3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê
ìàòðè÷íûé ïîëèíîì, íàèáîëüøàÿ äëèíà ñðåäè âõîäÿùèõ â íåãî
îäíî÷ëåíîâ è ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò
ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïðè ýòîì,
a) êàæäûé ìîíîì ýòî ëèáî ìàòðèöà E , ëèáî ïðîèçâåäåíèå âñåõ
èëè íåñêîëüêèõ ñîìíîæèòåëåé Ak è, ìàêñèìóì, äâóõ
ñîìíîæèòåëåé A2

k ãäå k = 1, . . . , R ;
b) ìîíîì íå ñîäåðæèò îäèíàêîâûõ ñîìíîæèòåëåé;
c) â êàæäîì îäíî÷ëåíå ëþáàÿ âõîäÿùàÿ â íåãî ìàòðèöà èìååò
ñóììàðíóþ ñòåïåíü, íå ïðåâîñõîäÿùóþ ñóììàðíóþ ñòåïåíü òîé
æå ìàòðèöû, âõîäÿùåé â P[A1, . . . , AR ];
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Целостный базис

Îñíîâíàÿ òåîðåìà (ïðîäîëæåíèå)

d) åñëè ìîíîì ñîäåðæèò äâà ñîìíîæèòåëÿ A2
k , òî îíè ñòîÿò

ðÿäîì;
e) åñëè ìîíîì ñîäåðæèò A2

k , A
2
l , òî îí íå ñîäåðæèò Ak , Al , çà

èñêëþ÷åíèåì ñèòóàöèè, êîãäà îí èìååò âèä AkA
2
l A

2
k ;

e) Ak ïðåäøåñòâóåò A2
k â ëþáîì ìîíîìå, ñîäåðæàùåì Ak è A2

l

îäíîâðåìåííî.

Ñëó÷àé ñèììåòðè÷íîãî ïîëèíîìà

Åñëè P[A1, . . . , AR ] � ñèììåòðè÷åí, òî P = 1
2

(P + PT ). Èç
ýòîãî âûòåêàåò
Следствие. Ëþáîé ñèììåòðè÷íûé ìàòðè÷íûé ïîëèíîì
P[A1, . . . , AR ] îò ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö 3× 3 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü êàê ñèììåòðè÷íûé ìàòðè÷íûé ïîëèíîì ñ
íàèáîëüøåé äëèíîé ñðåäè âõîäÿùèõ â íåãî îäíî÷ëåíîâ 6 R + 1
è ñòåïåíüþ 6 R + 2.
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Примеры тензорных функций из механики

1 Ìîäåëü Òðåîëàðà ìàòåðèàë:

W = C1(I1 − 3), C1 > 0,

2 Ïîòåíöèàë Ìóíè:

W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3), C1 > 0, C2 ≥ 0.

3 Ìîäåëü Ðèâëèíà�Ñàíäåðñà:

W = C1(I1 − 3) + F (I2 − 3).

4 Êëîñíåð è Ñåãàë ïðåäïîëîæèëè ñëåäóþùóþ
àïïðîêñèìàöèþ äëÿ F:

W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3) + C3(I2 − 3)2 + C4(I2 − 3)3.

5 Ìîäåëü Áîíäåðìàíà (äëÿ ðåçèí, íàïîëíåííûõ ñåðîé):

W = C1(I1 − 3) + B1(I1 − 3)2 + B2(I1 − 3)3 + C2(I2 − 3).

6 Ìîäåëü Õàðòà�Ñìèòà:

W = C

[︂∫︁
expk1(I1−3)2 dI1 + k2 ln

I2
3

]︂
.
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Примеры тензорных функций из механики

7 Ìîäåëü Àëåêñàíäåðà:

W = C1(I1 − 3) + C2(I2 − 3) + C3 ln
I2 − 3 + k

k

è

W = C1 +

∫︁
expk1(I1−3)2 dI1 + C2(I2 − 3) + C3 ln

I2 − 3 + k2
k2

,

8 Ìîäåëü Õàò÷èíñîíà, Áåêêåðà è Ëýíäåëà (ñèëèêîíîâûé
êàó÷óê):

W = C1(I1−3)+B1(I1−3)2+B2(1−expk1(I2−3))+B3(1−expk2(I2−3)).

9 Ìîäåëü Îãäåíà (ôóíêöèÿ ýíåðãèè îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
𝜆1, 𝜆2, 𝜆3):

W =
N∑︁

n=1

2𝜇

𝛼n
(𝜆𝛼n

1 + 𝜆𝛼n
2 + 𝜆𝛼n

3 − 3).

10 Ìîäåëü ×åðíûõ�Øóáèíîé:

W = 𝜇[(1+𝛽)(𝜆1+𝜆2+𝜆3−3)+(1−𝛽)(𝜆−1
1 +𝜆−1

2 +𝜆−1
3 −3)].

11 Ìîäåëü Áàðòåíåâà�Õàçàíîâè÷à:

W = 2𝜇(𝜆1 + 𝜆2 + 𝜆3 − 3).
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