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Глава 1.

Классическая нелинейная
теория упругости

1.1. Формы и деформации

В рамках классической механики континуума физическое простран-
ство формализуется как трехмерное аффинно-евклидово пространствоE
с трансляционным векторным пространством V и скалярным произведе-
нием (·). Тела моделируются в виде подмножеств E, наделенных специ-
альными свойствами. Как правило, предполагается, что эти подмноже-
ства открыты вE и обладают регулярной границей1 (в смысле О. Келло-
га [1]). В настоящей главе такие подмножества называются формами.
Рассмотрим их определение более детально.

Формы. Поскольку пространство E предполагается евклидовым, на
нем можно ввести функцию расстояния d : E×E → R в соответствии с
равенством

d(x, y) :=
√
−→xy·−→xy.

Там самым определена структура метрического пространства (E, d), что
позволяет, в частности, рассматривать открытые множества.

Регулярную границу таких множеств определим индуктивно, начи-
ная с одномерных множеств [1]:

1) Регулярной дугой назовем множество a ⊂ E, которое в некоторой

1Требование регулярности накладывается в силу того, что в дальнейшем исполь-
зуется теорема Стокса для получения уравнений баланса в дифференциальной фор-
ме.
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системе прямоугольных координат допускает представление

a = {x ∈E | x2 = f(x1), x3 = g(x1), x1 ∈ [a, b]},

где a < b, а f, g ∈ C∞([a, b]).

2) Регулярная кривая — это множество c ⊂ E, состоящее из конечного
числа упорядоченных регулярных дуг. Эти дуги примыкают друг
к другу в том смысле, что конечная точка каждой дуги (отличной
от последней) является начальной точкой следующей за ней ду-
ги. Дуги не могут иметь иных общих точек, за исключением того
случая, когда конечная точка последней дуги является начальной
точкой первой дуги (тогда c есть замкнутая регулярная кривая).

3) Регулярным элементом поверхности назовем непустое множество s,
которое при некотором выборе прямоугольных координат допуска-
ет представление

s = {x ∈E | x3 = f(x1, x2), (x1, x2) ∈ K},

где K ⊂ R2 — компактное связное множество, граница которого,
FrK, — замкнутая регулярная кривая, а f ∈ C∞(K; R).

4) Объединение конечного числа регулярных элементов поверхности
представляет регулярную поверхность, если:

(a) пересечение любых двух элементов поверхности либо пусто,
либо является точкой — вершиной для обоих, или одной регу-
лярной кривой — общим ребром;

(b) пересечение любой совокупности трех и более элементов по-
верхности состоит, по большей части, из вершин;

(c) любые два элемента поверхности являются первым и послед-
ним в цепочке элементов поверхности, в которой каждый эле-
мент имеет общее ребро с последующим;

(d) все элементы, имеющие общую вершину, образуют последова-
тельность, в которой каждый элемент имеет ребро, оканчи-
вающееся на этой вершине, общее с последующим элементом;
последний элемент последовательности может иметь, или же
не иметь, общее ребро с первым.

Термин «ребро» употребляется здесь для обозначения одной из (ко-
нечного числа) регулярных дуг, составляющих границу регулярно-
го поверхностного элемента, в то время как «вершина» есть точка,
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в которой два ребра соединяются. Если все ребра регулярной по-
верхности принадлежат каким-то двум различным составляющим
ее элементам поверхности, то исходную поверхность назовем за-
мкнутой.

5) Непустое множество S ⊂E имеет регулярную границу, если FrS есть
замкнутая регулярная поверхность.

Все готово для следующего определения:

Определение 1.1. Формой называется непустое открытое множе-
ство S ⊂E, граница которого, FrS, является регулярной по Келлогу.

Привилегированную форму B назовем отсчетной формой. Ее эле-
менты используются в качестве меток частиц для идентификации де-
формации тела. Любую другую форму S будем в таком случае называть
актуальной формой. В соответствии с классическими обозначениями
(см., например, в [? ]), точки B обозначаются прописными латинскими
символами X, Y, . . ., а точки S — строчными латинскими символами
x, y, . . .

Деформация. Деформацией назовем отображение

γ : B → S, γ : X 7→ x,

удовлетворяющее следующим постулатам [2]:

(γ1) Постулат непроницаемости. Две частицы не могут занимать од-
но и то же место в одно и то же время.

(γ2) Любая точка из S есть место для некоторой точки из B.

(γ3) Аксиома непрерывности. Отображение γ непрерывно диффе-
ренцируема столько раз, сколько требуется.

Таким образом, в математических терминах, эти постулаты означают,
что γ есть инъективное и сюръективное C∞-отображение.

До сих пор форма B рассматривалась в качестве недеформирован-
ной, а S — как деформированная. Однако эту точку зрения можно об-
ратить, считая, напротив, форму S отсчетной, а B — актуальной. По-
скольку обе точки зрения равноправны, отображение γ−1 : S → B так-
же должно быть гладким. Таким образом, в итоге необходимо предполо-
жить, что γ есть C∞-диффеоморфизм. Это предположение используется
далее. Учитывая сказанное, приходим к следующему определению:
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Определение 1.2. Деформация есть C∞-диффеоморфизм γ : B →
S. Обратный диффеоморфизм γ−1 : S → B называется обратной
деформацией.

1.2. Координаты на формах и базисы

Поскольку формы B и S являются открытыми подмножествами E,
то они, в частности, являются открытыми трехмерными подмногообра-
зиямиE. Следовательно, их точки можно параметризовать. Помимо это-
го, скалярное произведение (·) индуцирует метрические тензоры G и g
на B и S соответственно.

Картрирование прямоугольными координатами. Обозначим че-
рез DB : B → R3 и DS : S → R3 ограничения декартова картрирования
D : E → R3 на формы B и S. Таким образом, AB; d = {(B, DB)} и
AS; d = {(S, DS)} есть атласы. Координатное представление деформа-
ции γ определяется как композиция

γd = DS ◦ γ ◦D−1
B : D ◦B → R3, (1.1.21)

где D ◦B есть открытое подмножество R3. Соотношение между отобра-
жениями γ и γd иллюстрируется диаграммой

E R3

S D ◦S

B D ◦B

E R3

γ

DS

DB

γd

∪ ∪

∩ ∩

В дальнейшем тройка (X i)3i=1 обозначает глобальные координаты на
форме B, индуцированные картрированием DB, а тройка (xi)3i=1 обо-
значает глобальные координаты, индуцированные на форму S отобра-
жением DS.
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Картрирование криволинейными координатам. Предполо-
жим, что в пространстве E заданы криволинейные координаты, ассоци-
ированные с отсчетной и актуальной формами2. Эти координаты порож-
даются атласами A1 = {(Uα, σα)}α∈I и A2 = {(Vβ, ψβ)}β∈J наE, сужение
которых на формы B и S приводит к атласам AB; c = {(B∩Uα, σ̃α)}α∈IB
и AS; c = {(S ∩ Vβ, ψ̃β)}β∈JS. Здесь σ̃α и ψ̃β — ограничения координат-
ных отображений σα и ψβ. Рассмотрим представление деформации γ в
координатах, порождаемых последними атласами. Пусть X ∈ B.

Выберем α ∈ IB, β ∈ JS, такие, что X ∈ Uα и γ(X) ∈ Vβ. Обозначая
Uαβ = Uα ∩ γ−1(Vβ), приходим к желаемому координатному представле-
нию:

γc = ψ̃β ◦ γ ◦ σ̃−1
α : R3 ⊃ σα(Uαβ) → R3. (1.1.22)

Соотношение между γ и γc показано на следующей диаграмме:

E R3

γ(Uαβ) ψβ ◦ γ(Uαβ)

Uαβ σα(Uαβ)

E R3

γ

ψ̃β

σ̃α

γc

∪ ∪

∩ ∩

Локальные базисы и метрики. Пусть тройка (Qi)3i=1 соответству-
ет криволинейным координатам, индуцированным на форму B отобра-
жением σ̃α, а тройка (qi)3i=1 — криволинейным координатам, индуциро-
ванным на форму S. В соответствии с общими определениями можно
записать равенства

Ei =
∂Xk

∂Qi
ik, Ei =

∂Qi

∂Xk
ik, (1.1.23)

2Например, если B — открытый шар, а S — открытый куб, то можно ввести
сферические и прямоугольные координаты на E.
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для локального базиса (Ei)
3
i=1 и дуального базиса (Ei)3i=1, ассоциирован-

ных с B. Аналогично, имеем равенства

ei =
∂xk

∂qi
ik, ei =

∂qi

∂xk
ik, (1.1.24)

для локального базиса (ei)
3
i=1 и дуального базиса (ei)3i=1 на S.

Метрический тензор G и ассоциированный с ним,
∗
G, имеют разло-

жения

G = GijE
i ⊗ Ej, Gij = Ei ·Ej,

∗
G = GijEi ⊗Ej,

в то время как метрический тензор g и ассоциированный с ним,
∗
g, пред-

ставлены равенствами

g = gije
i ⊗ ej, gij = ei · ej,

∗
g = gijei ⊗ ej.

Здесь [Gij] = [Gij]
−1 и [gij] = [gij]

−1.

Связь между локальными базисами. Поскольку поля локальных
базисов (Ei) и (ei) в (1.1.23) и (1.1.24) принимают значения в одном и
том же пространстве V, то существует гладкое поле [Ωi

j] : B → GL(3; R)
матриц перехода:

Ei = Ωj
iej.

Используя определения (Ei) и (ei), можно получить явную формулу для
[Ωi

j]. Действительно, поскольку

∂Xk

∂Qi
= Ωj

i

∂xk

∂qj
, k = 1, 2, 3,

то

Ωj
i =

∂qj

∂xk
∂Xk

∂Qi
.

Для полей дуальных базисов (Ei) и (ei) в (1.1.23) и (1.1.24) можно запи-
сать, что, аналогично,

Ei = ℧i
je

j,

где [℧i
j] : B → GL(3; R) — гладкое поле матриц. Из соотношения〈

Ei, Ej

〉
= δij получаем в итоге, что [℧i

j] = [Ωi
j]
−1.
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Связь между представлениями γ. Отображения (1.1.21) и (1.1.22)
связаны между собой как

γd = DS ◦ ψ̃−1
β ◦ γc ◦ σ̃α ◦D−1

B . (1.1.25)

Здесь

DB ◦ σ̃−1
α : (Qi) 7→ (X i),

DS ◦ ψ̃−1
β : (qi) 7→ (xi),

— функции замены координат.

Частный случай. Пусть AB = {(Uα, σα)}α∈IB — гладкий атлас на
B. Деформация γ позволяет определить по этому атласу такой атлас
формы S, что точки x = γ(X) имеют те же координаты, что и точки
X. Действительно, достаточно положить AS = {(γ(Uα), ψα)}α∈IB. Здесь
ψα = σα ◦ γ−1. Координатное представление γc относительно таких атла-
сов становится всего лишь тождественным отображением:

γc = ψα ◦ γ ◦ σ−1
α = σα ◦ σ−1

α = Id.

Два описания. Лагранжево (отсчетное) и эйлерово (пространствен-
ное) описания являются стандартными в классической механике конти-
нуума. В случае отсчетного описания рассматривается поведение каждой
частицы X ∈ B. Тогда используются отображения, заданные на B. В
частности, актуальная позиция точки X выражается как значение функ-
ции X, а именно, деформации γ. Напротив, в случае пространственного
описания точки из S рассматриваются в качестве независимых перемен-
ных; тогда поля задаются на S. В частности, обратная деформация γ−1

может быть использована для представления точки отсчетной формы
как функции точки актуальной формы.

1.3. Градиент деформации и меры деформа-
ции

1.3.1. Градиент деформации
Градиент деформации как главная линейная часть. Рассмот-

рим произвольную деформацию γ : B → S из заданной отсчетной
формы B в некоторую актуальную форму S.
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Определение 1.3. Градиентом деформации γ в точке X0 ∈ B

называется ее полная производная DX0
γ ∈ End(V) в этой точке.

Если ясно, о какой деформации идет речь, то используется обозначе-
ние

FX0
:= DX0

γ.

Замечание 1.1. В классических руководствах по механике контину-
ума (см., например, [3–5]) градиент деформации часто обозначается
символом ∇γ. В настоящей работе такое обозначение не используется
в силу возможной коллизии с обозначением ковариантной производной.

Таким образом, в соответствии с определением, FX0
является линей-

ным отображением FX0
: V ∋ h 7→ FX0

[h] ∈ V и наряду с этим спра-
ведливо равенство

γ(X0 + h) = γ(X0) + FX0
[h] + o(∥h∥) при h → 0, (1.1.31)

где h ∈ V — произвольный вектор, для которого X0 + h ∈ B. Соотно-
шение (1.1.31) означает, что аффинная функция

Y 7→ γ(X0) + FX0
[
−−→
X0Y]

является главной частью деформации γ в окрестности точки X0.
Осуществляя линеаризацию деформации γ в окрестности каждой

точки формы B, приходим к полю линейных отображений

F : B → End(V), X 7→ FX,

которое будем называть градиентом деформации.
С физической точки зрения возможна следующая интерпретация гра-

диента деформации. Пусть X и Y — произвольные точки B. Когда точ-
ка Y бесконечно близка к X, вектор

−−→
XY можно рассматривать как

инфинитезимальное материальное волокно в отсчетном состоянии. По-
сле деформации оно преобразуется в волокно

−−−−−−−→
γ(X)γ(Y). Тогда равен-

ство (1.1.31) означает, что деформированное волокно
−−−−−−−→
γ(X)γ(Y), с точно-

стью до o(∥
−−→
XY∥), есть значение градиента деформации FX[

−−→
XY] на ис-

ходном волокне. Следовательно, градиент деформации определяет пре-
образование инфинитезимальных материальных волокон из отсчетного
состояния в актуальное. По этой причине, в классических курсах по ме-
ханике континуума иногда используется не вполне строгая запись

dx = F ·dX,
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означающая преобразование отсчетного инфинитезимального волокна
dX в актуальное состояние, представленное вектором dx.

Замечание 1.2. В общем случае, предполагая отображение γ гладким
вплоть до порядка r, можно использовать разложение по формуле Тей-
лора:

γ(X0 + h) = γ(X0) +DX0
γ[h] + · · ·+

D
(r)
X0
γ[hr]

r!
+ o(∥h∥r) при h → 0,

где k-линейное отображение D(k)
X0
γ ∈ Link(V, . . . ,V; V) является пол-

ной производной k-го порядка (k = 1, . . . , r) от γ в точке X0, а

D
(k)
X0
γ[hk] := D

(k)
X0
γ[h, . . . , h].

Приходим к градиентам деформации высшего порядка:

γ(X0 + h) = γ(X0) + FX0
[h] + · · ·+

F
(r)
X0
[hr]

r!
+ o(∥h∥r) при h → 0,

где F
(k)
X0

:= D
(k)
X0
γ для всех k = 1, . . . , r.

Возвращаясь к материальным волокнам, можно теперь сказать,
что деформированное волокно

−−−−−−−→
γ(X)γ(Y), с точностью до o(∥

−−→
XY∥r),

определяется выражением

FX[
−−→
XY] + · · ·+

F
(r)
X [

−−→
XY, . . . ,

−−→
XY]

r!
.

Выбор r определяет точность аппроксимации и соответствующую
теорию.

Случай прямоугольных координат. В прямоугольном репере
(o, (ik)

3
k=1) деформация γ имеет представление γ(X) = o+ γsd ◦D(X)is

относительно любой точки X ∈ B, где

γd : D ◦B → R3, γd : (X1, X2, X3) 7→ (x1, x2, x3),

есть отображение (1.1.21). В таком случае градиент деформации имеет
следующее диадное разложение в точке X:

FX =
∂xs

∂Xk

∣∣∣∣
X

is ⊗ ik. (1.1.32)
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В нем числа

∂xs

∂Xk

∣∣∣∣
X

:= lim
BX; ik

∋t→0

γsd(X + tik)− γsd(X)

t
,

являются частными производными γd. Символ BX; ik обозначает множе-
ство

BX; ik = {t ∈ R | t ̸= 0, X + tik ∈ B},

являющееся проколотой окрестностью точки t = 0. Альтернатив-
но, (1.1.32) можно записать в виде

F = F s
k is ⊗ ik, где F s

k =
∂xs

∂Xk
.

В дальнейшем мы будем иногда представлять компоненты тензоров
второго ранга элементами прямоугольных матриц. Такие матрицы мы
будем обозначать, заключая символ тензора в квадратные скобки. В
частности, [F i

j ] обозначает матрицу компонент F . Чтобы установить со-
ответствие между индексируемыми компонентами и элементами матри-
цы, принимается соглашение: первый индекс определяет строку, а второй
— столбец матрицы. Например,

[F i
j ] =

 F 1
1 F 1

2 F 1
3

F 2
1 F 2

2 F 2
3

F 3
1 F 3

2 F 3
3

 . (1.1.33)

Следует отметить, что соответствие между тензорами второго ранга и
их матрицами не является взаимно однозначным, поскольку переход от
тензоров к матрицам приводит к потере информации о типе тензора.

Случай криволинейных координат. Выведем представление гра-
диента деформации в криволинейных координатах, используя для этой
цели результаты раздела 1.2. Пусть (Qi)3i=1 — криволинейные координа-
ты, ассоциированные с отсчетной формой B, а (qi)3i=1 — криволинейные
координаты, связанные с актуальной формой S. Используя соотноше-
ние (1.1.25) между представлением γd (1.1.21) деформации γ в прямо-
угольных координатах и представлением γc (1.1.22) той же деформации
γ в криволинейных координатах, цепное правило дифференцирования

∂xs

∂Xk
=
∂xs

∂qi
∂qi

∂Qj

∂Qj

∂Xk
,
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и соотношения (1.1.23), (1.1.24), получим из (1.1.32), что справедливо
представление

FX =
∂qi

∂Qj

∣∣∣∣
σ̃α(X)

ei|γ(X) ⊗ Ej|X. (1.1.34)

Здесь ∂qi

∂Qj — частные производные отображения γc : (Q1, Q2, Q3) 7→
(q1, q2, q3).

Если γc = Id, то ∂qi

∂Qj = δij и разложение (1.1.34) заменяется на более
простое:

FX = ei|γ(X) ⊗ Ei|X.

Определитель градиента деформации. Для определителя F при-
нимается обозначение J , т.е., полагаем

J := detF . (1.1.35)

В терминах поля матриц (1.1.33) имеем равенство J = det [F i
j ], что да-

ет явную формулу вычисления определителя. Поскольку отображение γ
инъективно, справедливо свойство:

∀X ∈ B : JX ̸= 0.

Иными словами, градиент деформации F может быть рассмотрен как
поле F : B → Aut(V) линейных автоморфизмов.

Замечание 1.3. В классических курсах линейной алгебры определитель
линейного преобразования вводится через определитель его матрицы в
любом базисе. Далее показывается, что это определение не зависит
от выбора базиса. В трехмерном случае имеет место следующее опре-
деление в инвариантной форме. Если X ∈ B — произвольная точка,
то

JX =
(FX[u], FX[v], FX[w])

(u, v, w)
, (1.1.36)

для любого линейно независимого семейства векторов u, v, w. Символ
(·, ·, ·) обозначает смешанное произведение в V.

Далее будем полагать, что γ удовлетворяет следующему свойству:

(γ4) Сохранение ориентации. Любая упорядоченная тройка неком-
планарных материальных волокон в B под действием FX перехо-
дит в тройку некомпланарных волокон с той же ориентацией.

Формально, с учетом (1.1.36), имеем

∀X ∈ B : JX > 0.



16/53 Гл. 1. Классическая нелинейная теория упругости

Обратный градиент деформации. Как уже отмечалось, наряду с
прямой деформацией γ : B → S можно рассматривать обратную дефор-
мацию γ−1 : S → B. В соответствии с теоремой о дифференцировании
обратного отображения, градиент Dx(γ

−1) последней в точке x ∈ S сов-
падает с обратным отображением F−1

X к градиенту деформации в точке
X = γ−1(x). В прямоугольном репере (o, (is)

3
s=1) выполняется следую-

щее разложение :

F−1
X =

∂Xm

∂xn

∣∣∣∣
γ(X)

im ⊗ in.

Градиент перемещений. С градиентом деформации тесно связано
поле иного рода, не имеющее непосредственного аналога в случае глад-
ких многообразий. Действительно, для любой точки X ∈ B вектор пе-
ремещений есть вектор u(X) := γ(X)−X. Таким образом, приходим
к гладкому отображению

u : B → V, u : X 7→ γ(X)−X,

называемому полем перемещений.
Градиент поля перемещений есть соответствие

β = Du : B → End(V),

значения которого определяют линеаризации отображения u, т.е., в точ-
ке X0 ∈ B,

u(X0 + h) = u(X0) + βX0
[h] + o(∥h∥) при h → 0.

Из этого определения непосредственно вытекает, что

F = I + β, (1.1.37)

где I — единичный тензор в V, и, таким образом, градиент перемещений
может быть представлен посредством разложения

β = βm
n im ⊗ in, βm

n =
∂

∂Xn
xm − δmn =

∂

∂Xn
um.

На первый взгляд кажется, что все эти определения могут быть пере-
несены на гладкие многообразия без существенных изменений. Однако,
здесь нас ожидает сюрприз: оказывается, что градиент деформации не
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является градиентом векторного поля, а, напротив, является совокуп-
ностью трех градиентов скалярных функций, определяющих координа-
ты на многообразии. Лишь особая структура аффинно-евклидова про-
странства, в которой возможно отождествить по изоморфизму точки и
их радиус-векторы, позволяет интерпретировать F как тензорное поле
второго ранга над V. В противоположность этому, градиент перемеще-
ний не имеет аналога в случае гладких многообразий, поскольку на по-
следних не определены трансляции. Указанные обстоятельства важны с
идейной точки зрения и по этой причине поясним их более детально.

Градиент деформации vs. градиент перемещений. Важно отме-
тить, что фундаментальное различие между градиентом деформации и
градиентом перемещений проявляет себя уже в евклидовом пространстве
при использовании криволинейных координат. Действительно, предпо-
ложим общую ситуацию, когда отсчетная форма B представлена в кри-
волинейных координатах (Qi)3i=1, а актуальная форма S представлена
в некоторых других криволинейных координатах (qi)3i=1. Для простоты
будем полагать, что каждая из форм покрывается лишь одной картой,
т.е, что имеются карты (B, σ) и (S, ψ), где σ : B → R3 и ψ : S → R3 —
координатные отображения. Такое предположение не умаляет общности
дальнейших рассуждений, но, вместе с тем, позволяет избежать лишних
технических усложнений.

При пересчете декартовых компонент поля β, представленных част-
ными производными, к криволинейным координатам, получаем разло-
жение

β =

(
∂ui

∂Qk
+ ujΓi · ·

·jk

)
Ei ⊗Ek, (1.1.38)

в котором u = uiEi — поле перемещений, разложенное по локальным
базисам (Ek)

3
k=1. В равенстве (1.1.38) содержатся символы Кристоффеля

Γi · ·
·jk, определяемые как ∂Ei

∂qk
= Γl· ·

·ikEl. Формула (1.1.38) действительно
имеет место, поскольку β — градиент векторного поля, разложенного
по локальному базису, меняющемуся от точки к точке. Тогда, в ходе
дифференцирования этого разложения, необходимо привлекать правило
Лейбница.

Вместе с тем, представление градиента деформации в криволинейных
координатах типографически подобно его представлению в декартовых
координатах (см. формулы (1.1.32) и (1.1.34)). Инвариантность формы
F является не просто формальным результатом. Она наталкивает на
мысль, что F есть больше, чем градиент векторного поля. Действитель-
но, при его определении (в отличие от β) нет необходимости использо-
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вать элементы трансляционного пространства V, а достаточно работать
лишь с координатными представлениями. Рассмотрим более детально,
как исчезают символы Кристоффеля при переходе от перемещений к
координатам.

Начнем рассуждение с формулы (1.1.37), связывающей градиент
деформации с градиентом перемещений (1.1.38). Преобразуем равен-
ство (1.1.38) перейдя от перемещений к координатам. Мы покажем, что
в ходе этого преобразования символы Кристоффеля уйдут и в действи-
тельности F полностью определяется частными производными коорди-
нат.

Во-первых, для компонент ui = u·Ei поля перемещений u справед-
ливы соотношения

ui = usd is ·Ei = usd
∂Qi

∂Xs
.

Здесь usd = xs(q1, q2, q3) − Xs(Q1, Q2, Q3) — компоненты поля переме-
щений в ортонормированном базисе (ik)

3
k=1, представленные разностями

актуальных и отсчетных прямоугольных координат. Следует иметь в ви-
ду, что величины qi являются, в свою очередь, функциями (Q1, Q2, Q3).
Применяя правило Лейбница к производной ∂ui

∂Qk , получаем

∂ui

∂Qk
=
∂Qi

∂Xs

∂usd
∂Qk

+ usd
∂

∂Qk

(
∂Qi

∂Xs

)
.

Выполняя дифференцирование и принимая во внимание равенства

∂Qi

∂Xs

∂Xs

∂Qk
= δik,

∂

∂Qk

(
∂Qi

∂Xs

)
=

∂2Qi

∂Xr∂Xs

∂Xr

∂Qk
,

приходим к соотношению

∂ui

∂Qk
=
∂Qi

∂Xs

∂xs

∂Qk
− δik + usd

∂2Qi

∂Xr∂Xs

∂Xr

∂Qk
.

Таким образом, компонента градиента перемещений β, соответствующая
диаде Ei ⊗Ek, имеет вид:

βi
k =

∂Qi

∂Xs

∂xs

∂Qk
− δik + usd

(
∂2Qi

∂Xr∂Xs

∂Xr

∂Qk
+
∂Qj

∂Xs
Γi · ·
·jk

)
.

Во-вторых, покажем, что выражение в скобках тождественно равно
нулю. Для этой цели обозначим его через Ai · ·

·sk. Используя соотношение
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Ek =
∂X l

∂Qk il совместно с определением символов Кристоффеля, получаем
следующее явное представление для последних:

Γi · ·
·jk =

∂Qi

∂Xn

∂2Xn

∂Qj∂Qk
.

По этой причине,

Ai · ·
·sk =

∂2Qi

∂Xn∂Xs

∂Xn

∂Qk
+
∂Qj

∂Xs

∂Qi

∂Xn

∂2Xn

∂Qj∂Qk
.

Поскольку
∂Qj

∂Xs

∂2Xn

∂Qj∂Qk
=

∂

∂Xs

(
∂Xn

∂Qk

)
,

то, используя правило Лейбница, получаем желаемый результат:

Ai · ·
·sk =

∂Xn

∂Qk

∂

∂Xs

(
∂Qi

∂Xn

)
+
∂Qi

∂Xn

∂

∂Xs

(
∂Xn

∂Qk

)
=

∂

∂Xs

(
∂Qi

∂Xn

∂Xn

∂Qk

)
=

∂

∂Xs
δik = 0.

Следовательно, после замены компонент вектора перемещений коор-
динатами векторов мест, формула (1.1.38) переходит в

β =
∂Qi

∂Xs

∂xs

∂Qk
Ei ⊗Ek − I,

и для F получается следующее соотношение:

F =
∂Qi

∂Xs

∂xs

∂Qk
Ei ⊗Ek.

На финальном шаге преобразуем полученное диадное представление к
разложению относительно диад вида em ⊗Ek. Поскольку

Ei =
∂Xr

∂Qi
ir =

∂Xr

∂Qi

∂qm

∂xr
em,
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то, в силу цепного правила дифференцирования,

F =
∂Qi

∂Xs

∂xs

∂Qk

∂Xr

∂Qi

∂qm

∂xr
em ⊗Ek

= δrs
∂xs

∂Qk

∂qm

∂xr
em ⊗Ek

=
∂xs

∂Qk

∂qm

∂xs
em ⊗Ek

=
∂qm

∂Qk
em ⊗Ek,

что приводит к выражению (1.1.34), как и требовалось.
Как уже отмечалось, представление градиента деформации F по-

средством перемещений содержит символы Кристоффеля. Вместе с тем,
такое представление является слишком узким: оно справедливо только
для евклидова пространства, поскольку лишь последнее допускает суще-
ствование векторного поля перемещений. В противоположность этому,
формула (1.1.34) по-прежнему справедлива для многообразий, посколь-
ку последние допускают координатное описание.

Градиент деформации как тройка ковекторных полей. На гра-
диент деформации можно эквивалентно смотреть как на тройку ковек-
торных полей, что может быть полезно при переносе положений меха-
ники континуума на гладкие многообразия [6, 7]. Действительно, напом-
ним, что каждое из множеств B и S является открытым подмногообра-
зиемE. Отождествим касательные пространства TXB и TxS с касатель-
ными пространствами TXE и TxE соответственно для всех точек X ∈ B,
и x ∈ S. В таком случае градиент деформации F можно отождествить
с касательным отображением Tγ : TB → TS. Следовательно,

F = F i
j

∂

∂xi
⊗ dXj,

и мы приходим к соотношению

F =
∂

∂xi
⊗ F i, где F i = F i

jdX
j, i = 1, 2, 3. (1.1.39)

При фиксированных координатах на актуальной форме тройка ковек-
торных полей F i : B → V∗, i = 1, 2, 3, полностью определяет градиент
деформации F .
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1.3.2. Меры деформации
Тензоры Коши– Грина. Поскольку векторное пространство V ев-
клидово, то можно вывести выражение для длины деформированного
волокна. Действительно, пусть X ∈ B — точка отсчетной формы. Тогда
для точки Y ∈ B, лежащей рядом с X, имеем представление

−−−−−−−→
γ(X)γ(Y) = FX[

−−→
XY] + o(∥

−−→
XY∥).

Здесь
−−−−−−−→
γ(X)γ(Y) — деформированное волокно. Умножая это равенство

скалярно на себя, приходим к соотношению

∥
−−−−−−−→
γ(X)γ(Y)∥2 = FX[

−−→
XY]·FX[

−−→
XY] + o(∥

−−→
XY∥2) при Y → X.

Используя определение транспонированного линейного отображения, ко-
торое в случае FX принимает вид

∀u, v ∈ V : v ·FX[u] = u·F T
X[v], (1.1.310)

где F T
X ∈ End(V), приходим к формуле

∥
−−−−−−−→
γ(X)γ(Y)∥2 =

−−→
XY ·F T

XFX[
−−→
XY] + o(∥

−−→
XY∥2) при Y → X.

Симметричное отображение CX = F T
XFX ∈ Sym(V) называется пра-

вым тензором Коши –Грина. Таким образом, предыдущее равенство
можно записать в виде

∥
−−−−−−−→
γ(X)γ(Y)∥2 =

−−→
XY ·CX[

−−→
XY] + o(∥

−−→
XY∥2) при Y → X. (1.1.311)

С точностью до малых порядка o(∥
−−→
XY∥2), квадрат деформированного

материального волокна равен
−−→
XY ·CX[

−−→
XY].

Тензоры CX, X ∈ B, в совокупности определяют гладкое тензорное
поле

C : B → Sym(V), X 7→ CX,

называемое полем правых тензоров Коши –Грина.
Теперь рассмотрим обратную деформацию, γ−1. Пусть x = γ(X).

Тогда −−−−−−−−−→
γ−1(x)γ−1(y) = F−1

X [−→xy] + o(∥−→xy∥) при y → x.

Домножая последнее равенство скалярно на себя и полагая BX =
FXF

T
X, получаем

∥
−−−−−−−−−→
γ−1(x)γ−1(y)∥2 = −→xy·B−1

X [−→xy] + o(∥−→xy∥2) при y → x. (1.1.312)
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С точностью до малых порядка o(∥−→xy∥2) квадрат длины недеформи-
рованного материального волокна равен −→xy ·B−1

X [−→xy]. Тензор BX ∈
Sym(V) называется левым тензором Коши –Грина. Приходим, та-
ким образом, к полю

B : B → Sym(V), X 7→ BX,

называемому полем левых тензоров Коши –Грина.

Замечание 1.4. Меры Коши–Грина порождают новые меры: C−1 (ме-
ра Фингера) и B−1 (мера Альманси).

Замечание 1.5. Построение мер Коши–Грина посредством сравнения
длин деформированных и недеформированных материальных волокон (и
аналогичного рассмотрения углов между материальными волокнами)
является в известной мере искусственным, хотя и непосредственно
иллюстрирует их геометрический смысл. В действительности, целе-
сообразность перехода к правой мере Коши –Грина диктуется прин-
ципом материальной индифферентности, который в случае простого
материала требует исключить из рассмотрения повороты отсчет-
ных волокон. Переход к левой мере Коши –Грина определяется нали-
чием изотропии материала, т.е., образно говоря, инвариантности его
отклика при вращениях деформированных волокон.

Выражение через перемещения. Правый и левый тензоры Коши –
Грина CX = F T

XFX и BX = FXF
T
X, X ∈ B, могут быть представле-

ны через перемещения. Действительно, используя соотношение (1.1.37),
приходим к равенствам

CX = I + βX + βT
X + βT

XβX,

BX = I + βX + βT
X + βXβ

T
X.

(1.1.313)

Меры деформации в криволинейных координатах. Определим
представление мер Коши –Грина в криволинейных координатах. Для
этого, в силу их определения, необходимо вначале найти компоненты
транспонированного отображения F T в локальном базисе. Если F =
F i
jei⊗Ej — представление исходного градиента деформации в криволи-

нейных координатах, то представление транспонированного отображе-
ния имеет вид F T = (F T)klEk ⊗ el. Полагая u = Ej, v = el в (1.1.310),
получаем

gilF
i
j = (F T)klGjk.



1.3 Градиент деформации и меры деформации 23/53

Домножая обе части последнего равенства на Gjs и суммируя по j, окон-
чательно приходим к формуле

(F T)sl = gilG
jsF i

j . (1.1.314)

Получим теперь соответствующее представление для правого тензора
Коши –Грина. Поскольку C = F TF , получаем C = (F T)kiF

i
jEk ⊗ Ej.

Это соотношение и (1.1.314) влекут

CX = gsi|γ(X)G
kl|X

∂qs

∂Ql

∣∣∣∣
σ̃α(X)

∂qi

∂Qj

∣∣∣∣
σ̃α(X)

Ek|X ⊗ Ej|X.

Аналогично можно прийти к соотношению для левого тензора
Коши –Грина. Действительно, поскольку B = FF T, получаем
B = (F T)kl F

i
kei ⊗ el. Из последнего выражения и той же форму-

лы (1.1.314) вытекает, что

BX = gsl|γ(X)G
jk|X

∂qs

∂Qj

∣∣∣∣
σ̃α(X)

∂qi

∂Qk

∣∣∣∣
σ̃α(X)

ei|γ(X) ⊗ el|γ(X).

Связь с метриками. Меры Коши– Грина связаны с метрическими
тензорами посредством следующих геометрических соотношений. При-
меняя музыкальный изоморфизм (·)♭b, ассоциированный с метрическим
тензором G, к полю C, приходим к полю билинейных функционалов
C♭b : X 7→ C♭b

X,

C♭b
X = gsi|γ(X)

∂qs

∂Qm

∣∣∣∣
σ̃α(X)

∂qi

∂Qj

∣∣∣∣
σ̃α(X)

Em|X ⊗ Ej|X.

Последнее равенство влечет, что

C♭b = γ∗g.

Пусть теперь (·)♯p обозначает музыкальный изоморфизм, порожден-
ный тензором g. Тогда для поля B имеем поле билинейных функциона-
лов B♯p : X 7→ B

♯p
X,

B
♯p
X = Gjk|X

∂qm

∂Qj

∣∣∣∣
σ̃α(X)

∂qi

∂Qk

∣∣∣∣
σ̃α(X)

ei|γ(X) ⊗ em|γ(X).

Следовательно,
B♯p = γ∗(

∗
G).
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1.4. Условия совместности
Вопрос: Дано гладкое тензорное поле F : B → End(V). При каких

условиях оно является совместным, т.е., порождается некоторой дефор-
мацией?

1.4.1. Обзор когомологий де Рама
Точные и замкнутые формы. Соотношения (1.1.39) показывают,
что градиент деформации F может быть рассмотрен как тройка диф-
ференциальных 1-форм на B. Это наблюдение позволяет использовать
такие понятия, как точная форма, замкнутая форма, и т.д., для изуче-
ния вопроса об условии совместности.

Пусть M — гладкое n-мерное многообразие. Определена последова-
тельность {Ωk (M)} модулей дифференциальных форм и операций внеш-
него дифференцирования {dk : Ωk (M) → Ωk+1 (M)}:

0 Ω0 (M) Ω1 (M) Ω2 (M) Ω3 (M) . . .
d0 d1 d2

(1.1.41)
В соответствии с свойством d ◦ d = 0 внешнего дифференциала, выпол-
няются равенства

dk+1 ◦ dk = 0. (1.1.42)

Определение 1.4. Последовательность (1.1.41) называется ком-
плексом де Рама.

Дифференциальная k-форма ω ∈ Ωk (M) называется замкнутой,
если dkω = 0, и точной при ω = dk−1η для некоторой дифференциальной
(k−1)-формы η ∈ Ωk−1 (M). Согласно равенству (1.1.42), каждая точная
форма замкнута. Вместе с тем, обратное утверждение в общем случае не
верно. Его истинность зависит от топологии полдежащего многообразия
и изучается в рамках теории когомологий де Рама.

Пусть 1 ⩽ k ⩽ n. Введем обозначения:

Zk(M) = Ker (dk : Ωk (M) → Ωk+1 (M)),

Bk(M) = Im (dk−1 : Ωk−1 (M) → Ωk (M)).

Векторное пространство Zk(M) является пространством всех замкнутых
k-форм, а векторное пространствоBk(M) является векторным простран-
ством всех точных k-форм. Поскольку Bk(M) ⊂ Zk(M), можно ввести
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следующее отношение эквивалентности:

∀ω, η ∈ Ωk (M)) : (ω ∼ η) ⇔ (∃τ ∈ Ωk−1 (M)) : ω − η = dk−1τ).

Определение 1.5. Факторпространство

Hk
dR(M) := Zk(M)

/
Bk(M)

называется k-мерной группой когомологий де Рама.

Нулевые когомологии. По построению, утверждение «каждая за-
мкнутая k-форма на M точна» эквивалентна равенству Hk

dR(M) = 0.
В частности (см., например, [8]):

• Если многообразие M стягиваемо в точку, т.е., тождественное отоб-
ражение IdM гладко гомотопно3 постоянному отображению, то
Hk

dR(M) = 0.

• Если M — гладкое многообразие, то каждая точка M имеет окрест-
ность, на которой каждая замкнутая форма точна.

1.4.2. Необходимые и достаточные условия совмест-
ности

Совместность и точность. Пусть γ : B → S — некоторая деформа-
ция. Поскольку каждое координатное отображение γi, i = 1, 2, 3, есть
гладкая скалярная функция, то к нему применим внешний дифферен-
циал, что дает

dγi = F i ∈ Ω1 (B) , i = 1, 2, 3.

Полученные поля F i являются точными формами на B. Обратно, если
F i ∈ Ω1 (B), i = 1, 2, 3, — некоторые точные 1-формы, то можно найти
три гладкие функции γi : B → R, i = 1, 2, 3, такие, что F i = dγi. Эти
функции могут быть рассмотрены как компоненты некоторого гладкого
отображения γ. Для последнего, Tγ = ∂xi ⊗ F i.

Пусть F i ∈ Ω1 (B), i = 1, 2, 3, — произвольные 1-формы. Если су-
ществует гладкое отображение γ : B → E, для которого F i = dγi, i =
1, 2, 3, то эти формы называются совместными. Приходим, таким об-
разом, к необходимому и достаточному условию: 1-формы F i ∈ Ω1 (B),
i = 1, 2, 3, совместны тогда и только тогда, когда они все точны.

3Два гладких отображения f0 и f1 гладких многообразий M и N называются
гладко гомотопными, если существует гладкое отображение F : M × [0, 1] → N,
такое, что F (·, i) = fi, i = 0, 1.
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Совместность и односвязность. Вопрос о совместности деформа-
ций, таким образом, тесно связан с внутренними свойствами топологи-
ческого пространства B. В частности, пусть пространство B односвяз-
но, т.е., любая замкнутая кривая в нем может быть непрерывно стянута
в точку, оставаясь всегда внутри B. Тогда H1

dR(B) = 0 и требование
точности может быть заменено более слабым требованием замкнутости:
1-формы F i, i = 1, 2, 3, совместны если и только если они все замкнуты.
Аналитически это условие означает, что dF i = 0, i = 1, 2, 3. В тер-
минах классической механики это условие записывается в виде одного
равенства:

curlF = 0.

Совместность в общем случае. Условия dF i = 0, i = 1, 2, 3, стано-
вятся лишь необходимыми и теряют достаточность в том случае, когда
форма B имеет дыры или иные патологии, нарушающие односвязность.
Следующая теорема дает необходимые и достаточные условия совмест-
ности в этом случае:

Теорема 1.1. Необходимыми и достаточными условиями совместно-
сти полей F i являются следующие соотношения:

(i) dF i = 0, i = 1, 2, 3;

(ii)
∫
ck

F i = 0, i = 1, 2, 3, k = 1, . . . , β1(B). Здесь β1(B) — число

Бетти, соответствующее B, а ck — генераторы4 H1(B; R).

Доказательство этого утверждения содержится в [10].

Замечание 1.6. Число Бетти βk(B) является топологическим инва-
риантом, характеризующим число k-мерных дыр [9, 11].

Локальные условия совместности. Физическое пространство, вме-
щающее формы тел, евклидово. Это означает, в частности, что его тензор
кривизны равен нулю: R(g) = 0, где g — пифагорова метрика. Поэтому
отсчетная форма также является евклидовым многообразием:

γ∗R(g) = 0.

4Здесь H1(B; R) — первая группа гомологий с вещественными коэффициента-
ми [9].
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С другой стороны,

γ∗R(g) = R(γ∗g) = R(C♭),

где C♭ — поле билинейных функционалов, полученное опусканием ин-
декса у правого тензора Коши– Грина C. Таким образом, необходимым
условием совместности тензора C является равенство

R(C♭) = 0.

Наряду с этим, как показано в [7], это условие также достаточно, но
лишь локально.

Замечание 1.7. Применяя музыкальный изоморфизм (·)♭ к первой «ла-
пе» базисной диады, приходим к следующему представлению:

C♭
X = Cmn|Xim ⊗ in, где Cmn|X =

3∑
k=1

∂xk

∂Xm

∣∣∣∣
X

∂xk

∂Xn

∣∣∣∣
X

.

В компонентах равенство R(C♭) = 0 может быть записано как

R(C♭) =
1

2
(∂k∂jCim + ∂i∂mCjk − ∂m∂jCik − ∂i∂kCjm)+

+ (C−1)rs(AjkrAims − AjmrAiks) = 0, (1.1.43)

где
Aijk = Ajik =

1

2
(∂jCik + ∂iCjk − ∂kCij).

Приближение малых деформаций. При аппроксимации конечных
деформаций инфинитезимальными, квадратичными членами в (1.1.43)
можно пренебречь. В этом случае последнее условие можно записать в
более простой форме Сен-Венана:

∂k∂jεim + ∂i∂mεjk − ∂m∂jεik − ∂i∂kεjm = 0.

Аналог этого соотношения в криволинейных координатах можно найти
в [12]. Используя оператор Гамильтона ∇ можно записать

Ink(ε) = 0, Ink(ε) = curl curlT ε = ∇× (∇× ε)T.

Здесь ε — тензор малых деформаций, ε := [∇u]sym, а u — векторное
поле перемещений.
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В классических работах по теории упругости условия интегрируемо-
сти формулируются в терминах полей малых деформаций ε = [∇u]sym

и вихрей ω = [∇u]asym следующим образом:

∇× ε− (∇−→ω )T = 0,

где −→ω — векторное поле, ассоциированное с ω. Повышая порядок диф-
ференцирования в левой части этого равенства, получаем независимые
соотношения для ε и ω. Ими являются: уравнение Сен-Венана.

∇× (∇× ε)T = 0,

и равенство
∇ · −→ω = 0.

Вместе с тем, эти условия необходимы, но недостаточны; при их выполне-
нии поле перемещений, соответствующее заданным ε и ω, определяется
с точностью до жесткого движения и градиента некоторой скалярной
функции [13]. Если этот произвол нивелируется дополнительными усло-
виями (например, граничными условиями), то перемещения однозначно
определяются по формулам Чезаро.

С использованием тензора изгиба-кручения5

κ = ∇−→ω

можно сформулировать более общие условия совместности [13]:

∇× κ = 0, κ = −(∇× ε)T. (1.1.44)

Эти условия являются необходимыми и достаточными. Последнее усло-
вие явно показывает связь между малыми деформациями и вихрями.

Замечание 1.8. Условия совместности можно вывести без исполь-
зования рассуждений, апеллирующих к неевклидовой геометрии. Дей-
ствительно, в случае малых деформаций совместность деформаций
является тривиальным следствием симметрии частных производных
относительно порядка дифференцирования (теорема Шварца). Этот
вывод воспроизводится во всех руководствах по линейной теории упру-
гости. В случае конечных деформаций условие совместности можно
получить прямым дифференцированием мер деформации, см., напри-
мер [15].

5В работе [14] тензор κ называется диадой кривизны-поворота.
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Определение перемещений по известной мере деформаций.
Для заданных 1-форм F i можно определить позиции материальных то-
чек в актуальной форме:

x(p) =

p∫
p0

∂i ⊗ F i ⌞ χ̇,

где χ — кривая в отсчетной форме, которая начинается в p0 и заканчи-
вается в переменной точке p.

Если поля κ и ε известны и удовлетворяют условию (1.1.44), то ис-
комые вихри и перемещения определяются формулами типа Чезаро [13]:

−→ω (r) = −→ω (r0) +

r∫
r0

dr′ · κ(r′),

u(r) = u(r0) +
−→ω (r0)× (r − r0) +

r∫
r0

dr′ · {ε(r′) + κ(r′)× (r − r′)},

в которых r0 есть радиус-вектор фиксированной точки. Эти соотноше-
ния определяют однозначные векторные поля, которые не зависят от
пути интегрирования (что следует из теоремы Стокса и условий сов-
местности (1.1.44)).

1.5. Движение
Движение — это однопараметрическое семейство деформаций: M =

{γt}t∈T, где T ⊂ R — хронометрический интервал вещественной оси, а
γt : B → St — деформация. Выбирая точку X ∈ B, определим кривую

χM ;X : T →E, χM ;X(t) := γt(X),

представляющую пространственную траекторию частицы с меткой X.
Часто удобно рассматривать движение M как отображение

γ : B× T →E, γ(X, t) := γt(X),

от двух переменных. Предположим, что для всех X ∈ B и t ∈ T частные
отображения

γ(·, t) : B →E, γ(X, ·) : T →E,
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являются гладкими. В таком случае движение M называется гладким
движением.

Для гладкого движения определяется градиент деформации

F : B× T → End(V), F (X, t) :=
∂γ(X, t)

∂X
,

а также поля скорости и ускорения:

V : B× T → V, V (X, t) := lim
Tt∋s→0

γ(X, t+ s)− γ(X, t)

s
,

A : B× T → V, A(X, t) := lim
Tt∋s→0

V (X, t+ s)− V (X, t)

s
,

где Tt = {s ∈ R | (s ̸= 0) ∧ (t+ s ∈ T)}.

1.6. Напряжения
Идеи, приводящие к математической формализации напряжений в

деформируемом твердом теле6, содержатся в работах Якоба Бернулли,
Иоганна Бернулли и Леонарда Эйлера [18, 19]. Понятие напряжений как
тензорного поля второго ранга, обобщающее понятие гидростатического
давления в идеальной жидкости, было сформулировано в работах Ко-
ши [20, 21] и развито в исследованиях Пуассона и Навье [22]. Отметим,
что координатное представление таких полей предполагало определен-
ную аналитическую свободу, поскольку использовались различные си-
стемы координат, связанные с отсчетной и актуальной формами. В этом
случае возникает необходимость в координатных преобразованиях, об-
щий вид которых был дан Пиола [23].

Классическая теория Коши основана на принципах разрезания и за-
мораживания7. В соответствии с первым из них, при вырезании части
U — открытого подмножества с произвольной кусочно-гладкой границей
FrU, — из актуальной формы S действие оставшейся части формы на
U может быть заменено плотностью контактных сил tn, распределенной

6Подробное изложение исторических аспектов теории напряжений приведено в
работах [16, 17].

7По-видимому, принцип разрезания восходит к работам Галилея, а принцип за-
мораживания был сформулирован Симоном Стевином [24] в 1586 году (Stevin S. De
beghinselen des waterwichts, 1586). Копия соответствующей страницы может быть
найдена в работе [17, стр. 198]. Заметим, что Стевин рассматривал равновесие жид-
кости, мысленно перенося законы статики абсолютно твердого тела на произвольную
ее часть. Это и отражено в названии «замораживание».
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по границе FrU [25, 26]. Здесь n — векторное поле внешних единичных
нормалей к FrU. Принимается, что результирующая сила FU, действу-
ющая на часть U, является суммой контактных и объемных сил:

FU =

∫
FrU

tn dS +

∫
U

b dV,

где b — плотность контактных сил. Для формализации контактных сил
Коши принял постулат о зависимости их плотности tn лишь от нормали
n к поверхности разреза, т.е.,

tn(x) := t(x, n).

Это позволило ему (в соответствии с определенными соглашениями о
гладкости и благодаря знаменитому доказательству, использующему тет-
раэдр) доказать «равенство действия и противодействия»:

−tn = t−n,

а затем — доказать существование тензорного поля напряжений T : S →
V⊗V∗, т.е., поля линейных преобразований внешней единичной норма-
ли n к плотности контактных сил: tn:

tn = Tn.

Замечание 1.9. В середине XX века в работах Нолла была перефор-
мулирована теорема Коши о существовании тензора напряжений и
построено более общее доказательство, в котором использовались не
три линейно независимых вектора, а всего два. Доказательство было
разделено на доказательство однородности и аддитивности соотноше-
ний, определяющих связь между единичной нормалью и плотностью
контактных сил [27].

Заметим, что в классических рассуждениях часть формы рассматри-
валась как «хорошее» подмножество евклидова пространства. Позднее,
в рамках теории потенциала (О. Келлог [1]), понятие «хорошего» под-
множества было уточнено: это открытое множество, которое ограниче-
но конечным числом гладких регулярных элементарных поверхностей.
Каждая из последних, в свою очередь, представляется в виде графика
некоторой гладкой функции (см. раздел 1.1). Такое требование позволяет
использовать теорему Стокса в ее евклидовой формулировке. Наконец,
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применяя принцип замораживания и используя законы динамики Эйле-
ра, можно записать:∫

FrU

tn dS +

∫
U

b dV =
d

dt

∫
U

ρu̇ dV,

∫
FrU

p× tn dS +

∫
U

p× b dV =
d

dt

∫
U

ρp× u̇ dV.

Здесь u — векторное поле перемещений, p — поле векторов места, ρ
— плотность массы. Поскольку часть U произвольна, из теоремы Рей-
нольдса о переносе получаем дифференциальные уравнения движения:

divT − ρü+ b = 0, T T = T .

Предположим теперь, что имеются отсчетная и актуальная формы B

и S соответственно, которые связаны деформацией γ : B → S. Пусть
U0 — часть B, сама являющаяся формой, а U = γ(U0). Пусть, далее, N
и n — поля внешних единичных нормалей к границам FrU0 и FrU.

Плотность контактных сил tn и тензор напряжений Коши T : S →
V ⊗V∗ относятся к эйлеровому описанию, т.е., они позволяют опреде-
лить контактную силу, действующую на FrU в актуальных координатах.
Преобразуя поверхностный интеграл по FrU в интеграл по FrU0, при-
ходим к равенству [2]

C =

∫
FrU

Tn dS =

∫
FrU0

PN dS0,

где dS0 — отсчетный элемент поверхности, а dS — актуальный элемент,
связанные формулой Нансона [6]

n dS = JF−TNdS0,

а P : B → V ⊗ V∗ — первый тензор напряжений Пиолы– Кирхгофа,
связанный с тензором Коши T преобразованием Пиолы [4]

JT = PF T,

в котором J — определитель F (1.1.35). Вводя плотность контактных
сил в отсчетной форме, tR;N , приходим к равенству

tR;N = PN .
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Замечание 1.10. В рамках этой книги мы используем тензоры на-
пряжений Коши и Пиолы –Кирхгофа первого рода, хотя существуют
и другие меры напряжений. Примерами могут служить второй тен-
зор напряжений Пиолы –Кирхгофа S и тензор напряжений Кирхгофа
τ . Они связаны с тензорами напряжений Коши и Пиолы –Кирхгофа
первого рода следующим образом: [28]:

S = F−1P , τ = JT .

1.7. Нелинейная упругость как теория поля

1.7.1. Действие и лагранжиан

Рассмотрим элементы теории поля, позволяющие вывести уравнения
движения и законы сохранения для деформируемого твердого тела в
отсчетном и пространственном описаниях. Для этой цели используется
наиболее «экономичный» способ рассуждений (по Э. Маху), основанный
на вариационном исчислении. Пусть B — произвольная форма, выбран-
ная в качестве отсчетной, и пусть M ⊂ EB×T — множество всех дви-
жений. Основной объект настоящих рассуждений — действие, которое
является отображением

A : M → R.

Предполагается справедливым принцип аддитивности действия: су-
ществует гладкое отображение

L : B× T×E ×V × End(V)× · · · × Linr(V, . . . , V; V) → R,

L : (X, t, x, u, f 1, . . . , f r) 7→ L(X, t; x, u, f 1, . . . , f r),

называемое плотностью лагранжиана, такое, что

A(γ) =

t2∫
t1

∫
R

L(X, t, γ(X, t), V (X, t), F (X, t), . . . , F (r)(X, t)) dV dt,

(1.1.71)
для любых движений γ ∈ M, моментов времени t1, t2 ∈ T, и части
R ⊂ B отсчетной формы. Значение r в (1.1.71) определяет порядок
теории (в рассматриваемом случае мы имеем упругое тело в теории r-
того градиента).
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Замечание 1.11. Список переменных, представленных в плотности
лагранжиана, зависит от рассматриваемой теории. Например, в тер-
моупругости к этому списку следует добавить скалярное поле темпе-
ратуры. В более общем случае плотность лагранжиана может содер-
жать также смешанные производные по пространству и времени и
высокие производные по времени.

Далее рассматривается случай r = 1. Таким образом, форму-
ла (1.1.71) сводится к

A(γ) =

t2∫
t1

∫
R

L(X, t, γ(X, t), V (X, t), F (X, t)) dV dt. (1.1.72)

Будем говорить, что рассматривается теория первого градиента или про-
стого материала.

Помимо этого, ограничим себя следующей формой плотности лагран-
жиана8:

L(X, t, γ(X), V (X), F (X)) =
1

2
ρR(X)V (X)2−W (X, F (X))−Φ(γ(X), t),

(1.1.73)
где ρR — объемная плотность тела в отсчетном состоянии, W — упругий
потенциал, а Φ — потенциал физических полей.

Замечание 1.12. Эквивалентно, действие (1.1.72) может быть за-
писано в виде

A(γ) =

t2∫
t1

(K−W+P) dt,

где K = 1
2

∫
R

ρRV
2 dV — кинетическая энергия, W =

∫
R

W dV — запасен-

ная упругая энергия, а P = −
∫
R

Φ dV — работа, совершаемая внешними
силами.

1.7.2. Частные и полные вариации
Вариации. Определим однопараметрическое семейство {g(ε)}ε∈R пре-
образований координат и полей. Предполагается, что элементы этого се-
мейства образуют группу Ли G с групповыми свойствами

g(0) = Id, g(ε) ◦ g(µ) = g(ε+ µ).

8Здесь символ X обозначает пару (X, t).
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Действие (X, t, γ(X, t)) 7→ g(ε) ◦ (X, t, γ(X, t)) группы G на тройку
(X, t, γ(X, t)) порождает следующие отображения:

X̃ : (X, t, ε) 7→ X̃(X, t, ε), t̃ : (X, t, ε) 7→ t̃(X, t, ε),

γ̃ : (X, t, ε) 7→ γ̃(X̃(X, t, ε), t̃(X, t, ε); ε).

Здесь X̃(X, t, 0) = X, t̃(X, t, 0) = t, и γ̃(X̃(X, t, 0), t̃(X, t, 0); 0) = γ(X, t).
Под действием группы G интеграл (1.1.72) преобразуется в

Ã(ε) =

t̃2(ε)∫
t̃1(ε)

∫
R̃(ε)

L(X̃(X, t, ε), t̃(X, t, ε), . . .) dṼ (ε) dt̃(ε). (1.1.74)

Вариации пространственных и временных переменных имеют вид9:

−→
δX =

dX̃

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

δε, δt =
dt̃

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

δε.

По определению, полная вариация деформации может быть варажена
как

δγ =
dγ̃

dε

∣∣∣∣
ε=0

δε =

(
∂γ̃

∂X̃

dX̃

dε
+
∂γ̃

∂t̃

dt̃

dε
+
∂γ̃

∂ε

)∣∣∣∣∣
ε=0

δε,

и, соответственно,
δγ = δγ + F [

−→
δX] + V δt, (1.1.75)

где δγ обозначает частную вариацию

δγ =
∂γ̃

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

δε.

Определим следующие отображения:

f : B× T → B× T×E ×V × End(V),

такое, что f(X, t) := (X, t, γ(X, t), V (X, t), F (X, t)), и

f̃ : B× T× R → B× T×E ×V × End(V),

такое, что f(X, t, ε) := L(X̃(X, t, ε), t̃(X, t, ε), . . .). Их композиции с
плотностью лагранжиана

L : (X, t, x, u, f) 7→ L(X, t, x, u, f)

9Заметим, что
−→
δX — векторное поле, а δt — скалярное поле.
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приводят к следующим выражениям:

L̂ = L ◦ f : (X, t) 7→ L(X, t, γ(X, t), V (X, t), F (X, t)),

L̃ = L ◦ f̃ : (X, t, ε) 7→ L(X̃(X, t, ε), t̃(X, t, ε), . . .).

В настоящем разделе используется следующее обозначение. Если h :
B×T×E×V×End(V) → P — отображение со значениями в некотором
множестве P , то h|f обозначает h◦f. Это отображение, заданное на B×T
и со значениями в P . Используется аналогичное обозначение для f̃.

Первая форма δA. Рассмотрим теперь вариацию действия (1.1.74).
Принимая во внимание, что область интегрирования зависит от ε, при-
ходим к равенству

δA =
dÃ

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

δε =

=

 t̃2(ε)∫
t̃1(ε)

∫
R̃(ε)

(
dL̃

dε
+ L̃ div

(
dX̃

dε

)
+ L̃

d

dt

dt̃

dε

)
dṼ dt̃


∣∣∣∣∣∣∣
ε=0

δε,

или, эквивалентно,

δA =

t2∫
t1

∫
R

(
δL̂+ L̂ divR

−→
δX + L̂

d

dt
δt

)
dV dt. (1.1.76)

Здесь δL̂ =
dL̃

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

δε есть вариация плотности лагранжиана, которая

может быть вычислена с использованием цепного правила дифференци-
рования:

δL̂ =

(
∂L

∂X

∣∣∣∣̃
f

[
dX̃

dε

]
+
∂L

∂t

∣∣∣∣̃
f

[
dt̃

dε

]
+
∂L

∂x

∣∣∣∣̃
f

[
dγ̃

dε

]
+

+
∂L

∂u

∣∣∣∣̃
f

[
d ˙̃γ

dε

]
+
∂L

∂f

∣∣∣∣̃
f

[
d

dε

∂γ̃

∂X̃

])∣∣∣∣∣
ε=0

δε.

Принимая во внимание равенства

∂L̂

∂X
=

∂L

∂X

∣∣∣∣
f

+
∂L

∂x

∣∣∣∣
f

∂γ

∂X
+
∂L

∂u

∣∣∣∣
f

∂γ̇

∂X
+
∂L

∂f

∣∣∣∣
f

∂F

∂X
, (1.1.77)
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∂L̂

∂t
=
∂L

∂t

∣∣∣∣
f

+
∂L

∂x

∣∣∣∣
f

∂γ

∂t
+
∂L

∂u

∣∣∣∣
f

∂γ̇

∂t
+
∂L

∂f

∣∣∣∣
f

∂F

∂t
, (1.1.78)

совместно с (1.1.75), приходим к следующему результату10:

δL̂ =
∂L̂

∂X

[−→
δX
]
+
∂L̂

∂t
[δt] +

∂L

∂x

∣∣∣∣
f

[
δγ
]
+
∂L

∂u

∣∣∣∣
f

[
d

dt
δγ

]
+
∂L

∂f

∣∣∣∣
f

[
∂δγ

∂X

]
.

(1.1.79)

Значения x 7→ ∂L

∂f
(x) являются линейными отображениями из

End(V) в R. Поскольку пространство End(V) снабжено скалярным про-
изведением (:), существует единственное поле Lf : x 7→ Lf(x) ∈ End(V)
линейных отображений, такое, что для любого поля T : x 7→ T (x) ∈
End(V) справедливо следующее равенство:

∂L

∂f
[T ] = Lf :T .

Аналогичные представления справедливы для полей
∂L

∂x
и
∂L

∂u
линейных

функционалов. Существуют единственные векторные поля Lx : x 7→
Lx(x) ∈ V и Lu : x 7→ Lu(x) ∈ V, такие, что для любого векторного поля
v : x 7→ v(x) ∈ V выполнены следующие представления:

∂L

∂x
[v] = Lx · v, and

∂L

∂u
[v] = Lu · v.

Следовательно, выражение (1.1.79) для δL̂ принимает вид:

δL̂ =
∂L̂

∂X

[−→
δX
]
+
∂L̂

∂t
[δt] + Lx|f · δγ + Lu|f ·

d

dt
δγ + Lf |f :

∂δγ

∂X
. (1.1.710)

Подставляя (1.1.710) в (1.1.76) с учетом равенства

d

dt

(
Lu|f · δγ

)
=

d

dt
Lu|f · δγ + Lu|f ·

d

dt
δγ,

10Заметим, что частная вариация перестановочна с операторами дифференциро-

вания. То есть, δγ̇ = (d/dt)δγ, и δ
∂γ

∂X
=
∂δγ

∂X
.
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получаем

δA =

t2∫
t1

∫
R

{
divR

(
L̂
−→
δX + LT

f

∣∣
f

[
δγ
])

+
d

dt

(
L̂δt+ Lu|f · δγ

)
+

+

(
Lx|f − divR

(
Lf |f

)
− d

dt

(
Lu|f

))
· δγ
}
dV dt. (1.1.711)

Вводя следующие обозначения для компонент тока Нетер:

δJ1 = L|f
−→
δX + LT

f

∣∣
f

[
δγ
]
, (1.1.712)

δJ2 = L|f δt+ Lu|f · δγ, (1.1.713)

и оператора Эйлера –Лагранжа:

Eγ = Lx|f − divR

(
Lf |f

)
− d

dt

(
Lu|f

)
, (1.1.714)

можно переписать (1.1.711) в лаконичной форме:

δA =

t2∫
t1

∫
R

{
divR δJ1 +

d

dt
δJ2 + Eγ · δγ

}
dV dt. (1.1.715)

Вторая форма δA. Получим теперь вторую форму для вариации дей-
ствия δA. Имея в виду выражения (1.1.77), (1.1.78), и (1.1.710), наряду с
соотношением (1.1.75) между частными и полными вариациями, прихо-
дим к равенству

δL̂+ L̂ divR
−→
δX + L̂

d

dt
δt =

=
∂L

∂X

∣∣∣∣
f

[
−→
δX] +

∂L

∂t

∣∣∣∣
f

δt+ Lx|f · δγ + Lu|f · δγ̇+

+ Lf |f :δ
∂γ

∂X
+ L̂ divR

−→
δX + L̂

d

dt
δt.

Принимая во внимание коммутационные соотношения

δ
d

dt
γ =

d

dt
δγ − ∂γ

∂X

[
d

dt

−→
δX

]
− γ̇

d

dt
δt,
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δ
∂

∂X
γ =

∂

∂X
δγ − ∂γ

∂X

∂
−→
δX

∂X
− γ̇ ⊗ ∂

∂X
δt,

и тождества

divR
−→
δX = I :

∂
−→
δX

∂X
,

Lf |f :
∂γ

∂X

∂
−→
δX

∂X
=

(
∂γ

∂X

)T

Lf |f :
∂
−→
δX

∂X
,

Lf |f :
(
γ̇ ⊗ ∂

∂X
δt

)
= LT

f

∣∣
f
[γ̇] ⌟

∂

∂X
δt,

приходим к следующему выражению для δA:

δA =

t2∫
t1

∫
R

{
∂L

∂X

∣∣∣∣
f

[
−→
δX] +

∂L

∂t

∣∣∣∣
f

δt+

(
L|f I −

(
∂γ

∂X

)T

Lf |f

)
:
∂

∂X

−→
δX +

+
(
L|f − Lu|f · γ̇

) d

dt
δt+ Lx|f · δγ + Lu|f ·

d

dt
δγ −

−
(
∂γ

∂X

)T [
Lu|f

]
· d
dt

−→
δX + Lf |f :

∂

∂X
δγ − LT

f

∣∣
f
[γ̇] ⌟

∂

∂X
δt

}
dV dt.

(1.1.716)

Стандартные обозначения. Введем теперь следующие обозначения
для полей:

• тензор энергии-импульса Эшелби,

e = L|f I −
(
∂γ

∂X

)T

Lf |f ,

• плотность гамильтониана,

H = L|f − Lu|f · γ̇,

• плотность потока энергии (вектор Умова –Пойнтинга),

U = LT
f

∣∣
f
[γ̇],

• плотность канонического импульса,

K =

(
∂γ

∂X

)T [
Lu|f

]
,
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• плотность физического импульса,

p = Lu|f ,

• тензор напряжений Пиолы –Кирхгофа первого рода,

P = − Lf |f .

С такими обозначениями выражение (1.1.716) может быть записано в
виде:

δA =

t2∫
t1

∫
R

{
∂L

∂X

∣∣∣∣
f

[
−→
δX] +

∂L

∂t

∣∣∣∣
f

δt+ e :
∂

∂X

−→
δX + H

d

dt
δt+ Lx|f · δγ +

+ p · d
dt
δγ −K · d

dt

−→
δX − P :

∂

∂X
δγ −U ⌟

∂

∂X
δt

}
dV dt. (1.1.717)

Замечание 1.13. Обычно в теории поля используются следующие со-
глашения об обозначениях. Переменные плотности лагранжиана L обо-
значаются теми же символами, что и соответствующие поля. То
есть, пишут

L : (X, t, γ, V , F ) 7→ L(X, t, γ, V , F ),

и используют обозначения
∂L

∂γ
,
∂L

∂V
,
∂L

∂F
для

∂L

∂x
,
∂L

∂u
,
∂L

∂f
. Хотя эти

обозначения не совсем корректны, они удобны. Другое общепринятое
(но также, строго говоря, неверное) соглашение состоит в том, что

Lf обозначается как
∂L

∂F
. Таким образом, имеются одинаковые обозна-

чения для тензорного поля 3-го ранга и для соответствующего един-
ственного тензорного поля 2-го ранга, которое связано с первым по-
средством операции (:). Аналогичное замечание справедливо для Lx и
Lu. В силу таких соглашений (1.1.714) имеет следующее представле-
ние:

Eγ =
∂L

∂γ
− divR

∂L

∂F
− d

dt

∂L

∂V
.
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1.7.3. Уравнения поля

Рассмотрим частный случай, когда лишь физические поля (т.е., γ)
подвергаются вариациям; тогда формула (1.1.715) сводится к равенству

δA =

t2∫
t1

∫
R

Eγδγ dV dt.

Из последнего вытекает уравнение поля

Lx|f − divR

(
Lf |f

)
− d

dt

(
Lu|f

)
= 0,

или, в рамках обозначений, введенных выше,

Lx|f + divRP =
d

dt
p.

Здесь Lx|f обозначает плотность внешних сил.
Поскольку поле L определено равенством (1.1.73), приходим к следу-

ющему уравнению поля в прямом описании11:

divR
∂W

∂F
− ∂Φ

∂γ
= ρRV̇ . (1.1.718)

1.7.4. Условия инвариантности действия

Рассмотрим еще один частный случай, когда вариациям подвергают-
ся только координаты. Более того, мы предполагаем, что эти вариации
определяются группой Ли.

I. Сдвиги по пространству. Пусть X̃(X, t, ε) = X+εX0, где X0 ∈ V

— постоянный вектор, и пусть t̃(X, t, ε) = t, γ̃(X, t, ε) = γ. Поскольку

−→
δX = X0δε,

d

dt

−→
δX = 0,

∂

∂X

−→
δX = 0,

11Заметим, что формально
∂W

∂F
обозначает тензорное поле 3-го ранга. Но традици-

онно этот символ используется для обозначения единственного тензорного поля 2-го
ранга, которое связано с первым посредством операции (:). Мы имеем в виду этот
второй случай.
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вариация (1.1.717) сводится к выражению

δA =

t2∫
t1

∫
R

{
∂L

∂X

∣∣∣∣
f

[X0]δε

}
dV dt.

Равенство δA = 0 должно выполняться для любого сдвига по простран-
ству. Поскольку вектор X0 произволен, приходим к следующему усло-
вию:

∂L

∂X

∣∣∣∣
f

= 0.

II. Сдвиги по времени. Предположим, что t̃(X, t, ε) = t + εt0, где
t0 ∈ R — постоянное число, и пусть X̃(X, t, ε) = X, γ̃(X, t, ε) = γ. Так
как

δt = t0δε,
d

dt
δt = 0,

∂

∂X
δt = δt,

то вариация (1.1.717) принимает вид

δA =

t2∫
t1

∫
R

{
∂L

∂t

∣∣∣∣
f

t0δε

}
dV dt.

Равенство δA = 0 должно быть справедливым для любого сдвига по вре-
мени. Следовательно, в силу произвольности t0, приходим к следующему
условию:

∂L

∂t

∣∣∣∣
f

= 0.

III. Пространственные вращения. Пусть X̃(X, t, ε) = o+Q(ε)[X−
o], где o ∈E — фиксированная точка, а R ∋ ε 7→ Q(ε) ∈ O(3) — гладкое
поле ортогональных преобразований, такое, что Q(0) = I. Временная
координата и поля фиксированы: t̃(X, t, ε) = t, γ̃(X, t, ε) = γ. Поскольку
Q гладко, можно записать, что

Q(ε) = Q(0) + εω + o(ε) при ε→ 0,

где ω =
dQ(ε)

dε

∣∣∣∣
ε=0

[1] ∈ End(V).
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Замечание 1.14. Линейное отображение ω антисимметрично, т.е.,
ωT = −ω. Это соотношение можно получить следующим образом.
Продифференцируем тождество Q(ε)QT(ε) = I по ε и положим ε = 0.

В соответствии с выражениями

−→
δX = ω[X − o]δε,

d

dt

−→
δX = 0,

∂

∂X

−→
δX = ωδε,

вариация (1.1.717) сводится к

δA =

t2∫
t1

∫
R

{
∂L

∂X

∣∣∣∣
f

ω[X − o] + e :ω

}
δε dV dt.

Равенство δA = 0 должно выполняться для каждого пространственного
вращения. Следовательно,

∂L

∂X

∣∣∣∣
f

ω[X − o] + e :ω = 0.

В соответствии с тождествами

∂L

∂X

∣∣∣∣
f

ω[X − o] =

{
(X − o)⊗ ∂L

∂X

∣∣∣∣
f

}
:ωT,

и e :ω = eT :ωT, имеем{
(X − o)⊗ ∂L

∂X

∣∣∣∣
f

+ eT

}
:ω = 0.

Наконец, принимая во внимание, что ω — произвольное антисимметрич-
ное отображение, приходим к условию

Asym

{
(X − o)⊗ ∂L

∂X

∣∣∣∣
f

+ eT

}
= 0,

в котором Asym[. . .] есть антисимметричная часть линейного отображе-
ния, стоящего в скобках [. . .].

Теперь рассмотрим частный случай вариации, когда координаты
фиксированы, а физические поля варьируются, но, в отличие от раз-
дела 1.7.3, их вариация определяется группой Ли.
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IV. Сдвиги деформации. Пусть γ̃(X, t, ε) = γ(X, t)+ εγ0, где γ0 ∈
V — постоянный вектор, и пусть X̃(X, t, ε) = X, t̃(X, t, ε) = t. Поскольку

δγ = γ0δε,
d

dt
δγ = 0,

∂

∂X
δγ = 0,

вариация (1.1.717) сводится к

δA =

t2∫
t1

∫
R

{
Lx|f · γ0δε

}
dV dt.

В этом случае равенство δA = 0 должно выполняться для каждого та-
кого сдвига. Поскольку вектор γ0 произволен, приходим к следующему
условию:

Lx|f = 0.

V. Вращения деформации. Наконец, пусть γ̃(X, t, ε) = o +
Q(ε)[γ(X, t) − o], где o ∈ E — фиксированная точка, а R ∋ ε 7→
Q(ε) ∈ O(3) — гладкое поле ортогональных преобразований, такое,
что Q(0) = I. Пространственные и временные точки фиксированы:
X̃(X, t, ε) = X, t̃(X, t, ε) = t. Подобно случаю III, получаем:

δγ = ω[γ(X, t)− o]δε,
d

dt
δγ = ω

[
∂γ

∂t

]
δε,

∂

∂X
δγ = ω

∂γ

∂X
δε,

где ω — антисимметричное линейное отображение, как и в III. Тогда
вариация (1.1.717) сводится к

δA =

t2∫
t1

∫
R

{
Lx|f · ω[γ(X, t)− o] + p · ω

[
∂γ

∂t

]
− P :

(
ω
∂γ

∂X

)}
δε dV dt.

Условие инвариантности выглядит следующим образом:

Lx|f · ω[γ(X, t)− o] + p · ω
[
∂γ

∂t

]
− P :

(
ω
∂γ

∂X

)
= 0.

В силу тождеств

u · ω[v] = (v ⊗ u♭) :ωT,

L : (ωM ) = (MLT) :ωT,
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которые выполняются для любых векторов u, v ∈ V и любых линейных
отображений L, M , ω ∈ End(V), имеем{

(γ(X, t)− o)⊗ L♭
x

∣∣∣
f
+
∂γ

∂t
⊗ p♭ − ∂γ

∂X
P T

}
:ω = 0.

Следовательно,

Asym

{
(γ(X, t)− o)⊗ L♭

x

∣∣∣
f
+
∂γ

∂t
⊗ p♭ − ∂γ

∂X
P T

}
= 0.

1.8. Определяющие соотношения. Теория
Колемана – Нолла

1.8.1. Принцип материальной индифферентности
Будем рассматривать замену фрейма

(x, t) 7→ (x∗, t∗) = φ12(x, t),

определенную соотношениями

x∗ = a(t) +Q(t)(x− b), (1.1.81)
t∗ = t− c, (1.1.82)

в которых Q — поле вращений. Будем полагать, что отображения a и Q
являются гладкими. Замена фрейма определяет однопараметрические
семейства преобразований скаляров, векторов и тензоров второго ранга:

(i) Скаляры остаются неизменными.
(ii) Пусть v ∈ V — некоторый вектор. Его можно представить в виде

разности точек v = x− y в фрейме φ1. Тогда в фрейме φ2 выполняются
следующие соотношения:

x∗ = a(t) +Q(t)(x− b), y∗ = a(t) +Q(t)(y − b),

и для v∗ = x∗ − y∗ мы имеем, что

v∗ = Q(t)v. (1.1.83)

Последнее равенство определяет однопараметрическое семейство {ft}t∈T
преобразований вектора

ft : V → V, v 7→ v∗.
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(iii) Пусть T ∈ End(V). Если w = T [v], то, используя соотношения
v∗ = Q(t)v и w∗ = Q(t)w, приходим к равенству w∗ = T ∗[v∗], где

T ∗ = Q(t)T ∗QT(t). (1.1.84)

Получили семейство {gt}t∈T преобразований тензора

gt : End(V) → End(V), T 7→ T ∗.

Отображения, значениями которых являются скаляры, векторы и
тензоры, называются фрейм-индифферентными или объективны-
ми, если при замене фрейма как зависимые, так и независимые пере-
менные преобразуются в соответствии с выражениями (1.1.81), (1.1.82),
(1.1.83), и (1.1.84). То есть, пусть h, v и T — скалярное, векторное и
тензорное поля относительно фрейма φ1, а h∗, v∗ и T ∗ — скалярное,
векторное и тензорное поля относительно фрейма φ2. Тогда эти поля
фрейм-индифферентны, если

h∗(x∗, t∗) = h(x, t),

v∗(x∗, t∗) = Q(t)v(x, t),

T ∗(x∗, t∗) = Q(t)T (x, t)QT(t), (1.1.85)

где (x, t) и (x∗, t∗) связаны преобразованиями (1.1.81) и (1.1.82).
Рассмотрим движение в фрейме φ1, определенное отображением

γ : B× T →E, (X, t) 7→ x.

Отсчетной форме B, рассматриваемой в фрейме φ1, отвечает отсчет-
ная форма B∗, рассматриваемая в фрейме φ2. В соответствии с (1.1.81)
и (1.1.82) эти формы связаны равенствами X∗ = a(t̃) + Q(t̃)(X − b), и
t̃∗ = t̃ − c, в которых t̃ фиксировано. То же движение рассматривается
во фрейме φ2 как

x∗ = γ∗(X∗, t∗) = a(t) +Q(t) (γ(X, t)− b), t∗ = t− c. (1.1.86)

Равенство (1.1.86) позволяет получить соотношение между градиен-
тами деформации F и F ∗. Первый из них определяется относительно

фрейма φ1, т.е., F =
∂γ

∂X
, а последний — относительно фрейма φ2, т.е.,

F ∗ =
∂γ∗

∂X∗ . Из цепного правила дифференцирования следует, что

F ∗ = Q(t)
∂γ

∂X

∂X

∂X∗ ,
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и, потому,
F ∗ = Q(t)FQT(t̃). (1.1.87)

Дадим теперь определение физических процессов, которые являют-
ся «подобными». Под динамическим процессом будем подразумевать
упорядоченную пару (γ, T ), состоящую из однопараметрического семей-
ства деформаций γ и тензора напряжений Коши. Два динамических
процесса (γ, T ) и (γ∗, T ∗), заданные в различных фреймах, называ-
ются эквивалентными, если они связаны друг с другом соотношения-
ми (1.1.85) и (1.1.86).

Опыт показывает, что два тела с одинаковой формой и одинаковым
распределением массы могут совершенно по-разному реагировать под
действием одних и тех же сил. Это различие описывается следующим
образом: мы говорим, что два твердых тела состоят из разных материа-
лов. Свойства материала твердого тела описываются как условия, огра-
ничивающие возможные динамические процессы. Эти условия называ-
ются определяющими уравнениями или определяющими пред-
положениями. В книге мы рассматриваем материальные уравнения,
включающие только движение и тензор напряжений Коши.

Сформулируем фундаментальный физический принцип, согласно ко-
торому свойства материала индифферентны, т.е., независимы от систе-
мы отсчета. В математических терминах это означает, что определяющие
уравнения подчиняются следующему условию12:

Принцип материальной индифферентности. Определяющие
уравнения должны быть инвариантными при изменении системы от-
счета. Если определяющее уравнение выполняется для процесса с дви-
жением и тензором напряжений Коши

x = γ(X, t), T = T (X, t),

то оно должно выполняться и для любого эквивалентного процесса
(γ∗, T ∗).

1.8.2. Теорема Коши о полярном разложении

Далее будем использовать следующий результат, полученный Коши:

Теорема 1.2 (О полярном разложении). Для любого линейного отобра-
жения T ∈ Aut(V) существуют единственные ортогональное линей-

12Мы даем формулировку, аналогичную формулировке Трусделла и Нолла в кни-
ге [4].
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ное преобразование R ∈ O(3) и положительно определенные13 симмет-
ричные линейные отображения U , V ∈ Aut(V), такие, что выполня-
ются следующие равенства:

T = RU , T = V R.

Здесь U 2 = T TT и V 2 = TT T.

Замечание 1.15. Доказательство теоремы можно найти, например,
в [29]. Его можно провести в соответствии со следующим рассуж-
дением. Преобразование T TT положительно14 и поэтому можно по-
строить его квадратный корень U :=

√
T TT , являющийся обратимым

и симметричным. Теперь положим R = TU−1. Поскольку

RRT = TU−1U−TT T = T (U 2)−1T T = I,

мы имеем, что R ∈ O(3). Тем самым приходим к желаемому разло-
жению T = RU . Второй случай рассматривается аналогично.

Меры Коши– Грина. В применении к градиенту деформации F тео-
рема о полярном разложении утверждает, что имеется единственное ор-
тогональное линейное отображение R ∈ O(3), такое, что15 detR = 1,
и положительно определенные симметричные линейные отображения
U , V ∈ Aut(V), называемые правым и левым тензорами искаже-
ний; при этом выполнены равенства

F = RU , F = V R. (1.1.88)

Правый и левый тензоры искажений определяют правый и левый тен-
зоры Коши –Грина:

C := U 2 = F TF , и B := V 2 = FF T.

13Линейный оператор L называется положительно определенным, если u·L[u] >
0 для всякого ненулевого вектора u. Для положительно определенного оператора
определен квадратный корень.

14Действительно, для любого вектора u ̸= 0, имеем

u·T TT [u] = T [u]·T [u] ⩾ 0.

Поскольку T обратимо, T [u] ̸= 0 и знак ⩾ можно заменить на >.
15Поскольку detF > 0.
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Рассмотрим механический смысл равенств (1.1.88). Согласно равен-
ству (1.1.31), градиент деформации отображает недеформированное бес-
конечно малое волокно в деформированное. Деформация волокна распа-
дается на вращение, определяемое R, и растяжение, определяемое U или
V . Вращение — это «жесткое движение», которое может видеть наблюда-
тель, связанный с пространствомE. Другой наблюдатель, вращающийся
вместе с рассматриваемым волокном, увидит только растяжения. Таким
образом, объективные величины, которые можно назвать мерами дефор-
мации, представляются U и V или, что то же самое, правыми и левыми
тензорами Коши-Грина C и B.

1.8.3. Простой материал
Пусть Sh(E) — множество всех форм в E. Определим семейство

{gB}B∈Sh(E) отображений

gB : B× End(V) → Sym(V),

которые назовем функционалами отклика. Такое семейство пред-
ставляет собой механическое поведение твердого тела. Определяющим
соотношением тела из простого материала относительно отсчетной
формы B является следующее соотношение:

TX = gB(X, FX). (1.1.89)

Пусть B и B̃ — любые две отсчетные формы, и пусть S — некоторая
актуальная форма. Далее, пусть γ : B → S и γ̃ : B̃ → S — деформации,
а λ = γ̃−1 ◦ γ : B → B̃. Следующая диаграмма иллюстрирует связь
между γ, γ̃, λ, и их градиентами:

B S V V

=⇒

B̃ V

γ

γ̃

λ
=
γ̃ −

1
◦
γ

F

F̃

P
=
F̃ −

1
◦
F

Таким образом, справедливо соотношение:

gB(X, FX) = gB(X, F̃ λ(X)PX).
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Правую часть этого равенства можно обозначить как g̃
B̃
(X̃, F̃ X̃), т.е.,

g̃
B̃
(X̃, F̃ X̃) := gB(λ

−1(X̃), F̃ X̃P λ−1(X̃)).

Так, мы имеем функционал отклика g̃
B̃

. Однако нам нужно отразить,
что в действительности мы имеем дело с тем же телом. Следовательно,
должно быть g̃

B̃
= g

B̃
. Это мотивирует следующую аксиому:

Аксиома. Для любых форм B и B̃ функционалы отклика gB и g
B̃

связаны соотношением

g
B̃
(X̃, F̃ X̃) = gB(X, FX), где X̃ = λ(X), F̃ = FP−1. (1.1.810)

Замечание 1.16. Мы можем рассматривать B как «тестовую» от-
счетную форму. Относительно нее в результате экспериментов был
получен функционал gB. Тогда по отношению (1.1.810) можно постро-
ить функционалы отклика одного и того же тела относительно дру-
гой отсчетной формы.

Не все отображения gB удовлетворяют принципу материальной ин-
дифферентности. Для определения подходящего типа таких отображе-
ний, пусть Q — ортогональный тензор. Тогда, в соответствии с (1.1.85)
и принципом материальной индифферентности16 имеем:

gB∗(X∗, F ∗
X∗) = Q(t)gB(X, FX)Q

T(t).

Левую часть равенства можно рассматривать как значение функционала
отклика, относящегося к отсчетной форме B∗. В соответствии с Аксио-
мой, полагая P = Q(t̃), приходим к следующему равенству:

gB(X, F
∗
X∗Q(t̃)) = Q(t)gB(X, FX)Q

T(t).

Принимая во внимание соотношение (1.1.87) и тождество QT(t̃)Q(t̃) = I,
приходим к следующему выражению:

gB(X, Q(t)FX) = Q(t)gB(X, FX)Q
T(t),

которое должно выполняться для каждого ортогонального тензора Q.
Пусть теперь F = RU — полярное разложение (см. (1.1.88)). Полагая
Q = RT, получаем окончательный результат:

gB(X, UX) = RTgB(X, FX)R. (1.1.811)
16Рассматриваются эквивалентные процессы. В соответствии с принципом мате-

риальной индифферентности, так как TX = gB(X, FX), то T ∗
X = gB∗(X∗, F ∗

X), и
символ g один и тот же.
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Это выражение определяет функциональное ограничение на возможные
отображения gB и отражает требование принципа материальной индиф-
ферентности. Из (1.1.811) следует, что

TX = RgB(X, UX)R
T. (1.1.812)

Отсчетная форма B является свободной от напряжений, если
gB(X, IX) = 0 для каждого X ∈ B. Предположение о существовании
свободной от напряжений отсчетной формы любого тела является стан-
дартным для классической теории упругости.
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élastique // Oeuvres (2) Gauthier–Villars. — 1890.— Vol. 8. — P. 195–
226.

27. Noll Walter. The Foundations of Classical Mechanics in the Light
of Recent Advances in Continuum Mechanics // The Foundations of
Mechanics and Thermodynamics.— Springer Science $ Business Media,
1974.— P. 31–47.

28. Bonet J., Wood R.D. Nonlinear Continuum Mechanics for Fi-
nite Element Analysis. — Cambridge University Press, 2008. —
ISBN: 9781139467544.

29. Halmos P. R. Finite-Dimensional Vector Spaces. — Springer, 1993.—
ISBN: 0387900934.

http://dx.doi.org/10.1007/s00407-007-0002-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00407-007-0002-x
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-65817-4_2
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-65817-4_2
http://isbndb.com/search-all.html?kw=9781139467544
http://isbndb.com/search-all.html?kw=0387900934

	1. Классическая нелинейная теория упругости
	1.1. Формы и деформации
	1.2. Координаты на формах и базисы
	1.3. Градиент деформации и меры деформации
	1.3.1. Градиент деформации
	1.3.2. Меры деформации

	1.4. Условия совместности
	1.4.1. Обзор когомологий де Рама
	1.4.2. Необходимые и достаточные условия совместности

	1.5. Движение
	1.6. Напряжения
	1.7. Нелинейная упругость как теория поля
	1.7.1. Действие и лагранжиан
	1.7.2. Частные и полные вариации
	1.7.3. Уравнения поля
	1.7.4. Условия инвариантности действия

	1.8. Определяющие соотношения. Теория Колемана–Нолла
	1.8.1. Принцип материальной индифферентности
	1.8.2. Теорема Коши о полярном разложении
	1.8.3. Простой материал

	Библиография


