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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Îïðåäåëåíèå äèíàìè÷åñêèõ õà-

ðàêòåðèñòèê ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ

èëè èç òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ è æèäêîñòè, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå àê-

òóàëüíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä. Å¼ ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

îáóñëîâëåíà øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíèåì òàêèõ ñðåä â ïðèðîäå (ãîðíûå ïî-

ðîäû, âîäîíàñûùåííûå ãðóíòû, êîëëåêòîðû íå�òè è ò.ä.), à òàêæå çàïðî-

ñàìè ñîâðåìåííîé ïðîìûøëåííîñòè (ïðîèçâîäñòâî êîìïîçèöèîííûõ ìàòå-

ðèàëîâ ñ çàäàííûìè �èçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, �èëüòðîâ è ò.ä.).

Ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ

èëè áîëåå �àç ñ ðàçíûìè ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, áîëüøîé èíòåðåñ âû-

çûâàåò òîò �àêò, ÷òî èõ äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìîãóò êà÷åñòâåííî

îòëè÷àòüñÿ îò äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îäíîé èç èõ �àç äàæå â òîì

ñëó÷àå, êîãäà äîëÿ âñåõ îñòàëüíûõ �àç î÷åíü ìàëà. Òàê, íàïðèìåð, â ðàáîòå

Ë.Ä. Àêóëåíêî è Ñ.Â. Íåñòåðîâà [1℄ ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî îáíàðóæåíî ÿâ-

ëåíèå èñ÷åçíîâåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè ïîïàäàíèè â ïîðû

ìðàìîðíîãî ñòåðæíÿ î÷åíü ìàëîãî êîëè÷åñòâà âàçåëèíîâîãî ìàñëà. Î÷å-

âèäíî, ÷òî äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ òàêîãî ðîäà ÿâëåíèé òðåáóåòñÿ

ïðèâëå÷åíèå ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå äèíàìèêè ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä ÷àñòî îñ-

íîâàíî íà ïðåäïîëîæåíèè î íàëè÷èè ó íèõ ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Îä-

íàêî, íåñìîòðÿ íà òàêîå ñóùåñòâåííîå óïðîùåíèå, ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äèíà-

ìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç òûñÿ÷ èëè ìèëëèîíîâ ÿ÷ååê

ïåðèîäè÷íîñòè, äîâîëüíî çàòðóäíèòåëåí äàæå ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîâðå-

ìåííûõ êîìïüþòåðîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îïðåäåëåíèÿ

èõ ý��åêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óñðåäíåí-

íûõ (ý��åêòèâíûõ) ñðåä, ÿâëÿþùèõñÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îäíîðîäíûìè

(ãîìîãåííûìè) ñðåäàìè.

Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñðåäíåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áûëè çàëîæåíû â êîíöå 60-õ è ïåðâîé ïîëî-

âèíå 70-õ ãîäîâ XX-ãî âåêà Í.Ñ. Áàõâàëîâûì, Â.À. Ìàð÷åíêî, Å.ß. Õðóñ-

ëîâûì, S. Spagnolo è E. De Giorgi. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûìè ìåòîäàìè

ýòîé òåîðèè, àêòèâíî èñïîëüçóþùèìèñÿ ïðè ïîñòðîåíèè óñðåäíåííûõ ìî-

äåëåé ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ÿâëÿþòñÿ ìåòîä àñèìïòîòè-

÷åñêèõ ðàçëîæåíèé Í.Ñ. Áàõâàëîâà è ìåòîä äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè

�. Íãóåòñåíãà. �àçâèòèþ ýòèõ ìåòîäîâ è èõ ïðèìåíåíèþ ê ðàçëè÷íûì çà-

äà÷àì ìåõàíèêè ãåòåðîãåííûõ ñðåä ïîñâÿùåíî îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàáîò

êàê îòå÷åñòâåííûõ, òàê è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ.

Ñðåäè ìíîæåñòâà ìîäåëåé ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä ñàìûìè ðàñïðî-

ñòðàíåííûìè è äîñòóïíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâóõ�àçíûå ñðå-

äû. Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ äâóõ�àçíûé óïðóãèé
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êîìïîçèò � êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èç äâóõ èçîòðîïíûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ.

Ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ óñðåäíåííûõ ìîäåëåé

óïðóãèõ êîìïîçèòîâ ðàçðàáîòàíû äîñòàòî÷íî äàâíî è ìîãóò áûòü íàéäåíû,

íàïðèìåð, â ìîíîãðà�èÿõ [2-4℄.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé, áîëüøîé èíòåðåñ âûçûâàþò äâóõ�àçíûå

ñðåäû ñ äèññèïàöèåé, ñîñòîÿùèå èç äâóõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ èëè èç òâåð-

äîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè. Ïðèìåðîì äâóõ�àçíîé òâåðäîé ñðåäû ñ äèññè-

ïàöèåé ñëóæèò âÿçêîóïðóãèé êîìïîçèò, ñîñòîÿùèé èç äâóõ èçîòðîïíûõ âÿç-

êîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Åñëè ýòè âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû õàðàêòåðèçóþò-

ñÿ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè îäíîãî òèïà, òî òàêîé êîìïîçèò � ÷àñò-

íûé ñëó÷àé ìèêðîíåîäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Óñðåäíåííàÿ

ìîäåëü ìèêðîíåîäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà Êåëüâèíà-Ôîéãòà

ïðèâåäåíà â ìîíîãðà�èè [5℄. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îíà îïèñûâàåò ïîâå-

äåíèå îäíîðîäíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ �äîëãîâðåìåííîé� ïàìÿòüþ,

ò.å. ïðåäåëüíûé ìàòåðèàë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë èíî-

ãî òèïà, ÷åì èñõîäíûé.

Ïðèìåðîì äâóõ�àçíîé ñðåäû ñ äèññèïàöèåé, ñîñòîÿùåé èç òâåðäîãî

ìàòåðèàëà è æèäêîñòè, ñëóæèò �ëþèäîíàñûùåííàÿ ïîðèñòàÿ ñðåäà. Íà-

÷àëîì àêòèâíîãî èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òàêèõ ñðåä ñëåäóåò

ñ÷èòàòü ðàáîòó ß.È. Ôðåíêåëÿ [6℄. Â 50-60-å ãîäû XX-ãî âåêà M.A. Biot,

èñõîäÿ èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, ðàçâèë îáùóþ òåîðèþ âîëíîâûõ ïðî-

öåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â ïîðèñòûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëàõ, ïîðû êîòîðûõ çà-

ïîëíåíû æèäêîñòüþ. Ý��åêòèâíàÿ ìîäåëü Áèî â öåëîì ñîãëàñóåòñÿ ñ ý�-

�åêòèâíûìè ìîäåëÿìè ïîðèñòûõ óïðóãèõ ñðåä ñî ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòüþ,

ïîñòðîåííûìè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé â ðàáî-

òàõ Ý. Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèè [5℄, J.-L. Auriault [7℄, R. Burridge, J.B. Keller [8℄,

T. Levy [9℄ è äð. Âìåñòå ñ òåì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ýòèõ ðàáî-

òàõ îñòàëñÿ îòêðûòûì îñíîâíîé â òåîðèè óñðåäíåíèÿ âîïðîñ î êàêîé-

ëèáî ïðèåìëåìîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé èñõîäíûõ çà-

äà÷ ê ðåøåíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ çàäà÷. Ýòîò âîïðîñ âïåð-

âûå áûë ðåøåí �. Íãóåòñåíãîì [10℄ ñ ïîìîùüþ ââåäåííîãî èì ìåòîäà

äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè. Ñòðîãîìó âûâîäó óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ïî-

ðèñòûõ óïðóãèõ ñðåä ñî ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòüþ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äâóõ-

ìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè è èññëåäîâàíèþ âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè ïîñâÿùåíû

ðàáîòû Ä.À. Êîñìîäåìüÿíñêîãî, À.Ñ. Øàìàåâà [11℄, À.Ì. Ìåéðìàíîâà [12℄,

Th. Clopeau, R.P.Gilbert, J.L. Ferrin, A. Mikeli� [13℄ è äð.

Óñðåäíåííûå ìîäåëè äëÿ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà è

âÿçêîé æèäêîñòè, áûëè ïîñòðîåíû â ðàáîòàõ Ý. Ñàí÷åñ-Ïàëåíñèè [5℄,

J. Sanhez-Hubert [14℄ è R.P. Gilbert, A. Mikeli� [15℄. Êàê áûëî óñòàíîâëå-

íî â ýòèõ ðàáîòàõ, äëÿ óêàçàííûõ ñðåä, êàê è äëÿ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ
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ìàòåðèàëîâ Êåëüâèíà-Ôîéãòà, ïðåäåëüíûìè ñðåäàìè ÿâëÿþòñÿ îäíîðîä-

íûå âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû ñ äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòüþ. Òàêèì îáðàçîì,

ïðåäåëüíûå ñðåäû ïðèîáðåòàþò òàêîå ñâîéñòâî, êîòîðûì íå îáëàäàþò íè

óïðóãèé ìàòåðèàë, íè âÿçêàÿ æèäêîñòü ïî îòäåëüíîñòè. Ý��åêò ïîÿâëå-

íèÿ äîëãîâðåìåííîé ïàìÿòè ïðè èññëåäîâàíèè ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïîâåäå-

íèÿ ñóñïåíçèè, ñîñòîÿùåé èç óïðóãèõ ñ�åðè÷åñêèõ ÷àñòèö â íüþòîíîâñêîé

âÿçêîé ñðåäå, áûë òàêæå îïèñàí â ìîíîãðà�èè �. Êðèñòåíñåíà [16℄.

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äèññèïàòèâíûõ ñðåä âàæíîé

çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòè èçó÷åíèÿ ñïåêòðîâ èõ ñîáñòâåí-

íûõ êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ ñïåêòðîâ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâó-

þùèõ èì óñðåäíåííûõ ñðåä. Â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ñïåêòðîâ ìàòåìàòè÷å-

ñêè ýòî ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñòåïåíè áëèçîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

äîïðåäåëüíûõ è ïðåäåëüíûõ êðàåâûõ çàäà÷. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ óñòàíî-

âèòü ñóùåñòâîâàíèå êàêîé-ëèáî ñõîäèìîñòè ñïåêòðîâ äîïðåäåëüíûõ çàäà÷

ê ñïåêòðó ïðåäåëüíûõ çàäà÷. Îïòèìàëüíîé â ýòîì ïëàíå ÿâëÿåòñÿ ñõîäè-

ìîñòü ïî Õàóñäîð�ó ñïåêòðîâ îïåðàòîðîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè îïåðàòîðíîé

�îðìå çàïèñè êðàåâûõ çàäà÷ [17℄.

Äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ òåîðèè óïðóãîñòè, âîçíèêàþùèõ ïðè

èññëåäîâàíèè óïðóãèõ ñðåä ñ ε-ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ñõîäèìîñòü ïî

Õàóñäîð�ó èõ ñïåêòðîâ ê ñïåêòðó ïðåäåëüíîãî îïåðàòîðà ñ ïîñòîÿííû-

ìè êîý��èöèåíòàìè áûëà äîêàçàíà Î.À. Îëåéíèê, �.À. Èîñè�üÿíîì è

À.Ñ. Øàìàåâûì [3℄. Ñõîäèìîñòü ñïåêòðîâ äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ

äèâåðãåíòíîãî òèïà ñ ε-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè â ñëó÷àå, êîãäà

ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ âûñîêîêîíòðàñòíà ñ êîý��èöèåíòîì êîíòðàñòíî-

ñòè 1 : ε2 ìåæäó æåñòêîé è ìÿãêîé �àçàìè (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ò.í. ìîäå-

ëè äâîéíîé ïîðèñòîñòè), èññëåäîâàëàñü Â.Â. Æèêîâûì [17℄. Ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè èì áûëî äîêàçàíî, åñëè ìÿãêàÿ �àçà

äèñïåðñíà, òî ñïåêòðû äîïðåäåëüíûõ îïåðàòîðîâ ñõîäÿòñÿ ïî Õàóñäîð�ó

ê ñïåêòðó ïðåäåëüíîãî äâóõìàñøòàáíîãî îïåðàòîðà, êîòîðûé îïðåäåëåí â

ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé îò óäâîåííîãî êîëè÷åñòâà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Â ïðèâåäåííûõ âûøå ðàáîòàõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè ñïåêòðîâ

ïî Õàóñäîð�ó ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü ñàìîñîïðÿæåííîñòü îïåðàòî-

ðîâ. Â ðàáîòå [11℄ â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè çàäà÷àìè ìåõàíèêè ãåòåðîãåí-

íûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, ðàññìàòðèâàëèñü íåñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû

ñ áûñòðîîñöèëëèðóþùèìè ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè è èññëåäîâàë-

ñÿ ñïåêòð ïðåäåëüíîãî äâóõìàñøòàáíîãî îïåðàòîðà. Ñóùåñòâîâàíèå èëè îò-

ñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ñïåêòðîâ ïî Õàóñäîð�ó â äàííîé ðàáîòå íå äîêàçàíà,

ïîñêîëüêó ê íåñàìîñîïðÿæåííûì îïåðàòîðàì íå ïðèìåíèìû èçâåñòíûå òåî-

ðåìû î ñõîäèìîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ.
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Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñ ïîìîùüþ

ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà è èññëåäîâàíèå äèíàìè÷å-

ñêèõ ñâîéñòâ óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä ñ ïåðèîäè÷å-

ñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé ïðè íàëè÷èè äèññèïàöèè, îáóñëîâëåííîé âÿçêîñòüþ

è/èëè ïîñëåäåéñòâèåì.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåîðèè äè�-

�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, �óíêöèîíàëüíîãî

àíàëèçà, òåîðèè �óíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî, à òàêæå ìåòîä äâóõ-

ìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè è ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Ïðåäëîæåí åäèíûé ïîäõîä ê âûâîäó óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé àêóñòè-

êè äëÿ òâåðäûõ ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ ëèáî èç

âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, ëèáî èç óïðóãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëîâ.

2. Âûâåäåíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñìåøàííûõ ñðåä ñ

ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà

è ñæèìàåìîé âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè.

3. Èññëåäîâàí âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå L2
ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ

ìèêðîíåîäíîðîäíûõ òâåðäûõ è ñìåøàííûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé èç ïï. 1 è

2, ê ðåøåíèÿì íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ ñðåä.

4. Âûâåäåíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ

ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòè÷íî ïîðèñòûõ

òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ è ñæèìàåìîé âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè, çà-

ïîëíÿþùåé ïîðû.

5. Äëÿ äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, îäíà �àçà êîòîðûõ

ñîñòîèò èç óïðóãîãî èëè âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, à äðóãàÿ �àçà � èç âÿç-

êîóïðóãîãî ìàòåðèàëà èëè âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, âûâåäåíû ÿâíûå

�îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà âñåõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ ÿäåð ðåëàêñàöèè ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ èì óñðåäíåííûõ ñðåä.

6. Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáà-

íèé óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñëîèñòûì ñðåäàì ñ

äèññèïàöèåé èç ï. 5.

7. Äëÿ äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé èç ï. 5 èññëåäîâàíû

ñïåêòðû îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïåð-

ïåíäèêóëÿðíî èõ ñëîÿì. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óìåíüøåíèè

âåëè÷èíû ïåðèîäà ýòè ñïåêòðû ñõîäÿòñÿ ïî Õàóñäîð�ó ê îáúåäèíåíèþ

ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåí-

íûõ ñðåä è ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà âåùåñòâåííûõ òî÷åê.
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×èñëåííî èññëåäîâàíî âëèÿíèå ÷èñëà ñëîåâ íà ñòåïåíü áëèçîñòè òî÷åê ñïåê-

òðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñëîèñòîãî êîìïîçèòà è ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî åìó óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà.

8. Äëÿ ïëîñêèõ çâóêîâûõ âîëí, íîðìàëüíî ïàäàþùèõ íà ãðàíèöû äâóõ-

�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé èç ï. 5, çàíèìàþùèõ ïîëóïðîñòðàí-

ñòâî èëè íåîãðàíè÷åííóþ ïîëîñó, âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ïðèáëè-

æåííûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí.

Ïîëó÷åíà òàêæå ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàñ÷åòà òî÷íûõ çíà-

÷åíèé óêàçàííûõ àìïëèòóä äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñëîèñòûå ñðåäû ñîñòîÿò èç

êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ �ðîíòó âîëíû. ×èñëåííî

èññëåäîâàíî âëèÿíèå ÷èñëà ñëîåâ íà ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåí-

íûõ �îðìóë.

Îáîñíîâàííîñòü è äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ. Îáîñíîâàííîñòü è

äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ êîððåêòíîé ïîñòà-

íîâêîé çàäà÷, ïðèìåíåíèåì ñòðîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïîëíûìè ìà-

òåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè è ñðàâíåíèåì ñ ðåçóëüòàòàìè ïðîâåäåí-

íûõ â ðàáîòå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Òåîðåòè÷åñêóþ çíà-

÷èìîñòü ïðåäñòàâëÿþò ðàçðàáîòàííûå â ðàáîòå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé øèðîêîãî êëàññà íà÷àëüíî-êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ äâóõ�àçíûõ

ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé. �àçðàáîòàííûå ìåòîäû ìîãóò

áûòü ïðèìåíåíû ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ðåøå-

íèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ è èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèõ äè-

íàìè÷åñêèå ïðîöåññû â ìíîãî�àçíûõ ìèêðîíåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñ äèññè-

ïàöèåé, â òîì ÷èñëå ìíîãî�àçíûõ ñèëüíî êîíòðàñòíûõ ñðåäàõ ñ äèññèïà-

öèåé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû îáóñëîâëåíà âîçìîæíî-

ñòüþ èõ ïðèìåíåíèÿ ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ñ

çàäàííûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå ïðè àêóñòè÷åñêîì èññëå-

äîâàíèè ãåòåðîãåííûõ ñðåä åñòåñòâåííîãî ïðîèñõîæäåíèÿ (ãîðíûå ïîðîäû,

�ëþèäîíàñûùåííûå êîëëåêòîðû). Èñïîëüçîâàíèå ïîñòðîåííûõ â ðàáîòå

óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò êàðäèíàëüíî óìåíüøèòü îáúåì âû÷èñëå-

íèé áåç ñóùåñòâåííîé ïîòåðè òî÷íîñòè ïðè ðàñ÷åòå ïîëåé íàïðÿæåíèé è

äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ�àçíûõ ãåòåðîãåííûõ ñðåä ñ äèññèïà-

öèåé. Ïîëó÷åííûå â ðàáîòû ÿâíûå �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ý��åêòèâíûõ

õàðàêòåðèñòèê äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä äàþò âîçìîæíîñòü âñåñòîðîííå

èññëåäîâàòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ �àç íà äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ñëîèñòûõ

ñðåä. Ýòè �îðìóëû ìîæíî òàêæå ïðèìåíÿòü äëÿ âåðè�èêàöèè ÷èñëåííûõ
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ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ äëÿ òî÷íîãî ðàñ÷åòà ïîëÿ íàïðÿæåíèé, çâóêîâîãî

ïîëÿ è ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñëîèñòûõ ñðåä.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè äîêëàäûâà-

ëèñü è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîí�åðåíöèÿõ: ìåæäóíàðîäíîé êîí�å-

ðåíöèè ¾Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿, ïîñâÿùåí-

íîé 110-îé ãîäîâùèíå È.�. Ïåòðîâñêîãî (Ìîñêâà, 2011); ìåæäóíàðîäíûõ

êîí�åðåíöèÿõ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìåõàíèêå (Ñóçäàëü,

2011, 2013); X Âñåðîññèéñêîì ñúåçäå ïî �óíäàìåíòàëüíûì ïðîáëåìàì òåî-

ðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè (Íèæíèé Íîâãîðîä, 2011); ìåæäóíà-

ðîäíîé êîí�åðåíöèè ïî äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è äèíàìè÷åñêèì

ñèñòåìàì (Ñóçäàëü, 2012); ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Spetral Theory

and Di�erential Equations¿, ïîñâÿùåííîé 90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêà-

äåìèêà Â.À. Ìàð÷åíêî (Õàðüêîâ, 2012); Êðûìñêîé ìåæäóíàðîäíîé ìà-

òåìàòè÷åñêîé êîí�åðåíöèè (Ñóäàê, 2013); ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè

¾Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé

�èçèêè¿, ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè àêàäåìèêà À.À. Ñàìàðñêîãî ê 95-ëåòèþ ñî

äíÿ ðîæäåíèÿ (Ìîñêâà, 2014); ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ¾Ñïåêòðàëü-

íàÿ òåîðèÿ è äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿, ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ Á.Ì.

Ëåâèòàíà (Ìîñêâà, 2014); VI Áåëîðóññêîì êîíãðåññå ïî òåîðåòè÷åñêîé è

ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå (Ìèíñê, 2013); 57-é, 58-é è 60-é íàó÷íûõ êîí�åðåí-

öèÿõ ÌÔÒÈ (Äîëãîïðóäíûé, 2014, 2015, 2017); 9th Vienna International

Conferene on Mathematial Modelling (Vienna, 2018).

�åçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû òàêæå äîêëàäûâàëèñü è îáñóæ-

äàëèñü íà ñåìèíàðàõ ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêå ñèñòåì ÈÏÌåõ

�ÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà �ÀÍ Ô.Ë. ×åðíîóñüêî (Ìîñêâà, 2014,

2018); íà ñåìèíàðàõ ïî ïðîáëåìàì ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû ÈÏÌåõ

�ÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�åññîðîâ Ñ.Â. Íåñòåðîâà è Ä.Â. �åîðãèåâñêîãî

(Ìîñêâà, 2012, 2018); íà ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå äå�îðìèðîâàíèÿ è ðàçðó-

øåíèÿ ìàòåðèàëîâ è êîíñòðóêöèé ÈÏÌåõ �ÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ë.-êîðð.

�ÀÍ �.Â. �îëüäøòåéíà (Ìîñêâà, 2013); íà ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå ñïëîø-

íîé ñðåäû èì. Ë.À. �àëèíà ÈÏÌåõ �ÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî�åññîðà

Ñ.À. Ìàíæèðîâà (Ìîñêâà, 2018); íà ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå äå�îðìèðóåìî-

ãî òâåðäîãî òåëà ÍÈÈ Ìåõàíèêè Ì�Ó ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà �ÀÍ

È.�. �îðÿ÷åâîé (Ìîñêâà, 2018).

Íà ðàçíûõ ýòàïàõ ðàáîòà ïîääåðæèâàëàñü ãðàíòàìè �îññèéñêîãî �îíäà

�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (êîäû ïðîåêòîâ 11-01-12115-î�è-ì-2011,

13-01-00384, 16-01-00412) è �îññèéñêîãî íàó÷íîãî �îíäà (êîäû ïðîåêòîâ

14-50-00005, 16-11-10343).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 35

íàó÷íûõ ðàáîòàõ, èç íèõ: 22 ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ,

âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ �Ô è/èëè èíäåêñèðóåìûõ â Web of Siene,
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Sopus; 2 ñòàòüè â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ íå èç Ïåðå÷íÿ

ÂÀÊ �Ô; 11 ðàáîò â ñáîðíèêàõ òåçèñîâ äîêëàäîâ íàó÷íûõ êîí�åðåíöèé.

Ïîëíûé ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðå�åðàòà.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Â ðàáîòàõ [1�3, 18, 19℄ àâòîðîì áûëè âûâåäå-

íû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè è èññëåäîâàí âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäè-

ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ ê ðåøåíèÿì ñî-

îòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ çàäà÷ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2
; ïîñòàíîâêà

çàäà÷ è èäåÿ ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ìåòîäà äâóõìàñøòàá-

íîé ñõîäèìîñòè ïðè óñðåäíåíèè ïðèíàäëåæàëè À.Ñ. Øàìàåâó.

Â ðàáîòå [4℄ àâòîðîì áûë èññëåäîâàí ñïåêòð èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî îäíîìåðíûå êîëåáàíèÿ

âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ ïàìÿòüþ; ïîñòàíîâêà çàäà÷è è �îðìóëè-

ðîâêà èäåè îá îòñóòñòâèè ó ñïåêòðà áåñêîíå÷íîé íåâåùåñòâåííîé ÷àñòè

ïðèíàäëåæàëè À.Ñ. Øàìàåâó.

Â ðàáîòàõ [5, 7�9℄ àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû îäíîìåðíûå óñðåäíåííûå

óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, èññëåäîâàíà ñòðóê-

òóðà ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óñðåäíåííûõ ñðåä è

óñòàíîâëåíà èõ çàâèñèìîñòü îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîáñòâåí-

íûõ êîëåáàíèé; �èçè÷åñêîå îáîñíîâàíèå óêàçàííîé çàâèñèìîñòè áûëî äàíî

À.Ñ. Øàìàåâûì è ñîâìåñòíî ñ íèì áûë ïðîâåäåí àíàëèç ðåçóëüòàòîâ.

Â ðàáîòàõ [13�15, 21℄ àâòîðîì áûëè âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà

ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îòðàæåííûõ è ïðîøåä-

øèõ âîëí íà ãðàíèöàõ îäíîðîäíûõ ñðåä è ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé

è ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ðàñ÷åòà èõ òî÷íûõ çíà÷åíèé, à òàêæå ÷èñëåí-

íî èññëåäîâàíà ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííûõ �îðìóë; èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ

óñðåäíåííûõ ìîäåëåé ñëîèñòûõ ñðåä äëÿ âûâîäà ïðèáëèæåííûõ �îðìóë

è ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè âëèÿíèÿ ÷èñëà ñëîåâ íà

òî÷íîñòü ýòèõ �îðìóë áûëè ïðåäëîæåíû À.Ñ. Øàìàåâûì.

Â ðàáîòå [20℄ àâòîðîì áûëè ïîëó÷åíû òðàíñöåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ, êîð-

íè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñïåêòðà îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

ñëîèñòîé ñðåäû ñ äèññèïàöèåé, è óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ïî Õà-

óñäîð�ó äîïðåäåëüíûõ ñïåêòðîâ ê óñðåäíåííîìó ñïåêòðó; èäåÿ ìàòðè÷íîãî

ïîäõîäà äëÿ âûâîäà òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé è �îðìóëèðîâêà çàäà÷è î

ñóùåñòâîâàíèè/îòñóòñòâèè óêàçàííîé ñõîäèìîñòè ñïåêòðîâ ïî Õàóñäîð�ó

ïðèíàäëåæàëè À.Ñ. Øàìàåâó.

Â ðàáîòå [22℄ àâòîðîì áûëè âûâåäåíû òðàíñöåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ, êîð-

íè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñïåêòðà îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáà-

íèé ñëîèñòîãî êîìïîçèòà, è ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû; èäåÿ ÷èñëåííî-

ãî ñðàâíåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòà è ñîîòâåòñòâóþùåãî

åìó óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà ïðèíàäëåæàëà À.Ñ. Øàìàåâó.
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Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü äîêòîðó �èçèêî-

ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðî�åññîðó Øàìàåâó Àëåêñåþ Ñòàíèñëàâîâè÷ó

çà âíèìàíèå, öåííûå èäåè, ïîëåçíûå ñîâåòû è ïîñòîÿííóþ ïîääåðæêó,

áëàãîäàðÿ êîòîðûì áûëà íàïèñàíà äàííàÿ ðàáîòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ,

5 ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùåå êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â äèññåðòàöèè �

272, âêëþ÷àÿ 11 òàáëèö è 13 ðèñóíêîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 160

íàèìåíîâàíèé.

Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ, ïðèâåäåíà

èí�îðìàöèÿ î ñòåïåíè åå ðàçðàáîòàííîñòè, ñ�îðìóëèðîâàíû öåëü ðàáîòû è

åå íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïðèâåäåíà òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è èçëîæåíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè ïî

ãëàâàì.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âûâîäó óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé àêóñòèêè

äëÿ òâåðäûõ ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç óïðó-

ãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëîâ èëè èç äâóõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ.

Â êà÷åñòâå ÿ÷åéêè ïåðèîäè÷íîñòè òàêèõ äâóõ�àçíûõ ñðåä, çàïîëíÿþùèõ

îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ R
3
, ðàññìàòðèâàåòñÿ êóá εY , ãäå Y = (0, 1)3 �

åäèíè÷íûé êóá, à âåëè÷èíà ε ìíîãî ìåíüøå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ îáëàñòè Ω.
Ïîäìíîæåñòâà îáëàñòè Ω, çàïîëíåííûå ïåðâîé è âòîðîé �àçàìè, îáîçíà÷à-
þòñÿ ÷åðåç Ω1ε è Ω2ε ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íà-

ïðÿæåíèé è ìàëûõ äå�îðìàöèé â îáëàñòè Ω, çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

σε
ij = Γε

ijkh(x, t) ∗ ekh(uε), 1 ≤ i, j, k, h ≤ 3,

ãäå uε(x, t) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé; σε
è e(uε) � òåíçîðû íàïðÿæåíèé è

ìàëûõ äå�îðìàöèé ñîîòâåòñòâåííî; ñèìâîë ∗ îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ñâåðòêè

ïî ïåðåìåííîé t; Γε(x, t) = Γ(ε−1x, t) � òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè:

Γ(y, t) = δ(t)a(y) + δ′(t)b(y)− d(y, t), y = ε−1x.

Çäåñü δ(t) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, à a(y), b(y) è d(y, t) � òåíçîðû ìîäó-

ëåé óïðóãîñòè, êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè è ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàê-

ñàöèè ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ýòèõ òåíçîðîâ

Y -ïåðèîäè÷íû ïî y è

a(y) = a(s)(y), b(y) = b(s)(y), d(y, t) = d(s)(y, t) ïðè y ∈ Ys,

ãäå Ys ⊂ Y : εYs = εY ∩ Ωsε, s = 1, 2. Åñëè îáà òåíçîðà b(s)(y) è d(s)(y, t) �
íóëåâûå, òî s-ÿ �àçà ñ÷èòàåòñÿ çàïîëíåííîé óïðóãèì ìàòåðèàëîì (ÓÌ),
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â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � âÿçêîóïðóãèì ìàòåðèàëîì îäíîãî èç òðåõ òèïîâ, à

èìåííî: ÂÓÌ-I ïðè b(s)(y) 6= 0 è d(s)(y, t) = 0; ÂÓÌ-II ïðè b(s)(y) = 0 è

d(s)(y, t) 6= 0; ÂÓÌ-III ïðè b(s)(y) 6= 0 è d(s)(y, t) 6= 0.
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ äâóõ�àçíîé òâåðäîé

ñðåäû, çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ρε(x)
∂2uε

i

∂t2
=

∂σε
ij

∂xj

+ fi(x, t) â Ω× (0, T ), (1)

[uε]|Sε

= 0, [σε
ijnj]

∣

∣

Sε

= 0, Sε = ∂Ω1ε ∩ ∂Ω2ε, (2)

uε|∂Ω = 0, uε|t=0 = 0,
∂uε

∂t
|t=0 = 0, (3)

ãäå ρε(x) = ρ(ε−1x) � ïëîòíîñòü ñðåäû: ρ(y) = ρ(s)(y) ïðè y ∈ Ys (s = 1, 2);
fi(x, t), i = 1, 2, 3, � êîìïîíåíòû âåêòîðà îáúåìíîé ñèëû; n = (n1, n2, n3) �
åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Sε; êâàäðàòíûå ñêîáêè [·]|Sε

îáî-

çíà÷àþò ñêà÷îê çàêëþ÷åííîé â íèõ âåëè÷èíû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç Sε.

Åñëè s-ÿ �àçà ñîñòîèò èç óïðóãîãî ìàòåðèàëà èëè âÿçêîóïðóãîãî ìà-

òåðèàëà Êåëüâèíà-Ôîéãòà (ÂÓÌ-I), òî ñèñòåìà óðàâíåíèé àêóñòèêè (1) â

Ωsε× (0, T ) ñîñòîèò èç òðåõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ âòîðîãî èëè òðåòüåãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè æå s-ÿ �à-
çà ñîñòîèò èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñ ïàìÿòüþ, à èìåííî, èç ÂÓÌ-II

èëè ÂÓÌ-III, òî ñèñòåìà (1) â Ωsε × (0, T ) ñîñòîèò èç òðåõ èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî èëè òðå-

òüåãî ïîðÿäêîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ìåòîäà äâóõìàñøòàáíîé ñõîäè-

ìîñòè óñòàíîâëåíî, ÷òî óñðåäíåííàÿ ìîäåëü, ïîñòðîåííàÿ ïðè ε → 0 è ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ èñõîäíîé ìîäåëè (1)-(3), îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîãî

âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ρ0
∂2ui

∂t2
=

∂σ0
ij

∂xj

+ fi(x, t) â Ω× (0, T ), (4)

u|∂Ω = 0, u|t=0 = 0,
∂u

∂t
|t=0 = 0, (5)

ãäå u(x, t)� âåêòîð ïåðåìåùåíèé, ρ0 � ïëîòíîñòü, σ0
� òåíçîð íàïðÿæåíèé,

ρ0 =

∫

Y

ρ(y)dy, σ0
ij = Γ0

ijkh(t) ∗ ekh(u), (6)

Γ0(t) = δ(t)α+ δ′(t)β − g(t), α 6= 0. (7)

Êîìïîíåíòû òåíçîðîâ α è β íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé âñïîìîãà-

òåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå Y , à êîìïîíåíòû
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òåíçîðà g(t) � ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ ýâîëþöèîííûõ ïåðè-

îäè÷åñêèõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå Y . Áîëåå ïîäðîáíî, îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäó-
þùèì �îðìóëàì:

αijkh =

∫

Y

(

aijkh(y) + aijlm(y)e
y
lm(Z

kh) + bijlm(y)e
y
lm(D

kh)
)

dy, (8)

βijkh =

∫

Y

(

bijkh(y) + bijlm(y)e
y
lm(Z

kh)
)

dy, (9)

gijkh(t) =

∫

Y

(

dijkh(y, t) + dijlm(y, t)e
y
lm(Z

kh) + dijlm(y, t) ∗ eylm(W kh)
)

dy−

−
∫

Y

(

aijlm(y)e
y
lm(W

kh) + bijlm(y)e
y
lm

(

∂W kh

∂t

))

dy. (10)

Çäåñü âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) è Dkh(y) � ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè-

÷åñêèõ çàäà÷, à W kh(y, t) � ðåøåíèÿ ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷.

Âûïèñàíû âñå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è, êàê ñòàöèîíàðíûå, òàê è ýâîëþöèîí-

íûå, äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ: 1) ïðè b(1)(y) 6= 0, b(2)(y) 6= 0; 2) ïðè b(1)(y) = 0,
b(2)(y) 6= 0 èëè b(1)(y) 6= 0, b(2)(y) = 0; 3) ïðè b(1)(y) = b(2)(y) = 0.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåíçîð g(t) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì, çà èñêëþ÷å-

íèåì îòäåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ

äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, îáóñëîâëåííîé âÿçêîñòüþ è/èëè

ïàìÿòüþ õîòÿ áû îäíîé èç èõ �àç, ñîîòâåòñòâóùèå èì óñðåäíåííûå ñðå-

äû ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè âÿçêîóïðóãèìè ìàòåðèàëàìè ñ ïàìÿòüþ, ò.å.

ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III. Áîëåå ïîäðîáíî, åñëè îáå �àçû èñõîäíîé ñðåäû îá-

ëàäàþò íóëåâûìè òåíçîðàìè êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè b(1)(y) è b(2)(y), òî
β = 0 è óñðåäíåííàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ ÂÓÌ-II, ò.å. îáëàäàåò òîëüêî ïàìÿòüþ.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ α è g(t) ïî �îðìóëàì (8) è (10)

òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèÿ Zkh(y) è W kh(y, t) (k ≤ h) øåñòè ñòàöèîíàðíûõ

è øåñòè ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷. Åñëè æå õîòÿ áû îäíà �àçà

èñõîäíîé ñðåäû îáëàäàåò íåíóëåâûì òåíçîðîì êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî

β 6= 0 è óñðåäíåííàÿ ñðåäà ÿâëÿåòñÿ ÂÓÌ-III, ò.å. îáëàäàåò êàê âÿçêîñòüþ,

òàê è ïàìÿòüþ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ α, β è g(t)
ïî �îðìóëàì (8)-(10) òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèÿ Zkh(y), Dkh(y) è W kh(y, t)
(k ≤ h) äâåíàäöàòè ñòàöèîíàðíûõ è øåñòè ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ

çàäà÷. Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ äâóõ�àçíûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ

èç ÓÌ è ÂÓÌ-II èëè èç äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-II, óñðåäíåííûìè ñðåäàìè ÿâ-

ëÿþòñÿ îäíîðîäíûå ÂÓÌ-II, à äëÿ îñòàëüíûõ äâóõ�àçíûõ òâåðäûõ ñðåä,

ðàññìàòðèâàåìûõ â ïåðâîé ãëàâå, � îäíîðîäíûå ÂÓÌ-III.

Â ïåðâîé ãëàâå òàêæå èññëåäîâàí âîïðîñ î áëèçîñòè ðåøåíèé uε(x, t)
äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ (1)-(3) ê ðåøåíèþ u(x, t) óñðåäíåííîé çàäà÷è (4), (5)
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ïðè ìàëûõ ε. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòî-
ðîâ ïåðåìåùåíèé uε(x, t) äâóõ�àçíîé òâåðäîé ñðåäû ñ äèññèïàöèåé ñèëüíî

ñõîäèòñÿ ïðè ε → 0 ê âåêòîðó ïåðåìåùåíèé u(x, t) óñðåäíåííîé ñðåäû â

ïðîñòðàíñòâå (L2(Ω))3.
Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà âûâîäó óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé àêóñòèêè

äëÿ äâóõ�àçíûõ ñìåøàííûõ ñðåä ñ εY -ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ó êî-

òîðûõ ïåðâàÿ �àçà ñîñòîèò èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, à âòîðàÿ �àçà �

èç âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-

äåëü, îïèñûâàþùàÿ êîëåáàíèÿ òàêèõ ñìåøàííûõ ñðåä, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)-(3), â êîòîðîé êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæå-

íèé σε
ij çàäàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σε
ij = a

(1)
ijkh(ε

−1x)ekh(u
ε) + b

(1)
ijkh(ε

−1x)ekh

(

∂uε

∂t

)

− d
(1)
ijkh(ε

−1x, t) ∗ ekh(uε)

äëÿ âÿçêîóïðóãîé �àçû è

σε
ij = −δijp

ε + (ζε2δijδkh + 2ηε2δikδjh) ekh

(

∂uε

∂t

)

, pε = −γ div uε

äëÿ æèäêîé �àçû. Çäåñü a(1)(y), b(1)(y) è d(1)(y, t) � òåíçîðû ìîäóëåé óïðó-

ãîñòè, êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè è ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé ÿäåð ðåëàêñàöèè, êîì-

ïîíåíòû êîòîðûõ Y -ïåðèîäè÷íû ïî y; b(1)(y) 6= 0, d(1)(y, t) = 0 äëÿ ÂÓÌ-I;

b(1)(y) = 0, d(1)(y, t) 6= 0 äëÿ ÂÓÌ-II; b(1)(y) 6= 0, d(1)(y, t) 6= 0 äëÿ ÂÓÌ-III;

pε(x, t) � äàâëåíèå â æèäêîñòè; ζε2 è ηε2 � êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè, íå çà-

âèñÿùèå îò ε äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè è èìåþùèå ïîðÿäîê ε2 äëÿ ñëàáîâÿçêîé
æèäêîñòè; γ � îáúåìíûé ìîäóëü óïðóãîñòè æèäêîñòè: γ = ρ2c

2
, ãäå ρ2 �

ïëîòíîñòü æèäêîñòè, à c � ñêîðîñòü çâóêà â æèäêîñòè â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ.

Ñíà÷àëà èññëåäóåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ïðè ε → 0 ðåøåíèé uε(x, t)
íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (1)-(3) â ñëó÷àå, êîãäà âòîðàÿ �àçà ñîñòîèò èç

âÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè (òîãäà ζε2 = ζ2 è ηε2 = η2). Ñ ïîìîùüþ ðåçóëü-

òàòîâ ïåðâîé ãëàâû âûâåäåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ óñðåäíåííàÿ ìîäåëü. Ýòà

ìîäåëü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (4), (5), â êîòîðîé

êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé σ0
è ÿäåð ðåëàêñàöèè Γ0(t) èìåþò âèä

(6) è (7) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì êîìïîíåíòû òåíçîðîâ α, β, g(t) èç (7)
âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (8), (9), (10), â êîòîðûõ (à òàêæå â óïîìÿíóòûõ

âûøå Y -ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷àõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîð-�óíêöèé Zkh(y),
Dkh(y), W kh(y, t)) íóæíî âçÿòü

a
(2)
ijkh = γδijδkh, b

(2)
ijkh = ζ2δijδkh + η2(δikδjh + δihδjk), d

(2)
ijkh(t) = 0. (11)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåíçîðû β è g(t) âñåãäà ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè,

à çíà÷èò, óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé àêóñòèêè (4) ñîñòîèò èç òðåõ
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èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî

ïîðÿäêà. Êîý��èöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé ïîñòîÿííû, à ÿäðà ñâåðòîê çàâè-

ñÿò òîëüêî îò âðåìåíè t, ïîýòîìó óñðåäíåííàÿ ìîäåëü (4), (5) îïèñûâàåò

êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäû, îáëàäàþùåé êàê âÿçêîñòüþ,

òàê è ïàìÿòüþ.

Äëÿ ñìåøàííîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà è âÿçêîé

ñæèìàåìîé æèäêîñòè, òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ òâåðäûõ äâóõ�àçíûõ ñðåä

èç ïåðâîé ãëàâû, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé uε(x, t) ñèëüíî
ñõîäèòñÿ ïðè ε → 0 ê âåêòîðó ïåðåìåùåíèé u(x, t) óñðåäíåííîé ñðåäû â

ïðîñòðàíñòâå (L2(Ω))3 äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ].
Äàëåå èññëåäóåòñÿ ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ïðè ε → 0 ðåøåíèé uε(x, t)

íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ (1)-(3) â ñëó÷àå, êîãäà îáå �àçû ñâÿçíû â îáëà-

ñòè Ω è âòîðàÿ �àçà ñîñòîèò èç ñëàáîâÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè (òîãäà

ζε2 = ε2ζ2 è ηε2 = ε2η2). Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ìåòîäà äâóõ-

ìàñøòàáíîé ñõîäèìîñòè ïðè ε → 0 ïîñòðîåíà óñðåäíåííàÿ ìîäåëü, îïèñû-
âàþùàÿ êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ìîäè�èöèðîâàííîé ñðåäû Áèî è èìåþùàÿ

ñëåäóþùèé âèä:

ρ0
∂2ui

∂t2
+ ρ2Gr ∗

∂Dr
i

∂t
+ ΠGi =

∂σ0
ij

∂xj

+ fi â Ω× (0, T ), (12)

(

Π

γ
+ β(1)

)

p+ β(2) ∗ p + div

(

Gr ∗
∫ t

0

Dr(τ)dτ

)

+

+α
(1)
ij eij(u) + α

(2)
ij ∗ eij(u) = 0 â Ω× (0, T ), (13)

(

Gr ∗
∫ t

0

Dr
j(τ)dτ

)

νj

∣

∣

∣

∣

∂Ω

= 0, u|∂Ω = 0, u|t=0 = 0,
∂u

∂t
|t=0 = 0, (14)

ãäå Π = |Y2| � ïîðèñòîñòü ñðåäû; ν = (ν1, ν2, ν3) � åäèíè÷íûé âåêòîð

íîðìàëè ê ∂Ω; β(1) = 0, åñëè òâåðäàÿ �àçà ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I èëè ÂÓÌ-III,

σ0
ij = A

(1)
ijkhekh(u) + A

(2)
ijkhekh

(

∂u

∂t

)

− A
(3)
ijkh(t) ∗ ekh(u)− α

(1)
ij p− α

(2)
ij (t) ∗ p,

Gr(x, t) = fr(x, t)− ρ2
∂2ur

∂t2
(x, t)− ∂p

∂xr

(x, t), Dr(t) =

∫

Y2

Lr(y, t)dy.

Çäåñü âåêòîð-�óíêöèè Lr(y, t), r = 1, 2, 3, � ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷

òèïà Ñòîêñà íà �æèäêîé� ÷àñòè Y2 ÿ÷åéêè Y , à A(2) = 0, åñëè òâåðäàÿ �àçà
ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II. Ïîñòîÿííàÿ β(1)

, �óíêöèÿ β(2)(t), êîìïîíåíòû ìàòðèö

α(1)
, α(2)(t) è òåíçîðîâ A(1)

, A(2)
, A(3)(t) íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé

âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòàöèîíàðíûõ è ýâîëþöèîííûõ çàäà÷ íà
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�òâåðäîé� ÷àñòè Y1 êóáà Y . Â ðàáîòå âûïèñàíû âñïîìîãàòåëüíûå ïåðèîäè-

÷åñêèå çàäà÷è íà Y1 äëÿ äâóõ ñëó÷àåâ: ïðè b(1)(y) 6= 0 è ïðè b(1)(y) = 0.
Óñðåäíåííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé àêóñòèêè (12), (13) ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ

èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíê-

öèè p(x, t) è òðåõ êîìïîíåíòîâ âåêòîð-�óíêöèè u(x, t). Êîý��èöèåíòû
ýòèõ óðàâíåíèé ïîñòîÿííû, à ÿäðà ñâåðòîê çàâèñÿò òîëüêî îò âðåìåíè t.

Äëÿ ñìåøàííûõ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà è ñëà-

áîâÿçêîé æèäêîñòè, èññëåäîâàí âîïðîñ î áëèçîñòè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé

uε(x, t) è äàâëåíèÿ pε(x, t) ê âåêòîðó ïåðåìåùåíèé u(x, t) è äàâëåíèþ

p(x, t) óñðåäíåííîé ñðåäû ïðè ìàëûõ ε. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè âåêòîð-�óíêöèè
f(x, t), u(x, t) è �óíêöèÿ p(x, t) óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì

ãëàäêîñòè ïî x, òî äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ] èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

lim
ε→0

∫

Ω1ε

|uε(x, t)− u(x, t)|2dx = 0, lim
ε→0

∫

Ω2ε

|pε(x, t)− p(x, t)|2dx = 0,

lim
ε→0

∫

Ω2ε

∣

∣uε(x, t)− u(x, t)− w(x, ε−1x, t)
∣

∣

2
dx = 0,

w(x, y, t) = Gr(x, t) ∗
∫ t

0

Lr(y, τ)dτ.

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ

ïåðåìåùåíèé uε(x, t) ñèëüíî ñõîäèòñÿ ïðè ε → 0 ê âåêòîðó ïåðåìåùåíèé

u(x, t) óñðåäíåííîé ñðåäû â ïðîñòðàíñòâå (L2(Ω))3 ñ êîððåêòîðîì â âèäå

îñöèëëèðóþùåé âåêòîð-�óíêöèè w(x, ε−1x, t).
Â ïîñëåäíåì ïàðàãðà�å âòîðîé ãëàâû ïðèâåäåíû óñðåäíåííûå óðàâíå-

íèÿ àêóñòèêè äëÿ ñðåä, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòè÷íî ïîðèñòûõ òâåðäûõ ìàòåðèà-

ëîâ (ÓÌ èëè ÂÓÌ) è âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè, çàïîë-

íÿþùåé ïîðû. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå

óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ñïëîøíûõ òâåðäûõ ìàòåðèà-

ëîâ è ïîðèñòûõ òâåðäûõ ìàòåðèàëîâ ñ âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòüþ,

çàïîëíÿþùåé ïîðû.

Òðåòüÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàñ÷åòó êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ ÿäåð ðåëàêñà-

öèè Γ0(t) óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñëîèñòûì ñðå-

äàì ñ äèññèïàöèåé, ñîñòîÿùèì èç ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ ñëîåâ, ïà-

ðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè Ox2x3. Â êà÷åñòâå îäíîé �àçû áåðåòñÿ èçîòðîïíûé

óïðóãèé èëè âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë (ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III), à â êà-

÷åñòâå äðóãîé �àçû � èçîòðîïíûé âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë (ÂÓÌ-I, ÂÓÌ-II

èëè ÂÓÌ-III) èëè âÿçêàÿ ñæèìàåìàÿ æèäêîñòü (ÂÑÆ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî ñóììàðíàÿ òîëùèíà ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ âíóòðåííèõ ñëîåâ ðàâíà ε,
à ÿ÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè εY ñîäåðæèò îäèí ñëîé òîëùèíû εh âòîðîé �àçû

è äâà ñëîÿ îäèíàêîâîé òîëùèíû ε(1− h)/2 ïåðâîé �àçû (ðèñ. 1).
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x
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e

e

e

he

�èñ. 1. ß÷åéêà ïåðèîäè÷íîñòè εY äâóõ�àçíîé ñëîèñòîé ñðåäû

Òåíçîð ÿäåð ðåëàêñàöèè äëÿ èçîòðîïíîé �àçû â Ωsε çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

Γ(s)(t) = δ(t)a(s) + δ′(t)b(s) − d(s)(t).

Åñëè s-ÿ �àçà ñîñòîèò èç ÂÓÌ-III, òî

a
(s)
ijkh = λsδijδkh + µs(δikδjh + δihδjk), (15)

b
(s)
ijkh = ζsδijδkh + ηs(δikδjh + δihδjk), ζs = κs −

2

3
ηs, (16)

d
(s)
ijkh(t) = −

(

G1s(t)−
1

3
Gs(t)

)

δijδkh −
1

2
Gs(t)(δikδjh + δihδjk), (17)

ãäå λs è µs � ïàðàìåòðû Ëàìå; ηs è κs � êîý��èöèåíòû ñäâèãîâîé è îáúåì-

íîé âÿçêîñòè;G1s(t) èGs(t)� ðåãóëÿðíûå ÷àñòè ÿäåð îáúåìíîé è ñäâèãîâîé

ðåëàêñàöèè ñîîòâåòñòâåííî,

Gs(t) =

Ns
∑

n=1

v(s)n exp
(

−γ(s)
n t
)

, G1s(t) = ksGs(t), ks ≥ 0, (18)

1 ≤ Ns < ∞, v(s)n , γ(s)
n ∈ R

+, γ
(s)
i < γ

(s)
j ïðè i < j, (19)

Ns
∑

n=1

v
(s)
n

γ
(s)
n

≤







min

{

2µs,
3λs + 2µs

3ks

}

, åñëè ks > 0,

2µs, åñëè ks = 0.

(20)

Åñëè s-ÿ �àçà ñîñòîèò èç ÓÌ, ÂÓÌ-I èëè ÂÓÌ-II, òî êîìïîíåíòû òåí-

çîðà a(s) òàêæå çàäàíû �îðìóëàìè (15). Ïðè ýòîì äëÿ óïðóãîé �àçû îáà
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òåíçîðà b(s) è d(s)(t) � íóëåâûå, à äëÿ âÿçêîóïðóãîé �àçû íóëåâûì ÿâëÿåò-

ñÿ òîëüêî îäèí èç íèõ, à èìåííî: åñëè îíà ñîñòîèò èç ÂÓÌ-I, òî d(s)(t) = 0,
à êîìïîíåíòû òåíçîðà b(s) çàäàíû �îðìóëàìè (16); åñëè îíà ñîñòîèò èç

ÂÓÌ-II, òî b(s) = 0, à êîìïîíåíòû òåíçîðà d(s)(t) çàäàíû �îðìóëàìè (17),

â êîòîðûõ �óíêöèè Gs(t) èG1s(t) òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (18)-(20).

È, íàêîíåö, åñëè s-ÿ �àçà ñîñòîèò èç ÂÑÆ, òî êîìïîíåíòû òåíçîðîâ a(s),
b(s) è d(s)(t) îïðåäåëåíû �îðìóëàìè (11).

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ïåðâûõ äâóõ ãëàâ òåíçîð Γ0(t) èìååò âèä (7) è

âû÷èñëåíèå åãî êîìïîíåíòîâ ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ êîìïîíåíòîâ äâóõ

òåíçîðîâ α è g(t) (â ñëó÷àå, êîãäà îáà òåíçîðà b(1) è b(2) � íóëåâûå) èëè

òðåõ òåíçîðîâ α, β è g(t) (â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç òåíçîðîâ b(1)

è b(2) � íåíóëåâîé) ïî �îðìóëàì (8)-(10). Êîìïîíåíòû ýòèõ òåíçîðîâ óäî-

âëåòâîðÿþò êëàññè÷åñêèì óñëîâèÿì ñèììåòðèè è, êðîìå òîãî, âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ

α2222 = α3333, α1122 = α1133, α1212 = α1313, α2222 − α2233 = 2α2323

è àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåíçîðîâ β è g(t), ò.å. óñðåäíåííàÿ ñðåäà
ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíîé. Â ñâÿçè ñ ýòèì âñå êîìïîíåíòû òåí-

çîðà Γ0(t) áóäóò èçâåñòíû, åñëè íàéòè �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ïÿòè êîìïî-

íåíòîâ α1111, α2222, α1122, α1212, α2323 òåíçîðà α è ïÿòè êîìïîíåíòîâ êàæäîãî

òåíçîðà β è g(t) ñ òåìè æå èíäåêñàìè.
Äëÿ âûâîäà �îðìóë äëÿ ðàñ÷åòà óêàçàííûõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ α è

β ñíà÷àëà íàõîäÿòñÿ ðåøåíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ íà ÿ÷åé-

êå Y : âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) è Dkh(y) â ñëó÷àå, êîãäà b(1) 6= 0, b(2) 6= 0 èëè
b(1) = 0, b(2) 6= 0, è âåêòîð-�óíêöèè Zkh(y) â ñëó÷àå, êîãäà b(1) = b(2) = 0.
Ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèé

Zkh(y) è Dkh(y) åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíûå �óíêöèè îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé

ïåðåìåííîé, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ â ÿâíîì âèäå.

Äëÿ âûâîäà �îðìóë äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîíåíòîâ òåíçîðà g(t) ñ ïîìî-

ùüþ ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ íàõîäÿòñÿ ðåøå-

íèÿ W kh(y, t) ïåðèîäè÷åñêèõ ýâîëþöèîííûõ çàäà÷ â òðåõ ñëó÷àÿõ: 1) ïðè

b(1) 6= 0, b(2) 6= 0; 2) ïðè b(1) = 0, b(2) 6= 0; 3) ïðè b(1) = b(2) = 0. Óñòà-
íîâëåíî, ÷òî âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ íåíóëåâûå êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèé

W kh(y, t) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ âûøåóïîìÿíóòûõ êóñî÷íî-

ëèíåéíûõ �óíêöèé íà �óíêöèè âðåìåíè t, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè

êîìáèíàöèÿìè M çàòóõàþùèõ ýêñïîíåíò, ïðè÷åì â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ

M = R1N1+R2N2+1, à â òðåòüåì ñëó÷àåM = R1N1+R2N2 (çäåñü è äàëåå

Rs = 0, åñëè s-ÿ �àçà ñîñòîèò èç ÓÌ, ÂÓÌ-I èëè ÂÑÆ, è Rs = 1, åñëè
îíà ñîñòîèò èç ÂÓÌ-II èëè ÂÓÌ-III). Êîý��èöèåíòû ïåðåä ýêñïîíåíòàìè

íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé ñèñòåì M ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, à èõ ïîêà-

çàòåëè � ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé óðàâíåíèé (21) è (22), êîòîðûå âûïèñàíû
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÷óòü íèæå.

Ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ è �îðìóë (8),

(9) âûâåäåíû îêîí÷àòåëüíûå �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ

α è β ñ èíäåêñàìè {1111}, {2222}, {1122}, {1212}, {2323}. Â ñëó÷àå, êîãäà

b(1) 6= 0, b(2) 6= 0, îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

α1111 =

〈

ab−2
〉

〈b−1〉2
, α2222 = 〈a〉 − 2

〈

λζb−1
〉

+
〈

ζ2ab−2
〉

+

+
2
〈

ζb−1
〉 (〈

λb−1
〉

−
〈

ζab−2
〉)

〈b−1〉 +

〈

ab−2
〉

·
〈

ζb−1
〉2

〈b−1〉2
, α2323 = 〈µ〉 ,

α1212 =

〈

µη−2
〉

〈η−1〉2
, α1122 =

〈

λb−1
〉

−
〈

ζab−2
〉

〈b−1〉 +

〈

ζb−1
〉

·
〈

ab−2
〉

〈b−1〉2
,

β1111 =
1

〈b−1〉 , β2222 = 〈b〉+
〈

ζb−1
〉2

〈b−1〉 −
〈

ζ2b−1
〉

,

β1122 =

〈

ζb−1
〉

〈b−1〉 , β1212 =
1

〈η−1〉, β2323 = 〈η〉 ,
ãäå

a(y) = a
(s)
1111, b(y) = bs = ζs + 2ηs, λ(y) = a

(s)
1122, µ(y) = a

(s)
1212,

ζ(y) = ζs, η(y) = ηs ïðè y ∈ Ys, s = 1, 2; 〈·〉 =
∫

Y

· dy.

Â ñëó÷àå, êîãäà b(1) = 0, b(2) 6= 0, óêàçàííûå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ α è β
âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì, ïîëó÷åííûì èç ïðåäûäóùèõ ïîñëå ïðåäåëüíîãî

ïåðåõîäà ïðè ζ1 → 0 è η1 → 0. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ

òåíçîð β ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì è èìååò òîëüêî äâà îòëè÷íûõ îò íóëÿ

êîìïîíåíòà:

β2222 = β3333 =
h(b22 − ζ22)

b2
.

Â ñëó÷àå, êîãäà b(1) = b(2) = 0, òåíçîð β ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì, à êîìïîíåí-

òû òåíçîðà α ïðèíèìàþò âèä

α1111 =
1

〈a−1〉, α2222 = 〈a〉+
〈

ζa−1
〉2

〈a−1〉 −
〈

λ2a−1
〉

,

α1122 =

〈

λa−1
〉

〈a−1〉 , α1212 =
1

〈µ−1〉, α2323 = 〈µ〉 .
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Ñ ïîìîùüþ ðåøåíèé ýâîëþöèîííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ çàäà÷ è �îðìóë (10)

âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîíåíòîâ òåíçîðà ðåãóëÿðíûõ ÷àñòåé

ÿäåð ðåëàêñàöèè g(t) óñðåäíåííîé ñðåäû. Îíè èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

g11jj(t) =
M
∑

m=1

hc(1)m w(j)
m e−ξmt, j = 1, 2; g1212(t) =

M
∑

m=1

hc(3)m w(3)
m e−τmt,

g2222(t) =

M
∑

m=1

hc(2)m w(2)
m e−ξmt +

2
∑

s=1

Rs|Ys|(2ks + 1/3)

ks + 2/3

Ns
∑

n=1

v(s)n e−γ
(s)
n t,

g2323(t) =
1

2

2
∑

s=1

Rs|Ys|
Ns
∑

n=1

v(s)n e−γ
(s)
n t,

ãäå |Y1| = 1− h, |Y2| = h,

c(1)m = a2 − a1 − (b2 − b1)ξm +

2
∑

s=1

Rs

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks + 2/3)v
(s)
n

ξm − γ
(s)
n

,

c(2)m = a4 − a3 − (ζ2 − ζ1)ξm +

2
∑

s=1

Rs

Ns
∑

n=1

(−1)s(ks − 1/3)v
(s)
n

ξm − γ
(s)
n

,

c(3)m = a6 − a5 − (η2 − η1)τm +

2
∑

s=1

Rs

Ns
∑

n=1

(−1)sv
(s)
n

τm − γ
(s)
n

,

as = a
(s)
1111, as+2 = a

(s)
1122, as+4 = a

(s)
1212, s = 1, 2.

Çäåñü ξ1, ..., ξM è τ1, ..., τM � óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ êîðíè óðàâ-

íåíèé

b12ξ − a12 =

2
∑

s=1

Rs|Y3−s|
(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n

ξ − γ
(s)
n

, (21)

a12 = a1h+ a2(1− h), b12 = b1h+ b2(1− h)

è

η12τ − a56 =
1

2

2
∑

s=1

Rs|Y3−s|
Ns
∑

n=1

v
(s)
n

τ − γ
(s)
n

, (22)

a56 = a5h+ a6(1− h), η12 = η1h+ η2(1− h)

ñîîòâåòñòâåííî, à w
(j)
1 , ..., w

(j)
M , j = 1, 2, 3, � ðåøåíèÿ òðåõ ñèñòåì M

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ðàáîòå ýòè ñèñòåìû âûïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

b(1)+b(2) = 0 (ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñðåäàì, ñîñòîÿùèì èç ÓÌ è ÂÓÌ-II èëè èç

äâóõ ðàçíûõ ÂÓÌ-II), è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà b(1) + b(2) 6= 0 (ýòî ñîîòâåòñâóåò
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âñåì îñòàëüíûì ðàññìàòðèâàåìûì â òðåòüåé ãëàâå ñëîèñòûì ñðåäàì).

Óðàâíåíèÿ (21) è (22) ðàâíîñèëüíû àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñòåïå-

íè M è ïðè íåáîëüøèõ M èõ êîðíè ëåãêî íàõîäÿòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè

R1 = R2 = 0 èëè åñëè R1N1 +R2N2 = 1 è b(1) + b(2) = 0, òî êàæäîå èç ýòèõ
óðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü. Â îáùåì ñëó÷àå ïðèâåäåíû îöåí-

êè, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò êîðíè óðàâíåíèé (21) è (22), óïðîùàþùèå èõ

ïîèñê â ñëó÷àå áîëüøèõ ÷èñåë N1 è N2.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå èññëåäóþòñÿ ñïåêòðû îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ

êîëåáàíèé èçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ (ÂÓÌ-I,II,III), à òàêæå

äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óñðåäíåííûõ ñðåä, ðàññìîò-

ðåííûõ â òðåòüåé ãëàâå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ è îïèñàíèÿ ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáà-

íèé èçîòðîïíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, çàíèìàþùèõ íåîãðàíè÷åííóþ

ïîëîñó 0 < x1 < L, ñíà÷àëà ïðèâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñû-

âàþùàÿ èõ îäíîìåðíûå êîëåáàíèÿ âäîëü îñè Ox1. Îíà èìååò ñëåäóþùèé

âèä:

ρ
∂2u

∂t2
= A

∂2u

∂x2
1

+ B
∂3u

∂x2
1∂t

− R0g0(t) ∗
∂2u

∂x2
1

+ f(x1, t),

u(0, t) = u(L, t) = 0, u(x1, 0) =
∂u

∂t
(x1, 0) = 0,

(23)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü; u(x1, t) � ñìåùåíèå òî÷êè; f(x1, t) � âíåøíÿÿ ñèëà,

íàïðàâëåííàÿ âäîëü îñè Ox1; R0 = 0 äëÿ ÂÓÌ-I è R0 = 1 äëÿ ÂÓÌ-II,III;

A > 0; B = 0 äëÿ ÂÓÌ-II è B > 0 äëÿ ÂÓÌ-I,III,

A = λ0 + 2µ0, B = ζ0 + 2η0, g0(t) =
N
∑

n=1

qn exp (−γnt) ,

qn = (k0 + 2/3) vn, n = 1, ..., N, k0 =
G0(t)

G01(t)
= onst ≥ 0.

Çäåñü λ0 è µ0 � ïàðàìåòðû Ëàìå; ζ0 è η0 � êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè; G0(t)
è G01(t) � ðåãóëÿðíûå ÷àñòè ÿäåð ñäâèãîâîé è îáúåìíîé ðåëàêñàöèè; vn
è γn óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (19) è (20), â êîòîðûõ v

(s)
n , γ

(s)
n , µs, λs, ks,

Ns ñëåäóåò çàìåíèòü íà vn, γn, µ0, λ0, k0, N ñîîòâåòñòâåííî. Â ÷àñòíîñòè,

ζ0 = η0 = 0 äëÿ ÂÓÌ-II.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà u(x1, t) → uλ(x1) çàäà÷à
(23) ïðè f(x1, t) ≡ 0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ρλ2uλ =

(

A+ Bλ−R0

N
∑

n=1

qn
λ+ γn

)

∂2uλ

∂x2
1

, uλ(0) = uλ(L) = 0. (24)
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Ïîä ñïåêòðîì îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ-

ñÿ â âÿçêîóïðóãîì ìàòåðèàëå âäîëü îñè Ox1, ïîíèìàåòñÿ ñïåêòð S0 çàäà÷è

(24), ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé λ, ïðè êîòîðûõ ýòà çàäà÷à
èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ uλ(x1): S0 = {λ ∈ C : uλ(x1) 6≡ 0}. Ïðè ýòîì
ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ìíèìûõ ÷àñòåé òî÷åê ñïåêòðà S0 ïðåäñòàâ-

ëÿåò ñîáîé ñïåêòð F0 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé âÿçêî-

óïðóãîãî ìàòåðèàëà âäîëü îñè Ox1, ò.å. F0 = {ω : ω = Imλ > 0, λ ∈ S0}.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÂÓÌ-I

S0 = {λ1k}∞k=1 ∪ {λ2k}∞k=1,

ãäå

λ1k,2k =
π2k2B

2ρL2

(

−1±
√

1− 4ρL2A

π2k2B2

)

,

à äëÿ ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-III

S0 = {λ1k}∞k=1 ∪ ... ∪ {λ(N+1)k}∞k=1 ∪ {λ(N+2)k}∞k=1,

ãäå λ1k, ..., λ(N+2)k � êîðíè óðàâíåíèé

λ2 + BCkλ+ACk =
N
∑

n=1

Ckqn
λ+ γn

(

Ck =
π2k2

ρL2

)

è λjk ∈ R (j = 1, ..., N) äëÿ âñåõ k ∈ N. Ïðè ýòîì äëÿ ÂÓÌ-II âñå ýëåìåí-

òû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {λ(N+1)k}∞k=1 è {λ(N+2)k}∞k=1 ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè, êðîìå, âîçìîæíî, èõ êîíå÷íî-

ãî ÷èñëà. Äëÿ ÂÓÌ-III ñèòóàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíà, à èìåííî: âñå ýëåìåí-

òû ýòèõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè, êðîìå, âîçìîæíî, èõ êîíå÷íîãî ÷èñëà. Òåì ñàìûì îáíàðóæåíî

êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå â ñòðóêòóðå ñïåêòðà S0 äëÿ ÂÓÌ-II è ÂÓÌ-I,III: äëÿ

ÂÓÌ-II ñïåêòð S0 ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ è áåñ-

êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à

äëÿ ÂÓÌ-I è ÂÓÌ-III îí ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ

è íå áîëåå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÂÓÌ-II ìíîæåñòâî F0 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íûì, à äëÿ ÂÓÌ-I è ÂÓÌ-III � êîíå÷íûì (â ÷àñòíîñòè, îíî ìîæåò

áûòü ïóñòûì).

Äëÿ ÂÓÌ-I è ÂÓÌ-III èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ÷èñëà k0 ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà F0 îò òîëùèíû ïîëîñû L. Óñòàíîâëåíî, ÷òî óìåíüøåíèå (óâåëè-
÷åíèå) òîëùèíû L ïðèâîäèò â öåëîì ê óìåíüøåíèþ (ñîîòâåòñòâåííî óâå-

ëè÷åíèþ) ÷èñëà k0. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå L0 òàêîå, ÷òî ìíî-

æåñòâî F0 ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì äëÿ âñåõ L ≤ L0. Äëÿ ÂÓÌ-I ýòî çíà÷åíèå
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ðàâíî πB/(2
√
ρA), à äëÿ ÂÓÌ-III ïðè N = 1 îíî âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

íàèáîëüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ âñïîìîãàòåëüíîãî êóáè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ.

Èññëåäîâàíû ñïåêòðû îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé âäîëü îñè

Ox1 óñðåäíåííûõ ñðåä, çàíèìàþùèõ ïîëîñó 0 < x1 < L è ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ñëîèñòûì äâóõ�àçíûì ñðåäàì, ðàññìîòðåííûì â òðåòüåé ãëàâå, à

òàêæå îòëè÷àþùèõñÿ îò íèõ ëèøü ðàñïîëîæåíèåì ñëîåâ ïî îòíîøåíèþ ê

êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì (ðèñ. 2).

1
x

2
x

1
x

3
x he

2
x

e

e

e

3
x

e

e

e

he

�èñ. 2. Ìîäåëè äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä, ñëîè êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû

ïëîñêîñòè Ox1x2 èëè ïëîñêîñòè Ox1x3

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû óêàçàííûõ ñïåêòðîâ ïðèìåíÿþòñÿ ðåçóëüòà-

òû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè ñïåêòðà çàäà÷è (24). Ñîãëàñíî ýòèì ðå-

çóëüòàòàì, åñëè ñëîè èñõîäíîé ñðåäû ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Ox2x3, òî

ñïåêòð S1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîðíåé óðàâíåíèé

λ2 + β1Ckλ+ α1Ck = Ck

M
∑

m=1

dm
λ+ ξm

, k ∈ N, (25)

à åñëè ñëîè èñõîäíîé ñðåäû ïàðàëëåëüíû ïëîñêîñòè Ox1x2 èëè Ox1x3, òî

ñïåêòð S2 � îáúåäèíåíèå êîðíåé óðàâíåíèé

λ2 + β2Ckλ+ α2Ck = Ck

(

M
∑

m=1

pm
λ+ ξm

+
2
∑

s=1

Rs

Ns
∑

n=1

k2+sv
(s)
n

λ+ γ
(s)
n

)

, k ∈ N,

ãäå

αi = αiiii, βi = βiiii, dm = hc(1)m w(1)
m , pm = hc(2)m w(2)

m ,

k3 =
(1− h)(2k1 + 1/3)

k1 + 2/3
, k4 =

h(2k2 + 1/3)

k2 + 2/3
, Ck =

π2k2

ρ0L2

(�îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà αiiii, βiiii, ξm, w
(i)
m , c

(i)
m ïðèâåäåíû â òðåòüåé ãëàâå).
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Ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç ñòðóêòóðû ñïåêòðîâ S1 è S2 äëÿ óñðåäíåí-

íûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì ðàññìîòðåííûì âûøå äâóõ�àçíûì ñëîè-

ñòûì ñðåäàì. Â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè îáå �àçû ñëîèñòîé ñðåäû

îáëàäàþò íåíóëåâûìè òåíçîðàìè êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî îáà ñïåêòðà

S1 è S2 ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè, êðîìå, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà èõ

òî÷åê. Åñëè òîëüêî îäíà �àçà ñëîèñòîé ñðåäû îáëàäàåò íåíóëåâûì òåíçî-

ðîì êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî ñòðóêòóðû ñïåêòðîâ S1 è S2 êà÷åñòâåííî

îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà: ñïåêòð S1 âìåñòå ñ âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ ñîäåð-

æèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ òî÷åê, â òî âðåìÿ

êàê ñïåêòð S2 ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, êðîìå, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà

åãî òî÷åê. Åñëè æå îáå �àçû ñëîèñòîé ñðåäû îáëàäàþò íóëåâûìè òåíçîðà-

ìè êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè, òî îáà ñïåêòðà S1 è S2 âìåñòå ñ âåùåñòâåííîé

÷àñòüþ ñîäåðæàò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ òî÷åê.

Èññëåäîâàí ñïåêòð îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé äâóõ�àçíûõ

ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé, ðàññìîòðåííûõ â òðåòüåé ãëàâå, êîòîðûå çà-

íèìàþò ïîëîñó 0 < x1 < L è ñîñòîÿò èç M ñëîåâ òîëùèíû ε(1− h) ïåðâîé
�àçû èM ñëîåâ òîëùèíû εh âòîðîé �àçû. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòð Sε ñîá-

ñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî ñëîÿì òàêèõ

ñðåä, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîðíåé M òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíå-

íèé

1

λ
(1 +Kλ) (− exp[−ε(M1λ +M2λ)] + exp[ε(M1λ +M2λ)])+

+
1

λ
(1−Kλ) (− exp[−ε(M1λ −M2λ)] + exp[ε(M1λ −M2λ)]) = 0, (26)

(

2 +Kλ +
1

Kλ

)

(exp[−ε(M1λ +M2λ)] + exp[ε(M1λ +M2λ)])+

+

(

2−Kλ −
1

Kλ

)

(exp[−ε(M1λ −M2λ)] + exp[ε(M1λ −M2λ)]) =

= 8 cos
πk

M
, k = 1, ...,M − 1, (27)

ãäå

Kλ =

√

ρ1A1λ

ρ2A2λ
, M1λ = λ(1− h)

√

ρ1
A1λ

, M2λ = λh

√

ρ2
A2λ

,

Asλ = as + bsλ−Rs

(

ks +
2

3

) Ns
∑

n=1

v
(s)
n

λ+ γ
(s)
n

, s = 1, 2.

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ε → 0 ñïåêòð Sε ñõîäèòñÿ ïî Õàóñäîð�ó ê îáú-

åäèíåíèþ ñïåêòðà S1, ñîñòîÿùåãî èç êîðíåé óðàâíåíèé (25), è ìíîæåñòâà
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V = {−ξ1, ...,−ξM}, ñîñòîÿùåãî èç òî÷åê, â êîòîðûõ îáðàùàåòñÿ â íóëü

çíàìåíàòåëü îäíîé èç äðîáåé â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé. Áîëåå ïî-

äðîáíî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

(i) äëÿ ëþáîãî λ ∈ S1 è äëÿ ëþáîãî θ ∈ V íàéäóòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè λ1ε ∈ Sε è λ2ε ∈ Sε òàêèå, ÷òî λ1ε → λ è λ2ε → θ ïðè ε → 0;
(ii) åñëè λε ∈ Sε � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé óðàâíåíèÿ (26) è

λε → λ0 < ∞, òî λ0 ∈ V ; åñëè λε ∈ Sε � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðíåé

îäíîãî èç óðàâíåíèé (27) è λε → λ0 < ∞, òî λ0 ∈ S1.

Óñòàíîâëåííàÿ ñõîäèìîñòü ïî Õàóñäîð�ó îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ

ìíîãîñëîéíûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé ïðè ÷èñëåííîì ïîèñêå òî÷åê ñïåêòðà Sε

â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ñëåäóåò áðàòü êàê òî÷êè ñïåêòðà S1,

òàê è òî÷êè ìíîæåñòâà V .
Â êîíöå ÷åòâåðòîé ãëàâû ïðèâîäèòñÿ ÷èñëåííîå ñðàâíåíèå òî÷åê ìíî-

æåñòâ Sε è S1 ∪ V äëÿ òðåõ îáðàçöîâ ñëîèñòîãî êîìïîçèòà, îòëè÷àþùèõñÿ

äðóã îò äðóãà òîëüêî ÷èñëîì ñëîåâ è âåëè÷èíîé ïåðèîäà: äëÿ ïåðâîãî îáðàç-

öà ïðèíèìàåòñÿ M = 10 è ε = 0.014 ì; äëÿ âòîðîãî �M = 14 è ε = 0.01 ì;
äëÿ òðåòüåãî �M = 28 è ε = 0.005 ì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëîè ïàðàëëåëü-
íû ïëîñêîñòè Ox2x3 è èìåþò îäèíàêîâóþ òîëùèíó ε/2 (ïðè ýòîì h = 0.5)
è ñëåäóþùèå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè: ρ1 = 5500 êã/ì3

, ρ2 = 2500 êã/ì3
,

λ1 = 9.8 · 109 Ïà, λ2 = 5.5 · 108 Ïà, µ1 = 8.5 · 109 Ïà, µ2 = 3.8 · 108 Ïà,
N2 = 1, k2 = 0, v

(2)
1 = 3 · 1011 Ïà · −1

, γ
(2)
1 = 400 −1

.

Ñïåêòð S1 ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â óñðåäíåííîì

ìàòåðèàëå âäîëü îñèOx1, åñòü îáúåäèíåíèå êîðíåé óðàâíåíèé (25), êîòîðûå

â äàííîì ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ ê êóáè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

λ3 + ξ1λ
2 + α1Ckλ+ (α1ξ1 − d1)Ck = 0, k = 1, 2, ..., (28)

ãäå α1 = 2.4979 · 109 Ïà, d1 = 3.6359 · 1011 Ïà · −1
, ξ1 = 392.8851 −1

.

Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì k ∈ N óðàâíåíèå (28) èìååò îäèí âåùåñòâåí-

íûé λ
(0)
1k è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ A

(0)
k ± iω

(0)
k . Â òàáëèöå 1

ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ λ
(0)
1k è A

(0)
k , âû÷èñëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî 0.0001 

−1
,

è ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé ω
(0)
k óñðåäíåííîé ñðåäû, âû÷èñëåííûå ñ

òî÷íîñòüþ äî 0.1 −1
, äëÿ k = 1, ..., 5.

Ïðè ÷èñëåííîì ïîèñêå òî÷åê ñïåêòðà Sε â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëè-

æåíèé ê êîðíÿì óðàâíåíèé (26), (27) èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèå −ξ1, à òàêæå

êîðíè λ
(0)
1k è A

(0)
k ± iω

(0)
k óðàâíåíèÿ (28). Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îòíî-

ñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé −ξ1 è λ
(0)
1k íå ïðåâûøàþò

2.6 · 10−6 % è 4.1 · 10−5 % ñîîòâåòñòâåííî. Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè
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λ
(0)
1k , 

−1 A
(0)
k , 

−1 ω
(0)
k , 

−1

k = 1 −247.3566 −72.7643 17731.7

k = 2 −247.3353 −72.7749 35465.2

k = 3 −247.3314 −72.7769 53198.3

k = 4 −247.3300 −72.7775 70931.3

k = 5 −247.3294 −72.7779 88664.2

Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà òî÷åê λ
(0)
1k è A

(0)
k

+ iω
(0)
k

ñïåêòðà S1

∆A
(M)
k è ∆ω

(M)
k çíà÷åíèé A

(0)
k è ω

(0)
k , ïðèíèìàåìûõ â êà÷åñòâå ïðèáëèæåí-

íûõ çíà÷åíèé A
(M)
k è ω

(M)
k äëÿ êîðíåé A

(M)
k ± iω

(M)
k óðàâíåíèé (27), ïðèâå-

äåíû â òàáëèöàõ 2 è 3.

A
(M)
k , 

−1 ∆A
(M)
k , %

M 10 14 28 10 14 28

k = 1 −72.7643 −72.7825 −72.7688 0.049 0.025 0.006

k = 2 −72.7749 −72.8481 −72.7931 0.197 0.100 0.025

k = 3 −72.7769 −72.9422 −72.8180 0.446 0.227 0.056

k = 4 −72.7775 −72.0729 −72.8507 0.796 0.404 0.100

k = 5 −72.7779 −72.2419 −72.8924 1.244 0.634 0.157

Òàáëèöà 2. Âåùåñòâåííûå ÷àñòè òî÷åê A
(M)
k

+ iω
(M)
k

ñïåêòðà Sε è îòíî-

ñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè ∆A
(M)
k

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöàõ 2 è 3, ïîêà-

çûâàåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì k ïîãðåøíîñòü íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé

A
(0)
k ± iω

(0)
k ê òî÷êàì A

(M)
k ± iω

(M)
k ñïåêòðà Sε äîñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàåò

ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà M . Êðîìå òîãî, èç òàáëèöû 3 âèäíî, ÷òî ÷åì áîëü-

øåå ÷èñëî ñëîåâ ñîäåðæèòñÿ â âûáðàííîì îáðàçöå ñëîèñòîãî êîìïîçèòà,

òåì ìåäëåííåå óìåíüøàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó �ñîñåäíèìè� ñîáñòâåííûìè

÷àñòîòàìè ω
(M)
k+1 è ω

(M)
k ïðè óâåëè÷åíèè íîìåðà k.

Â ïÿòîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ ïëîñ-

êîé çâóêîâîé âîëíû u0(x1, t) åäèíè÷íîé àìëèòóäû è ÷àñòîòû ω, ðàñïðî-
ñòðàíÿþùåéñÿ âäîëü îñè Ox1 ñî ñòîðîíû îòðèöàòåëüíûõ x1, íà ãðàíèöàõ

îäíîðîäíûõ ñæèìàåìûõ ñðåä è ñëîèñòûõ äâóõ�àçíûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé,

ñîñòîÿùèõ èç òåõ æå �àç, ÷òî è ñðåäû èç òðåòüåé ãëàâû. �ðàíèöû ðàçäå-

ëà ñëîåâ ïðåäïîëàãàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè èëè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè �ðîíòó

25



ω
(M)
k , 

−1 ∆ω
(M)
k , %

M 10 14 28 10 14 28

k = 1 17701.6 17716.4 17727.9 0.170 0.086 0.021

k = 2 35220.6 35341.7 35434.5 0.694 0.349 0.087

k = 3 52351.3 52775.9 53094.5 1.618 0.800 0.196

k = 4 68849.2 69911.4 70684.2 3.024 1.459 0.350

k = 5 84400.1 86624.2 88178.8 5.052 2.355 0.550

Òàáëèöà 3. Ìíèìûå ÷àñòè òî÷åê A
(M)
k

+iω
(M)
k

ñïåêòðà Sε è îòíîñèòåëüíûå

ïîãðåøíîñòè ∆ω
(M)
k

âîëíû, à ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 < 0 ñ÷èòàåòñÿ çàïîëíåííûì îäíîðîäíîé ñæè-

ìàåìîé ñðåäîé ñ ïëîòíîñòüþ ρ è ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíîé

âîëíû c.
Ïðè èññëåäîâàíèè ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ñëîèñòûõ ñðåäàõ çâóêîâûõ

âîëí, äëèíà êîòîðûõ ìíîãî áîëüøå âåëè÷èíû ïåðèîäà ε, èñïîëüçóþòñÿ
óñðåäíåííûå ìîäåëè ñëîèñòûõ ñðåä, âûâåäåííûå â òðåòüåé ãëàâå. �àññìàò-

ðèâàþòñÿ ïî îòäåëüíîñòè äâà ñëó÷àÿ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ñëîèñòàÿ äâóõ�àçíàÿ ñðåäà çàíèìàåò ïîëóïðîñòðàí-

ñòâî x1 > 0. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû èñõîäíîé ñðåäû íà ñîîòâåòñâóþùóþ åé

óñðåäíåííóþ ñðåäó è óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé

íà ãðàíèöå x1 = 0 âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ

çíà÷åíèé àìïëèòóä è íà÷àëüíûõ �àç êîëåáàíèé âîëíû, îòðàæåííîé îò ãðà-

íèöû x1 = 0, è âîëíû, ïðîøåäøåé ÷åðåç ýòó ãðàíèöó. Åñëè ïðèáëèæåííûå
çíà÷åíèÿ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí îáîçíà÷èòü ÷åðåç B1(ω)
è B2(ω), à èõ íà÷àëüíûõ �àç êîëåáàíèé � ÷åðåç ϕ1(ω) è ϕ2(ω), òî ýòè

�îðìóëû çàïèñûâàþòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

B1(ω) =

√

ρ0|C(ω)| − Z
√

2ρ0 (|C(ω)|+ C1(ω)) + Z2

ρ0|C(ω)|+ Z
√

2ρ0 (|C(ω)|+ C1(ω)) + Z2
,

B2(ω) =
2Z

√

ρ0|C(ω)|+ Z
√

2ρ0 (|C(ω)|+ C1(ω)) + Z2

,

ϕ1(ω) =



















− π

2
, åñëè |C(ω)| = Z2

ρ0
,

K(ω) + arctg
Z
√

2ρ0 (|C(ω)| − C1(ω))

ρ0|C(ω)| − Z2
, åñëè |C(ω)| 6= Z2

ρ0
,
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ϕ2(ω) = − arctg

√

ρ0 (|C(ω)| − C1(ω))
√

ρ0 (|C(ω)|+ C1(ω)) + Z
√
2
.

Çäåñü K(ω) = 0, åñëè ρ0|C(ω)| < Z2
; K(ω) = −π, åñëè ρ0|C(ω)| > Z2

;

Z = ρc � èìïåäàíñ ïðîäîëüíîé âîëíû â ñðåäå, çàíèìàþùåé ïîëóïðîñòðàí-

ñòâî x1 < 0; C(ω) � êîìïëåêñíûé ìîäóëü óñðåäíåííîé ñðåäû:

C(ω) = C1(ω) + iC2(ω),

ãäå C1(ω) � ìîäóëü íàêîïëåíèÿ, C2(ω) � ìîäóëü ïîòåðü,

C1(ω) = αk −
N
∑

n=1

qnνn
ν2n + ω2

, C2(ω) = ω

(

βk +

N
∑

n=1

qn
ν2n + ω2

)

.

Çäåñü äëÿ ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ �ðîíòó âîëíû u0 (ò.å. ïëîñêîñòè Ox2x3),

k = 1, N = M, qn = dn, νn = ξn, n = 1, ..., N,

à äëÿ ñëîåâ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ �ðîíòó âîëíû u0 (ò.å. ïàðàëëåëüíûõ ïëîñ-

êîñòè Ox1x2 èëè Ox1x3),

k = 2, N = M +R1N1 + R2N2, qn = pn, νn = ξn, n = 1, ...,M,

ïðè R1 = 1 : qM+n = k3v
(1)
n , νM+n = γ(1)

n , n = 1, ..., N1,

ïðè R2 = 1 : qM+R1N1+n = k4v
(2)
n , νM+R1N1+n = γ(2)

n , n = 1, ..., N2

(ñì. îáîçíà÷åíèÿ âûøå).

Âî âòîðîì ñëó÷àå ñëîèñòàÿ äâóõ�àçíàÿ ñðåäà çàíèìàåò íåîãðàíè÷åí-

íóþ ïîëîñó 0 < x1 < L, à ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 > L çàíÿòî îäíîðîäíîé

ñæèìàåìîé ñðåäîé ñ ïëîòíîñòüþ ρ3 è ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëü-

íîé âîëíû c3. Ñ ïîìîùüþ óñðåäíåííîé ìîäåëè ñëîèñòîé ñðåäû è óñëîâèé

íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà ãðàíèöàõ x1 = 0 è x1 = L
âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé D1(ω) è D4(ω)
êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä äâóõ âîëí: âîëíû, îòðàæåííîé îò ãðàíèöû x1 = 0,
è âîëíû, ïðîøåäøåé ÷åðåç ãðàíèöó x1 = L. Ýòè �îðìóëû èìåþò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

D1(ω) =
−(η(ω)− Z)(η(ω) + Z3) + (η(ω) + Z)(η(ω)− Z3)e

−2b0(ω)L

(η(ω) + Z)(η(ω) + Z3)− (η(ω)− Z)(η(ω)− Z3)e−2b0(ω)L
,

D4(ω) =
4Zη(ω)e−β0(ω)L

(η(ω) + Z)(η(ω) + Z3)− (η(ω)− Z)(η(ω)− Z3)e−2b0(ω)L
, (29)

ãäå η(ω) è Z3 = ρ3c3 � èìïåäàíñû ïðîäîëüíîé âîëíû â óñðåäíåííîé ñðåäå,
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çàíèìàþùåé ïîëîñó 0 < x1 < L, è îäíîðîäíîé ñæèìàåìîé ñðåäå, çàíèìàþ-
ùåé ïîëóïðîñòðàíñòâî x1 > L, ñîîòâåòñòâåííî,

η(ω) =

√

ρ0
2
(|C(ω)|+ C1(ω)) + i

√

ρ0
2
(|C(ω)| − C1(ω)),

b0(ω) =
ω

|C(ω)|

(
√

ρ0
2
(|C(ω)| − C1(ω)) + i

√

ρ0
2
(|C(ω)|+ C1(ω))

)

.

Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (29) ÷èñëåííî èññëåäîâàíà ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü

ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé I(ω) = 10 lg(Z−1Z3|D4(ω)|2) èçìåíåíèé óðîâíÿ

èíòåíñèâíîñòè çâóêà ïðè ïðîõîæäåíèè åãî ÷åðåç ïîëîñó 0 < x1 < L òîëùè-

íû L = 0.14 ì ñëîèñòîãî êîìïîçèòà, �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû êîòîðîãî áûëè

âûïèñàíû âûøå (ñì. ïåðâûé îáðàçåö, äëÿ êîòîðîãî M = 10, ε = 0.014 ì).
�ðàíèöû ñëîåâ êîìïîçèòà ïðåäïîëàãàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè îäíîé èç êîîð-

äèíàòíûõ ïëîñêîñòåé, à ñðåäà âíå ïîëîñû 0 < x1 < L ñ÷èòàåòñÿ çàïîëíåí-

íîé âîçäóõîì, ò.å. ρ = ρ3 = 1.3 êã/ì3
, c = c3 = 330 ì/ñ.

Òàê êàê òåíçîð êîý��èöèåíòîâ âÿçêîñòè β óñðåäíåííîãî ìàòå-

ðèàëà � íóëåâîé, òî äëÿ ïðèìåíåíèÿ �îðìóëû (29) òðåáóåòñÿ ðàñ-

ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå åãî ïàðàìåòðû: ρ0, α1, α2, qn, νn (n = 1, ..., N).

Ñîãëàñíî âû÷èñëåíèÿì, ρ0 = 4000 êã/ì3
. Äëÿ ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ

ïëîñêîñòè Ox2x3, α1 = 2.4979× 109 Ïà, q1 = 3.6359× 1011 Ïà · −1
,

ν1 = 392.8851 −1
(N = 1). Äëÿ ñëîåâ, ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòè

Ox1x2 èëè Ox1x3, α2 = 1.2533× 1010 Ïà, q1 = 2.9219× 109 Ïà · −1
,

q2 = 7.5× 1010 Ïà · −1
, ν1 = 392.8851 −1

, ν2 = 400 −1
(N = 2).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè I(ω) áåðåòñÿ ÷àñòîòíûé äèà-
ïàçîí D1 = [1 �ö, 30 ê�ö]. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî äëèíû âîëí ÿâëÿ-

þòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùèìè �óíêöèÿìè ÷àñòîòû ω è ïðè w = 30 ê�ö îíè
áîëüøå 0.15 ì. Òàêèì îáðàçîì, ïðè èññëåäîâàíèè âîëí ñ ÷àñòîòàìè èç D1

ïðèìåíåíèå �îðìóëû (29) äëÿ ðàñ÷åòà ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ êîìïëåêñ-

íîé àìïëèòóäû âîëíû, ïðîøåäøåé ÷åðåç âñå 20 ñëîåâ êîìïîçèòà, âïîëíå

îáîñíîâàíî, ïîñêîëüêó äëèíû òàêèõ âîëí ìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãî áîëüøå âå-

ëè÷èíû ïåðèîäà ε = 0.014 ì.
Íà ðèñ. 3 è 4 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè �óíêöèè I(ω) äëÿ äèàïàçîíîâ ÷à-

ñòîò 1�1000 �ö è 1�30 ê�ö: ñïëîøíàÿ ëèíèÿ 1 (2) ñîîòâåòñòâóåò ïðîõîæäå-
íèþ çâóêà ÷åðåç ïîëîñó 0 < x1 < L êîìïîçèòà, ñëîè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû

(ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíû) �ðîíòó âîëíû. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ýòèõ

æå ðèñóíêàõ øòðèõîâîé ëèíèåé èçîáðàæåí ãðà�èê èçìåíåíèÿ óðîâíÿ èí-

òåíñèâíîñòè çâóêà (ñ òåì æå îáîçíà÷åíèåì I(ω)) ïðè ïðîõîæäåíèè åãî ÷åðåç
ïîëîñó 0 < x1 < L ñïëîøíîé óïðóãîé �àçû êîìïîçèòà, à ïóíêòèðíîé ëèíè-

åé � ÷åðåç ïîëîñó 0 < x1 < L ñïëîøíîé âÿçêîóïðóãîé �àçû êîìïîçèòà. Íà
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ðèñ. 3 ñïëîøíûå ëèíèè 1 è 2 ñîâïàäàþò, òàê êàê äëÿ ÷àñòîòíîãî äèàïàçî-

íà 1�1000 �ö ðàçëè÷èå ìåæäó çíà÷åíèÿìè �óíêöèè I(ω) äëÿ êîìïîçèòîâ,

îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ðàñïîëîæåíèåì ñëîåâ ïî îòíîøåíèþ

ê êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, ñîñòàâëÿåò ìåíåå 0.04 äÁ.

�èñ. 3. �ðà�èê �óíêöèè I(ω) â äèàïàçîíå ÷àñòîò 1�1000 �ö

�èñ. 4. �ðà�èê �óíêöèè I(ω) â äèàïàçîíå ÷àñòîò 1�30 ê�ö

Êàê âèäíî èç ðèñ. 3 è 4, �óíêöèÿ I(ω) äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìó-
ìà íà îòðåçêå D1 äëÿ äâóõ ñðåä: êîìïîçèòà, ñëîè êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû

�ðîíòó âîëíû, è ñïëîøíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà. Ñîãëàñíî ðàñ÷åòàì,

äëÿ ñïëîøíîãî âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè ÷àñòî-

òå 16242.5 �ö, ðàâíîé íàèìåíüøåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå åãî îäíîìåðíûõ

êîëåáàíèé, à äëÿ êîìïîçèòà � ïðè ÷àñòîòå 17731.7 �ö, ðàâíîé íàèìåíüøåé
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó óñðåä-

íåííîãî ìàòåðèàëà (ñì. òàáë. 1).
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Äëÿ ñëîèñòîé ñðåäû, çàíèìàþùåé ïîëîñó 0 < x1 < L è ñîñòîÿùåé èçM
ñëîåâ ïåðâîé �àçû è M ñëîåâ âòîðîé �àçû, ïàðàëëåëüíûõ �ðîíòó ïàäàþ-

ùåé âîëíû u0(x1, t), âûâåäåíà ñèñòåìà èç 4M +2 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ
ðàñ÷åòà òî÷íûõ çíà÷åíèé U1(ω) è U4M+2(ω) êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä âîëíû,
îòðàæåííîé îò ãðàíèöû x1 = 0, è âîëíû, ïðîøåäøåé ÷åðåç âñå 2M ñëîÿ.

Äëÿ âûâîäà ýòîé ñèñòåìû áûëè èñïîëüçîâàíû óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïå-

ðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé íà âíåøíèõ ãðàíèöàõ x1 = 0 è x1 = L, à òàêæå
íà âíóòðåííèõ ãðàíèöàõ, ðàçäåëÿþùèõ ñëîè äðóã îò äðóãà. Ïîëó÷åííàÿ ñè-

ñòåìà äàëà âîçìîæíîñòü, â ÷àñòíîñòè, ÷èñëåííî èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü

îò ÷èñëà ñëîåâ îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé

∆
(M)
1 (ω) =

||U1(ω)| − |D1(ω)||
|U1(ω)|

, ∆
(M)
2 (ω) =

||U4M+2(ω)| − |D4(ω)||
|U4(ω)|

ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé |D1(ω)| è |D4(ω)| àìïëèòóä |U1(ω)| è |U4M+2(ω)|
ñîîòâåòñòâåííî.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷èñëåííî èññëåäîâàíà �óíêöèÿ ∆
(M)
2 (ω) ïðè

M = 10, M = 14 è M = 28 â ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå D1 = [1 �ö, 30 ê�ö]
äëÿ òðåõ îáðàçöîâ ñëîèñòîãî êîìïîçèòà, ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè êîòî-

ðûõ áûëè ïðèâåäåíû ðàíåå. Íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî

íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ �óíêöèÿ ∆
(M)
2 (ω) ïðèíèìàåò âáëèçè ñîáñòâåííûõ ÷à-

ñòîò ω
(0)
1 è ω

(M)
1 îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà è ñëîèñòî-

ãî êîìïîçèòà (ñì. òàáë. 1 è 3). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ

÷àñòîò �óíêöèè |D4(ω)| è |U4M+2(ω)| èìåþò �ðåçêèå� ìàêñèìóìû, ò.å. èõ

çíà÷åíèÿ äîâîëüíî áûñòðî ìåíÿþòñÿ âáëèçè òî÷åê ìàêñèìóìà. Ñ öåëüþ

óòî÷íåíèÿ ïîâåäåíèÿ �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) âáëèçè òî÷åê ω

(0)
1 è ω

(M)
1 âûäåëÿ-

åòñÿ ÷àñòîòíûé äèàïàçîí Q1 = [17 ê�ö, 18.8 ê�ö]. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåí

ãðà�èê �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) ïðè ω ∈ Q1: êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò M = 10,

êðèâàÿ 2 � M = 14, à êðèâàÿ 3 � M = 28.
×èñëåííî óñòàíîâëåíî, ÷òî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè

∆
(M)
2 (ω) äëÿ ω ∈ [1 �ö, 1 ê�ö] íå ïðåâûøàþò 0.0014%, 0.0008% è 0.00018%

ïðèM = 10,M = 14 èM = 28 ñîîòâåòñòâåííî, à äëÿ ω ∈ [1 ê�ö, 14 ê�ö] �
0.2%, 0.1% è 0.25% ïðè M = 10, M = 14 è M = 28 ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîñòðîåíû òàêæå ãðà�èêè �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) äëÿ ÷àñòîòíûõ äèàïàçîíîâ

[14 ê�ö, 17 ê�ö℄ è [18.8 ê�ö, 30 ê�ö℄, èç êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî

äëÿ ÷àñòîò èç ýòèõ äèàïàçîíîâ çíà÷åíèÿ ∆
(M)
2 (ω) íå ïðåâûøàþò 3.6%, 2%

è 0.5% ïðè M = 10, M = 14 è M = 28 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðîâåäåííîå ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïîêàçàëî, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà

ñëîåâ êîìïîçèòà ïðèâîäèò â öåëîì ê äîñòàòî÷íî áûñòðîìó óìåíüøåíèþ

îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ |D4(ω)| àìïëèòóäû
|U4M+2(ω)| ïðîøåäøåé âîëíû âî âñåì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå D1.
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�èñ. 5. �ðà�èê �óíêöèè ∆
(M)
2 (ω) äëÿ ÷àñòîò ω ∈ Q1

Â çàêëþ÷åíèè ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â

ðàáîòå, îòðàæàþùèå åå íàó÷íóþ íîâèçíó.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû

1. Âûâåäåíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ òâåðäûõ ñðåä ñ ïåðè-

îäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ èëè

èç óïðóãîãî è âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëîâ. Â êà÷åñòâå âÿçêîóïðóãèõ ìà-

òåðèàëîâ ðàññìîòðåíû âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû, îáëàäàþùèå âÿçêîñòüþ

è/èëè ïàìÿòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíûìè è îïèñûâàþò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíûõ âÿçêîóïðóãèõ

ìàòåðèàëîâ ñ ïàìÿòüþ. Âûïèñàíû âñïîìîãàòåëüíûå ñòàöèîíàðíûå è ýâî-

ëþöèîííûå ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è äëÿ ðàñ÷åòà êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ ÿäåð

ðåëàêñàöèè óñðåäíåííûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ.

2. Âûâåäåíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñìåøàííûõ ñðåä

ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðè-

àëà ñ âÿçêîñòüþ è/èëè ïàìÿòüþ è ñæèìàåìîé âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé

æèäêîñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðî-

äè��åðåíöèàëüíûìè è â ñëó÷àå âÿçêîé æèäêîñòè îïèñûâàþò êîëåáàíèÿ

îäíîðîäíîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäû, îáëàäàþùåé êàê âÿçêîñòüþ, òàê è ïàìÿ-

òüþ, à â ñëó÷àå ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè � êîëåáàíèÿ ìîäè�èöèðîâàííîé

ñðåäû Áèî. Âûïèñàíû âñïîìîãàòåëüíûå ñòàöèîíàðíûå è ýâîëþöèîííûå ïå-

ðèîäè÷åñêèå çàäà÷è, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ êîý��èöèåíòû è ÿäðà

ñâåðòîê óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé.

3. Èññëåäîâàí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé èñõîä-

íûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ ìèêðîíåîäíîðîä-

íûõ òâåðäûõ è ñìåøàííûõ ñðåä èç ïï. 1 è 2, ê ðåøåíèÿì íà÷àëüíî-êðàåâûõ
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çàäà÷, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ ñðåä, ïðè

íåîãðàíè÷åííîì óìåíüøåíèè âåëè÷èíû ïåðèîäà. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ òâåð-

äûõ ñðåä è ñìåøàííûõ ñðåä ñ âÿçêîé æèäêîé �àçîé ðåøåíèÿ óñðåäíåííûõ

çàäà÷ åñòü ñèëüíûå L2
-ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøåíèé äîïðåäåëü-

íûõ (èñõîäíûõ) çàäà÷. Äëÿ ñìåøàííûõ ñðåä ñî ñëàáîâÿçêîé æèäêîé �àçîé

óñòàíîâëåíà ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü â ïðîñòðàíñòâå L2
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ðåøåíèé äîïðåäåëüíûõ çàäà÷ ê ðåøåíèÿì óñðåäíåííûõ çàäà÷ ñ êîððåêòî-

ðàìè â âèäå îñöèëëèðóþùèõ âåêòîð-�óíêöèé, ÿâíûé âèä êîòîðûõ äàåòñÿ

÷åðåç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ íà ÿ÷åéêå ïåðèîäè÷íîñòè.

4. Ïîëó÷åíû óñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ àêóñòèêè äëÿ ñðåä ñ ïåðèîäè÷åñêîé

ìèêðîñòðóêòóðîé, ñîñòîÿùèõ èç ÷àñòè÷íî ïîðèñòîãî òâåðäîãî ìàòåðèàëà

è ñæèìàåìîé âÿçêîé èëè ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè, çàïîëíÿþùåé ïîðû. Â

÷àñòíîñòè, âûâåäåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñâÿçûâàþùèå ýòè óðàâíåíèÿ íà

ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä: ñïëîøíîãî òâåðäîãî ìàòåðèàëà è ñìåøàííîé

ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ïîðèñòîãî òâåðäîãî ìàòåðèàëà è æèäêîñòè.

5. Âûâåäåíû �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà âñåõ êîìïîíåíòîâ òåíçîðîâ ÿäåð ðå-

ëàêñàöèè óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñëîèñòûì ñðå-

äàì ñ ïåðèîäè÷åñêîé ìèêðîñòðóêòóðîé. Â êà÷åñòâå îäíîé �àçû ýòèõ ñðåä

áûë âçÿò èçîòðîïíûé óïðóãèé èëè âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë, à â êà÷åñòâå

äðóãîé �àçû � èçîòðîïíûé âÿçêîóïðóãèé ìàòåðèàë èëè âÿçêàÿ ñæèìàåìàÿ

æèäêîñòü. Äëÿ âûâîäà óêàçàííûõ �îðìóë áûëè ðåøåíû âñïîìîãàòåëüíûå

ïåðèîäè÷åñêèå çàäà÷è: êàê ñòàöèîíàðíûå, òàê è ýâîëþöèîííûå.

6. Èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé

óñðåäíåííûõ ñðåä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõ�àçíûì ñëîèñòûì ñðåäàì ñ äèñ-

ñèïàöèåé èç ï. 5. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïåêòð ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, íàïðàâ-

ëåíèå êîòîðûõ ïåðïåíäèêóëÿðíî èëè ïàðàëëåëüíî ñëîÿì èñõîäíîé ñðåäû,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîðíåé äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óñðåäíåííîé ñðå-

äû ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì, çà èñêëþ÷åíèåì, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà

åãî òî÷åê, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëîâèé: 1) îáå �àçû

ñëîèñòîé ñðåäû îáëàäàþò âÿçêîñòüþ; 2) òîëüêî îäíà �àçà ñëîèñòîé ñðå-

äû îáëàäàåò âÿçêîñòüþ è ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ íàïðàâëåíû ïà-

ðàëëåëüíî ñëîÿì. Åñëè æå íè îäíî èç ýòèõ äâóõ óñëîâèé íå âûïîëíåíî,

òî ñïåêòð îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé óñðåäíåííîé ñðåäû, êðîìå

âåùåñòâåííîé ÷àñòè, ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåâåùåñòâåííûõ òî-

÷åê.

7. Äëÿ äâóõ�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé óñòàíîâëåíî, ÷òî

ñïåêòðû ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî

èõ ñëîÿì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîðíåé òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâ-

íåíèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè íåîãðàíè÷åííîì óìåíüøåíèè âåëè÷èíû ïåðèîäà
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óêàçàííûå ñïåêòðû ñõîäÿòñÿ ïî Õàóñäîð�ó ê îáúåäèíåíèþ ñïåêòðîâ îä-

íîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ óñðåäíåííûõ ñðåä è

ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê, â êîòîðûõ çíàìåíàòåëè óïîìÿíóòûõ â ï. 5

äðîáíî-ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå

ñðàâíåíèå ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê äâóõ�àçíîãî ñëîèñòîãî êîìïîçèòà

è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà. ×èñëåííî ïîäòâåðæäå-

íî, ÷òî óâåëè÷åíèå ÷èñëà ñëîåâ êîìïîçèòà ïðèâîäèò ê ñáëèæåíèþ òî÷åê

ñïåêòðîâ îäíîìåðíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êîìïîçèòà è óñðåäíåííîãî

ìàòåðèàëà.

8. Äëÿ ïëîñêèõ çâóêîâûõ âîëí, íîðìàëüíî ïàäàþùèõ íà ãðàíèöû äâóõ-

�àçíûõ ñëîèñòûõ ñðåä ñ äèññèïàöèåé èç ï. 5, çàíèìàþùèõ ïîëóïðîñòðàí-

ñòâî èëè íåîãðàíè÷åííóþ ïîëîñó, âûâåäåíû ïðèáëèæåííûå �îðìóëû äëÿ

ðàñ÷åòà êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí. Äëÿ ýòî-

ãî áûëà èñïîëüçîâàíà çàìåíà èñõîäíûõ ñëîèñòûõ ñðåä íà ñîîòâåòñòâóþùèå

èì óñðåäíåííûå ñðåäû. Ïîëó÷åíà òàêæå ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ

ðàñ÷åòà òî÷íûõ çíà÷åíèé êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä îòðàæåííîé è ïðîøåä-

øåé âîëí â ñëó÷àå, êîãäà ñëîèñòûå ñðåäû ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëî-

åâ, ïàðàëëåëüíûõ �ðîíòó ïàäàþùåé âîëíû. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ñðàâíå-

íèå òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèé àìïëèòóäû ïðîøåäøåé âîëíû äëÿ

äâóõ�àçíîãî ñëîèñòîãî êîìïîçèòà. ×èñëåííî èññëåäîâàíî âëèÿíèå ÷èñëà

ñëîåâ íà ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåííûõ �îðìóë è, â ÷àñòíîñòè,

÷èñëåííî âûÿâëåí ðåçêèé ðîñò îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííî-

ãî çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû äëÿ âîëí, ÷àñòîòû êîòîðûõ áëèçêè ê ñîáñòâåííûì

÷àñòîòàì ñëîèñòîãî êîìïîçèòà èëè óñðåäíåííîãî ìàòåðèàëà.
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