
ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ
БЮДЖЕТНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ НАУКИ

ИНСТИТУТ ПРОБЛЕМ МЕХАНИКИ ИМ. А.Ю. ИШЛИНСКОГО
РОССИЙСКОЙ АКАДЕМИИ НАУК

На правах рукописи

Перельмутер Михаил Натанович

МОДЕЛИ И МЕТОДЫ РАСЧЕТА ПРОЦЕССОВ РАЗРУШЕНИЯ

ПО ГРАНИЦАМ СОЕДИНЕНИЯ МАТЕРИАЛОВ

Специальность 01.02.04

механика деформируемого твердого тела

ДИССЕРТАЦИЯ

на соискание ученой степени

доктора физико-математических наук

МОСКВА-2015



2

Содержание

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

Глава 1. Трещины с взаимодействием берегов на границе соедине-

ния материалов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.1. Модели трещины со связями в концевой области . . . . . . . 20

1.2. Коэффициенты интенсивности напряжений для трещин на

границе соединения материалов . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.3. Модель концевой области трещины на границе соединения

материалов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

1.3.1. Адгезионное соединение полимеров . . . . . . . . . 41

1.3.2. Композиционные материалы, армированные волок-

нами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

1.3.3. Феноменологические законы деформирования свя-

зей между берегами трещины . . . . . . . . . . . . . 54

1.4. Термофлуктуационная модель кинетики связей в механике

разрушения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Глава 2. Методы расчета напряженно-деформированного состоя-

ния и коэффициентов интенсивности напряжений при учете вза-

имодействия берегов трещин на границе соединения материалов 66

2.1. Расчет напряженно-деформированного состояния на границе

соединения материалов и в концевой области прямолинейной

трещины. Постановка задачи . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.1.1. Система сингулярных интегро-дифференциальных урав-

нений для задач о трещине со связями с нелинейной

диаграммой деформирования на границе соединения

материалов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.1.2. Раскрытие трещины с учетом связей и расчет напря-

жений на границе соединения материалов . . . . . . 76

2.1.3. Коэффициенты интенсивности напряжений для пря-

молинейной трещины с взаимодействием берегов на

границе соединения полуплоскостей . . . . . . . . . 80



3

2.2. Сингулярные интегро-дифференциальные уравнения для за-

дачи о трещине со связями в концевой области, на границе

соединения материалов. Численное решение . . . . . . . . . 83

2.2.1. Коллокационная схема с полиномиальной аппрокси-

мацией . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

2.2.2. Методика решения для связей с нелинейной диаграм-

мой деформирования . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

2.2.3. Кинетика связей в концевой области трещины на гра-

нице соединения материалов. Шаговая по времени

схема расчета . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

2.2.4. Сходимость численного алгоритма. Сравнение с чис-

ленно-аналитическими и экспериментальными резуль-

татами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

2.3. Области конечного размера. Граничные интегральные урав-

нения для задач о трещинах со связями в концевой области

на границах соединения материалов . . . . . . . . . . . . . . 104

2.3.1. Граничные интегральные уравнения для кусочно-

однородных областей с трещинами на границах со-

единения материалов . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

2.3.2. Аппроксимация переменных задачи и моделирова-

ние асимптотических распределений перемещений и

напряжений вблизи трещин . . . . . . . . . . . . . . 109

2.3.3. Формирование дискретного представления гранич-

ных интегральных уравнений при наличии трещин

со связями между подобластями . . . . . . . . . . . . 117

2.4. Сопоставление результатов расчетов методами сингулярных

интегро-дифференциальных и граничных интегральных урав-

нений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

2.4.1. Трещина со связями в концевой области, на границе

соединения материалов. Раскрытие трещины и уси-

лия в связях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

2.4.2. Коэффициенты интенсивности напряжений для тре-

щин со связями в концевой области на границе со-

единения материалов . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130



4

Глава 3. Задачи для трещин с концевой областью на границе со-

единения материалов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

3.1. Прямолинейная трещина с линейно-упругими связями в кон-

цевой области, на границе соединения материалов . . . . . . 134

3.1.1. Напряженно-деформированное состояние в концевой

области трещины. Влияние механических свойств

материалов и связей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

3.1.2. Трещина со связями в концевой области при дей-

ствии растягивающих и сдвиговых внешних нагрузок 152

3.2. Прямолинейная трещина на границе соединения материалов

со связями с нелинейной диаграммой деформирования . . . 157

3.2.1. Сходимость численного решения. Влияние формы

кривой деформирования связей . . . . . . . . . . . . 158

3.2.2. Напряженное состояние в концевой области трещи-

ны со связями с нелинейной диаграммой деформи-

рования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

3.3. Области конечного размера. Трещины со связями в концевой

области, на границе соединения материалов . . . . . . . . . . 176

3.3.1. Дуговая трещина со связями в концевой области, на

границе соединения включения и матрицы . . . . . . 177

3.3.2. Взаимодействие трещин со связями в концевой об-

ласти с препятствиями и границами раздела сред . . 182

3.3.3. Трещина со связями в концевой области, на границе

неидеального соединения материалов . . . . . . . . 188

Глава 4. Критерий формирования и роста трещин со связями в

концевой области, на границе соединения материалов . . . . . 196

4.1. Нелокальный критерий квазистатического роста трещин со

связями в концевой области . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

4.1.1. Трещина на границе соединения материалов. Крите-

рий разрушения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

4.1.2. Режимы квазистатического роста трещин . . . . . . . 206

4.1.3. Трещина с малой концевой областью. Эквивалент-

ность критериев разрушения . . . . . . . . . . . . . . 208



5

4.2. Нелокальный критерий разрушения. Трещина с постоянными

напряжениями в связях. Аналитическое исследование . . . . 210

4.2.1. Докритический рост трещины. Начальный разрез, сво-

бодный от связей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

4.2.2. Докритический рост трещины. Трещина, заполнен-

ная связями . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

4.2.3. Квазистатический рост трещины со связями в конце-

вой области . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225

4.3. Анализ предельных случаев. Сопоставление критериев раз-

рушения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

4.3.1. Модели когезионного типа . . . . . . . . . . . . . . . 232

4.3.2. Трещина с малой концевой областью . . . . . . . . . 237

4.3.3. Сопоставление силового и энергетического критери-

ев роста трещин . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241

Глава 5. Анализ трещиностойкости соединений материалов . . . 248

5.1. Коэффициенты интенсивности напряжений и энергетические

характеристики трещины при нелинейном законе деформи-

рования связей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

5.1.1. Влияние механических свойств материалов и связей

на коэффициенты интенсивности напряжений . . . . 249

5.1.2. Энергетические характеристики трещины со связями

в концевой области, на границе соединения материалов256

5.2. Трещиностойкость соединений материалов при различных

законах деформирования связей в концевой области трещины 263

5.2.1. Применение нелокального критерия квазистатическо-

го роста трещин при различных законах деформиро-

вания связей в концевой области трещины . . . . . . 264

5.2.2. Моделирование трещиностойкости соединений ма-

териалов. Линейно-упругие связи . . . . . . . . . . . 273

5.2.3. Моделирование трещиностойкости соединений ма-

териалов. Связи с нелинейной диаграммой деформи-

рования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285

5.3. Кинетика связей в концевой области трещины. Формирова-

ние дефектов на границе соединения материалов . . . . . . . 292



6

5.3.1. Анализ термофлуктуационной модели кинетики свя-

зей в концевой области трещины . . . . . . . . . . . 292

5.3.2. Формирование трещин из зоны ослабленных связей

на границе соединения материалов . . . . . . . . . . 298

5.3.3. Термофлуктуационная модель разупрочнения нано-

композиционных материалов . . . . . . . . . . . . . . 305

Заключение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309

Приложение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

Литература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328



7

Введение

Структуры, содержащие соединения различных материалов, распро-

странены в природе и широко используются в технических конструкциях.

Сцепление материалов в соединениях может быть адгезионным, механиче-

ским или комбинированным, однако механико-математическое моделирова-

ние процессов разрушения соединений разной природы основывается на об-

щих подходах механики деформируемого твердого тела, механики и физики

разрушения. Качество соединения существенно зависит от физико-механиче-

ских и химических свойств соединяемых материалов, структуры межфазного

адгезионного слоя, а также от геометрических характеристик поверхности

соединяемых материалов (шероховатость, наличие дефектов). Управление

механическими свойствами соединений материалов является важнейшей за-

дачей во многих технических приложениях. В современных высокотехно-

логичных аэрокосмических конструкциях широко используются компози-

ционные материалы; детали с тонкими покрытиями и соединения тонких

слоев различных материалов являются основой современной электроники.

Во всех случаях важнейшими механическими характеристиками соедине-

ний материалов является их прочность, трещиностойкость и долговечность,

оптимизация которых является важнейшей частью проектирования.

При производстве и эксплуатации структур с адгезионными и комби-

нированными соединениями происходит образование дефектов и трещин,

расположенных преимущественно на границах соединения материалов (как

в межфазном слое, так и на границах этого слоя с соединяемыми материа-

лами), что может привести к потере эксплуатационных свойств таких струк-

тур. Причиной возникновения дефектов являются различия в физико-меха-

нических свойствах соединяемых материалов и адгезива, наличие дефектов

на поверхностях соединяемых материалов, воздействие термомеханических

нагрузок и агрессивных сред, наличие остаточных напряжений, недостат-
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ки технологии изготовления [1–4]. Формирование дефектов зависит также

от характерных особенностей строения межфазных адгезионных слоев в со-

единениях материалов различной природы: полимеров, металлов и керамики

[5–10].

Одним из важнейших направлений моделирования разрушения матери-

алов является разработка и использование различных вариантов моделей

трещины, учитывающих нелинейные процессы разупрочнения материала

вблизи вершины (фронта) трещины (модели зоны процесса разрушения).

При малом (по сравнению с характерным размером трещины) размере

зоны процесса разрушения нет необходимости в ее явном моделировании

при решении конкретных задач механики разрушения - в этом случае состо-

яние предельного равновесия трещины полностью определяется критиче-

ским коэффициентом интенсивности напряжений (или его энергетическим

аналогом), являющимся постоянной материала. Детальное моделирование

зоны процесса разрушения становится необходимым, если размер этой зоны

сравним с характерным размером трещины. Одна из возможностей меха-

нико-математического моделирования зоны процесса разрушения состоит в

рассмотрении её как части трещины и в явном приложении к поверхностям

трещины в этой зоне сил сцепления, сдерживающих раскрытие трещины

(модель концевой области трещины). Важным достоинством такого подхода

является возможность моделирования нелинейного поведения материала в

концевой области трещины в линейной постановке задачи.

Впервые модели концевой области трещины предложены Г.И. Барен-

блаттом [11, 12], М.Я. Леоновым, В.В. Панасюком [13, 14] и Д. Дагдейлом

[15] для хрупкого и упруго-пластического разрушения однородных материа-

лов. В рамках этих моделей полагается, что между поверхностями трещины

в концевой области действуют силы сцепления, сдерживающие раскрытие

трещины, и в состоянии предельного равновесия силы сцепления таковы,

что коэффициент интенсивности напряжений от совместного действия внеш-
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них нагрузок и сил сцепления равен нулю и, соответственно, напряжения в

вершине трещины ограничены. Отметим, что в модели [11, 12] вводятся

допущения, что размер зоны действия сил сцепления мал по сравнению с

размером трещины, и при росте трещины форма и размер концевой обла-

сти трещины сохраняются неизменными (гипотеза автономности), тогда как

в модели, предложенной в работах [13–15], не накладывается ограничение

на размер концевой области, а силы сцепления полагаются постоянными. В

неоднородных материалах, при наличии границ раздела фаз, подкрепляющих

волокон и частиц, процессы деформирования и разрушения вблизи края тре-

щины включают в себя несколько физических механизмов. В таких случаях

используются модели концевой области трещины с учетом сингулярности

напряжений в вершине трещины в состоянии предельного равновесия, раз-

витие которых связано с исследованием трещиностойкости керамических и

композиционных материалов [16–19]. Разнообразные варианты моделей с

силами сцепления в концевой области трещины применяются для описания

процессов разрушения как для однородных изотропных [18, 20–25], так и

трансверсально изотропных [26, 27] и ортотропных [28] материалов. Модели

формирования и развития трещин, основанные на рассмотрении трещины с

концевой областью, позволяют объединить подходы механики и физики раз-

рушения для исследования процессов разрушения на разных масштабных

уровнях при различных внешних воздействиях.

Актуальность работы связана с широким использованием в современ-

ных конструкциях и изделиях адгезионных соединений и композиционных

материалов. В таких материальных структурах процесс разрушения не лока-

лизован вблизи края трещины, в этот процесс вовлекается достаточно боль-

шая часть трещины, размер зоны процесса разрушения может быть сравним

с характерным размером трещины, причем при изменении размера этой зоны

возможна реализация различных механизмов разрушения. Ввиду этого, для

моделирования формирования и развития трещин на границах соединения
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материалов эффективно использование модели трещины с силами сцепле-

ния (связями) в концевой области, с учетом сингулярности напряжений в

вершине трещины, что позволяет учитывать многомасштабную структуру

соединительного слоя между материалами, наличие подкрепляющих частиц

и волокон. Однако, модели и методы исследования процессов разрушения

вдоль границ соединения материалов с учетом адгезионных связей и иных

механизмов сцепления материалов разработаны недостаточно. Необходима

разработка моделей формирования и развития трещин вдоль границ соеди-

нения материалов, а также методов расчета напряженно-деформированного

состояния для соединений различных материалов с учетом адгезионных свя-

зей и возможного трещинообразования.

Задачи исследования состоят в разработке моделей формирования и

развития трещин вдоль границ соединения материалов и методов расчета

процессов разрушения слоистых структур, а также в решении новых задач

механики разрушения для трещин с концевой областью на границе соеди-

нения материалов и включают следующие этапы, детально рассмотренные

в работе:

• моделирование концевой области трещины на границе соединения ма-

териалов с учетом взаимосвязи нормальной и касательной мод дефор-

мирования и кинетики связей, многомасштабности структуры соеди-

нительного слоя между материалами, наличия подкрепляющих частиц

и волокон, а также установление законов деформирования связей меж-

ду поверхностями трещины в концевой области для различных типов

материалов;

• разработку методов расчета напряженно-деформированного состояния

в концевой области и вблизи вершины (фронта) трещины на границе

соединения материалов, а также методов расчета коэффициентов ин-

тенсивности напряжений для трещин на границе соединения материа-

лов с учетом нелинейных законов деформирования связей и кинетики
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связей в концевой области трещины;

• разработку и применение нелокального критерия развития трещин,

учитывающего затраты энергии на деформацию связей в концевой

области трещины, а также кинетику связей, и позволяющего анали-

зировать продвижение как вершины трещины, так и края её концевой

области под действием внешних нагрузок и усилий, возникающих в

связях.

Научная новизна. В работе впервые получены следующие результаты:

- на основе рассмотрения зоны процесса разрушения как концевой области

трещины разработаны модели формирования и роста трещин вдоль границ

соединения материалов, учитывающие взаимосвязь нормальной и касатель-

ной мод деформирования, многомасштабность структуры соединительного

слоя между материалами, наличие подкрепляющих частиц и волокон, а так-

же термофлуктуационную кинетику адгезионных связей;

- разработаны методы решения задач механики разрушения для трещин на

границе соединения материалов с концевой областью, размер которой не яв-

ляется малым по сравнению с характерным размером трещины, включающие

расчет напряженно-деформированного состояния таких структур и коэффи-

циентов интенсивности напряжений, а также оценку долговечности связей

в концевой области трещины, основанную на термофлуктуационной теории

разрушения;

- получена система сингулярных интегро-дифференциальных уравнений для

исследования напряженно-деформированного состояния в концевой области

трещины на границе соединения полуплоскостей из различных материалов,

позволяющая определять нормальную и касательную составляющие усилий

в связях при нелинейном законе деформирования связей и учете термофлук-

туационной кинетики связей;

- разработана методика численного решения указанной системы сингуляр-

ных интегро-дифференциальных уравнений для связей с нелинейной диа-
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граммой деформирования и с учетом кинетики термофлуктуационного рас-

пада связей;

- выполнено исследование решения системы сингулярных интегро-диффе-

ренциальных уравнений при различных законах деформирования связей в

концевой области трещины и различных механических свойствах материа-

лов; выделены безразмерные параметры, содержащие физико-механические

характеристики задачи, определяющие решение указанной системы уравне-

ний;

- разработана методика численного решения граничных интегральных урав-

нений задач теплопроводности и термоупругости для кусочно-однородных

структур конечных размеров с учетом взаимодействия берегов криволиней-

ных трещин на границах подобластей;

- разработаны алгоритмы и компьютерные программы, реализующие чис-

ленное решение сингулярных интегро-дифференциальных и граничных ин-

тегральных уравнений для структур, содержащих трещины с концевой об-

ластью на границе соединения материалов;

- предложен вариант нелокального критерия квазистатического роста тре-

щин, учитывающий работу по деформированию связей и термофлуктуаци-

онную кинетику связей в концевой области трещины; в рамках указанного

критерия сформулированы и исследованы режимы квазистатического разви-

тия трещины с концевой областью;

- получены в квазистатической постановке решения ряда новых задач меха-

ники разрушения для трещин с концевой областью на границе соединения

материалов, включая задачи с криволинейными трещинами; установлено хо-

рошее согласование результатов, полученных на основе разработанных авто-

ром методов расчета напряженно-деформированного состояния и критериев

формирования и развития трещин с известными экспериментальными дан-

ными.
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Методы исследования. В работе использованы аналитические и чис-

ленные методы механики деформируемого твердого тела и механики разру-

шения. Для исследования наряженного состояния в концевой области пря-

молинейной трещины на границе соединения полуплоскостей из различ-

ных материалов используется метод сингулярных интегро-дифференциаль-

ных уравнений. Для определения напряженно-деформированного состояния

и коэффициентов интенсивности напряжений в телах конечных размеров с

криволинейным трещинами на границе соединения материалов использу-

ется метод граничных интегральных уравнений в прямой формулировке с

фундаментальным решением Кельвина. Методы численного решения сингу-

лярных интегро-дифференциальных и граничных интегральных уравнений

основаны на кусочно-полиномиальной дискретизации уравнений и примене-

нии варианта метода переменных параметров упругости для решения задач

с нелинейной диаграммой деформирования связей.

Достоверность и обоснованность результатов. Результаты получены

с использованием моделей и методов расчета, основанных на механике де-

формируемого твердого тела и механике разрушения. Результаты численно-

го моделирования сопоставлены с известными аналитическими решениями,

экспериментальными и расчетными данными.

Личное участие автора заключалось в построении механико-матема-

тических моделей формирования и развития трещин вдоль границ соедине-

ний материалов, в исследовании этих моделей, в постановках задач моде-

лирования разрушения вдоль границ соединения материалов, в разработке

базовых интегро-дифференциальных уравнений для описания моделей раз-

рушения, а также в разработке алгоритмов и компьютерных программ для

численного решения интегро-дифференциальных и граничных интеграль-

ных уравнений, в проведении расчетов и в анализе результатов этих расче-

тов.



14

Практическая значимость работы состоит в возможности использо-

вания разработанных моделей и методов расчета для исследования процес-

сов формирования и развития трещин вдоль границ соединения материалов,

а также оценки трещиностойкости соединений материалов. Разработанные

алгоритмы и компьютерные программы могут быть использованы для рас-

чета теплового и напряженно-деформированного состояния кусочно-одно-

родных конструкций, а также расчета коэффициентов интенсивности напря-

жений для трещин на границах соединения различных материалов, с учетом

взаимодействия берегов трещин.

Публикации результатов исследования и апробация работы. Основ-

ные результаты диссертации опубликованы в журналах из списка ВАК и

международных рецензируемых журналах [29–47], а также препринтах [48–

55], сборниках научных статей [56–62] и трудах конференций [63–76].

Основные положения диссертации и работа в целом докладывались

и обсуждались на ряде российских и международных конференций и се-

минаров, включая следующие: Всероссийские съезды по теоретической и

прикладной механике (VIII съезд, Пермь, 2001; IX и X съезды, Нижний

Новгород, 2006, 2011); ICTAM – Международные конгрессы по теоретиче-

ской и прикладной механике (ICTAM2000, Чикаго; ICTAM2004, Варшава;

ICTAM2008, Аделаида; ICTAM2012, Пекин); Международные конференции

по разрушению (ICF2005, Турин; ICF2009, Оттава; ICF2013, Пекин); Евро-

пейские конференции по разрушению (ECF14, 2002, Краков; ECF16, 2006,

Александрополис; ECF17, 2008, Брно; ECF18, 2010, Дрезден; ECF19, 2012,

Казань; ECF20, 2014, Трондхейм); Международные конференции по методам

граничных элементов (Брешиа, 2000 и 2011; Грац, 2006; Флоренция, 2014);

Международная конференция по вычислительной механике деформируемого

твердого тела (Москва, 2006); Конференции немецкого общества механиков

- GAMM (2007, Цюрих; 2008, Бремен); III Международная научно-техни-

ческая конференция “Авиадвигатели XXI века“(Москва, 2010); III, IV и V
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Международные конференции “Деформация и разрушение материалов и на-

номатериалов “(Москва, 2009, 2011, 2013); Международная конференции по

самовосстанавливающимся материалам (ICSHM, Бат, 2011); III Всероссий-

ская конференция “Деформирование и разрушение структурно-неоднород-

ных сред и конструкций“, посвященная 100-летию со дня рождения акаде-

мика Ю.Н. Работнова (2014, Новосибирск); The International Summer School

- Conference “Advanced Problems in Mechanics“(Russia, St. Petersburg, 2002,

2010); Семинар академика Горячевой И.Г. (НИИ механики МГУ, Москва,

2014); семинар “Механика деформирования и разрушения материалов и кон-

струкций“под руководством чл. корр. РАН Гольдштейна Р.В. (ИПМех РАН,

Москва, 2015); семинар академика Морозова Н.Ф. (ИПМаш РАН, Санкт-

Петербург, 2013, 2015).

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

пяти глав, заключения, приложения и списка литературы.

В главе 1 рассмотрены варианты описания зоны процесса разрушения

трещины на основе модели трещины с взаимодействием берегов (концевой

области трещины). В разделе 1.1 рассмотрены известные варианты модели

трещины со связями в концевой области. В разделе 1.2 приведены основные

положения механики трещин, расположенных на границе или вблизи со-

единения материалов, и методы определения коэффициентов интенсивности

напряжений, используемые в работе. В разделе 1.3 рассмотрены математиче-

ское описание модели трещины со связями в концевой области, на границе

соединения материалов, а также микромеханические и феноменологические

законы деформирования связей. В разделе 1.4 предложен основанный на

термофлуктуационной теории разрушения метод анализа кинетики связей в

концевой области трещины.

В главе 2 рассмотрены методы определения напряженно-деформиро-

ванного состояния в концевой области трещины и вблизи ее вершины, на

границе соединения материалов. В разделе 2.1 рассмотрена методика получе-
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ния сингулярных интегро-дифференциальных уравнений для исследования

напряженно-деформированного состояния в концевой области прямолиней-

ной трещины, на границе соединения двух полуплоскостей из различных

материалов с использованием функций влияния; получены выражения для

определения раскрытия трещины вне зоны связей и напряжений на грани-

це соединения материалов за вершиной трещины, а также выражения для

расчета коэффициентов интенсивности напряжений, при учете связей в кон-

цевой области трещины. В разделе 2.2 рассмотрена методика численного ре-

шения сингулярных интегро-дифференциальных уравнений для случаев ли-

нейно-упругих и нелинейных связей в концевой области трещины, с учетом

термофлуктуационной кинетики распада связей. В разделе 2.3 рассмотрены

применение метода граничных интегральных уравнений для определения

напряженно-деформированного состояния вблизи трещин (криволинейных

в общем случае) со связями в концевой области, на границе соединения ма-

териалов в областях конечного размера, вычисления модуля коэффициентов

интенсивности напряжений для такого рода трещин и методика численно-

го решения граничных интегральных уравнений. В разделе 2.4 выполнено

сопоставление результатов расчетов методами сингулярных интегро-диффе-

ренциальных уравнений и граничных интегральных уравнений для прямо-

линейной трещины на границе соединения материалов.

В главе 3 приведены результаты решения ряда задач для трещин с кон-

цевой областью, на границе соединения материалов, полученные метода-

ми сингулярных интегро-дифференциальных уравнений и граничных инте-

гральных уравнений. В разделе 3.1 методом сингулярных интегро-дифферен-

циальных уравнений выполнено исследование модели трещины со связями

в концевой области, на границе соединения материалов, для прямолинейной

трещины с линейно-упругими связями. В разделе 3.2 рассмотрены эффек-

ты, связанные с нелинейным деформированием связей в концевой области

трещины. В разделе 3.3 приведены решения ряда новых задач для трещин
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со связями в концевой области, на границе соединения материалов, включая

криволинейные, полученные методом граничных интегральных уравнений

для областей конечного размера.

В главе 4 для исследования предельного равновесия трещины с кон-

цевой областью предложен вариант нелокального критерия формирования и

роста трещин с энергетическим условием продвижения вершины трещины,

учитывающим работу по деформированию связей в концевой области тре-

щины и кинематическим условием разрыва связей на краю концевой обла-

сти трещины. В разделе 4.1 формулируются основные положения критерия,

рассмотрены режимы квазистатического роста трещин вдоль границы соеди-

нения материалов, а также предельный случай трещины с малой концевой

областью. В разделе 4.2 выполнено аналитическое исследование примене-

ния нелокального критерия для случая постоянных напряжений в связях,

детально рассмотрены режимы докритического и квазистатического роста

трещин. В разделе 4.3 приведены результаты анализа предельных случаев

для трещины, заполненной связями, и трещины с малой концевой областью,

а также выполнено сопоставление предложенного критерия разрушения и

известного силового критерия разрушения для трещин с концевой областью.

В главе 5 выполнено исследование энергетических характеристик кон-

цевой области трещины, рассмотрены эффекты упрочнения, вызванные при-

сутствием связей в концевой области трещины, на границе соединения ма-

териалов, а также влияние кинетики связей в концевой области трещины на

характеристики трещиностойкости. В разделе 5.1 рассмотрено влияние ме-

ханических свойств материалов и связей на коэффициенты интенсивности

напряжений и энергетические характеристики трещины с концевой обла-

стью. В разделе 5.2 рассмотрена методика применения нелокального кри-

терия формирования и развития трещин со связями в концевой области, а

также приведены результаты исследования трещиностойкости соединений

материалов при различных законах деформирования связей в концевой об-
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ласти трещины. Приведены оценки характеристик адгезионного сопротив-

ления соединений материалов. Рассмотрено сопоставление с известными

численными и экспериментальными результатами. В разделе 5.3 рассмотре-

но применение термофлуктуационной модели кинетики связей в концевой

области трещины. Долговечность связей в концевой области трещины опре-

деляется с учетом неоднородного распределения напряжений в концевой

области трещины. Выполнено исследование термофлуктуационной модели

кинетики связей. Рассмотрена термофлуктуационная модель разупрочнения

нанокомпозиционных материалов. Расчеты выполнены с использованием

разработанного автором комплекса компьютерных программ для исследова-

ния напряженно-деформированного состояния в концевой области трещины

с учетом нелинейных законов деформирования связей и кинетики связей.

В Приложении приведено: 1) вывод интегро-дифференциальных урав-

нений для прямолинейной трещины со связями в концевой области, на гра-

нице соединения материалов; 2) методика вычисления коэффициентов ин-

тенсивности напряжений для трещины со связями в концевой области, на

границе соединения материалов; 3) методики вычисления интегралов при

дискретизации системы сингулярных интегро-дифференциальных уравне-

ний, при расчете перемещений вне зоны связей, при расчете коэффициен-

тов интенсивности напряжений и скорости потребления энергии связями;

4) оценка точности численного решения сингулярных интегро-дифферен-

циальных уравнений; 5) вычисление параметров энергетического условия

разрушения. В Заключении приведены основные результаты диссертации.

Работа содержит 356 страниц, в том числе 170 иллюстраций и 8 таблиц;

список литературы включает 296 наименований.

Автор диссертации выражает искреннюю благодарность члену-корре-

спонденту РАН Р.В. Гольдштейну за постоянную поддержку и плодотворные

обсуждения в ходе выполнения работы.
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Глава 1

Трещины с взаимодействием берегов на границе
соединения материалов

Выбор модели разрушения при анализе процесса развития трещин по

границе соединения материалов зависит от физико-механических свойств и

структуры материалов. В структурно-неоднородных материалах (адгезион-

ных соединениях, композиционных материалах, горных породах), при нали-

чии вблизи трещины границ раздела фаз, областей с нарушенной структурой

(пластических зон, микротрещин, пор), при воздействии физических полей

и агрессивных сред, в процесс разрушения вовлекается достаточно боль-

шая область вблизи вершины трещины; процесс разрушения определяется

различными (как правило, нелинейными) механизмами, реализующимися

на разных расстояниях от края трещины (многомасштабное разрушение).

Размер зоны процесса разрушения меняется при развитии трещины и не

является малым в сравнении с характерным размером трещины. В таких

случаях трещиностойкость материала зависит от характерного размера тре-

щины и возникает необходимость детального моделирования зоны процесса

разрушения.

Варианты описания зоны процесса разрушения (концевой области тре-

щины) рассмотрены в разделе 1.1. В разделе 1.2 приведены основные по-

ложения механики трещин, расположенных на границе или вблизи соеди-

нения материалов, используемые в работе. Математическое описание мо-

дели трещины со связями в концевой области, на границе соединения ма-

териалов, а также микромеханические и феноменологические законы де-

формирования связей приведены в разделе 1.3. Кинетика связей под дей-

ствием внешней нагрузки, основанная на термофлуктуационной теории раз-

рушения, рассмотрена в разделе 1.4. Материал главы основан на работах

[29, 39, 40, 48–52, 56, 57].
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1.1. Модели трещины со связями в концевой области

Зону процесса разрушения можно рассматривать как некоторый слой

толщины H и длины d, примыкающий к трещине и содержащий материал с

частично нарушенными связями между его отдельными структурными эле-

ментами (рис. 1.1a). Одна из возможностей моделирования такого слоя состо-

ит в рассмотрении его как материала с физико-механическими свойствами,

отличающимися от свойств остальной части тела. В качестве критерия разру-

шения (роста трещины) в такой модели слоя используется условие, связанное

с накоплением повреждений в слое или достижением предельных деформа-

ций слоя [77–83]. В последнем случае характерная зависимость напряжений

в слое σ от его поперечного удлинения δ имеет вид, как на рис. 1.1b, где

δ = δm - соответствует переходу от упруго-пластического деформирования

слоя к его разупрочнению и разрыву, при δ = δcr. Если толщина слоя мала по

Рис. 1.1. (a)- Модель зоны процесса разрушения как слоя; (b) - кривая деформирования слоя

сравнению с его длиной (H/d ≪ 1), то другая возможность моделирования

такого слоя состоит в рассмотрении его как части трещины, примыкающей

к ее вершине (концевой области) и в явном приложении в концевой обла-

сти к поверхностям трещины сил сцепления, сдерживающих её раскрытие.

Вершина такой модифицированной трещины совпадает с передней кромкой

концевой области. Физическая природа сил сцепления зависит от структуры

материала, а также от размеров трещины и концевой области. На малых рас-
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стояниях от края трещины преобладает непосредственное межмолекулярное

взаимодействие, а на относительно больших расстояниях от края трещи-

ны возможно преобладание “механических“связей, создаваемых, например,

подкрепляющими волокнами в композиционных материалах или звеньями

полимерных цепей, соединяющими поверхности трещины в адгезионных

соединениях.

Для моделирования действия сил сцепления в концевой области тре-

щины используются два основных подхода: 1) приложение к поверхностям

трещины дискретных значений сил сцепления (например, при использова-

нии дискретных или решеточных моделей трещины [84, 85], или когда рас-

стояние между подкрепляющими частицами или волокнами сравнимо с ха-

рактерным размером трещины или концевой области [86]); 2) рассмотрение

непрерывного распределения сил сцепления в концевой области трещины

[18].

Модели трещины с силами сцепления в концевой области можно, с

математической точки зрения, условно (так как физическая природа сил

сцепления может быть одинакова в обоих случаях) разделить на два типа по

форме представления напряжений в вершине трещины в состоянии предель-

ного равновесия:

1) суммарный коэффициент интенсивности напряжений (КИН) от дей-

ствия внешних нагрузок и сил сцепления в концевой области, определяющий

сингулярную асимптотику напряжений в вершине модифицированной тре-

щины, полагается равным нулю, следствием чего является ограниченность

и непрерывность напряжений в вершине трещины (рис. 1.2a);

2) суммарный КИН в вершине модифицированной трещины не равен

нулю, т.е. предполагается сингулярное поле напряжений в вершине трещины

(рис. 1.4a).

Кроме указанного математического различия, имеются различия в фи-

зико-механическом описании материала в концевой области трещины, при-
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водящие к различной трактовке сил сцепления в концевой области и к раз-

личным критериям развития трещин в этих моделях, хотя силы сцепления

для обеих моделей зависят, как правило, от раскрытия трещины в концевой

области и от окружающих условий (наличия физических полей, агрессив-

ных сред и.т.п.). Эта зависимость содержит в неявной форме информацию о

микроструктуре материала в концевой области трещины.

Модели первого типа называются когезионными моделями концевой

области трещины [11, 12, 14]. Эти модели применяются для однородных

материалов, если процессы продвижения вершины трещины и формирова-

ния сил сцепления взаимосвязаны и определяются одним физическим ме-

ханизмом. Например, при учете узких зон пластичности или областей на-

рушенных межчастичных связей в однофазных, пластичных или хрупких

материалах. Когезионная зона в этих случаях является моделью механиче-

ского поведения материала вблизи вершины трещины. Следствием равенства

нулю коэффициента интенсивности напряжений в когезионной модели яв-

ляется непрерывность напряжений и плавное смыкание берегов трещины

в её вершине. Отметим, что вершина трещины в этом случае совпадает с

передним краем концевой области (см. рис. 1.2a).

Первоначально модели когезионного типа предложены как вариант си-

лового подхода к решению задач механики разрушения, позволяющий ис-

ключить рассмотрение бесконечных напряжений в вершине трещины (кри-

терий разрушения хрупких тел, учитывающий распределение когезионных

сил в малой зоне у края трещины, см. [11, 12]) или как модель разрушения

при идеальной пластичности или хрупкости с постоянными напряжениями

в концевой области трещины [13–15]. Критерием разрушения в последнем

случае является достижение критического раскрытия трещины δcr на краю

концевой области (см. рис. 1.2a).

Кривая деформирования связей в когезионной модели является, как

правило, неубывающей функцией раскрытия трещины в концевой области с
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Рис. 1.2. (a) - Когезионная модель концевой области трещины; (b) - кривая деформирования
когезионных связей

ненулевым значением в вершине трещины (при нулевом раскрытии трещи-

ны), соответствующим прочности материала σm [24]. Напряжения на краю

концевой области при критическом раскрытии трещины δcr, соответствую-

щем разрыву связи, могут быть, в зависимости от типа материала, не рав-

ными нулю (см. рис. 1.2b), а площадь под кривой деформирования связей

определяет работу разрушения. Отметим, что, при описании кривой коге-

зионных связей, существенно наличие ненулевых напряжений в вершине

трещины, что является очевидным следствием непрерывности напряжений

в вершине трещины и может быть также показано аналитически (см. главу

2).

Варианты когезионной модели позволяют рассматривать нелинейные

эффекты в концевой области трещины и являются заменой линейной меха-

ники разрушения. Эти модели получили широкое применение для решения

различных задач механики разрушения без наложения ограничений на раз-

мер концевой области трещины после развития численных методов решения

задач механики, в первую очередь, метода конечных элементов [20, 24]. При

этом в качестве критерия разрушения используются два условия: условие

критического раскрытия трещины на краю концевой области (или условие

критической деформации) и условие достижения предельных напряжений в

вершине трещины [20]. Выполнение критериальных условий для концевой
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области трещины достигается итерационным путем, причем, при численной

реализации алгоритмов, условие плавного смыкания берегов трещины спе-

циально не накладывается [87]. Модель применялась как для однородных,

[21, 24, 88] так и для кусочно-однородных [89, 90] и градиентных материа-

лов [91].

В работах [92–95] выполнено сравнение когезионной модели (на приме-

ре модели Баренблатта) и линейной механики разрушения и показано, что,

при малом, по сравнению с длиной трещины, размере когезионной зоны,

эти подходы эквивалентны (независимо от формы когезионной кривой), и

критический поток энергии в вершину трещины GIc определяется как (см.

рис. 1.2b):

GIc = GF =

δcr∫
0

σ (u) du,

где δcr - критическое раскрытие трещины на краю когезионной зоны.

Рис. 1.3. (a) - Двухуровневая когезионная зона; (b) - двухуровневая когезионная кривая.

Модели второго типа будем далее называть модели трещины со свя-

зями в концевой области (по терминологии работы [18] - bridged crack

models). Модели такого типа используются, если процессы деформирования

и разрушения в концевой области включают в себя несколько физических ме-

ханизмов, например, в адгезионных соединениях или композиционных мате-

риалах, где продвижение вершины трещины и формирование сил сцепления
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обусловлены различными механизмами. Материалы в этом случае рассмат-

риваются как многофазные и многомасштабные, с учетом вклада каждой

фазы и масштаба (от масштаба атомных связей до масштабов адгезионного

слоя, волокон, матрицы) в трещиностойкость соединения.

Основой для модели трещины со связями в концевой области являет-

ся когезионная модель, которая может быть также использована для опи-

сания многомасштабного взаимодействия между берегами трещины, если

когезионная кривая состоит, например, из двух частей, соответствующих

различным физическим механизмам ограничения раскрытия трещины (см.

рис. 1.3a,b). Условие конечности напряжений в вершине трещины можно

представить в этом случае так:

K∞ − K(1)
b − K(2)

b = 0, (1.1)

где K∞ - КИН от действия внешних нагрузок, K(1)
b и K(2)

b - КИН, обусловле-

ные взаимодействием между берегами трещины в частях d1 и d2 когезионной

зоны.

Во многих материалах часть когезионной зоны, примыкающая в вершине

трещины, мала по сравнению с длиной трещины и размером второй части

когезионной зоны (d1 ≪ d2, d1 ≪ ℓ), а также предельные раскрытия трещи-

ны на соответствующих частях зоны удовлетворяют условию δ1
cr ≪ δ2

cr. В

этом случае можно полагать, что, при монотонном нагружении, первая часть

когезионной зоны находится в состоянии предельного равновесия и, следо-

вательно, вклад этой части когезионной зоны в трещиностойкость материала

не зависит от длины трещины и является постоянной величиной:

K(1)
b = KIc =

√
EGIc, GIc =

δ1
cr∫

0

σ (u) du (1.2)

С учетом этого предположения можно представить условие конечности на-

пряжений (1.1) для когезионной зоны, состоящей из двух частей, как условие
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предельного равновесия в модели трещины со связями в концевой обла-

сти, при допущении сингулярного поля напряжений в вершине трещины

(Kb ≡ K(2)
b ) [18]

K∞ − Kb = KIc (1.3)

При таком описании концевой области трещины полагается ( т.к. d1 ≪ d2

и δ1
cr ≪ δ2

cr), что d1 = 0 и δ1
cr = 0 и рассматривается только часть кривой

деформирования связей на участке от u = 0 до u = δcr ≡ δ2
cr, а вклад части

когезионной зоны, примыкающей к вершине трещины, полагается постоян-

ным.

Рис. 1.4. (a) - Модель трещины со связями в концевой области; (b) - кривая деформирования
связей в концевой области трещины

Таким образом, когезионная модель трещины является частным слу-

чаем модели трещины со связями в концевой области при KIc = 0 (рас-

смотрении когезионной кривой, соответствующей только одному масштабу

взаимодействия между берегами трещины). В рамках когезионной моде-

ли трещины с когезионной кривой, состоящей из нескольких частей, для

различных масштабов деформирования связей, моделирование является до-

статочно трудоемким, требующим при численном решении дискретизации

разного масштаба в когезионной зоне, тогда как модель трещины со связя-

ми в концевой области, при некоторых допущениях, может быть успешно

применена для решения таких задач. Преимуществом модели трещины со
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связями в концевой области при учете сингулярности поля напряжений в её

вершине является также возможность использования аппарата линейной ме-

ханики разрушения и, соответственно, рассмотрения нелинейных процессов

в концевой области трещины при решении задачи в линейной постановке.

Модель трещины со связями в концевой области широко применяется

при оценке трещиностойкости различных видов композиционных матери-

алов как искусственных [17, 86, 96–98], так и природного происхождения

[99, 100]. Задачи, связанные с восстановлением поврежденных конструк-

ций, также приводят к рассмотрению модели трещины со связями в конце-

вой области [101, 102]. Новые направления применения модели трещины со

связями в концевой области возникают при анализе эффективности компо-

зиционных материалов, содержащих специальные компоненты (например,

капсулы со специальной “залечивающей жидкостью“или волокна, которые

также могут содержать специальную жидкость или обладать эффектом памя-

ти формы [103–105]), которые обеспечивают самовосстановление материала

при образовании трещин [71, 74].

Далее в работе для трещин, расположенных на границе соединения

различных материалов, используется обобщенная модель трещины со свя-

зями в концевой области. В рамках модели полагается, что концевая об-

ласть трещины может содержать связи нескольких уровней, действующие

на различных масштабах длины трещины. Для фиксированной длины тре-

щины суммарный вклад в трещиностойкость связей всех уровней, кроме

последнего, является постоянным, а область их действия является малой,

по сравнению с размером трещины и областью действия связей последне-

го уровня. Термины “концевая область“, “силы сцепления“и “связи“далее

относятся только к связям последнего уровня; коэффициенты интенсивно-

сти напряжений в вершине трещины не полагаются равными нулю. При

рассмотрении концевой области последнего уровня исходим из следующих

допущений:
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1) процесс разрушения локализован в концевой области трещины, ко-

торая является её частью и может быть сравнима с размером всей трещины

(в частности, связи могут полностью заполнять трещину);

2) к берегам трещины в концевой области приложены распределенные

силы сцепления (связи), зависящие от раскрытия трещины, в соответствии

с законом деформирования связей, который определяется физической при-

родой взаимодействия между берегами трещины и может изменятся при

увеличении расстояния до ее вершины;

3) материал вне трещины полагается линейно-упругим, и деформация

материала за вершиной трещины происходит совместно с волокнами (слоем

адгезива) без нарушения его сплошности.

Исследование формирования и развития трещин в композиционных ма-

териалах и адгезионных соединениях на основе модели трещины со связями

в концевой области состоит из следующих основных этапов:

1) формулировка модели концевой области трещины на границе соеди-

нения материалов, установление законов деформирования и кинетики связей

между берегами трещины в концевой области;

2) анализ напряженно-деформированного состояния в концевой области

и вблизи вершины трещины; определение коэффициентов интенсивности

напряжений с учетом связей в концевой области трещины;

3) применение критерия развития трещины при учете возможности про-

движения вершины трещины и края концевой области под действием внеш-

них нагрузок и усилий, возникающих в связях.

Указанные этапы подробно рассмотрены далее в работе.
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1.2. Коэффициенты интенсивности напряжений для
трещин на границе соединения материалов

Первые решения задач для трещин, расположенных вблизи или на гра-

нице соединения изотропных материалов, получены в рамках линейной тео-

рии упругости в работах [106–112]. Для иллюстрации общих эффектов, воз-

никающих при рассмотрении трещин на границе соединения материалов,

запишем, следуя результатам работ [109, 110] и [113], решение двумерной за-

дачи теории упругости для прямолинейной трещины, расположенной на ли-

нии соединения двух полуплоскостей из различных материалов |x| ≤ ℓ, y = 0

(см. рис. 1.5). На берегах трещины заданы граничные условия в напряже-

ниях. Напряжения за вершиной трещины на линии соединения материалов

(|x| ≥ ℓ, y = 0), при действии на удаленной границе равномерно распреде-

ленных растягивающих и сдвиговых напряжений σ0, τ0 (или напряжений

берегах трещины −σ0, −τ0), имеют вид:

σyy(x) + iσxy(x) =
−T ± (x + 2ℓβ i)

√
x2 − ℓ2

(
x − ℓ
x + ℓ

)i β (σ0 + iτ0) , i2 = −1, (1.4)

где T = 0 при нагрузке на удаленной границе и T = −1 при нагрузке на

поверхности трещины, верхний знак соответствует x > ℓ, а нижний - x < −ℓ.
Разность компонент перемещений верхнего и нижнего берегов трещины при

x ≤ ℓ, y = 0 (компоненты вектора раскрытия трещины, u∞x,y) определяются

как:

u∞y(x) − iu∞x(x) =
A

4ch(πβ)

√
ℓ2 − x2

(
ℓ − x
ℓ + x

)−iβ

(σ0 − iτ0) , (1.5)

где k1,2 = 3 − 4ν1,2 или k1,2 = (3 − ν1,2)/(1 + ν1,2) для плоской деформации или

плоского напряженного состояния, соответственно, ν1,2 и µ1,2-коэффициенты

Пуассона и модули сдвига материалов подобластей 1 и 2,

A =
κ1 + 1
µ1
+
κ2 + 1
µ2

(1.6)

Параметр β в выражениях (1.4)-(1.5) определяет степень различия механи-
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ческих свойств материалов подобластей:

α =
µ2k1 + µ1

µ1k2 + µ2
; β =

lnα
2π

(1.7)

Отметим, что для однородного тела и несжимаемых материалов β = 0, при

изменении порядка следования материалов, знак β меняется на противопо-

ложный; наибольшей величины этот параметр достигает, если один из мате-

риалов абсолютно жесткий, а другой имеет нулевой коэффициент Пуассона

(µ2 → ∞, ν1 = 0) β = ln 3/2π ≈ 0.175.

Параметры α и β могут быть также выражены через параметры Дундурса,

см. [114], где показано, что напряжения в теле, состоящем из двух изотроп-

ных материалов, зависят только от двух безразмерных параметров:

ω =
µ2(k1 + 1) − µ1(k2 + 1)
µ2(k1 + 1) + µ1(k2 + 1)

, ε =
µ2(k1 − 1) − µ1(k2 − 1)
µ2(k1 + 1) + µ1(k2 + 1)

(1.8)

Используя второй параметр из (1.8) можно записать:

α =
1 − ε
1 + ε

Основным отличием решений (1.4)-(1.5) от решения аналогичной задачи в

однородном теле является наличие осцилляций компонент напряжений и пе-

ремещений, частота которых неограниченно возрастает при приближении к

краю трещины. Например, при действии только растягивающих напряжений

σ0 на удаленной границе, нормальные напряжения за вершиной трещины

x > ℓ, y = 0 имеют вид:

σyy(x) =
σ0√

x2 − ℓ2

[
x cosφ − 2βℓ sinφ

]
, φ = β ln

(
x − ℓ
x + ℓ

)
(1.9)

Осцилляции напряжений в (1.9) возникают при |φ| < π/2, что реализуется

вблизи вершин трещины, x → ±ℓ. Оценки длины зоны осцилляций дают

δ = |ℓ − x| ≈ 10−4ℓ при наибольшем значении параметра β = 0.175 [109, 115,

116]. В реальных материалах (β < 0.1) эта зона значительно меньше и не

превышает размера области пластического течения вблизи края трещины.
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Составляющая раскрытия трещины по нормали к ее поверхности, при

совместном действии растяжения и сдвига, имеет вид:

u∞y(x) =
A
√

x2 − ℓ2

4ch (πβ)
[
σ0 cosφ − τ0 sinφ

]
, φ = β ln

(
ℓ − x
ℓ + x

)
(1.10)

Если растяжение преобладает над сдвигом (σ0 > τ0), то зоны осцилляций

перемещений малы по сравнению с длиной трещины, и взаимопроникнове-

нием берегов трещины, обусловленным этим, можно пренебречь. Если же

сдвиговая нагрузка велика (τ0 ≫ σ0), то зона взаимопроникновения берегов

трещины (зона отрицательных значений u∞y(x)) существенно возрастает и

достигает половины длины трещины, при действии только сдвиговой на-

грузки (σ0 = 0). В работах [108, 117] для исключения взаимопроникновения

берегов трещины предложено вводить области контакта вблизи края трещи-

ны. Модели, основанные на этой идее, развиты в работах [118, 119] (см.

также литературу, указанную в обзоре [120]). При действии внешних рас-

тягивающих нагрузок размеры контактных областей, получаемых в рамках

этих моделей, малы, как и в исходной модели с осцилляцией перемещений.

При совместном действии растяжения и сдвига у краев трещины образуются

области, размеры которых сопоставимы с длиной трещины при преоблада-

нии сдвиговой нагрузки [121, 122]. Другой подход, позволяющий устранить

некорректное поведение перемещений вблизи края трещины, основан на рас-

смотрении специального межфазного слоя между материалами [123, 124].

Количество аналитических или численно-аналитических решений задач

о трещинах на границе соединения материалов крайне ограничено, причем

всем решениям (за исключением задачи антиплоского сдвига) присущи ос-

цилляции, подобные (1.9) и (1.10). Задачи в двумерной постановке рассмот-

рены в работах, указанных в начале этого раздела. Задача для полубесконеч-

ной трещины на границе соединения двух упругих слоев из различных мате-

риалов при действии растяжения и изгиба в плоскости рассмотрена в работе

[125]. Решения осесимметричной задачи о дискообразной трещине на гра-
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нице соединения изотропных материалов получены в работах [126–129] для

механической и термической нагрузок, причем явные аналитические выра-

жения получены только для распределений напряжений в малой окрестности

края трещины и КИН. В трехмерной постановке задача о полубесконечной

трещине рассматривалась в работе [130], а задача об эллиптической трещине

на границе соединения материалов решена в работе [131] численно-анали-

тическим методом.

Взаимопроникновение берегов трещины вблизи вершины, полученное

при при решении задачи, исходя из линейной теории упругости, приводит к

необходимости рассмотрения задачи в нелинейной постановке [113]. Реше-

ние задачи для трещины на границе соединения сред с различными механи-

ческими свойствами в рамках нелинейной теории упругости дает асимпто-

тику напряжений без осцилляций вблизи вершины, а асимптотику переме-

щений, не имеющих осцилляций, - при определенных ограничениях, накла-

дываемых на упругие постоянные соединенных материалов [132].

Рис. 1.5. Трещина на границе соединения ма-
тералов

Рис. 1.6. Трещина, перпендикулярная грани-
це соединения материалов

Коэффициенты интенсивности напряжений в вершине (вдоль фронта)

трещины, используемые для описания процессов разрушения, определяются
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как [133]:

K = lim
r→0

f (r)σ jk (r) , (1.11)

где r- расстояние по нормали до контура (края) трещины, f (r) → 0 и σ jk(r)

- соответствующая компонента тензора напряжений, стремящаяся к беско-

нечности при r → 0.

Для однородного тела обычно выбирается f (r) =
√

2πr . Определение (1.11)

для трещины на границе соединения материалов неприменимо, т.к. приво-

дит к логарифмически бесконечным коэффициентам интенсивности напря-

жений.

Рассмотрим варианты выбора функции f (r) для трещины на границе

соединения материалов, позволяющие получить конечные значения КИН. В

работах [111] и [115] функция выбирается в форме:

f (r) = C
√

2πr r−iβ,

где C = 1/
√
πch(πβ) (см. [111]) или C = 1, (используются обозначения рабо-

ты [115]).

Выбор функции f (r) в такой форме приводит к значениям КИН с размер-

ностью вида МПа ·
√

м · м−iβ, и, соответственно, КИН становится функцией

выбранных единиц измерения, и понятие КИН теряет физический смысл.

Предложенный в [108, 117] выбор функции f (r) в форме

f (r) = C
√

2πr
(

r
r0

)−iβ

(1.12)

является более удобным, позволяющим получить КИН такой же размерно-

сти, как и в однородном теле. В (1.12) C = 1 (см. [108]) или C = 1/ch(πβ) (см.

[134]), r0 - характерный линейный размер задачи, см. анализ выбора этого

параметра в работе [115].

При использовании функции f (r) в виде (1.12) представления для асимп-

тотических распределений напряжений у края плоской пространственной
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трещины (первый член разложения) имеют вид [135]:

σk j (r, θ) =
1
√

2πr

[
Re

(
Kr̂iβ

)
HI

k j (θ) + Im
(
Kr̂iβ

)
HII

k j (θ) + KIIIHIII
k j (θ)

]
, (1.13)

где k, j ≡ x, y, z, r̂ = r/r0, функции HI,II
k j (θ) определяют угловое распределе-

ние напряжений и зависят также от биупругой постоянной β, функция HIII
k j (θ)

совпадает с аналогичной функцией для антиплоского сдвига для однород-

ного тела, KIII - КИН для случая анитплоского сдвига, определяется так же,

как для однородного тела.

Комплексный КИН в (1.13) определяется как

K = KI + iKII (1.14)

При θ = 0 (см. рис. 1.5) напряжения на линии соединения областей можно

представить в виде:

σyy(r) + iσxy(r) =
(KI + iKII)√

2πr

(
r
r0

)−iβ

, σyz(r) =
KIII√
2πr

, (1.15)

где σyy(r), σxy(r) - растягивающие и сдвиговые напряжения на продолжении

трещины, напряжения σyz(r) соответствуют антиплоскому сдвигу.

При таком определении КИН значения KI,II зависят от выбора параметра r0.

Отметим также, что модуль КИН

K =
√

K2
I + K2

II (1.16)

не зависит от выбора формы представления функции f (r).

При r0 = 2ℓ для рассмотренной задачи о прямолинейной трещине на

границе соединения материалов КИН определяется так [115]:

KI + iKII = lim
r→0

√
2πr

(
σyy(r) + iσxy(r)

) ( r
2ℓ

)−iβ
, (1.17)

где σyy(r), σxy(r)-напряжения на продолжении трещины (см. (1.4)), 2ℓ - длина

трещины, r = x − ℓ - расстояние до вершины трещины, x ≥ ℓ.
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Полагая в (1.4) x = r + ℓ, подставляя это выражение в (1.17) и переходя к

пределу, получаем:

KI + iKII = (σ0 + iτ0)(1 + 2iβ)
√
π ℓ, (1.18)

откуда следует, что

KI = (σ0 − 2βτ0)
√
π ℓ, KII = (2βσ0 + τ0)

√
π ℓ (1.19)

Здесь проявляется общий для трещин на границе соединения материалов

эффект - оба КИН, KI и KII, зависят как от нормальной, так и от касательной

нагрузок.

Раскрытие у края плоской пространственной трещины (разность пере-

мещений поверхностей трещины при θ = ±π) имеет вид [135]:

∆uy(r) + i∆ux(r) =
A (KI + iKII)

2 (1 + 2iβ) ch(πβ)

√
r

2π

(
r
r0

)iβ

, (1.20)

∆uz(r) = 2BKIII

√
r

2π
, B =

1
µ1
+

1
µ2

(1.21)

Выражения (1.20) и (1.21) используются в разделе 2.3.2 для вычисления

модуля КИН на границе соединения материалов.

Для оценки относительной величины растягивающих и сдвиговых на-

пряжений на границе соединения материалов используются фазовые углы,

определяемые как [135, 136]:

ψ = arctg
KII

KI
, φ = arctg

KIII

KI
(1.22)

Отметим, что, как и КИН, углы ψ и φ зависят от выбора величины r0.

Для трещин, расположенных на границе соединения анизотропных ма-

териалов, асимптотическое поведение перемещений и напряжений вблизи

края трещины подобно (1.13), (1.20) и (1.21) с соответствующим учетом

анизотропии свойств материалов [137–139].
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Взаимодействие трещины с границей соединения материалов тесно свя-

зано с изучением торможения трещины на границе раздела сред. Задача о по-

лубесконечной трещине, расположенной перпендикулярно границе соедине-

ния материалов, с нагрузкой, нормальной ее поверхности, впервые рассмот-

рена в работе [140], где получена асимптотика напряжений на продолжении

трещины. Аналогичная задача для трещины конечной длины рассмотрена

в работе [141]. Распределение напряжений за вершиной трещины (рис. 1.6)

определяется выражением:

σk j (r, θ) = Hr−λ fk j (r, θ, λ, ω, ε) , (1.23)

где k, j = x, y, 0 < λ < 1 - показатель асимптотики напряжений, функции fk j

определяют угловое распределение напряжений, ω, ε - параметры Дундур-

са (см.(1.8)), H - КИН с размерностью, связанной с параметром λ, который

определяется из решения трансцендентного характеристического уравнения

и зависит от граничных условий задачи и соотношений между упругими

характеристиками сопряженных тел. Если материал тела с трещиной более

жесткий, чем соседний, то 0.5 < λ < 1, в противном случае 0 < λ < 0.5, [142].

В зависимости от свойств материалов возможны различные сценарии разви-

тия трещины: развитие по границе соединения материалов, прохождение в

сопряженную среду или торможение трещины. Анализ различных конфигу-

раций трещин, выходящих на границу соединения материалов, и критериев

их развития выполнен в [143–146].

Если на тело с трещиной действует как внешняя нагрузка, так и нагруз-

ка на берегах трещины, то напряжения на продолжении трещины в двумер-

ном случае определяются, в предположении линейности задачи, так:

σyy(δ) + iσxy(δ) =
(
σext

yy (δ) + σint
yy (δ)

)
+ i

(
σext

xy (δ) + σint
xy (δ)

)
, (1.24)

где σext
yy,xy(δ) - напряжения на продолжении трещины от действия внешних на-

грузок (например, σ0 и τ0), σint
yy,xy(δ) - напряжения на продолжении трещины

от действия напряжений, приложенных на берегах трещины.
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Исходя из (1.17) и (1.24), получаем:

KI + iKII =
(
Kext

I + Kint
I

)
+ i

(
Kext

II + Kint
II

)
, (1.25)

где Kext
I,II - КИН от действия внешних напряжений, Kint

I,II - КИН от действия

напряжений, действующих на берегах трещины. Для однородного тела при

растягивающей нагрузке из (1.25) следует известный результат [14]:

KI = Kext
I + Kint

I (1.26)

Ввиду ограниченной возможности применения аналитических методов,

для решения задач с трещинами на границе соединения материалов (расче-

та полей напряжений и перемещений вблизи трещины и определения КИН)

широко используются численные методы, см. например [147, 148] и цитиро-

ванную там литературу.

1.3. Модель концевой области трещины на границе
соединения материалов

Когезионные модели концевой области трещины, расположенной на

границе соединения материалов, рассматривались для различных законов

деформирования связей в ряде работ: в [89, 149, 150] напряжения в конце-

вой области полагались постоянными и не зависящими от раскрытия тре-

щины (задача рассматривалась в рамках модели Дагдейла [15]); в работах

[81, 151] и [90] рассматривались трапецивидная и билинейная зависимости

между напряжениями в связях и раскрытием трещины в предположении

малой концевой области; полиномиальные феноменологические кривые де-

формирования адгезионных связей рассматривались в работах [152–154].

Отметим, что модели трещины на границе соединения материалов со свя-

зями в концевой области, при учете сингулярности напряжений в вершине

трещины, не рассматривались.
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Рассмотрим трещину, расположенную на границе ( в общем случае

криволинейной) соединения материалов (рис. 1.7) и выделим часть трещи-

ны длины d, примыкающую к её вершине (концевую область трещины), в

которой поверхности трещины взаимодействуют, так что это взаимодействие

сдерживает раскрытие трещины. Опишем взаимодействие берегов трещины

в рамках механической модели, не выделяя конкретных причин взаимодей-

ствия. Ввиду различия упругих свойств соединенных материалов в связях

Рис. 1.7. Трещина со связями в концевой области, на границе соединения материалов

между берегами трещины, возникают, даже при одноосном растяжении, уси-

лия Q (x), имеющие нормальную qy (x) и касательную qx (x), составляющие:

Q (x) = qy (x) − iqx (x) (1.27)

К берегам трещины приложены нормальные и касательные напряжения чис-

ленно равные qy(x) и qx(x), соответственно.

Учитывая характерную для трещин на границе соединения материалов за-

висимость раскрытия трещины от расстояния до вершины трещины и биу-

пругой постоянной β (см. (1.5))

u∞,x,y(x) ∼
(
ℓ − x
ℓ + x

)−i β

, (1.28)
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представим усилия Q(x) в концевой области трещины в форме:

Q(x) = qy(x) − iqx(x) =
(
py(x) − ipx(x)

) (ℓ − x
ℓ + x

)−i β

, (1.29)

где функции py ,x будут являться неизвестными при анализе напряженно-

деформированного состояния в концевой области (см. раздел 2.1), а выраже-

ние

σ(x) =
√

q2
x + q2

y =

√
p2

x + p2
y (1.30)

определяет модуль вектора усилий в связях σ(x).

Компоненты раскрытия трещины, расположенной на границе между

двумя различными материалами, u (x, 0) ≡ u(x) запишем по аналогии с вы-

ражением (1.27):

u(x) = uy(x) − iux(x), (1.31)

где uy ,x(x) - проекции раскрытия трещины на оси координат OX и OY

(рис. 1.7).

Соотношение, связывающее компоненты раскрытия трещины и усилия в

связях (закон деформирования связей), представим, без потери общности, в

форме квазилинейных зависимостей:

uy(x) − iux(x) = cy(x, σ)qy(x) − icx(x, σ)qx(x), (1.32)

где функции cy, x(x, σ) можно рассматривать как эффективные податливости

связей, зависящие от положения связи вдоль концевой области.

Эффективные податливости связей в (1.32) определяются из соображе-

ний размерности так:

cy,x(x, σ) = γ1 ,2(x, σ)
H
Eb
, (1.33)

где γ1 ,2(x, σ)- безразмерные функции, H - линейный размер, пропорциональ-

ный толщине зоны неоднородности на участке соединения материалов, Eb -

эффективный модуль упругости связей.
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Отметим, что, при постоянных значениях функций γ1 ,2(x, σ), выраже-

ние (1.33) является линейно-упругим законом деформирования связей, оди-

наковым для всех точек концевой области трещины. Зависимость функций

γ1 ,2(x, σ) от координаты вдоль концевой области трещины соответствует пе-

ременной податливости связей. Зависимость этих функций от усилий в свя-

зях возникает при нелинейном законе деформирования связей (см. раздел

2.2.2). Отметим также, что рассмотрение различных моделей концевой об-

ласти трещины приводит к необходимости введения, кроме длины концевой

области, дополнительного линейного размера (H - в данном случае), харак-

теризующего жесткость связей в концевой области трещины [78, 155–157].

Функциональную зависимость между модулем вектора раскрытия трещины

(раскрытием трещины)

U(x) =
√

u2
x + u2

y (1.34)

и модулем вектора усилий в связях (1.30) можно представить в форме:

U(x) = c(x, σ)σ(x), (1.35)

где c(x, σ) - приведенная жесткость связей, определяемая выражением:

c(x, σ) =

√
(cxqx)2 + (cyqy)2√

qx
2 + qy

2
(1.36)

В рассматриваемой модели размер концевой области трещины d не предпо-

лагается малым по сравнению с длиной трещины, а усилия в связях qy ,x(x)

зависят как от принятого закона деформирования связей, так и от размера

концевой области и подлежат определению из решения краевой задачи, при

заданной внешней нагрузке и известном законе деформирования связей.

Представленное выше описание взаимодействия берегов трещины на

границе соединения материалов позволяет рассматривать широкий круг кри-

вых деформирования для различных материалов.

Кривые деформирования связей между берегами трещины, как правило,

нелинейны, содержат начальный участок квазилинейного деформирования и
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один или несколько участков разупрочнения, возникающего после достиже-

ния предельной нагрузки, а площадь под кривой деформирования связей

пропорциональна работе разрушения (определяет вклад связей между бере-

гами трещины в трещиностойкость материала). Использование в расчетных

исследованиях таких зависимостей, полученных экспериментально, позво-

ляет обосновано прогнозировать трещиностойкость соединений материалов.

Экспериментальное определение кривых деформирования связей для кон-

кретных пар материалов на основе прямых и непрямых методов измерений

является достаточно трудоемким [158–162]. Возможен также комбинирован-

ный подход к получению таких кривых с определением вида функциональ-

ной зависимости между раскрытием трещины и усилиями в связях для неко-

торых групп или пар материалов, исходя из физической модели [57, 163, 164]

или феноменологически [81, 151, 152]. Для описания характерных точек та-

ких кривых используются параметры связей, получаемые экспериментально.

Варианты кривых деформирования связей такого типа рассмотрены ниже.

1.3.1. Адгезионное соединение полимеров

Значительное повышение прочности адгезионного соединения различ-

ных полимеров происходит при использовании в качестве промежуточного

слоя между ними специальных полимерных материалов, химически сов-

местимых с каждым из них [165–167]. Молекулы такого молекулярного

“ клея “проникают в соединяемые материалы и образуют связи, значительно

повышающие прочность соединения. При наличии на границе соединения

полимеров зоны ослабленных связей или трещины, такие связи заполняют

концевую область трещины. Для получения закона деформирования связей

в концевой области трещины при квазистатическом нагружении используем

подход, предложенный в [167] для связей, образованных пучками молекул

полимера со степенью полимеризации N и размером мономерного звена
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Рис. 1.8. (a) - Однозвенные и (b) - многозвенные связи, образованные молекулами (M)
соединительного слоя

a0. Будем полагать, что связи деформируются упруго до определенной ве-

личины напряжения σm и соответствующего этому напряжению раскрытия

трещины um. При раскрытии трещины U ≥ um закон деформирования связей

становится нелинейным и напряжения в связях при σ ≤ σm уменьшаются.

Молекулы промежуточного слоя могут образовывать между соединяемыми

полимерами, по терминологии [167], однозвенные и многозвенные связи (см.

рис. 1.8).

Обозначим число однозвенных связей на единицу поверхности соеди-

нения материалов (плотность связей) R1, а плотность многозвенных связей

- R2. В общем случае возможно присутствие обоих типов связей. Сегмент

полимерной цепи между материалами деформируется упруго до тех пор,

пока действующая на него растягивающая сила f не достигнет критической

величины

f ∗ =
kT
a0
, (1.37)

где k - постоянная Больцмана, T - абсолютная температура.

При f ≤ f ∗ напряжение в связях σ прямо пропорционально раскрытию

трещины U (κ - жесткость связей):

σ = κU (1.38)

При f = f ∗ начинается процесс вытягивания связей из материала. За-
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висимость напряжений в связях от раскрытия трещины запишем, исходя из

уравнения (4.1) работы [167],

σ(u) = σ∗1 +
σ∗2

(1 + ξ)2 , ξ =
U − um

h∗
, (1.39)

где h∗ = a0
√

N, σ∗1 и σ∗2 критические напряжения начала вытягивания связей

из материала, определяемые как

σ∗1 = f ∗R1, σ∗2 = f ∗R2
√

N (1.40)

Из (1.38) и (1.40) следует, что критическое напряжение, при котором проис-

ходит изменение характера деформирования связей, определяется выраже-

нием

σ(um) = σm = σ
∗
1 + σ

∗
2, (1.41)

а раскрытие трещины, соответствующее изменению характера деформиро-

вания связей,

um =
σm

κ
(1.42)

Оценим жесткость связей κ, образованных пучками полимерных молекул.

Пусть fcr - сила, необходимая для разрыва полимерной цепи, а ucr ∼ ϑa0

- критическое удлинение мономерного звена при разрыве (ϑ ≤ 1). Тогда

полное удлинение полимерной цепи

u∗cr ∼ Nucr ∼ ϑNa0 (1.43)

Жесткость полимерной цепи определяется как:

S 1 =
fcr

u∗cr
�

fcr

ϑNa0
(1.44)

Другая оценка жесткости полимерной цепи следует из энергетических сооб-

ражений [168]:

S 2 =
3kT
Na2

0

(1.45)
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Критическая сила для разрыва полимерной цепи составляет fcr ≈ 1 · 10−9Н

[169]. При a0 ∼ 0.5 · 10−9м, N = 400 и T = 400◦K и ϑ = 1 (оценка по верхней

границе) получаем S 1 = 0.5 · 10−2Н/м и S 2 = 0.55 · 10−4Н/м. Можно полагать,

что фактическая жесткость полимерной цепи S изменяется в интервале

S 2 < S < S 1

Удельная жесткость связей κ (жесткость на единицу площади поверхности),

необходимая в (1.38),

κ = S R, R = R1 + R2
√

N (1.46)

где R- плотность связей на участке соединения материалов до начала выдер-

гивания связей.

В модели концевой области трещины, рассмотренной в разделе 1.3,

податливость связей определяется выражением (см. (1.33) при γ1,2 = 1):

cx,y =
H
Eb

(1.47)

Из выражений (1.46) и (1.47) получаем оценку для эффективного модуля

упругости связей:

Eb = S H(R1 + R2
√

N) (1.48)

Величина раскрытия трещины, соответствующая изменению закона дефор-

мирования связей, определяется так:

um =
f ∗

S
(1.49)

Рассмотрим оценки параметра H, связанного с толщиной зоны неодно-

родности на границе соединения полимерных материалов. Толщина слоя

неоднородности на границе соединения плохо смешиваемых полимеров со

степенями полимеризации N1 ≈ N2 ≈ N определяется как [168, 169]:

ω1 = 2a0

√
N
6
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Рис. 1.9. Кривые деформирования многозвенных связей в концевой области трещины,
um = 2.21 нм, S = 0.005 Н/м, T = 400K

При наличии промежуточного слоя полимера-усилителя адгезии толщина

слоя неоднородности может возрасти до величины ω2 � a0N. Ввиду этого,

принимаем эту верхнюю границу в качестве оценки величины параметра H

ω1 < H � a0N

Получим оценки модуля упругости связей при заданных значения плот-

ностей связей R1 = 1 · 1018 м−2,R2 = 0.1R1 [170]. При заданных выше пара-

метрах полимерной цепи и жесткости связей, определяемых выражениями

(1.44) и (1.45), получаем:

E2b < Eb < E1b,

где E1b = 1.1 · 109 Па, E2b = 1.2 · 107 Па. Отметим, что величина E1b близка к

модулю упругости однородного полимера.

В итоге, кривые деформирования связей определяются выражением:

σ (U) =



fcr

ϑNa0
(R1 + R2

√
N)U, U < um

f ∗

R1 +
R2
√

N(
1 + U−um

h∗

)2

 , U ≥ um

(1.50)
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Рис. 1.10. Кривые деформирования многозвенных связей, (a) - изменение степени полиме-
ризации; (b) - изменение жесткости связи, T = 400K

Рассмотрим кривые деформирования связей в концевой области трещины,

на границе соединения материалов, полученные на основе рассмотренной

выше модели, при следующих значениях исходных данных: 1) T = 400◦K-

температура материалов; 2) R1 = 1 · 1018м−2 - плотность однозвенных связей

на единицу площади поверхности; 3) α = R2/R1 = 0.1; 0.2; 0.3 - относи-

тельная плотность многозвенных связей на границе соединения материа-

лов; 4) a0 = 0.5 · 10−9м - размер мономерного звена молекулы полимера;

5) fcr = 1 · 10−9 Н. Жесткость полимерной цепи оценивалась по верхней

границе из выражения (1.44). В этом случае раскрытие трещины um, соот-

ветствующее изменению закона деформирования связей (см. (1.42)), можно

представить как

um =
f ∗

fcr
Na0 (1.51)

Кривые деформирования связей для N = 400 (жесткость связей κ =

0.005 Н/м) приведены на рис.1.9. Параметр um при фиксированном значении

степени полимеризации постоянен, а жесткость связей и предельная вели-

чина упругих напряжений возрастают при увеличении числа многозвенных

связей (см. (1.40)). Кривые деформирования связей при фиксированном ко-

личестве многозвенных связей (α = 0.2) и различных степенях полимери-
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зации (следовательно, различной жёсткости связей) приведены на рис.1.10a.

Увеличение степени полимеризации N приводит к уменьшению жесткости

связей на линейно-упругом участке деформирования, возрастанию предель-

ных напряжений в связях и увеличению предельного раскрытия трещины um.

Уменьшение жесткости полимерной цепи S , при соответствующем умень-

шении величины fcr (при N = 400, α = 0.2), приводит к возрастанию участка

линейно-упругого деформирования связей при постоянной величине макси-

мальных упругих напряжений σm, (см. рис.1.10b). При U → ∞ все связи

становятся однозвенными и напряжение в связях стремиться в величине

σ∗1 = f ∗R1.

Полученные кривые использованы для анализа зависимости трещино-

стойкости адгезионного соединения полимеров на модели трещины с конце-

вой областью (см. главу 5).

1.3.2. Композиционные материалы, армированные волокнами

Механические свойства армированных композиционных материалов за-

висят, в первую очередь, от величины контактного взаимодействия между

материалом-матрицей и армирующими элементами. В традиционных ком-

позиционных материалах средние размеры армирующих элементов обычно

превышают (1 − 10) мкм. В нанокомпозитах по крайней мере один из харак-

терных размеров армирующих элементов имеет порядок нанометров.

Исследованию контактной прочности на границе волокна и матрицы

в композиционных материала посвящено значительное количество работ, в

большинстве которых используется с различными модификациями модель

сдвиговой прочности, предложенная в [171, 172]. В этой модели рассмат-

ривается нагружение образца нормальными напряжениями, которые переда-

ются волокнам посредством сдвиговых напряжений, возникающих на гра-

нице соединения волокон и матрицы. При анализе взаимодействия между

берегами трещины в армированном волокнами композиционном материале
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установлено [164, 173], что напряжение в волокне σ (u), соответствующее

раскрытию трещины в концевой области u, определяется, при постоянной

величине сдвиговых напряжений между волокном и матрице, как

σ (u) ∼
√

u

Уменьшение размеров армирующего наполнителя до нанодиапазона

приводит к существенному повышению удельной поверхности взаимодей-

ствия между наполнителем и матрицей, к изменению характера их взаимо-

действия от макроуровня к молекулярному уровню и, соответственно, увели-

чению адгезии. Например, использование углеродных нанотрубок в качестве

наполнителя в матрице позволяет получить высокопрочные нанокомпозиты с

хорошим адгезионным взаимодействием между нанотрубками и полимером

[174]. Для улучшения адгезионного взаимодействия между нанотрубками

и матрицей возможно применение специальной химической обработки по-

верхности нанотрубок (функционализации) [175, 176]. Передача сдвигового

напряжения к нановолокнам происходит в некотором пограничном слое, со-

единяющем нановолокно и окружающую его матрицу, причем граничные

сдвиговые напряжения изменяются вдоль оси нановолокна. Результаты чис-

ленного моделирования методом молекулярной динамики выдергивания уг-

леродной нанотрубки из полимерной матрицы [177, 178], а также результаты

аналогичных экспериментов [179], подтверждают это предположение.

Ниже рассматривается механическая модель взаимодействия между на-

нотрубками и матрицей в предположении, что зона адгезионного взаимодей-

ствия нанотрубок и матрицы представляет собой тонкий промежуточный

слой между этими фазами, который обладает сопротивлением только по от-

ношению к действию сдвиговых напряжений и имеет заданную кривую де-

формирования. Напряженно-деформированное состояние нанотрубки и слоя

на границе соединения нанотрубки и матрицы рассматривается как одноос-

ное при следующих допущениях:
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1) нанотрубка представляет собой цилиндрическое волокно с прямоли-

нейной осью длины Lc, погруженное в матрицу;

2) смещения вдоль оси нанотрубки при действии внешних нагрузок

вдоль этого направления много больше остальных компонент смещений на-

нотрубки и матрицы;

3) между нанотрубкой и матрицей имеется промежуточный соедини-

тельный слой, который обладает сопротивлением только по отношению к

действию сдвиговых напряжений.

Полагая, что сдвиговые напряжения в промежуточном слое зависят от

толщины этого слоя (H1) и осевого смещения нанотрубки (u), запишем

τi = κ1 f (u) , κ1 =
G1

H1
, (1.52)

где f (u) заданная функция осевых смещений нанотрубки, G1 - модуль сдвига

промежуточного слоя. Примем, в первом приближении, что на начальном

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00
0,00

0,25

0,50

0,75

1,00 m

cr

u/ucru/um

i / m

Рис. 1.11. Билинейная кривая деформирова-
ния промежуточного слоя

Рис. 1.12. Нанотрубка (II) в матрице (I) под
действием внешней нагрузки σ f и сдвигово-
го напряжения τ(x), H- толщина промежу-
точного слоя, D и d- внешний и внутренний
диаметры нанотрубки

этапе деформирования (u ≤ um) сдвиговые напряжения пропорциональны

осевым смещениям нанотрубки:

τi = κ1u, κ1 =
τm

um
=

G1

H1
, (1.53)
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где um, τm - параметры, определяющие изменение формы кривой деформи-

рования слоя.

Если же сдвиговые напряжения в промежуточном слое τi превосходят

заданную величину τm = κ1um, то закон деформирования (1.53) изменяется и

определяется уравнением:

τi = τ2 ± κ2u, κ2 =
G2

H2
, (1.54)

где H2 и G2 - толщина и модуль сдвига промежуточного слоя на участках

упрочнения (знак + в (1.54)) или разупрочнения кривой деформации про-

межуточного слоя, τ2- постоянная, зависящая от жесткости промежуточного

слоя, um < u ≤ ucr, отслоение нанотрубки от матрицы происходит, если сме-

щение оси нанотрубки достигает критической величины ucr (см. рис.1.11).

Закон деформирования промежуточного слоя запишем, исходя из урав-

нений (1.52) -(1.54),

τi(x) =


κ1u(x), 0 < u(x) ≤ um

τ2 ± κ2u(x), um < u(x) ≤ ucr,

0 u(x) > ucr

(1.55)

где

τ2 = um (κ1 ∓ κ2) , κ1 =
G1

H1
=
τm

um
, κ2 =

G2

H2
=
|τcr − τm|
ucr − um

. (1.56)

Здесь величина ucr– критическое удлинение оси нанотрубки, κ1,2 - сдвиговые

жесткости на участках упрочнения/разупрочнения кривой деформирования.

Если толщина промежуточного слоя между нанотрубкой и матрицей явля-

ется переменной, то сдвиговая жесткость изменяется вдоль оси нанотрубки.

В зависимости от значений величин τm и τcr можно рассматривать дефор-

мирование, сопровождающееся разупрочнением (τcr < τm), нижние знаки в

(1.55) -(1.56), или упрочнением (τcr > τm), верхние знаки в (1.55)-(1.56), см.

рис.1.11. Упруго-пластическому промежуточному слою между волокном и

матрицей соответствует κ2 = 0 в (1.55). Механическая модель нанотрубки
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в матрице приведена на рис.1.12. Уравнение равновесия бесконечно малого

элемента нанотрубки dx при действии нормальных напряжений σ (x) в се-

чении нанотрубки и касательных напряжений τi(x) в промежуточном слое

имеет вид:

0.25π
(
D2 − d2

) dσ(x)
dx

= πDτi(x), (1.57)

где D, d - внешний и внутренний диаметры нанотрубки (см. рис.1.12).

Полагая, что осевая деформация нанотрубки не превышает пределов

линейной упругости, имеем:

σ(x) = E f
du(x)

dx
, (1.58)

где E f - модуль упругости нанотрубки.

Рассмотрим случай кусочно-постоянной сдвиговой жесткости проме-

жуточного слоя. Подставляя уравнения (1.55) и (1.58) в уравнение равнове-

сия (1.56), принимая во внимание закон изменения сдвигового напряжения

вдоль оси нанотрубки, а также возможность отслоения нанотрубки и матри-

цы, получим систему дифференциальных уравнений для определения осе-

вых смещений нанотрубки:

d2u1

dx2 − β
2
1u1 = 0, 0 < x ≤ xm

d2u2

dx2 ∓ β
2
2u2 = R2, xm < x ≤ xcr

d2u3

dx2 = 0, xcr < x ≤ Lc

, (1.59)

где

β1,2 =
2δ
√
µ1,2

D
, µ1,2 =

G1,2

E f

D
H1,2

, R2 =
4τ2δ

2

E f D
, δ =

D
√

D2 − d2
(1.60)

Параметр xm в (1.59) является координатой точки на оси нанотрубки, в кото-

рой закон деформирования промежуточного слоя меняется, согласно урав-

нению (1.53), а параметр xcr аналогичным образом определяет положение

места начала отслоения.
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Система дифференциальных уравнений (1.59) имеет аналитическое ре-

шение:

u1(x) = C1eβ1x +C2e−β1x (a)
u2(x) = N1eβ2x + N2e−β2x − R2

β2
2
, τcr > τm (b)

u2(x) = N1 sin(β2x) + N2 cos(β2x) + R2

β2
2
, τcr < τm (c)

u3(x) = M1 + M2x (d)

(1.61)

Коэффициенты C1,2, N1,2 и M1,2 зависят от граничных условий и дополни-

тельных условий в точках смены закона деформирования промежуточного

слоя. Полагая, что, при действии внешних нагрузок, заданных в виде на-

пряжений или смещений, происходит отрыв нанотрубки в сечении x = 0 на

расстоянии Lc от места приложения нагрузки, можно расмотреть различные

виды граничных условий для решения системы (1.61) [51]. Свободное от

нагрузки после отрыва концевое сечение нанотрубки (x = 0) соответству-

ет заданным напряжениям (т.е. σ(x)|x=0 = 0). Можно рассмотреть также

другие, соответствующие отрыву, граничные условия на конце нанотрубки

x = 0: а) условие критической деформации, или б) условие критического

удлинения нанотрубки в предельном состоянии. На противоположном конце

рассматриваемого участка нанотрубки (x = Lc) могут быть также рассмот-

рены два типа граничных условий: а) силовое условие, соответствующее

приложению критических внешних растягивающих нагрузок или б) условие

критического удлинения конца нанотрубки. Условия непрерывности и сов-

местности при смене закона деформирования на оси нанотрубки при x = xm

имеют вид:

um = u1(xm) = u2(xm),
du1

dx

∣∣∣∣∣
x=xm

=
du2

dx

∣∣∣∣∣
x=xm

, (1.62)

а условия в точке x = xcr, определяющие при u = ucr положение начала

отслоения нанотрубки, аналогичны (1.62):

ucr = u2(xcr) = u3(xcr),
du2

dx

∣∣∣∣∣
x=xcr

=
du3

dx

∣∣∣∣∣
x=xcr

(1.63)
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В зависимости от уровня внешней нагрузки возможно наличие вдоль оси на-

нотрубки участков с различными законами деформирования. Распределение

нормальных напряжений в сечении нанотрубки и касательных напряжений

в промежуточном слое также при этом изменяются вдоль оси нановолокна.

Полагая, что связи в концевой области трещины образованы волокнами,

взаимодействующими с матрицей, согласно (1.55), а также, что предельное

состояние достигнуто (произошел отрыв, и в сечении x = 0 напряжения

отсутствуют):

σ(0) = E f
du1

dx

∣∣∣∣∣
x=0
= 0 (1.64)

и на конце нанотрубки x = Lc приложена нормальная нагрузка:

σ(Lc) = E f
du1

dx

∣∣∣∣∣
x=Lc

= σ f , (1.65)

получаем уравнение, связывающее напряжение на конце волокна и его удли-

нение. С учетом граничных условий (1.64)-(1.65) из общего решения (1.61a)

следует:

u1(x) =
σ f

β1E f

ch (β1x)
sh (β1Lc)

(1.66)

Распределение касательных напряжений вдоль оси нанотрубки запишем с

учетом соотношений (1.53) и (1.60):

τi(t) =
σ f

2δ
√
µ1

ch
(

2δLc
√
µ1

D t
)

sh (λ1)
, (1.67)

где параметр µ1 имеет смысл относительной жесткости промежуточного слоя

на линейном участке деформирования, см. (1.60).

Нормальные напряжения в сечении нанотрубки с относительной коор-

динатой t определяются выражением:

σ(t) = E f
du1

dx
= σ f

sh (λ1t)
sh (λ1)

(1.68)

Зависимость напряжения на конце нановолокна от его удлинения u (закон

деформирования связи) следует из выражения (1.66), при x = Lc:

σ f (u) = Ku, K = th (β1Lc)
2δ
√
µ1

D
E f , (1.69)
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где K- коэффициент жесткости связи, функция th (·) - гиперболический тан-

генс, остальные параметры определены в (1.60). При использовании выра-

жения (1.69), связи в концевой области трещины деформируются линейно-

упруго до разрыва при достижении предельной вытяжки u = um, что согла-

суется с известными экспериментальными результатами [3, 180].

Билинейный закон деформирования сдвигового слоя приводит также к

билинейному закону деформирования связей в концевой области трещины.

Случаи деформирования сдвигового слоя с учетом разупрочнения и рас-

слоения подробно рассмотрены в [51].

1.3.3. Феноменологические законы деформирования связей между
берегами трещины

Для моделирования напряженно-деформированного состояния в кон-

цевой области трещины удобно представить диаграмму деформирования

связей (соотношение между раскрытием трещины и усилиями в связях) в

относительно простой аналитической форме, описываемой минимальным

количеством определяемых экспериментально параметров:

σ(s) =
U(s)
cB(s)

Φ (e) , e (s) =
U(s)
um

(1.70)

Здесь координата s соответствует положению волокна вдоль концевой обла-

сти трещины. Для прямолинейной трещины на границе соединения матери-

алов s ≡ x; cB(s) - эффективная податливость связей; раскрытие трещины

U(s) определяется выражением (1.35); um - значение раскрытия трещины,

при котором происходит переход от линейного к нелинейному закону де-

формирования связей:

Φ (e) ≡ 1, e (s) ≤ 1 (1.71)

Φ (·)− безразмерная функция, описывающая нелинейную часть кривой де-

формирования связей. Для линейно-упругих связей на начальном участке
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деформирования при e (s) ≤ 1 имеем (см. соотношение (1.70)):

u(s) = cb(s)σ(s), (1.72)

где модуль вектора усилий в связях σ(s) определяется выражением (1.30).

Параметр um может зависеть, в частности, от физико-механических харак-

теристик связей и длины трещины. Далее нелинейный участок кривой де-

формирования связей (e(s) > 1) будем представлять монотонной убывающей

или возрастающей функцией, конкретный вид которой зависит от типа и

характеристик связей в концевой области трещины. Убывающий нелиней-

ный участок кривой деформирования связей соответствует разупрочнению

связей при возрастании раскрытия трещины. Представление диаграмм де-

формирования связей в форме (1.70) облегчает численные эксперименты

по исследованию влияния параметров нелинейной части кривой деформи-

рования связей, размера концевой области трещины и величины внешней

нагрузки на сходимость итерационного процесса решения системы, а также

позволяет получать сравнительные оценки параметров трещиностойкости

для различных типов кривых деформирования связей.

Будем исходить из критерия предельной вытяжки связей и полагать,

что разрыв связи происходит при достижении ее предельной вытяжки ucr,

и этому значению вытяжки связи отвечает натяжение связи σcr, причем,

в зависимости от типа связей, величина σcr может также равняться нулю.

Простейшая кривая такого рода имеет форму билинейной зависимости, вос-

ходящий участок которой соответствует упругому деформированию связей

до вытяжки um с натяжением связи

σm = um/cb(sm), (1.73)

где cb(sm) - эффективная податливость связей в точке концевой области с ко-

ординатой sm. Если u (s) > um, то закон деформирования связей описывается

линейной зависимостью, определяемой точками с координатами (um, σm) и



56

(ucr, σcr) на плоскости (u, σ). При условии σcr < σm эта зависимость явля-

ется убывающей (разупрочнение), а если σcr ≥ σm, то зависимость является

возрастающей (линейное упрочнение, соответствующее, например, упруго-

пластической деформации связей). Таким образом, билинейная зависимость

между натяжением связи σ(x) и ее вытяжкой U(x) может быть представлена

так:

σ(u) =

 kB(s)U(s), 0 ≤ U(s) ≤ um

σcr +
σm−σcr
ucr−um

(ucr − U(s)) , um < U(s) ≤ ucr ,
(1.74)

где kB(s) - жесткость связей

kB(s) = 1/cb(s) (1.75)

После введения обозначений:

η =
ucr

um
, δ =

σcr

σm
(1.76)

вторая формула в соотношениях (1.74), с учетом выражения (1.73), преобра-

зуется к виду:

σ(u) =
um

cb(sm)(η − 1)

[(
η − U(s)

um

)
+ δ

(
U(s)
um
− 1

)]
(1.77)

Из зависимости (1.77) получаем значение вытяжки связи u0, соответствую-

щее σ (u0) = 0 и δ <1 (разупрочнение):

uo = um
η − δ
1 − δ (1.78)

Отметим, что u0 ≥ ucr при δ ≥ 0.

По аналогии с рассмотренной выше билинейной зависимостью постро-

им степенные зависимости, описывающие закон деформирования связей на

участке um < U (s) ≤ ucr. Будем рассматривать двухзвенные кривые, состо-

ящие из участков упругого деформирования связей и нелинейного убываю-

щего либо возрастающего участка. Полагаем, что нелинейный убывающий
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участок кривой деформирования связей - степенная функция, проходящая

через точки с координатами (um, σm) и (ucr, σcr) на плоскости (U, σ).

Приведем два типа описания нелинейного убывающего участка кривой

деформирования связей.

Тип 1. Рассмотрим зависимость вида (выпуклая убывающая кривая):

σ(U) =

 kB(s)U(s), 0 ≤ e (s) ≤ 1, kB(s) = c−1
b (s)

σB ( 1 − κen (s) ) , 1 < e (s) ≤ η,
(1.79)

где n – целочисленный параметр, определяющий кривизну нелинейного

участка, kB(s) - жесткость связей. Из условий прохождения кривой, опи-

сываемой нижним соотношением в (1.79), через точки (um, σm) и (ucr, σcr)

получаем

κ =
1 − δ
ηn − δ, σB =

σm

1 − κ, σm =
um

cb(s)
, δ =

σcr

σm
(1.80)

Запишем нижнее соотношение (1.79) при учете равенств: (1.80)

σ(U) =
um(ηn − δ)

cb(s)(ηn − 1)

(
1 − en (s)

1 − δ
ηn − δ

)
(1.81)

Тип 2. Вогнутую убывающую кривую представим в форме:

σ(U) =

 kB(s)U(s) , 0 ≤ e(s) ≤ 1

σB (κ e (s) − 1)n , 1 < e(s) ≤ η,
(1.82)

откуда, по аналогии с предыдущим случаем, получаем:

κ =

n√
δ − 1

n√
δ − η

, σB =
um(η − n√

δ)n

cb(s)(1 − η)n (1.83)

В частном случае n = 1 выражения (1.79) и (1.82) совпадают и описывают

билинейную зависимость (см. (1.74):

σ(U) =


U(s)/cb(s), 0 ≤ e(s) ≤ 1

um

cb(sm)(η − 1)
[
(η − e (s)) + δ (e (s) − 1)

]
, 1 < e(s) ≤ η

(1.84)
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При условии σcr < σm (δ < 1) эта зависимость — убывающая (разупрочне-

ние), а при σcr > σm — возрастающая (линейное упрочнение, соответствую-

щее упругопластической деформации связей), условие идеальной пластич-

ности выполняется при δ = 1.

Нелинейный возрастающий участок кривой деформирования связей

(um < U (s) ≤ ucr) представим в форме (степенное упрочнение, n ≥ 1):

σ(U) =
um

cb(s)

(
U(s)
um

)1/n

(1.85)

Отметим, что σ(U)→ σm (см. (5)), если n→ ∞.

Рассмотрим, в качестве примера, определение параметров билинейной

кривой деформирования связей. Полагаем, что связи в концевой области тре-

щины образованы волокнами, состоящими из полимерных молекул с индек-

сом полимеризации N и размером мономерного звена a0 [57]. Максимальная

длина волокна в таком случае составляет L ∼ Na0. С учетом этого мож-

но предположить, что при малых деформациях предельная вытяжка связей

равна ucr ∼ Nao. При заданных N и a0 (N=400 и ao = 0.5 · 10−9м), получим

ucr = 2 · 10−7м. Если изменение закона деформирования связей происхо-

дит при значении параметра η = 2 (см. обозначение (1.80)), то um = 0.5

и ucr = 10−7м. Натяжение связи σm, соответствующее раскрытию трещи-

ны, равному um, зависит от податливости связей (см.(1.73)). Податливость

упругих связей в соотношении (1.72) имеет вид (см.(1.33) при γ(s) ≡ 1):

cb(s) =
H
Eb

(1.86)

Полагая, что параметры ucr в (1.80) и H в (1.86) пропорциональны, что

соответствует упругой деформации связей до разрыва, получим:

H = λucr, (1.87)

где λ - коэффициент, зависящий от физико-механических характеристик свя-

зей. Вычисляем по формуле (1.86) податливости связей на участке упругого
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деформирования для значений λ = 250; 187.5; 125 ( λ ∼ N для адгезионных

соединений на основе полимеров), ucr = 2 ·10−7 м и модуля упругости связей

Eb = 25 ГПа:

cb =
λucr

Eb
= 2 · 10−9; 1.5 · 10−9; 1.0 · 10−9м ·МПа−1

Из выражения (1.80) следует, что σcr = δσm, где максимальные упругие

напряжения σm определяются соотношением (1.73). Получаем из (1.73) с

учетом (1.86)-(1.87):

σcr =
δ

λη
Eb

При значениях параметров η = 2 и δ = 0.5 величины натяжения связи для

указанных выше значений λ составляют: σcr = 25 МПа; 33.(3) МПа; 50 МПа,

соответственно. Билинейные зависимости, полученные для рассмотренного

выше примера, приведены на рис.1.13.

0 50 100 150
0

25

50

75

=125

=187,5

  

 

 
u, 

=250

Рис. 1.13. Билинейные кривые деформирования связей, um = 10−7м, ucr = 2um, σcr = 0.5σm

Для построения кривых деформирования связей с нелинейной ветвью

по зависимостям (1.79), (1.82) и (1.85) необходимы данные о жесткости ли-

нейно-упругого участка деформирования, а также параметры um, ucr, σcr,
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Рис. 1.14. a) Кривые деформирования связей с разупрочнением, n2 = 2; 4 - уравнение (1.79),
n1 = 2; 4 - уравнение (1.82); n = 1 - билинейная зависимость (1.84), разупрочнение; b) кривые
деформирования связей с упрочнением, ucr = 3um, уравнение (1.85)

n и cb, определяющие положение и кривизну нелинейной части кривой де-

формирования. Кривые, качественно отражающие основные закономерности

деформирования связей в концевой области трещины, построенные по этим

зависимостям, представлены на рис.1.14a (билинейная зависимость, а так-

же выпуклые и вогнутые кривые, полученные по формулам (1.79) и (1.82))

и на рис.1.14b (зависимость с упрочнением, получена по формуле (1.85)).

Участок упругого деформирования на этих рисунках соответствует значени-

ям λ = 250, cb = 2 · 10−9 МПа · м−1, um = 10−7м (рис.1.13), размер участка

нелинейного деформирования определяется условиями: ucr = 4um (η = 4)

(рис.1.13 и рис.1.14a, где также δ = 0), ucr = 3um (η = 3) (рис.1.14b).

1.4. Термофлуктуационная модель кинетики связей в
механике разрушения

Необходимость разработки долговечных материалов и способов предот-

вращения преждевременного разрушения явилась стимулом для разработки

моделей длительной прочности материалов, учитывающих физические ме-

ханизмы, лежащие в основе процесса разрушения [181–183]. Модели, ос-

нованные на рассмотрении кинетических процессов разрыва химических и
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молекулярных связей при воздействии физических полей, получили значи-

тельное развитие для полимерных материалов [184–186]. В рамках механики

разрушения кинетический подход к анализу роста трещин, основанный на

рассмотрении термически активированной кинетики связей в концевой об-

ласти трещины, предложен в [187, 188] , где полагается, что: a) концевая

область трещины мала по сравнению размерами тела и длиной трещины;

b) продвижение вершины трещины определяется модулем сцепления ма-

териала, зависящим от скорости роста трещины; c) временные эффекты

существенны только в концевой области трещины, где связи значительно

напряжены. Указанный подход был развит с учетом влияния агрессивных

сред на кинетику трещин [189, 190].

Отметим, что анализ временных эффектов разрушения, основанный на

рассмотрении термофлуктуационных механизмов, возможен для всех типов

материалов. Для полимерных материалов, обладающих выраженными реоло-

гическими свойствами, применение таких подходов наиболее эффективно.

В данной работе кинетическая модель термофлуктуационного разрушения

Журкова [181, 182], в сочетании с моделью концевой области трещины, раз-

вита и используется для анализа кинетики связей в концевой области тре-

щины и для оценки времени зарождения дефектов на границе соединения

материалов. Полагается, что, по крайней мере, один из материалов явля-

ется полимером, а часть трещины, занятая связями (концевая область), не

является малой, по сравнению с длиной трещины.

Анализ кинетики связей в концевой области трещины и оценка време-

ни зарождения дефектов на границе соединения материалов выполняются,

исходя из следующих допущений:

- в начальный момент времени на границе соединения существует об-

ласть ослабленных связей между материалами (это может быть техноло-

гический дефект, либо ослабленная зона, вызванная, например, диффузией

активной среды);
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- плотность связей в указанной области изменяется со временем по

термофлуктуационному механизму;

- жесткость связей пропорциональна их плотности в каждой точке кон-

цевой области трещины;

- зарождение дефекта происходит вблизи центра области ослабленных

связей;

- условием формирования трещины-дефекта является снижение сред-

ней плотности связей на соответствующем участке области ослабленных

связей до критического значения или увеличение раскрытия трещины до

предельной величины.

Использование модели концевой области трещины позволяет рассмат-

ривать зону ослабленных связей как трещину, частично или полностью за-

полненную связями. При действии внешней нагрузки в процессе термофлук-

туационного распада связей размер концевой области сокращается, и часть

зоны ослабленных связей освобождается от связей, при выполнении соот-

ветствующего критериального условия.

Для долговечности большинства материалов, при действии растягиваю-

щего напряжения σ, справедлива установленная экспериментально формула

[181, 182]:

τ = µτ0eU(σ)/kT , (1.88)

где τ - время разрушения образца, k - постоянная Больцмана, T - абсолютная

температура, τ0 ≈ h/kT - постоянная порядка периода тепловых колебаний

атомов (10−13-10−12с), h- постоянная Планка, µ - безразмерный коэффициент,

зависящий от вида материала (полимер, металл, керамика), U (σ) - энергия

деструкции связей (энергия активации разрушения).

Функция U (σ) для достаточно широкого интервала нагрузок и темпе-

ратур является линейной:

U (σ) = U0 − qT − A(σ), A(σ) = γσ, (1.89)
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где U0 - энергия активации распада межатомных связей (энергетический

барьер разрыва связей), q, γ - структурно-чувствительные параметры, харак-

теризующие тепловые и прочностные свойства материала. Снижение энер-

гетического барьера разрыва связей возможно также при воздействии физи-

ческих полей и агрессивных сред.

Из выражения (1.89) видно, что величина A(σ) уменьшает энергетиче-

ский барьер разрыва связей и может быть рассмотрена как работа, которую

выполняют внешние силы при разрушении тела.

Формула, аналогичная (1.88), справедлива и для среднего времени жиз-

ни (долговечности) τb нагруженной межатомной связи [181, 182]. Работа

внешних сил в этом случае зависит от величины напряжения в связи. Нерав-

номерность распределения напряжений в связях в реальном теле приводит

к локальному накоплению повреждений и образованию дефектов. Наибо-

лее интенсивно накопление повреждений происходит в зонах ослабления

межатомных (межмолекулярных) связей в материале. Область ослабленных

связей в материале (или на границе соединения материалов) будем рассмат-

ривать как трещину, заполненную связями, свойства которых изменяются со

временем по термофлуктуационному механизму.

Полагаем, что выражение (1.88) является справедливым и для связей

в концевой области трещины, но работа A(σ), фигурирующая в выражении

(1.89), есть работа по деформированию связей, определяемая с учетом неод-

нородного распределения усилий по связям в концевой области трещины.

Работа по деформированию связи A и долговечность связи τb в конце-

вой области прямолинейной трещины, на границе соединения материалов

(рис.1.7), будут зависеть от натяжения связи σb и координаты x, определяю-

щей положение связи вдоль концевой области, A = A(σb, x) и τb = τb(σb, x).

Положим (аналогично [187, 188]), что изменение плотности связей в

концевой области трещины во времени n (x, t) описывается уравнением хи-
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мического разложения:
dn(x, t)

dt
= − n(x, t)

τb(σb, x)
, (1.90)

где τb(σb, x) - время до распада межмолекулярной связи, расположенной в

концевой области трещины на расстоянии ℓ−x от ее вершины (долговечность

связи).

Из (1.90) имеем:

n(x, t) = n0e−t/τb(σb,x) , (1.91)

где n (x, 0) = n0- начальная плотность связей.

Изменение плотности связей во времени ведет к изменению податли-

вости связей в концевой области трещины. Обозначим жесткость одной мо-

лекулярной связи ks (x). Тогда эффективная жесткость связей на единицу

площади концевой области трещины:

k(x, t, σb) = ks (x) n(x, t) = kb (x) e− t/τb(σb,x) (1.92)

где kb (x) = ks (x) n0- начальная жесткость связей на единицу площади конце-

вой области трещины.

Из выражения (1.92) следует, что податливости связей в концевой об-

ласти можно представить в форме:

c(x, t, σb) = cb (x) e t/τb(σb,x), (1.93)

где cb(·) = 1/kb (·) - функция, определяющая начальную податливость связей

в концевой области трещины.

Работа по деформированию связей (на единицу толщины тела) на участ-

ке концевой области трещины размером dx определяется выражением [30,

31]:

dU(x) =


ux(x)∫

0

qx(ux)dux+

uy(x)∫
0

qy(uy)duy

 dx, (1.94)

где ux,y(x) - компоненты раскрытия в концевой области трещины в точке

с координатой x, qx,y(x)- усилия в связях. Число молекулярных связей на
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участке dx равно:

dn = n(x, t)dx (1.95)

Величину работы на одну внутримолекулярную связь оценим в предположе-

нии, что адгезионное соединение образовано цепями полимерных молекул с

размером мономерного звена am. Будем полагать, что удлинение связи (цеп-

ной молекулы) при деформировании в пределах линейной упругости много

меньше ее начальной длины, и раскрытие трещины в концевой области на

расстоянии ℓ− x от вершины трещины приближенно равно длине нагружен-

ной части цепной молекулы, соединяющей берега трещины.

В таком случае число Nn мономерных звеньев между берегами трещины

на участке длины dx равно:

Nn = ωdn, ω =
√

u2
x(x, t) + u2

y(x, t)
/
am, (1.96)

где ω- число мономерных звеньев полимерной цепи, образующей связь меж-

ду берегами трещины.

Получаем работу на одну внутримолекулярную связь:

A(σb, x) =
dU(x)
ωdn

(1.97)

Представим выражение (1.88) в форме, удобной для выполнения вычисле-

ний:

τb(σb, x) = τ0e(UM−AM(σb,x) )/RT , (1.98)

где UM = U0N - энергия активации 1 моля внутримолекулярных связей,

AM (σb, x) = A(σb, x)NA, R = kNA - газовая постоянная, NA - число Авогадро.

Методика расчета кинетики связей в концевой области трещины объ-

единена с численным алгоритмом расчета напряженно-деформированного

состояния в концевой области трещины (см. главу 2) и использована для

анализа кинетики связей в концевой области трещины (см. главу 5).
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Глава 2

Методы расчета напряженно-деформированного
состояния и коэффициентов интенсивности

напряжений при учете взаимодействия берегов
трещин на границе соединения материалов

Как уже было отмечено, приближенные методы оценки трещиностой-

кости, основанные на рассмотрении трещины с малой концевой областью,

независимо от типа модели концевой области, неприменимы, если длина

концевой области трещины не является малой по сравнению с размером

трещины. В таких случаях необходимо прямое моделирование напряженно-

деформированного состояния в концевой области трещины с учетом дефор-

мационных характеристик связей и последующим использованием критерия

разрушения для анализа роста трещины.

Для прямолинейных трещин, размер которых мал по сравнению с раз-

мером конструкции, возможно определение напряженно-деформированного

состояния в зоне трещины в предположении, что расчетная область является

безграничной. Если усилия в связях не зависят от раскрытия трещины, то

задача сводится к определению перемещений берегов трещины и напряже-

ний вблизи трещины при нагрузках, заданных на поверхности трещины. Для

случая усилий в связях, постоянных вдоль концевой области прямолиней-

ной трещины, аналитические решения получены для однородных [13–15] и

кусочно-однородных [89, 149, 150] и ортотропных [28] безграничных обла-

стей. При учете зависимости усилий в связях от раскрытия трещины, даже

для безграничных областей, возможно только численное решение задачи.

Для анализа напряженно-деформированного состояния вблизи трещин

в безграничных областях используются, преимущественно, сингулярные ин-

тегральные и интегро-дифференциальные уравнения, которые могут быть

получены исходя из рассмотрения непрерывного распределения дислокаций
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[191–193] или с использованием метода функций влияния (функций Гри-

на) для конкретных задач с трещинами [194, 195]. Аналогичные методы

применяются также для решения задач со связями в концевой области пря-

молинейных трещин при учете зависимости усилий в связях от раскрытия

трещины в однородном материале: в работах [157, 196, 197] используется

дислокационный подход, а в работах [19, 198–200] - подход, основанный

на методе функций влияния. Отметим, что при использовании дислокаци-

онного подхода для определения раскрытия трещины в концевой области

после решения интегрального уравнения требуется вычисление интеграла

от плотности дислокаций, тогда как при при использовании метода функ-

ций влияния раскрытие трещины определяется непосредственно из решения

задачи.

Для криволинейных трещин со связями между берегами в областях

конечного размера, указанные выше методы неприменимы. Для решения

таких задач наиболее эффективно использование метода граничных инте-

гральных уравнений (ГИУ) требующего при численном решении упругой

задачи дискретизации только поверхности тела (ввиду этого, метод ГИУ на-

зывают также метод граничных элементов, МГЭ). В последние десятилетия

значительное число работ было посвящено применению МГЭ для анализа

напряженно-деформированного состояния и коэффициентов интенсивности

напряжений (КИН) в вершине трещины на границе соединения материалов,

[201–207]. В этих работах взаимодействие берегов трещины, обусловлен-

ное присутствием связей, не рассматривалось. Применение МГЭ (а также

МКЭ) к решению задач для трещин со связями ограничено рассмотрением

только прямолинейных трещин в композиционных материалах при действии

растягивающих нагрузок [208–211].

В данной главе, исходя из метода функций влияния, получены син-

гулярные интегро-дифференциальные уравнения (СИДУ) для анализа на-

пряженно-деформированного состояния в концевой области прямолинейных
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трещин на границе соединения двух полуплоскостей из различных материа-

лов. Рассмотрена методика численного решения СИДУ для случаев линейно-

упругих и нелинейных связей в концевой области трещины с учетом термо-

флуктуационной кинетики распада связей. Рассмотрено также применение

метода ГИУ (МГЭ) для анализа напряженно-деформированного состояния

вблизи трещин (криволинейных в общем случае) со связями с концевой об-

ласти на границе соединения материалов в областях конечного размера и

вычисления модуля коэффициентов интенсивности напряжений для такого

рода трещин.

Материал главы основан на работах [29, 30, 39, 40, 44, 48–50, 54, 61, 65].

2.1. Расчет напряженно-деформированного состояния на
границе соединения материалов и в концевой области
прямолинейной трещины. Постановка задачи

Рассмотрим прямолинейную трещину с концевыми областями d1 и d2

(равными при одноосном растяжении), расположенную на границе соедине-

ния двух полуплоскостей из различных материалов (рис.2.1), при действии

внешних однородных нормальной σ0 и сдвиговой τ0 нагрузок. При учете

принципа суперпозиции, граничные условия на берегах трещины для плос-

кой задачи теории упругости записываются в виде

1) при −ℓ + d2 < x < ℓ − d1

σxy(x, 0) + iσyy(x, 0) = −(τ0 + iσ0) (2.1)

2) при ℓ − d1 ≤ x ≤ ℓ, −ℓ ≤ x ≤ −ℓ + d2

σxy(x, 0) + iσyy(x, 0) = (−τ0 + qx(x)) + i(−σ0 + qy(x)) (2.2)

Отметим, что в этих граничных условия усилия в связях различны при x > 0

и x < 0 (см. (2.22) и (2.23)).

Усилия в связях qy,x(x) подлежат определению из решения задачи при
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Рис. 2.1. Прямолинейная трещина со связями в концевой области, на границе соединения
материалов при действии однородных растягивающих σ0 и сдвиговых τ0 нагрузок

внешних нагрузках σ0,τ0 и известном законе деформирования связей. В рас-

сматриваемой постановке задачи размеры концевых областей d1,2 не предпо-

лагаются малыми по сравнению с длиной трещины, а усилия в связях qy,x(x),

зависящие как от принятого закона деформирования связей, так и от размера

концевой области, имеют форму (1.29).

Раскрытие в концевой области трещины на границе между двумя раз-

личными материалами, u (x, 0) ≡ u(x), можно, ввиду линейности задачи тео-

рии упругости, представить так:

u(x) = u∞(x) + uQ(x) (2.3)

u(x) = uy(x) − iux(x) (2.4)

u∞(x) = u∞y(x) − iu∞ x(x) (2.5)

uQ(x) = uQy(x) − iuQx(x), (2.6)

где u∞(x) - раскрытие трещины от действия напряжений −σ0 и −τ0 на бере-

гах трещины (см. выражение (1.5)), uQ(x) - раскрытие трещины (сближение

берегов трещины), обусловленное усилиями −qy,x(x), возникающими в свя-

зях при действии внешних нагрузок и приложенными на берегах трещины в
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концевой области, компоненты с индексами x, y в (2.4)-(2.6) - проекции со-

ответствующих слагаемых раскрытия трещины на оси координат OX и OY ,

(см. рис. 1.7).

Выражение (2.3) является исходным для получения интегрального урав-

нения для определения раскрытия в концевой области трещины в однород-

ном теле при известной функции влияния как при использовании когези-

онной модели [200, 212], так и при использовании модели со связями в

концевой области [17, 19, 173].

При действии растягивающей нагрузки σ0 по нормали к плоскости

трещины в однородном теле в связях возникают только нормальные усилия,

и при податливости связей cy постоянной вдоль концевой области трещины

раскрытие трещины в концевой области имеет вид (см. (1.32))

uy (x) = cyqy (x) (2.7)

При таком нагружении однородного тела раскрытие трещины без связей

u∞ y (x) =
4σ0

E

√
ℓ2 − x2 (2.8)

Сближение берегов трещины, вызванное усилиями от связей, приложенными

к поверхности трещины, определяется выражением (в случае однородного

тела концевые области одинакового размера d1 = d2 = d, усилия в связях

qy(x) -четные функции и интегрирование выполняется с учетом этого на

промежутке ℓ − d ≤ x ≤ ℓ)

uQ (x) = − 4
πE

ℓ∫
ℓ−d

G (ℓ, x, ξ)q (ξ) dξ, (2.9)

где G (ℓ, x, ξ) функция Грина для задачи о прямолинейной трещине в одно-

родном теле

G (ℓ, x, ξ) = ln

√
ℓ2 − x2 +

√
ℓ2 − ξ2

√
ℓ2 − x2 −

√
ℓ2 − ξ2

(2.10)
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Функция G (ℓ, x, ξ) получается преобразованием выражения (П.50), получен-

ного в работе [13], с учетом четности усилий в связях G (ℓ, x, ξ) = Γ (ℓ, x, ξ)+

Γ (ℓ, x,−ξ). Подставляя выражения (2.7)-(2.10) в (2.3), получаем интегральное

уравнение для усилий в связях

cyqy (x) +
4
πE

ℓ∫
ℓ−d

G (ℓ, x, ξ)qy (ξ) dξ =
4σ0

E

√
ℓ2 − x2 (2.11)

При использовании силового критерия разрушения в рамках модели трещи-

ны со связями в концевой области, уравнение (2.11) дополняется условием

(1.3), которое в данном случае принимает форму [31]

K∞ − Kb = σ0
√
πℓ − 2

√
ℓ

π

ℓ∫
ℓ−d

qy (ξ)√
ℓ2 − ξ2

dξ = KIc (2.12)

Из последнего выражения получаем

σ0 =
KIc√
πℓ
+

2
π

ℓ∫
ℓ−d

qy (ξ)√
ℓ2 − ξ2

dξ (2.13)

Подставляя выражение (2.13) в интегральное уравнение (2.11) получаем

cyqy (x) +
4
πE

ℓ∫
ℓ−d

Φ (ℓ, x, ξ)qy (ξ) dξ =
4KIc

E
√
πℓ

√
ℓ2 − x2, (2.14)

где сингулярное ядро имеет вид

Φ (ℓ, x, ξ) = G (ℓ, x, ξ) − 2

√
ℓ2 − x2

ℓ2 − ξ2 (2.15)

Решение уравнения (2.14) вместе с дополнительным условием, определяю-

щим критическое раскрытие на краю концевой области трещины, позволяет

получить распределение усилий в связях и размер концевой области трещи-

ны, соответствующий состоянию предельного равновесия [19, 173].

Для когезионной модели трещины итоговый КИН равен нулю, и при

KIc = 0 в (2.13) получаем из (2.14) линейное однородное интегральное урав-

нение. Если для когезионной модели закон деформирования связей выби-

рается линейно-упругим в форме (2.7), то qy(0) = 0 и уравнение (2.14) с
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нулевой правой частью имеет только тривиальное решение qy(x) = 0, что

доказывает необходимость наличия ненулевых усилий в вершине трещины

при использовании когезионной модели.

Для трещины на границе соединения материалов представления для

раскрытия трещины при произвольной нагрузке на ее поверхности (функ-

ции Грина) могут быть получены на основе решений, полученных в работах

[112, 213]. Однако, для кусочно-однородного тела, более удобный способ по-

лучения системы сингулярных интегро-дифференциальных уравнений для

определения усилий в связях в концевой области трещины основан на ис-

пользовании производных раскрытия прямолинейной трещины, расположен-

ной на границе соединения материалов [29, 30]. Отметим, что задача о пря-

молинейной трещине со связями в концевой области на границе соединения

анизотропных материалов рассматривалась в работе [214] путем сведения

(на основе дислокационного подхода) к системе сингулярных интегральных

уравнений, но численные результаты в указанной работе приведены только

для соединений изотропных материалов.

2.1.1. Система сингулярных интегро-дифференциальных уравнений
для задач о трещине со связями с нелинейной диаграммой
деформирования на границе соединения материалов

Получим систему сингулярных интегро-дифференциальных уравнений

для определения усилий в связях прямолинейной трещины с концевой об-

ластью на границе соединения материалов при нагружении постоянными

нормальными σ0 и касательными τ0 к плоскости трещины напряжениями.

Дифференцируя уравнение (2.3), получаем

∂u(x)
∂x
−
∂uQ(x)
∂x

=
∂u∞(x)
∂x

(2.16)

В этом выражении производная раскрытия трещины в концевой области

∂u(x)/∂x определяется из выражения (1.32), производная раскрытия трещи-

ны от действия усилий, приложенных на берегах трещины в концевой обла-
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сти ∂uQ(x)
/
∂x, будет определена ниже, а производную раскрытия трещины

при действии однородных внешних напряжений получаем, исходя из анали-

тического решения (1.5)

∂u∞ (x)
∂x

=
∂u∞y (x)
∂x

− i
∂u∞x (x)
∂x

=
A

4ch(πβ)
(2βℓi − x)
√
ℓ2 − x2

(
ℓ − x
ℓ + x

)−iβ

(σ0 − iτ0) (2.17)

Используя соотношения (1.32) и (1.33) и переходя к безразмерным перемен-

ным (индекс α соответствует слагаемым раскрытия трещины в (2.3))

s =
x
ℓ
, uα(s) =

uα(x)
ℓ

, (2.18)

получим

c0
∂

∂s

[
γ1(s, σ)qy(s) − iγ2(s, σ)qx(s)

]
− Eb

∂uQ(s)
∂s

= Eb
∂u∞(s)
∂s

(2.19)

где параметр c0 (который будем называть относительной податливостью свя-

зей) определяется как

c0 =
H
ℓ

(2.20)

Производные раскрытия трещины от действия усилий, приложенных на бе-

регах трещины в концевой области получим, исходя из выражения для про-

изводных перемещений берегов трещины при действии произвольных нор-

мальных qy(x) и касательных qx(x) усилий на берегах трещины длины 2ℓ,

расположенной на границе соединения материалов (см. [113]). Для произ-

водных на промежутке 0 < x < ℓ получаем (см. Приложение):

∂uQy (x)
∂x

− i
∂uQx (x)
∂x

=
A
4

[
(1 − α)
(1 + α)

(qx(x) + iqy(x))−

− 1

π
√
ℓ2 − x2

(
ℓ − x
ℓ + x

)−iβ +ℓ∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x

(
ℓ + ξ

ℓ − ξ

)−iβ (
qy(ξ) − iqx(ξ)

)
dξ


(2.21)

Рассмотрим последовательно случаи нагружения нормальными σ0 (Задача

1) и касательными τ0 напряжениями (Задача 2).
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Задача 1. Нормальные и касательные усилия qx,y, возникающие в связях при

действии внешних нормальных напряжений σ0, а также функции px,y, опре-

деляемые выражением (1.29), удовлетворяют следующим условиям симмет-

рии

qy(−x) = qy(x), qx(−x) = −qx(x)

py(−x) = py(x), px(−x) = −px(x)
(2.22)

Задача 2.При действии внешних касательных напряжений τ0 условия сим-

метрии для усилий в связях и функций px,y(x) меняются местами:

qy(−x) = −qy(x), qx(−x) = qx(x)

py(−x) = −py(x), px(−x) = px(x)
(2.23)

Будем рассматривать концевую область трещины при x > 0, ℓ − d ≤ x ≤
ℓ. Преобразования выражения (2.21) с учетом условий симметрии (2.22),

(2.23) и представления для усилий в концевой области (1.29) приведены в

Приложении.

Подставляя в уравнение (2.19) выражения (2.20), (П.10) и (2.17) с учетом

замены s = x/ℓ и нормировки усилий в связях

qy,x(s) =
qy,x(x)√
σ2

0 + τ
2
0

, py,x(s) =
py,x(x)√
σ2

0 + τ
2
0

и выполняя соответствующие преобразования (см. Приложение), получаем

нелинейную систему интегро-дифференциальных уравнений относительно

неизвестных функций py(s) и px(s)

∂

∂s

[
γ1(s, σ)qy(s) − iγ2(s, σ)qx(s)

]
− πΨ(1 − α)

2(1 + α)

(
qx(s) + i qy(s)

)
+

+
Ψ

√
1 − s2

(
1 − s
1 + s

)−iβ 1∫
1− d

ℓ

[
R1 (s, t) py(t) − iR2 (s, t) px(t)

]
dt =

=
πΨR∞ (2 β i − s)

2ch (πβ)
√

1 − s2

(
1 − s
1 + s

)−iβ

(2.24)
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где (см. также (1.29))

qy(s) − iqx(s) =
(
py(s) − ipx(s)

) (1 − s
1 + s

)−i β

, (2.25)

R(s, t) =

√
1 − t2

t2 − s2 (2.26)

Для задачи 1

R1(s, t) = sR(s, t) , R2(s, t) = tR(s, t) , R∞ =
σ0√
σ2

0 + τ
2
0

(2.27)

Для задачи 2

R1(s, t) = tR(s, t) , R2(s, t) = sR(s, t) , R∞ =
−iτ0√
σ2

0 + τ
2
0

(2.28)

Параметр Ψ в уравнении (2.24) характеризует относительную жесткость свя-

зей в концевой области трещины (отношение жесткости связей в концевой

области трещины Eb/H к жесткости участка соединения материалов без тре-

щины)

Ψ =
AEb

2πc0
=

Ebℓ

2πH

(
k1 + 1
µ1
+

k2 + 1
µ2

)
(2.29)

Уравнение (2.24) представляют собой нелинейную систему СИДУ второго

рода типа Фредгольма с сингулярным ядром. В случае однородного тела

(α = 1, β = 0) и действия только нормальных напряжений это уравнение

совпадает с уравнением, следующим из результатов работы [19].

В уравнении (2.24) и далее в работе функции px,y и qx,y безразмерных

переменных s также являются безразмерными.

После решения уравнения (2.24) относительно неизвестных функций

py(s) и px(s), усилия в концевой области трещины определяются из соотно-

шения (2.25) qy (s)

qx (s)

 =
∣∣∣∣∣∣∣∣ cosφ − sinφ

sinφ cosφ

∣∣∣∣∣∣∣∣
 py (s)

px (s)

 , φ = β ln
(
1 − s
1 + s

)
(2.30)



76

Компоненты раскрытия трещины в концевой области (2.4) получаем исполь-

зуя выражения (1.31) и (1.33)

uy,x(s) = c0
ℓ

Eb
γ (s, σ) qy,x(s)

√
σ2

0 + τ
2
0 (2.31)

2.1.2. Раскрытие трещины с учетом связей и расчет напряжений на
границе соединения материалов

Определение раскрытия берегов трещины вне концевой области

После решения уравнения (2.24) раскрытие берегов трещины вне концевой

области (0 ≤ x0 < ℓ − d)

∆u (x0) = ∆uy (x0) − i∆ux (x0) (2.32)

может быть получено интегрированием выражения (2.16):

∆u (x0) = u∞ (x0) +

ℓ∫
x0

∂uQ(x)
∂x

dx (2.33)

Здесь u∞ (x) - раскрытие трещины без связей под действием внешних одно-

родных растягивающих (σ0) и сдвиговых (τ0) напряжений (см. выражение

(1.5)), а производная раскрытия трещины (x > 0), вызванного наличием свя-

зей в концевой области трещины, определяется выражениям (2.21) и (П.10).

Запишем выражения (2.33) для компонент раскрытия трещины вне зо-

ны связей для случая растягивающей нагрузки σ0 с учетом соотношений

(1.29)) и (П.8)-(П.10). После разделения действительный и мнимых частей

выражений, получаем

∆uy (x0) = uy∞ (x0) +
A(1 − α)
4(1 + α)

ℓ∫
d−ℓ

qx (x) dx− A
2π

ℓ∫
x0

F1 (x)
√
ℓ2 − x2

dx (2.34)

∆ux (x0) = ux∞ (x0) − A(1 − α)
4(1 + α)

ℓ∫
d−ℓ

qy (x) dx− A
2π

ℓ∫
x0

F2 (x)
√
ℓ2 − x2

dx (2.35)



77

Здесь uy∞, ux∞- компоненты раскрытия трещины без связей, при действии

растягивающей нагрузки σ0 (см. (1.5))

u∞y(x0) = σ0U (x0) cos ϕ (x0) , u∞ x(x0) = σ0U (x0) sin ϕ (x0) (2.36)

U (x0) =
A

4ch (πβ)

√
ℓ2 − x2

0, ϕ (x0) = β ln
ℓ − x0

ℓ + x0
(2.37)

Функции F1,2 (x) имеют вид

F1 (x) = x cos ϕ (x) I1 (x) − sin ϕ (x) I2 (x) (2.38)

F2 (x) = x sin ϕ (x) I1(x) + cos ϕ (x) I2(x), (2.39)

где I1,2 (x) определяется так

I1 (x) =

ℓ∫
ℓ−d

√
ℓ2 − ξ2

ξ2 − x2 py (ξ) dξ, I2 (x) =

ℓ∫
ℓ−d

ξ
√
ℓ2 − ξ2

ξ2 − x2 px (ξ) dξ (2.40)

При действии сдвиговых нагрузок τ0 структура формул (2.34)-(2.35) не изме-

няется. Компоненты раскрытия трещины без связей, при действии сдвиговой

нагрузки (см. (1.5))

u∞y(x0) = −τ0U (x0) sin ϕ (x0) , u∞ x(x0) = τ0U (x0) cos ϕ (x0) , (2.41)

Функции F1,2 (x) и I1,2 (x) для случая сдвиговой нагрузки, с учетом выраже-

ний (П.8)-(П.10), принимают вид

F1 (x) = cos ϕ (x) I1 (x) − x sin ϕ (x) I2 (x) (2.42)

F2 (x) = sin ϕ (x) I1(x) + x cos ϕ (x) I2(x) (2.43)

I1 (x) =

ℓ∫
ℓ−d

ξ
√
ℓ2 − ξ2

ξ2 − x2 py (ξ) dξ, I2 (x) =

ℓ∫
ℓ−d

√
ℓ2 − ξ2

ξ2 − x2 px (ξ) dξ (2.44)

При совместном действии растягивающей и сдвиговой нагрузок итоговые

перемещения определяются суммированием.

Вычисления по формулам (2.34) и (2.35) выполняются для каждой точки x0
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вне концевой области трещины (0 ≤ x0 < ℓ − d).

Вычисление напряжений на границе соединения материалов

Напряжения на границе соединения материалов σyy, σxy на продолжении

трещины (|x| > ℓ), при действии внешних нагрузок σ0, τ0 и наличии связей

между берегами трещины, определяются выражением (см. также 1.24)

σyy(x) + iσxy(x) =
(
σext

yy (x) + σint
yy (x)

)
+ i

(
σext

xy (x) + σint
xy (x)

)
(2.45)

Здесь σext
yy , σ

ext
xy - напряжения на продолжении трещины от действия внеш-

них нагрузок, приложенных на удаленной границе, определяемые выраже-

нием (1.4) при T = 0); σint
yy , σint

xy - напряжения на продолжении трещины,

вызванные усилиями в связях в концевой области трещины.

Напряжения на продолжении трещины от действия нагрузок на бере-

гах трещины qx (x) , qy (x) (усилий в связях) определяются выражением (см.

[113], формула (6.24)), x > 0

σint
yy (x) + iσint

xy (x) =

ch(πβ)

π
√

x2 − ℓ2

(
x − ℓ
x + ℓ

)i β ℓ∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x

(
ℓ + ξ

ℓ − ξ

)i β (
qy (x) + iqx (x)

) (2.46)

Преобразуем выражение (2.46) с учетом соотношения (1.29) и свойств функ-

ций qx,y и px,y (2.22) и (2.23). Запишем выражение (1.29) в форме

qy(x) + iqx(x) =
(
py(x) + ipx(x)

) (ℓ − x
ℓ + x

)i β

и подставим последнее выражение в (2.46)

σint
yy (x) + iσint

xy (x) =
ch(πβ)

π
√

x2 − ℓ2

(
x − ℓ
x + ℓ

)i β ℓ∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x

(
py (x) + ipx (x)

)
(2.47)

Рассмотрим растягивающие нагрузки. Преобразуем интеграл в (2.47) с уче-
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том того, что qx = qy = 0 при |x| ≤ ℓ − d

H (x) =

+ℓ∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x

(
py(ξ) + ipx(ξ)

)
dξ = H1 (x) + H2 (x) (2.48)

где

H1 (x) =

−ℓ+d∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ)+ ipx(ξ))dξ ; H2 (x) =

ℓ∫
ℓ−d

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ)+ ipx(ξ))dξ

Интеграл H1 (x) преобразуем, меняя местами пределы интегрирования, вы-

полнив замену переменной ξ → −ξ, а также учитывая, что при растяжении

px (−ξ) = −px (ξ):

H1 (x) = −
−ℓ∫
−ℓ+d

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ) + ipx(ξ))dξ = −

ℓ∫
ℓ−d

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ) − ipx(ξ))dξ

(2.49)

Получаем

H (x) =

ℓ∫
ℓ−d

 √
ℓ2 − ξ2

ξ − x
−

√
ℓ2 − ξ2

ξ + x

 py(ξ)dξ + i

ℓ∫
ℓ−d

 √
ℓ2 − ξ2

ξ − x
+

√
ℓ2 − ξ2

ξ + x

 px(ξ)dξ

(2.50)

В итоге, имеем

H (x) = Hσ0
y (x) + iHσ0

x (x) =

=

ℓ∫
ℓ−d

2x
√
ℓ2 − ξ2

ξ2 − x2 py(ξ)dξ + i

ℓ∫
ℓ−d

2ξ
√
ℓ2 − ξ2

ξ2 − x2 px(ξ)dξ
(2.51)

В случае сдвиговых нагрузок τ0 аналогичные преобразования дают

H (x) = Hτ0
y (x) + iHτ0

x (x) =

=

ℓ∫
ℓ−d

2ξ
√
ℓ2 − ξ2

ξ2 − x2 py(ξ)dξ + i

ℓ∫
ℓ−d

2x
√
ℓ2 − ξ2

ξ2 − x2 px(ξ)dξ
(2.52)

Интегралы в соотношениях (2.51)-(2.52) не являются сингулярными, т.к.

x > ℓ.



80

Запишем итоговые выражения для напряжений на продолжении тре-

щины при наличии связей между берегами трещины (см. (2.45)), x > ℓ, в

приведенных ниже формулах для напряжений ϕ (x) определяется выражени-

ем

ϕ (x) = β ln
x − ℓ
x + ℓ

(2.53)

А) Растяжение:

σxy (x) =
σ0√

x2 − ℓ2


x sin ϕ (x) + 2βℓ cos ϕ (x)+

+
ch(πβ)
π

[
sin ϕ (x) Hσ0

y (x) + cos ϕ (x) Hσ0
x (x)

]
 (2.54)

σyy (x) =
σ0√

x2 − ℓ2


x cos ϕ (x) − 2βℓ sin ϕ (x)+

+
ch(πβ)
π

[
cos ϕ (x) Hσ0

y (x) − sin ϕ (x) Hσ0
x (x)

]
 (2.55)

В) Сдвиг:

σxy (x) =
τ0√

x2 − ℓ2


x cos ϕ (x) − 2βℓ sin ϕ (x)+

+
ch(πβ)
π

[
sin ϕ (x) Hτ0

y (x) + cos ϕ (x) Hτ0
x (x)

]
 (2.56)

σyy (x) =
τ0√

x2 − ℓ2


− x sin ϕ (x) − 2βℓ cos ϕ (x)+

+
ch(πβ)
π

[
cos ϕ (x) Hτ0

y (x) − sin ϕ (x) Hτ0
x (x)

]
 (2.57)

Приведенные выше выражения для напряжений за вершиной трещины на

границе соединения материалов справедливы при x > 0. Выражения для вы-

числения напряжений при x < 0 могут быть получены при изменении знака

биупругой постоянной (β→ −β) в выражениях (2.54)-(2.57).

2.1.3. Коэффициенты интенсивности напряжений для прямолинейной
трещины с взаимодействием берегов на границе соединения
полуплоскостей

Рассмотрим методику вычисления КИН для одиночной прямолинейной

трещины на границе соединения различных материалов при нагружении на

удаленной границе нормальными σ0 (задача 1) и касательными τ0 (задача 2)
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напряжениями, а также с учетом приложенных к берегам трещины усилий,

вызванных присутствием связей. Полагаем, что усилия в связях в концевой

области трещины известны, например, из решения интегрального уравнения

(2.24).

Для трещины, расположенной на границе соединения материалов, зна-

чения КИН KI,II связаны с распределением напряжений на ее продолжении

(см. выражение (1.17)), а напряжения на продолжении трещины определя-

ются выражением (2.45). Исходя из (1.17) и (2.45) получаем (см. 1.25):

KI + KII =
(
Kext

I + Kint
I

)
+ i

(
Kext

II + Kint
II

)
, (2.58)

где Kext
I,II - КИН от действия внешних напряжений, Kint

I,II - КИН от действия

напряжений, возникающих в концевой области трещины.

КИН от действия внешних нормальных σ0 и касательных τ0 к плоскости

трещины напряжений определяются выражением (1.17). Получим выраже-

ния для КИН, вызванных напряжениями на берегах трещины от действия

связей. Распределение напряжений на продолжении трещины (x ≥ ℓ) имеет

вид (2.46).

Полагаем, как и в (1.17), x = r + ℓ в выражении (2.46) и, переходя к

пределу r → 0 (при этом в подынтегральном выражении x = ℓ), получаем:

Kint
I + iKint

II = −
ch(πβ)
√
πℓ

+ℓ∫
−ℓ

(
ℓ + ξ

ℓ − ξ

)0.5+iβ (
qy(ξ) + iqx(ξ)

)
dξ (2.59)

Преобразуем выражение (2.59) с учетом представления для усилий в конце-

вой области (1.29) и условий симметрии (2.22) и (2.23) для задач 1 и 2 (см.

Приложение). В итоге получаем:

Kint
I + iKint

II = −2Σ0
ch(πβ)
√
πℓ

√
ℓ

π

1∫
1− d

ℓ

(F1(t)py(t) + iF2(t)px(t))dt (2.60)

где ядра F1,2(t) определяются выражениями (П.31) и (П.32) для задач 1 и 2
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соответственно (см. Приложение), а

Σ0 =

√
σ2

0 + τ
2
0 (2.61)

Подставив выражения (1.17) и (2.60) в соотношение (2.58), получаем выра-

жения для КИН для задач 1 или 2:

Задача 1

KI + iKII = σ0
√
πℓ

(1 + 2iβ) − 2Σ0 ch(πβ)
πσ0

1∫
1−d/ℓ

(py(t) + itpx(t))√
1 − t2

dt

 (2.62)

Задача 2

KI + iKII = τ0
√
πℓ

(i − 2β) − 2Σ0 ch(πβ)
π τ0

1∫
1−d/ℓ

(t py(t) + ipx(t))√
1 − t2

dt

 (2.63)

Из выражений (2.62)-(2.63) следует, что наличие связей в концевой области

трещины приводит к снижению значений КИН и, следовательно, “упрочне-

нию”, зависящему от размера концевой области и свойств связей. В качестве

характеристики такого упрочнения будем использовать относительные зна-

чения КИН и модуля КИН (коэффициенты упрочнения):

Kr, I(d/ℓ) + iKr, II(d/ℓ) =
KI

Kext
I
+ i

KII

Kext
II
, Kr(d/ℓ) =

K0

Kext
0

(2.64)

где K0 - модуль КИН при наличии связей в концевой области трещины, а

Kext
0 - модуль КИН от действия внешних нагрузок:

K0 =

√
K2

I + K2
II, Kext

0 =

√
πℓ

(
σ2

0 + τ
2
0

) (
1 + 4β2) (2.65)

Выделяя действительные и мнимые части в (2.62) и (2.63) получаем выраже-

ния для для относительных значений КИН (x > 0, правая вершина трещины)

для задач 1 или 2:
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Задача 1 (Kext
I = σ0

√
πℓ, Kext

II = 2βσ0
√
πℓ) :

Kr,I = 1 − 2Σ0ch(πβ)
πσ0

1∫
1−d/ℓ

py(t)√
1 − t2

dt,

Kr,II = 2β − 2Σ0ch(πβ)
πσ0

1∫
1−d/ℓ

t px(t)√
1 − t2

dt

(2.66)

Задача 2 (Kext
I = −2βτ0

√
πℓ, Kext

II = τ0
√
πℓ) :

Kr, I = −2β − 2Σ0ch(πβ)
πτ0

1∫
1−d/ℓ

t py(t)√
1 − t2

dt

Kr, II = 1 − 2Σ0ch(πβ)
πτ0

1∫
1−d/ℓ

px(t)√
1 − t2

dt

(2.67)

Усилия в концевой области трещины и значения КИН вычисляются для задач

1 и 2 независимо и, при совместном действии нормальных σ0 и касательных

τ0 напряжений, итоговые значения КИН определяются суммированием.

2.2. Сингулярные интегро-дифференциальные уравнения
для задачи о трещине со связями в концевой области,
на границе соединения материалов. Численное
решение

Уравнения (2.24) представляют собой систему сингулярных интегро-

дифференциальных уравнений с ядрами типа Коши. Даже в простейших

случаях эти уравнения могут быть решены только численно. Для реше-

ния уравнений такого типа используется, в основном, два способа: а) ме-

тод разложения по ортогональным функциям [215]; б) метод, основанный

на кусочно-непрерывной полиномиальной аппроксимации искомых функций

[216, 217]. При использовании первого подхода точки коллокации располага-

ют в нулях ортогональных полиномов, что позволяет эффективно вычислять

сингулярные интегралы. Для решения систем уравнений, определенных на
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части трещины, более удобным является подход с использованием полино-

миальной аппроксимации неизвестных функций.

В данной работе для решения системы СИДУ (2.24) используется кол-

локационная схема с кусочно-квадратичной аппроксимацией неизвестных

функций, которая в сочетании с конечно-элементной схемой дискретизации

позволяет свести систему СИДУ к системе линейных алгебраических урав-

нений (СЛАУ). Если закон деформирования связей является нелинейным, то

для определения усилий в связях используется итерационная схема, анало-

гичная методу упругих решений [218] (о сходимости метода, см. [219], c.

130) в форме метода переменных параметров упругости [220].

Представим систему СИДУ (2.24) в форме удобной для численного ре-

шения. Предварительно заметим, что вблизи вершины трещины на границе

соединения материалов (дополнительно к (1.28)) при s → 1 справедливо,

как и в однородном теле, асимптотическое представление для компонент

раскрытия трещины (1.31) в виде ux,y(s) ∼
√

1 − s. С учетом этого, а также

соотношений (1.29), представим неизвестные функции py,x(s) в форме:

py,x(s) = f1,2(s)
√

1 − s, (2.68)

где f1,2(s) - новые неизвестные функции.

После подстановки представлений (2.68) в (2.24) и (2.25), дифферен-

цирования по переменной s в левой части системы уравнений (2.24), раз-

деления действительных и мнимых частей уравнений, умножения правой и

левой частей итоговых уравнений на величину

√
1 − s/cosφ(s)

и алгебраических преобразований (см. Приложение), получаем на проме-

жутке 1 − d/ℓ ≤ s ≤ 1 нелинейную систему СИДУ относительно новых



85

переменных задачи - функций f1,2(s)

Ti j(s, σ)
d f j(s)

ds
+Wi j(s, σ) f j(s)+Ψ

1∫
1− d

ℓ

Gi j(s, t) f j(t)dt = Zi(s), i, j = 1, 2 (2.69)

где приняты следующие обозначения:

Ti j(s, σ) = (1 − s)γi(s, σ)[δi j + λi jΩ(s)] (2.70)

Wi j(s, σ) = γi(s, σ)
[
δi j

(
2β

1 + s
Ω(s) − 1

2

)
− λi j

(
Ω(s)

2
+

2β
1 + s

)]
−

− (1 − s)
[
πΨ(1 − α)
2(1 + α)

(δi jΩ(s) − λi j) −
∂γi(s, σ)

∂s
(δi j + λi jΩ(s))

] (2.71)

Gi j(s, t) =
(1 − t)

√
1 + t

(t2 − s2)
√

1 + s
[s(2 − j) + t( j − 1)](δi j + λi jΩ(s)) (2.72)

Z1(s) =
πΨ

2Σ0ch (πβ)
√

1 + s

[
σ0(2βΩ(s) − s) + τ0(2β + sΩ(s))

]
(2.73)

Z2(s) =
πΨ

2Σ0ch (πβ)
√

1 + s

[−σ0(2β + sΩ(s)) + τ0(2βΩ(s) − s)
]

(2.74)

Ω (s) = tg
(
β ln

1 − s
1 + s

)
, λi j = (1 − δij)sgn(i − j) (2.75)

Здесь δi j- символ Кронекера, i, j = 1, 2. В выражениях (2.73)-(2.74) полага-

ется τ0 = 0 или σ0 = 0 при решении задач 1 и 2, соответственно.

Нелинейная система СИДУ (2.69) дополняется краевым условием, обес-

печивающим однозначность решения задачи: f1,2 (1) = C1,2, где C1,2 - по-

стоянные, определяемые физико-механической моделью связей в концевой

области трещины.
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2.2.1. Коллокационная схема с полиномиальной аппроксимацией

Для дискретизации уравнений (2.69) разместим на участке
[(

1 − d
ℓ

)
, 1

]
,

содержащем связи в концевой области трещины, M узловых точек с коорди-

натами:

sn = λ + h(n − 1); n = 1, 2, ..., M (2.76)

M = 2N + 1, N ≥ 1, λ = 1 − d
ℓ
, h =

d
(M − 1)ℓ

(2.77)

На отрезке λ ≤ s ≤ 1 каждые последовательные три узла с номерами 2k-1,

2k, 2k+1 (k=1, 2,. . . ,N) будем рассматривать как одномерный квадратичный

изопараметрический конечный элемент с параметрическими координатами

в пределах элемента (|η| ≤ 1)

η(s) = −1 +
(s − s2k−1)

h
(2.78)

Неизвестные функции f j(s) аппроксимируем разложением по кусочно-непре-

рывным квадратичным полиномам. Аналогичные представления используем

также для аппроксимации функций γ1, 2(s, σ) и вычисления координат про-

извольной точки на элементе s(k) (η).

Для элемента с номером k имеем
f (k)

j (η)

γ(k)
j (η, σ)

s(k)(η)

 = Nm(η)


f j,n

γ j,n

sn

 , (2.79)

где n = 2(k − 1) + m, (m=1,2,3) - номер узла в пределах элемента, f j,n - неиз-

вестные значения функций f j(s) в узлах элемента, γ j, n - значения функций

γ1, 2(s, σ) в узлах элемента, Nm(η) - базисные функции одномерного квадра-

тичного элемента

N1(η) = −0.5η(1 − η), N2(η) = 1 − η2, N3(η) = 0.5η(1 + η) (2.80)

В (2.69), (2.79) и везде ниже по повторяющимся индексам выполняется сум-

мирование.
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Выражения для производных функций f j(s) на элементе имеют вид:

d f (k)
j (s)

ds
=

dNm(η)
dη

f j,2(k−1)+m

Jk
m(η)

, (2.81)

где Jk
m(η) = h при выборе координат узлов согласно (2.77).

Производные функций f j(s) в узлах элемента представим с учетом вы-

ражений (2.79)-(2.81). Предварительно заметим, что для узлов с четными но-

мерами n=2k (k-номер элемента) производная в узловой точке sn однозначно

определяется из (2.81). Для узлов с нечетными номерами (кроме первого и

последнего) выражение (2.81) дает в узле с номером n два значения произ-

водной каждой функции, соответствующих элементам с номерами (n − 1)/2

и (n + 1)/2. Будем полагать, что производные функций f j(s) непрерывны на

стыках элементов (в нечетных узловых точках). При таком предположении

выражения для производных функций f j(s) в узлах элемента с номером k

принимают вид:
d f (k)

j (s)

ds

∣∣∣∣∣∣∣
s=sn

=

3∑
m=1

D(k)
m,n f j,2(k−1)+m (2.82)

D(k)
m,n = δk,n/2L2,m + α(δk,(n−1)/2 · L3,m + δk,(n+1)/2 · L1,m) (2.83)

где m=1,2,3 - номера узлов в пределах элемента, n - номер узла, δk, n/2,

δk, (n−1)/2 , δk, (n+1)/2- символы Кронекера, α=0.5 при n ,1 и n , M и α=1

при n=1 или n = M.

Элементы матрицы Li,m в (2.83) имеют вид:

[L] =
1
h

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
−1.5 2.0 − 0.5

−0.5 0.0 0.5

0.5 − 2.0 1.5

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ (2.84)

Вычисление соответствующих производных функций γ j(s, σ), определяю-

щих зависимость податливости связей от координаты, выполняется анало-

гично.
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После подстановки выражений (2.79)-(2.83) в (2.69) получаем дискрет-

ное представление системы СИДУ

N∑
k=1

3∑
m=1

[
Ti j(sn, σ)D(k)

m,n + α · δ2(k−1)+m,n ·Wi j(sn, σ)+

+εh
+1∫
−1

Gi j(sn, t(k)(η))Nm(η)dη
]
· f j,2(k−1)+m = Zi(sn)

(2.85)

В выражении (2.85) δ2(k−1)+m,n- символ Кронекера, параметр α определяется

так же, как в выражении (2.83), k = 1, 2...N- номера элементов, m = 1, 2, 3-

номера узлов элемента.

Обходя последовательно узловые точки n = 1, 2... M = 2N + 1 и вы-

полняя интегрирование на элементах (методика интегрирования описана в

Приложении), получаем из уравнения (2.85) систему линейных алгебраиче-

ских уравнений размерности 2M×2M для определения неизвестных узловых

значений функции f j(sn):

[A (σ)]{ f } = {Z}, (2.86)

где [A (σ)] - матрица коэффициентов СЛАУ, { f } - вектор узловых неизвест-

ных, {Z} - вектор правой части СЛАУ.

До решения системы (2.86) выполняется учет граничных условий, со-

ответствующих принятой модели связей. Полагаем, что раскрытие трещины

равно нулю в ее вершине: uy,x (ℓ) = 0, что эквивалентно условию f1,2 (sM) = 0

при sM = 1. Граничные условия учитываются путем модификации последних

двух строк матрицы A (σ): (Ai j (σ) = δi j, i = 2M − 1, 2M; j = 1, 2, . . . , 2M) и

соответствующих элементов вектора правой части Z: (Zi = 0, i = 2M−1, 2M)

Оценка точности изложенной выше методики численного решения си-

стемы СИДУ выполнена для сингулярных интегральных уравнений, свя-

занных с полиномами Чебышева и имеющих аналитическое решение (см.

Приложение).
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2.2.2. Методика решения для связей с нелинейной диаграммой
деформирования

Решение задач механики сплошных сред при наличии физической нели-

нейности обычно выполняется по итерационной схеме, в рамках которой

путем последовательных приближений достигается выполнение выбранного

критерия сходимости. Существует два основных варианта метода последова-

тельных приближений: метод дополнительных нагрузок (методы начальных

напряжений или начальных деформаций, в зависимости от постановки за-

дачи) и метод переменных параметров упругости (метод касательной жест-

кости). Преимущество метода дополнительных нагрузок состоит в том, что

при итерационном решении задачи матрица, соответствующая дискретной

формулировке задачи, сохраняется, и на каждой итерации изменяется только

вектор правой части матрицы, являющийся вектором нагрузки. При решении

системы (2.69) этот подход неприменим, так как правая часть СЛАУ (2.86)

не является вектором нагрузки. В данном случае эффективным оказывается

метод переменных параметров упругости [220], реализованный в данной ра-

боте в форме метода касательной податливости. Первый шаг итерационного

процесса состоит в решении уравнения (2.86) для линейно-упругих связей

вида (1.70) при выполнении условия (1.71). Последующие итерации выпол-

няются в том случае, если на части концевой области трещины u(x) > um.

Если на вид кривой деформирования связей не накладывается условие (1.71),

то первый шаг решения выполняется для податливости, определяемой вы-

ражением

c (s) =
(

dσ
dU

)−1

и происходит переход к итерационному процессу решения.

На каждой итерации выполняется решение уравнения (2.86) для ква-

зиупругих связей вида (1.70) с эффективной податливостью, переменной

вдоль концевой области трещины и зависящей от величины модуля вектора
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усилий в связях, полученного на предыдущем шаге решения. Вычисление

эффективной податливости выполняется подобно определению секущего мо-

дуля в методе переменных параметров упругости. Процесс последователь-

ных приближений заканчивается, когда усилия в связях, полученные на двух

последовательных итерациях, мало отличаются друг от друга.

На каждой итерации с номером i ≥ 1 выполняются следующие вычис-

ления:

1o. Расчет узловых значений усилий в связях (см. выражения (1.29) и

(2.68)): q(i)
x,n

q(i)
y,n

 = {
f (i)
2n , f (i)

2n−1

} ∣∣∣∣∣∣∣∣ sin ϕn cos ϕn

cos ϕn − sin ϕn

∣∣∣∣∣∣∣∣
√

1 − sn; ϕn = β ln
1 − sn

1 + sn
, (2.87)

где n – номер узла, компоненты вектора f (i) с номерами 2n−1 и 2n относятся

к нормальному и касательному к плоскости трещины направлениям.

2o. Расчет узловых значений проекций раскрытия трещины на оси ко-

ординат
{
u(i)

x

}
,
{
u(i)

y

}
, модулей векторов раскрытия трещины u(i) и усилий в

связях σ(i)  u(i)
x

u(i)
y

 =
∣∣∣∣∣∣∣∣ c(i)

x 0

0 c(i)
y

∣∣∣∣∣∣∣∣
 q(i)

x

q(i)
y

 (2.88)

u(i) =

√
(u(i)

x )T u(i)
x + (u(i)

y )T u(i)
y , σ(i) =

√
(q(i)

x )T q(i)
x + (q(i)

y )T q(i)
y , (2.89)

где q(i)
x , q(i)

y и c(i)
x , c(i)

y - векторы размерности M, состоящие из компонент

усилий в связях и податливостей связей соответственно.

3o. При выполнении условия перехода в область нелинейной зависимо-

сти вида (1.70) в каждой узловой точке выполняется расчет модуля нового

вектора усилий в связях σ̄(i), определяемого нелинейным законом деформи-

рования связей из соотношения

{σ̄(i)} =

 {σ
(i)}, u(i)

n < um{
um

cb(s)

}T {
Φ

(
u(i)

um

)}
, u(i)

n ≥ um ,
(2.90)
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где n – номер узла в концевой области трещины, cb (s) – узловые значе-

ния эффективной (начальной) податливости связей, определяемые только на

первом шаге решения (i = 1) из соотношения:

{cb} =
{
σ(1)

u(1)

}
(2.91)

Значения σ(1) и u(1) определяются выражениями (2.89).

4o. В каждой узловой точке в предположении, что зависимость между

модулем вектора усилий в связях и раскрытием трещины на участке (0, σ̄(i))

линейна, вычисляются эффективные значения податливостей связей, необ-

ходимые на следующей, (i + 1)-й, итерации:

{c(i+1)
x,y } =

c(i)
x,y

α(i)

 , {α(i)} =
{
σ̄(i)

σ(i)

}
. (2.92)

Начальная податливость связей может быть постоянной вдоль концевой об-

ласти трещины, но после начала итерационного процесса податливость свя-

зей изменяется вдоль концевой области и зависит от формы кривой дефор-

мирования связей.

Итерационный процесс заканчивается при выполнении условия

max
∣∣∣∆(i)

n

∣∣∣ = ∆(i) ≤ ∆, ∆(i)
n = 1 − σ(i)

n

σ(i−1)
n

, (2.93)

где σ(i)
n , σ(i−1)

n – узловые значения модуля вектора усилий в связях, получен-

ные на двух последовательных итерациях, ∆– параметр сходимости, уста-

навливаемый при расчете. При программной реализации алгоритма прини-

мается, что ∆ = 10−5.

Итерационный процесс является сходящимся, если в процессе итера-

ционного решения величина ∆(i) монотонно убывает. Расходимость решения

возникает, если на итерации с номером i+1 выполняется условие ∆(i+1) > ∆(i).

При выполнении этого условия итерационный процесс заканчивается. По-

следнее условие используется в разработанной вычислительной программе
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в более “мягкой” форме: решение заканчивается, если выполняется нера-

венство ∆(i+1) − ∆(i) > θ, где θ = z∆, z = 10 ÷ 100. Выбор соответствующе-

го значения z позволяет избежать остановки решения в случае медленной

неустойчивой сходимости. Итерационный процесс оканчивается (до дости-

жения сходимости по условию (2.93)) также, если раскрытие трещины на

краю концевой области превышает величину ucr, что соответствует невоз-

можности статического равновесия концевой области для трещины заданной

длины.

2.2.3. Кинетика связей в концевой области трещины на границе
соединения материалов. Шаговая по времени схема расчета

При оценке времени зарождения дефекта на границе соединения мате-

риалов (формирования части трещины без связей) исходим из следующих

допущений (ввиду симметрии задачи при одноосном растяжении рассмат-

ривается половина трещины, 0 ≤ x ≤ ℓ):
1) на границе соединения материалов в момент времени t = 0 суще-

ствует начальная область ослабленных адгезионных связей длины ℓ, которая

рассматривается как дефект-трещина с концевой областью длины d (0) ≤ ℓ
(связи занимают промежуток ℓ − d (0) ≤ x ≤ ℓ); если d (0) < ℓ, то полагает-

ся, что в центре дефекта существует зона, свободная от связей (начальная

трещина), длины ℓ − d (0) );

2) плотность связей n (x, t) в концевой области трещины зависит от

времени и механических нагрузок, согласно соотношению (1.91);

3) формирование трещины, свободной от связей, в центре зоны ослаб-

ленных связей (или увеличение размера начальной трещины, если d (0) < ℓ)

происходит при снижении средней плотности связей до предельного зна-

чения на участке концевой области размера ℓ f ≤ d (0), примыкающем к ее

краю. При выполнении этого условия полагается, что на участке длины ℓ f

связи полностью разорваны и исходная трещина длины ℓ имеет концевую
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область длины d
(
t f

)
= d (0) − ℓ f , примыкающую к ее вершине, а размер

зоны, свободной от связей, равен ℓ−d (0)+ ℓ f . Здесь t f - время формирования

зоны, свободной от связей (время зарождения дефекта).

При выборе длины участка ℓ f ≪ d (0) полагаем, что формирование ча-

сти трещины без связей происходит за один шаг размера ℓ f . Если длина

участка ℓ f сопоставима с длиной начальной области ослабленных связей ℓ,

то формирование части трещины без связей выполняется за M шагов, с ша-

гом приращения длины трещины (сокращения концевой области), равным

∆ℓ f = ℓ f

/
M. Размер зоны, свободной от связей, после i− го (i = 1, 2....M)

шага развития дефекта (сокращения концевой области) составляет ℓ − di (t),

где di (t) = d (0) − i∆ℓ f - размер концевой области (зоны ослабленных свя-

зей). На каждом шаге приращения длины трещины реализуется шаговая по

времени схема численного решения СИДУ для трещины с концевой обла-

стью. Полагаем, что первый шаг по времени для каждой длины концевой

области трещины соответствует начальному моменту времени (t = 0). На-

чальная плотность связей вдоль концевой области трещины на каждом шаге

сокращения ее длины полагается постоянной и равной средней плотности

связей вдоль концевой области трещины, полученной на предыдущем шаге

формирования трещины без связей. Изменение податливости связей вдоль

концевой области трещины учитывается, исходя из соотношения (1.93). От-

носительная податливость связей в концевой области трещины c0 (см. (2.20))

на каждом шаге приращения длины трещины, свободной от связей, (сокра-

щения длины концевой области трещины) увеличивается в соответствии

с уменьшением средней относительной плотности связей в концевой обла-

сти. Такой подход, основанный на рассмотрении усредненных характеристик

плотности связей в концевой области трещины, позволяет упростить алго-

ритм расчета и повысить устойчивость расчетной схемы. При значительном

изменении податливости вдоль концевой области трещины численное реше-

ние СИДУ (2.69) становится неустойчивым [39].
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Для шага формирования начальной трещины без связей с номером i

рассмотрим последовательность вычислений на каждом временном шаге.

Пусть ti, f - интервал времени, в течении которого выполняется расчет для

размера концевой области трещины di−1 (t) = d (0) − (i − 1)∆ℓ f ; по оконча-

нии временного расчета на шаге с номером i сокращения длины концевой

области трещины (приращения длины начальной трещины без связей) раз-

мер концевой области составит di (t) = di−1 (t) − ∆ℓ f , где i ≥ 1- номер шага

приращения длины трещины. Для i = 1 полагаем d0 (t) = d (0). Число ша-

гов по времени равно m, длительность одного шага по времени составляет

∆t = ti, f
/
m. Для каждого момента времени t j = ∆t ( j − 1), j = 1, 2...,m+ 1, вы-

полняются следующие вычисления (при j = 1 в начальный момент времени

t1 = 0 полагаем, что qx,y (x, 0) = 0, τ(i,0)
b = τ0eUM/RT и γi,1(x, 0, σb) = 1):

а) определяются долговечность связей τ
(i, j−1)
b (σb, x) и плотность связей

ni, j(x, t) вдоль концевой области трещины длины di−1 (t)

τ
(i, j−1)
b (σb, x) = τ0e(UM−AM,i, j(σb,x) )/RT ,

γi, j(x, t j, σb) = eΩi j, Ωi j =
(∆t( j−1))
τ

(i, j−1)
b (σb,x)

ni, j(x, t) = n̄i
γi, j(x,t j,σb) ,

(2.94)

где AM,i, j(σb, x) - работа деформирования связей в концевой области трещи-

ны и n̄i - “начальная” средняя плотность связей на участке концевой области

перед началом расчета по времени для i−го шага формирования части тре-

щины без связей;

b) определяется податливость связей вдоль концевой области трещины

длины di−1 (t)

ci, j(x, t j, σb) = c0,i
ℓ

Eb
γi, j(x, t j, σb), (2.95)

где c0,i - относительная податливость связей на i−ом шаге приращения длины

трещины, см. (3.5) и (2.103).
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c) выполняется численное решение уравнения (2.69) с использовани-

ем коллокационной схемы и кусочно-квадратичной аппроксимации искомых

функций на промежутке ℓ − di−1 (t) ≤ x ≤ ℓ.
Работа деформирования связей (на 1 моль внутримолекулярных связей)

AM,i, j(σb, x) определяется после решения СИДУ, расчета усилий в связях

и раскрытия в концевой области трещины (для линейно-упругого закона

деформирования связей)

AM,i, j(σb, x) =
NA Wi, j(σb, x)
ni, j(x, t j)ω j(x)

(2.96)

Wi, j(σb, x) = 0.5ci, j(x, t, σb)
[
q2

x(x, t j) + q2
y(x, t j)

]
,

ω j (x) =
√

u2
x(x, t j) + u2

y(x, t j)
/
am

(2.97)

Окончание расчета по времени для шага с номером i сокращения длины кон-

цевой области выполняется при выполнении одного из условий: снижения

относительной плотности связей до предельного значения на участке длины

∆ℓ f или на краю концевой области в точке с координатой x1 = ℓ − di−1 (t)

(см. ниже условие (2.104)) либо достижении предельной вытяжки связей на

краю концевой области.

Критерий приращения длины трещины без связей (сокращения дли-

ны концевой области трещины), основанный на снижении относительной

плотности связей до предельного значения, имеет вид

N̄i (t) ≤ N̄cr,i (2.98)

где N̄i (t) средняя относительная плотность связей на i − ом шаге форми-

рования трещины на участке концевой области трещины длины ∆ℓ f , N̄cr,i-

относительная критическая плотность связей для приращения трещины на

шаге i. Критерий предельной вытяжки связей используется в виде [30, 31]

u (ℓ − di (t)) = δcr (t) , (2.99)
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где δcr (t) - предельная вытяжка связей на краю концевой области трещины,

зависящая, в общем случае, от времени.

В зависимости от допущений, принятых при расчете, возможны различ-

ные варианты вычисления параметров плотности связей в выражении (2.98).

При пошаговом сокращении длины концевой области трещины и введении

на каждом шаге нового значения средней плотности связей вдоль оставшей-

ся части концевой области параметры, входящие в критерий (2.98), могут

быть определены так

N̄i(t) =
1

ξn̄i−1 (t)

S 2∫
S 1

ni, j(s, t)ds, N̄cr,i =
N̄cr,i−1

N̄b
i (t)

, (2.100)

где

S 1 = 1 − ξ0 + (i − 1) ξ, S 2 = 1 − (ξ0 − iξ) ,

ξ = ∆ℓ f

/
ℓ, ξ0 = d (0)/ℓ, s = x/ℓ

(2.101)

Здесь при вычислении средней относительной плотности связей N̄i (t) выпол-

няется нормировка величиной n̄i−1 (t) - средней плотностью связей в конце-

вой области трещины, полученной на предыдущем шаге приращения длины

дефекта. При i = 1 полагаем n̄i−1 (t) = n0; ni, j(s, t) - распределение плотности

связей вдоль концевой области трещины при окончании шагов по времени;

N̄cr,i−1 = ncr/n0 при i = 1, где ncr - начальная критическая плотность связей,

N̄b
i (t) - средняя относительная плотность связей на части концевой области

трещины длины di (t) = d (0) − i∆ℓ f , сформировавшейся после рассматрива-

емого временного расчета, определяемая как

N̄b
i (t) =

1
(ξ0 − iξ) n̄i−1 (t)

1∫
S 2

ni, j(s, t)ds, (2.102)

где ξ0−iξ - относительная длина концевой области трещины после окончания

шагов по времени, S 2 = 1 − (ξ0 − iξ) , S 2 ≤ s ≤ 1.



97

После окончания шагов по времени выполняется переход к следующе-

му шагу приращения длины дефекта (при M > 1) и определяются парамет-

ры, необходимые перед началом (i + 1)−го шага приращения длины части

трещины без связей: n̄i+1 (t) - начальная средняя плотность связей и c0,i+1

- начальная относительная податливость связей на участке концевой обла-

сти трещины di (t) = d (0) − i∆ℓ f , сформированном по окончании i−го шага

приращения длины дефекта-трещины

n̄i+1 (t) = n̄i (t) N̄b
i (t), c0,i+1 =

c0,i

N̄b
i (t)

(2.103)

Перед началом шагов приращения длины трещины (i = 1) полагаем c0,i = c0,

где c0- начальная относительная податливость в концевой области трещины

(см. (2.20)). Пересчет параметров задачи (2.100) и (2.103) при переходе к

следующему шагу приращения длины дефекта позволяет учесть изменение

податливости связей со временем. Отметим, что при вычислении парамет-

ров плотности связей с ростом дефекта из соотношений (2.100) - (2.103)

абсолютное значение критической плотность связей, при которой образует-

ся дефект, сохраняется постоянным.

При малой начальной податливости связей в концевой области трещи-

ны возможно также использование в качестве критерия сокращения разме-

ров концевой области трещины ограничения на относительную величину

плотности связей на краю концевой области в точке с координатой s1 = x1/ℓ

ni, j(s1, t)
n̄i−1 (t)

≤ λN̄cr,i, (2.104)

где ni, j(s1, t) - плотность связей на краю; 0 < λ ≤ 1- безразмерный параметр,

учитывающий скорость распада связей на краю концевой области.

Возможно также использование комбинированного критерия сокраще-

ния размеров концевой области трещины: на начальном этапе развития де-

фекта используются условия (2.98) или (2.104), а после частичного сокраще-

ния размеров концевой области и увеличения раскрытия трещины – условие
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(2.99).

Время T развития трещины-дефекта вдоль зоны ослабленных связей и

скорость роста трещины-дефекта wi определяются так

T =
M∑

i=1

ti, f , wi =
∆ℓ f

ti, f
(2.105)

Здесь ti, f - время, необходимое для увеличения части трещины без связей на

i-ом шаге приращения ее длины.

2.2.4. Сходимость численного алгоритма. Сравнение с
численно-аналитическими и экспериментальными результатами

Сходимость алгоритма при изменении числа узлов в концевой области

трещины рассмотрена на задаче для трещины на границе соединения матери-

алов при одноосном растяжении, относительном размере концевой области

трещины d/ℓ = 0.2, относительной податливости связей (2.20) co = H/ℓ = 0.1

(эти параметры примерно соответствуют максимальным усилиям в концевой

области трещины, см. подробнее в разделе 3.1.1) и следующих постоянных

материалов подобластей: модули упругости E1 = 135 ГПа, E2 = 25 ГПа, ко-

эффициенты Пуассона ν1 = ν2 = 0.35, модуль упругости связей Eb = E2.

Параметр β при выбранных значениях постоянных материалов отрицателен

и |β|=0.0509313. Податливости связей в нормальном и касательном направле-

ниях полагались равными и постоянными вдоль концевой области трещины:

γ1(s) = γ2(s) = 1. Компоненты раскрытия трещины в концевой области опре-

делялись из выражения (2.31) после решения СИДУ (2.69), а раскрытие

трещины вне зоны связей определялось из выражений (2.34) и (2.35).

Составляющая раскрытия в касательном направлении вдоль трещины

при различном числе элементов вдоль концевой области трещины приведе-

на на рис. 2.2. При количестве элементов вдоль концевой области трещи-

ны N > 8 различие в результатах незначительное. Так как при одноосном

растяжении составляющая раскрытия трещины в направлении приложения
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Рис. 2.2. Составляющая раскрытия трещины в касательном направлении, t = x/ℓ

нагрузки значительно больше раскрытия трещины в касательном направле-

нии и погрешность вычисления этой величины меньше. Значения компонент

усилий на краю концевой области при x = ℓ − d в зависимости от числа эле-

ментов вдоль концевой области приведены в таблице 2.1.

Таблица 2.1. Усилия на краю концевой области в зависимости от числа элементов

Число элементов qx qy σ =
√

q2
x + q2

y

2 0.5548539 3.419231 3.463958

4 0.6729051 3.938787 3.995853

8 0.7539312 4.294380 4.360059

16 0.8062497 4.515183 4.586601

32 0.8390133 4.645142 4.720305

48 0.8521494 4.693944 4.770667

64 0.8580080 4.714821 4.792255

В работе [157], рассмотрена задача для трещины со связями в конце-

вой области в однородном материале при одноосном растяжении, получены

асимптотические выражения для раскрытия трещины на краю концевой об-

ласти и КИН с учетом действия связей для случаев относительно “жестких”
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и “мягких” связей. Для сопоставления с результатами работы [157] выполне-

но численное решение СИДУ (2.69) для трещины в однородном материале

при одноосном растяжении, в предположении, что модули упругости мате-

риалов и связей в концевой области трещины одинаковы.

В Таблице 2.2 приведены нормированные значения раскрытия на краю

концевой области трещины ū = u (ℓ − d) /u0 для относительно “жестких” свя-

зей (c0 < 0.1), полученные в результате численного решения СИДУ (2.69),

а также рассчитанные по асимптотическим формулам для полубесконечной

трещины [157]. Асимптотические формулы [157] получены в предположе-

нии, что закон деформирования связей имеет вид σyy = 0.5u E/H (u- полное

раскрытие трещины в направлении приложения нагрузки), напряжения в

связях равны величине внешней нагрузке σyy = σ0 и в обозначениях данной

работы имеют вид: а) трещина, заполненная связями

u (ℓ − d) =
2Hσ0

Eb
, ū = 0.5c0, c0 =

H
ℓ

(2.106)

б) частичное заполнения трещины связями (d < ℓ)

u (ℓ − d) =
2Hσ0

Eb

√
π (ℓ − d)

H
, ū = 0.5c0

√
π

c0
(1 − t), t =

d
ℓ

(2.107)

Нормировка выполнена величиной раскрытия в центре трещины в однород-

ном материале без связей u0 = 4σ0E/ℓ (см. выражение (1.5) при β = 0, x = 0.

В диапазоне относительных податливостей 0.025 ≤ c0 ≤ 0.1 численные

результаты удовлетворительно согласуются с расчетом по асимптотическим

формулам (2.106)-(2.107) для рассмотренных размеров концевых областей.

Для трещины, заполненной связями, численные результаты согласуются с

расчетом по асимптотической формуле (2.106) в широком диапазоне отно-

сительных податливостей, причем при c0 → 0 результаты расчетов практи-

чески совпадают с асимптотическим выражением (2.106). При частичном

заполнении трещины связями (d < ℓ) и c0 < 0.025 возникают значитель-

ные отклонения от асимптотического выражения (2.107), ввиду существенно
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неоднородного распределения усилий в связях в концевой области трещины

(см. подробнее в разделе 3.1.1).

Таблица 2.2. Зависимость раскрытия на краю концевой области трещины, ū = u (ℓ − d) /u0

от относительной податливости связей c0. Сравнение с асимптотическим решением

относит.

податл.

c0 =
H
ℓ

d/ℓ = 1.0 d/ℓ = 0.5 d/ℓ = 0.3

работа

[157]

уравн.

(2.69)

работа

[157]

уравн.

(2.69)

работа

[157]

уравн.

(2.69)

0.1000

0.0500

0.0250

0.0125

0.0010

0.05

0.025

0.0125

0.00625

0.0005

0.048

0.0243

0.0123

0.00623

0.0005

0.198

0.140

0.0991

0.0701

0.0198

0.193

0.131

0.0855

0.0537

0.0065

0.234

0.166

0.117

0.0829

0.0234

0.224

0.157

0.106

0.0691

0.0096

Для относительно “мягких” связей (c0 ≫ 1) в Таблице 2.3 приведены

нормированные значения коэффициента интенсивности напряжений, полу-

ченные в результате численного решения СИДУ (2.69), а также рассчитанные

по формулам, аппроксимирующим численное решение интегрального урав-

нения для случая мягких связей в концевой области трещины [157], которые

в обозначениях данной работы имеют вид

K̄ = 1 − 4t
πc0
+ At

(
t

c0

)2

, t =
d
ℓ

(2.108)

Здесь t- относительная длина концевой области трещины, значения коэффи-

циента At зависят от длины концевой области трещины [157] и приведены в

таблице 2.3.

Удовлетворительное совпадение результатов, полученных на основе

численного решения СИДУ (2.69), и результатов работы [157] наблюдает-

ся уже при c0 ≥ 5, несмотря на то, что выражение (2.108) справедливо для

относительно “мягких” связей.
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Таблица 2.3. Зависимость нормированных значений коэффициента интенсивности напря-

жений, K̄ = K/σ0
√
πℓ от относительной податливости связей c0

относит.

податл.

c0 =
H
ℓ

d/ℓ = 1.0 d/ℓ = 0.5 d/ℓ = 0.3

работа

[157]

At = 2.11

уравнение

(2.69)

работа

[157]

At = 1.87

уравнение

(2.69)

работа

[157]

At = 1.696

уравнение

(2.69)

2

5

10

15

20

25

30

40

50

0.891

0.830

0.894

0.925

0.942

0.952

0.960

0.969

0.975

0.682

0.829

0.903

0.932

0.948

0.958

0.965

0.973

0.978

0.799

0.891

0.941

0.960

0.969

0.975

0.979

0.984

0.987

0.789

0.901

0.947

0.964

0.973

0.978

0.982

0.986

0.989

0.850

0.930

0.963

0.975

0.981

0.985

0.987

0.991

0.992

0.858

0.937

0.967

0.978

0.983

0.987

0.989

0.992

0.993

Таблица 2.4. Раскрытие в центре трещины, заполненной связями и КИН, к сопоставлению

с результатами эксперимента [221], δc ≈ 0.3 · 10−6 м

Число элементов
uy (0) · 10−6 м K/σ0

√
πℓ

п.н.с. п.д.с. п.н.с. п.д.с.

8 0.278 0.276 0.330 0.360

16 0.284 0.282 0.274 0.286

32 0.287 0.285 0.243 0.250

48 0.288 0.286 0.222 0.235

64 0.289 0.287 0.216 0.229
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Результаты экспериментального исследования распределений напряже-

ний и раскрытия трещин для различных вариантов описания модели кон-

цевой области трещины приведены в ряде работ [221–227]. Для сопостав-

ления расчетных результатов, полученных данной работе, и результатов

измерений, используются материалы работы [221], где приведены резуль-

таты экспериментального определения раскрытия трещины, заполненной

связями, методом просвечивающей электронной микроскопии. Рассматрива-

лась пленка из полистирола (модуль упругости E = 1.68 ГПа, коэффициент

Пуассона ν = 0.4) с трещиной длиной 2ℓ = 2 · 10−4 м, внешняя нагрузка

σ0 = 30 МПа. Определенно в эксперименте раскрытие в центре трещины

составляет δc ≈ 0.3 · 10−6 м. Жесткость связей в концевой области трещины,

соответствующая экспериментальным результатам [221], получена в работе

[228]: κ = 108МПа/м . Используя известное значение жесткости связей κ,

определим относительную податливость связей в концевой области трещи-

ны (см. (1.33) и (2.20)), полагаем при этом, что модуль упругости связей

равен модулю упругости материала Eb = 1.68 ГПа

c0 =
H
ℓ
=

Eb

κℓ
= 0.168

Расчет методом СИДУ выполнен при указанных параметрах материала, кон-

цевой области трещины и внешней нагрузки. Рассматривалась пластина с

прямолинейной трещиной, состоящая из двух полуплоскостей из одинако-

вых материалов, E1 = E2. Податливость связей в направлении, нормальном

к приложению нагрузки, полагалась постоянной вдоль концевой области

трещины: γ1(s) = 1. Результаты расчетов раскрытия в центре трещины и

КИН в вершине трещины приведены в таблице 2.4. Результаты расчетов

хорошо согласуются с экспериментальными данными. Результаты анало-

гичных расчетов приведены также в работе [228], где получены значения

uy (0) = 0.280 · 10−6 м и K/σ0
√
πℓ = 0.252 (для состояния плоской деформа-

ции).
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2.3. Области конечного размера. Граничные интегральные
уравнения для задач о трещинах со связями в
концевой области на границах соединения материалов

Для численного анализа напряженно-деформированного состояния об-

ластей с трещинами используем прямой метод граничных интегральных

уравнений (ГИУ), который является одним из наиболее эффективных ме-

тодов решения задач концентрации напряжений и механики разрушения

[229]. Конструкция рассматривается как набор однородных подобластей,

соединенных по криволинейным границам с трещинами, расположенными

между подобластями. Такой подход позволяет рассматривать трещины в од-

нородных телах при несимметричном нагружении [230], а также трещины

на границе соединения материалов. Взаимодействие берегов трещины мо-

делируется распределенными усилиями, приложенными к берегам трещины

и зависящими от ее раскрытия. Полагается, что концевая область является

частью трещины, а коэффициенты интенсивности напряжений определяют-

ся в вершине (вдоль фронта) трещины, совпадающей с вершиной (фронтом)

концевой области. Приведено сопоставление результатов расчетов методами

ГИУ и СИДУ для трещины на границе соединения двух полуплоскостей из

различных материалов.

2.3.1. Граничные интегральные уравнения для кусочно-однородных
областей с трещинами на границах соединения материалов

При отсутствии массовых сил граничные интегральные уравнения тео-

рии упругости для каждой однородной подобласти двумерной или простран-

ственной конструкции имеют вид [229]

ci j (p) ui (p) =
∫
Γ

[
Gi j (q, p) ti (q) − Fi j (q, p) ui (q)

]
dΓ (q) , i, j = 1, 2 (2.109)
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где точки p и q принадлежат границе подобласти Γ, ui (q) перемещения и ti (q)

усилия на границе подобласти, ci j (p) - функции, зависящие от локальной

геометрии в точке p, для гладкой границы ci j (p) = 0.5δi j.

В ГИУ (2.109) используются фундаментальные решения Кельвина для

однородного изотропного тела, которые для двумерных и пространственных

задач теории упругости имеют вид [229]

Gi j (q, p) = C1

{
C2δi j

[
(3 − m) ln r − m − 2

r

]
− r, ir, j

[
(3 − m) +

m − 2
r

]}
(2.110)

Fi j (q, p) =
C3

(m − 1) rm−1

[
∂r
dn

(
C4δi j + mr, ir, j

)
+C4

(
r, jni − r,in j

)]
, (2.111)

где m = 2; 3, для двумерных и трехмерных задач, соответственно,

C1 = −
1 + ν

4πE (1 − ν) , C2 = 3 − 4ν, C3 = −
1

4π (1 − ν) , C4 = 1 − 2ν (2.112)

В выражениях (2.110)-(2.112) приняты следующие обозначения: E- модуль

упругости, ν - коэффициент Пуассона материала подобласти и r = r (q, p)-

расстояние между точками q и p на границе подобласти

r (q, p) =

√(
x1q − x1p

)2
+

(
x2q − x2p

)2
(2.113)

Дифференцирование в выражениях (2.110)-(2.111) выполняется по коорди-

натам точки q

r, i =
∂r
∂xqi
=

xqi − xpi

r

Производная по направлению вектора внешней нормали в точке q определя-

ется выражением
∂r
∂n
= r, k nk,

где nk- компоненты вектора внешней нормали в точке q.

Выражения (2.110) и (2.112) будут справедливы также для плоского

напряженного состояния при замене параметров E, ν на E1, ν1

ν1 =
ν

1 + ν
, E1 = E

(
1 − ν2

1

)



106

На участках идеального контакта подобластей выполняются условия непре-

рывности для перемещений и равновесия для усилий

uk
i (q) = un

i (q) , tk
i (q) = −tn

i (q) (2.114)

Здесь k и n - номера соседних подобластей.

При решении пространственных задач теории упругости возможно рас-

смотрение анизотропных структур, с использованием фундаментальных ре-

шений, учитывающих анизотропию свойств материалов [231]. В этом случае

форма ГИУ (2.109) остается без изменений, но фундаментальные решения

определяются численно, с учетом анизотропии свойств материалов [63, 232].

Для структур, обладающих осевой симметрией относительно геометрии по-

верхности и внешних нагрузок, уравнение (2.109) также сохраняет свою

форму, но в этом случае Γ есть линия, которая при вращении вокруг оси

симметрии Z, образует поверхность S подобласти с осевой симметрией. Ин-

декс i соответствует радиальному направлению r, индекс j - осевому направ-

лению Z подобласти с осевой симметрией. Фундаментальные решения для

задачи теории упругости с осевой симметрией представляют собой переме-

щения Gi j(q, p) и усилия Fi j(q, p) в точке p в направлении оси Z от действия

единичной кольцевой нагрузки в направлении оси r, приложенной в точке q.

Выражение для Gi j(q, p) получается интегрированием (2.110) при m = 3 по

окружности для радиальных и осевых нагрузок. Дифференцирование соот-

ношений упругости для выражения Gi j(q, p) в цилиндрических координатах

относительно r и Z дает выражение для Fi j(q, p) в задаче теории упругости

с осевой симметрией [229, 233].

Задачи термоупругости рассматриваются в статической или несвязан-

ной квазистатической постановке. Первым этапом решения задачи термо-

упругости является решение стационарной или нестационарной задачи теп-

лопроводности. Для решения этой задачи используется формулировка ГИУ

задачи теплопроводности без вычисления интегралов по объему тела и ша-
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говая (при решении нестационарных задач) схема расчета по времени [234].

Для нестационарной задачи теплопроводности ГИУ для каждой однородной

подобласти конструкции имеет вид

c (p) θ
(
p, t f

)
=

t f∫
to

∫
Γ

[
Θ

(
q, p, t f , t

)
φ (q, t) − Q

(
q, p, t f , t

)
θ (q, t)

]
dΓ (q) dt

−
∫
V

Q
(
q, p, t f , t0

)
θ0 (q, t) dV(q)

,

(2.115)

где θ (q, t) и φ (q, t) температура и тепловой поток на границе подобласти,

t - время, t0 и t f - начальный и конечный моменты времени, Θ
(
q, p, t f , t

)
и

Q
(
q, p, t f , t

)
- фундаментальные решения для задачи нестационарной тепло-

проводности [234], c (p) зависит от локальной геометрии в точке p, последнее

слагаемое в (2.115) учитывает вклад начального распределения температур

θ0.

На участках идеального контакта подобластей для температуры и теп-

лового потока, выполняются условия аналогичные (2.114)

θk(q, t) = θn(q, t), φk(q, t) = −φn(q, t)

Результаты решения задачи теплопроводности используются как начальные

данные для решения задачи термоупругости.

Для несвязанной квазистатической нестационарной задачи термоупру-

гости ГИУ для каждой однородной подобласти конструкции имеет вид

ci j (p) ui

(
p, t f

)
=
∫
Γ

[
Gi j (q, p) ti (q, t) − Fi j (q, p) ui (q, t)

]
dΓ (q) dt−

t f∫
t0

∫
Γ

[
Z j

(
q, p, t f , t

)
φ (q, t) − R j

(
q, p, t f , t

)
θ (q, t)

]
dΓ (q) dt

(2.116)

В уравнении (2.116) Gi j (q, p) и Fi j (q, p) - фундаментальные решения стати-

ческой задачи теории упругости (2.110) и (2.111), Z j

(
q, p, t f , t

)
и R j

(
q, p, t f , t

)
- фундаментальные решения для нестационарной задачи термоупругости,

учитывающие вклад в напряженно-деформированное состояние температу-

ры и теплового потока [235], ui (q, t) и ti (q, t) - перемещения и усилия на
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границе подобласти (далее при описании перемещений и усилий перемен-

ную t опускаем).

Отметим, что уравнение (2.116) не содержит интегралов по объему тела в

случае постоянной начальной температуры.

На участках границ подобластей, содержащих трещины со свободными

от связей берегами, перемещения в каждой подобласти рассматриваются как

независимые переменные. Дополнительные условия (заменяющие условия

(2.114)) вводятся при наличии связей между берегами в концевой области

трещины (обобщенный закон деформирования связей)

ti(q) = κi(q, σ) ∆ui(q) , ∆ui(q) = uk
i − un

i , κi(q, σ) = γi(q, σ)
Eb

H
(2.117)

Здесь i = 1, 2 соответствует касательному и нормальному к плоскости тре-

щины направлениям (двумерная задача). Полагаем, что система координат

определяется в подобласти с меньшим номером M, так что M = min(n, k),

ti(q) и ∆ui(q) - компоненты вектора усилий и раскрытия трещины в локальной

системе координат, κ (p, σ) - жесткость связей в концевой области трещины,

зависящая от положения точки p вдоль концевой области трещины и натяже-

ния связей, γi(q, σ) = 1/φ1,2 (s, σ) - безразмерные функции (см. выражение

(1.33)). Если жесткость связей в концевой области трещины не зависит от

натяжения связи, то зависимости (2.117) определяют линейно-упругий закон

деформирования связей.

Другой вариант дополнительных условий на участках соединения под-

областей в концевой области трещины соответствует разупрочнению связей

ti(q) = t̄i − κi(q, σ) ∆ui(q) , ∆ui(q) = uk
i − un

i (2.118)

Здесь t̄i - заданные величины. При жесткости связей, не зависящей от ее

натяжения σ, получаем уравнение для линейного разупрочнения, причем

параметры t̄i и κi связаны выражением

ucr
i =

t̄i
κi

(2.119)
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где ucr
i - компоненты критической длины связи в нормальном и касательном

направлениях.

При решении трехмерных задач к уравнениям (2.117)-(2.118) добавля-

ется еще одно уравнение для тангенциальной компоненты усилий в связях.

2.3.2. Аппроксимация переменных задачи и моделирование
асимптотических распределений перемещений и напряжений
вблизи трещин

Для численного решения ГИУ используем изопараметрические квад-

ратичные граничные элементы и специальные граничные элементы вблизи

вершины трещины, учитывающие асимптотическое поведение переменных

(перемещений и поверхностных усилий) с m2 − 1 узлами, m = 2, 3 - для дву-

мерных (плоских и осесимметричных) и трехмерных задач, соответственно.

При решении нестационарных задач теплопроводности и термоупругости

вводится также дискретизация по времени. Временной интервал (t0, t f ) раз-

бивается на K0 участков (временных элементов), на которых функции задач

теплопроводности и темоупругости полагаются постоянными. Интегрирова-

ние фундаментальных решений ГИУ (2.115) и (2.116) по времени при такой

аппроксимации переменных выполняется аналитически.

Дискретизация границ подобластей и аппроксимация переменных поз-

воляет заменить вычисление интегралов по всей поверхности подобласти

в ГИУ (2.109), (2.115) и (2.116) суммой интегралов по совокупности гра-

ничных элементов, представляющих поверхность подобласти, и получить

для каждой точки коллокации p дискретной представление ГИУ. При этом

возникает необходимость вычисления интегралов вида

Jk (p) =
∫
Γe

Z (q (ξ) , p) Nk (ξ) dΓe, (2.120)

где p- точка коллокации, для которой формируется дискретное представле-

ние ГИУ, |ξ| ≤ 1- параметрическая координата в пределах элемента, Z (q (ξ) , p)-
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какая-либо компонента фундаментального решения ГИУ, Nk (ξ)- функция

формы узла с номером k (k = 1, 2, 3) граничного элемента e.

Сингулярное поведение фундаментальных решений ГИУ проявляется,

в основном, при вычислении интегралов вида (2.120) по элементам, содер-

жащим точку коллокации p. Ввиду этого рассматривается два случая рас-

положения точки p: а)p < e, б) p ∈ e, здесь e - граничный элемент, по

которому выполняется интегрирование. В первом случае подынтегральные

функции в (2.120) ограничены и интегрирование выполняется по квадратур-

ным формулам Гаусса-Лежандра с учетом сгущения точек интегрирования в

направлении точки коллокации [236, 237].

В двумерной задаче при p ∈ e фундаментальное решение для перемеще-

ний Gi j (q, p) содержит слабую логарифмическую особенность и интегралы

в дискретном представлении ГИУ, содержащие эту функцию, вычисляются

с использованием квадратурной формулы с логарифмической весовой функ-

цией (n- порядок квадратурной формулы)

1∫
0

f (ξ) ln
1
ξ

dξ =
i=n∑
i=1

wi (ξi) f (ξi) (2.121)

В трехмерной задаче фундаментальное решение Gi j (q, p) имеет слабую сте-

пенную особенность и соответствующие интегралы вычисляются с исполь-

зованием специального преобразования координат. Фундаментальное реше-

ние для поверхностных усилий Fi j (q, p) является сильно сингулярным, и вы-

числение суммы соответствующих интегралов и параметров ci j (p) выполня-

ется косвенным путем , исходя из рассмотрения смещения тела как жесткого

целого, см. описание алгоритма численного интегрирования в [236, 237]. Ме-

тодика вычисления интегралов в дискретной форме ГИУ для задач с осевой

симметрией рассмотрена в [233].

Обходя последовательно узловые точки границ всех подобластей, по-

лучаем дискретное представление ГИУ. В каждой узловой точке границы
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подобласти, не контактирующей с другими подобластями, имеется 2m пере-

менных – m перемещений и m поверхностных усилий (m = 2, 3). В корректно

поставленной задаче m переменных определяется из граничных условий за-

дачи и решение ГИУ (2.109) позволяет найти остальные m неизвестных зада-

чи. В каждой узловой точке на участках соединения двух подобластей имеем

4m переменных, из которых 2m неизвестных определяются из решения ГИУ,

а остальные 2m неизвестных исключаются с использованием условий непре-

рывности и равновесия (2.114) при идеальном контакте подобластей или с

использованием закона деформирования связей (2.117)-(2.118) для участ-

ков со связями между подобластями. В последнем случае, для трещин со

связями, расположенных на границе подобластей, в качестве неизвестных,

определяемых из решения ГИУ, выбираем перемещения берегов трещины.

Усилия в связях вычисляются исходя из соотношений (2.117)-(2.118) после

определения неизвестных узловых переменных.

Моделирование асимптотики перемещений вблизи вершины трещины

при использовании изопараметрических элементов (для которых функции

формы для описания переменных задачи и геометрии поверхности тела

одинаковы) выполняется посредством расположения промежуточного узла

квадратичного изопараметрического элемента, примыкающего к вершине

трещины, на расстоянии от вершины трещины равном 0.25 длины этого

элемента. Такой способ моделирования асимптотики перемещений вблизи

вершины трещины был первоначально предложен и использован в методе

конечных элементов и распространен на задачи, решаемые МГЭ c учетом

того, что в последнем случае перемещения и поверхностные усилия мо-

делируются независимо [230, 237]. В данной работе изопараметрические

граничные элементы со смещенным промежуточным узлом используются

для моделирования асимптотик перемещений и поверхностных усилий для

трещин со связями на границе соединения материалов.

Рассмотрим применение таких элементов на примере двумерной зада-
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чи. В локальной системе координат с началом в вершине трещины и осью ρ,

направленной вдоль граничных элементов, расположенных на берегах тре-

щины (θ = ±π) в зоне связей, или на продолжении трещины за ее вершиной

(θ = 0) и примыкающих к вершине трещины, можно записать (|ξ| ≤ 1, ρ = 0

- соответствует положению вершины трещины)

ρ (ξ) = Nk (ξ) ρk, ρ1 = 0, ρ2 = 0.25L, ρ3 = L (2.122)

где L- длина граничного элемента, примыкающего в вершине трещины (дли-

ны граничных элементов при θ = ±π и θ = 0 полагаем одинаковыми), ρ1,2,3-

координаты узлов этого элемента, ξ - параметрическая координата вдоль

элемента, Nk - функции формы трехузлового квадратичного элемента

N1 (ξ) = −0.5ξ (1 − ξ) , N2 (ξ) = 1 − ξ2, N3 (ξ) = 0.5ξ (1 + ξ) (2.123)

Подставляя выражения (2.123) в (2.122), получаем зависимость локальной

координаты вдоль элемента от параметра ρ

ρ (ξ)
L
=

(1 + ξ)2

4
, ξ (ρ) = −1 + 2

√
ρ

L
(2.124)

Распределения перемещений ui и поверхностных усилий ti на изопарамет-

рическом граничном элементе также описывается выражениями, аналогич-

ными (2.122)

ui (ξ) = Nk (ξ) uik, ti (ξ) = Nk (ξ) tik, i = 1, 2; k = 1, 2, 3 (2.125)

Подставляя зависимость (2.124) в первое из выражений в (2.125), получа-

ем распределение перемещений на граничном элементе, примыкающем в

вершине трещины, с учетом корневой асимптотики

ui (ρ) = Ai,1 + Ai,2
√
ρ + A i,3ρ, i = 1, 2 (2.126)

где коэффициенты Aik являются функциями узловых перемещений и длины

граничного элемента

Ai,1 = u1i, Ai,2 =
−3u1i + 4u2i − u3i√

L
, Ai,3 =

2u1i − 4u2i + 2u3i

L
(2.127)
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При дискретизации поверхностей трещины в концевой области (θ = ±π)

выполняется сдвиг промежуточных узлов на квадратичных элементах, при-

мыкающих к вершине трещины, что соответствует внесению в дискретную

модель асимптотического представления (2.126).

Так как используются изопараметрические граничные элементы, то вы-

ражение, аналогичное (2.126), справедливо также и для распределения по-

верхностных усилий на элементе, расположенном на продолжении трещины

за ее вершиной

ti (ρ) = B i,1 + Bi,2
√
ρ + B i,3ρ, i = 1, 2, (2.128)

тогда как известное асимптотического распределения напряжений на про-

должении трещины имеет вид ti ∼ ρ−0.5.

Для внесения асимптотики ti ∼ ρ−0.5 в распределение усилий на гранич-

ном элементе при θ = 0, умножим правую часть уравнения для распреде-

ления усилий (2.128) на специальный сомножитель (полагаем, что вершина

трещины расположена в узле с параметрической координатой ξ1 = −1)√
L
ρ
=

2
1 + ξ

(2.129)

Тогда второе соотношение в выражениях (2.125) принимает вид

ti (ρ) =
Bi,1√
ρ
+ Bi,2 + Bi,3

√
ρ, i = 1, 2, (2.130)

где коэффициенты B i,k зависят от значений узловых усилий и длины гранич-

ного элемента

Bi,1 = t̄i,1
√

L, Bi,2 = −3t̄i,1 + 4t̄i,2 − t̄i,3, Bi,3 =
2t̄i,1 − 4t̄i,2 + 2t̄i,3√

L
(2.131)

Здесь t̄k,i- модифицированные после преобразования (2.129) значения узло-

вых усилий на граничном элементе, примыкающем в вершине трещины

t̄i,1 = lim
ρ→0

ti,1

√
ρ

L
, t̄i,2 =

ti,2
2
, t̄i,3 = ti,3, i = 1, 2 (2.132)
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Из выражений (2.129)-(2.130) следует, что преобразование для моделирова-

ния асимптотики поверхностных усилий эквивалентно использованию мо-

дифицированных функций формы для описания поверхностных усилий на

элементе, примыкающем к вершине трещины

N(t)
k (ξ) =

2Nk (ξ)
1 ± ξ , i = 1, 2; k = 1, 2, 3, (2.133)

где знак в знаменателе определяется в зависимости от ориентации элемента

относительно вершины трещины (верхнее значение в формуле (2.133) вы-

бирается, если вершина трещины расположена в узле с параметрической

координатой ξ1 = −1, а нижнее – при ξ3 = +1).

Отметим, что осциллирующие сомножители, присутствующие в асимп-

тотических выражениях (1.4) и (1.5) не включены в описание специальных

граничных элементов в вершине трещины, так как модуль КИН

K =
√

K2
I + K2

II

не зависит от этих параметров.

Модуль КИН на границе соединения материалов может быть определен как

из выражения для компонент раскрытия трещины (1.20) (Ku ≡ K)

Ku =
2ch(πβ)

√
1 + 4β2

A

√√
2π

(
∆u2

x + ∆u2
y

)
ρ

, (2.134)

так и из первого соотношения в (1.15) по напряжениям близи трещины на

ее продолжении (Kσ ≡ K)

Kσ =
√

2πρ
√
σ2

xy + σ
2
yy (2.135)

Полагая ρ = 0.25L в выражении (2.134), получим КИН по перемещениям

промежуточного узла квадратичного граничного элемента, примыкающего к

вершине трещины

Ku (0.25L) =
4ch(πβ)

√
1 + 4β2

A

√
2π

(
∆u2

x + ∆u2
y

)
L

, (2.136)
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где ∆ux,y- компоненты раскрытия трещины в промежуточном узле элемента.

По терминологии, предложенной в [238], это - одноточечная формула

для вычисления КИН на основе перемещений.

Другое выражение для вычисления модуля КИН на границе соединения

материалов получаем линейной экстраполяцией в вершину трещины (ρ = 0)

значений модуля КИН, вычисленных в промежуточном узле элемента (ρ =

0.25L) и на краю элемента (ρ = L)

Ku|ρ=0 =
4Ku (0.25L) − Ku (L)

3
, (2.137)

где Ku (L) определяется из выражения (2.134) при ρ = L.

При использовании на продолжении трещины специальных граничных

элементов с учетом асимптотики напряжений модуль КИН можно также

определить по значениям усилий на элементе, примыкающем к вершине

трещины [238]. Из выражений (2.129)-(2.133) получаем для распределения

усилий на элементе, примыкающем к вершине трещины

ti = Nk (ξ) t̄ik

√
L
ρ
, i = 1, 2; k = 1, 2, 3 (2.138)

Аналогичное выражение справедливо и для модуля вектора усилий. Таким

образом, модуль КИН определяется из выражения (2.135)) (в местной систе-

ме координат элемента полагаем σxy ≡ t̄x,1 и σyy ≡ t̄y,1)

Kσ = lim
ρ→0

√
L
ρ

√
2πρ

√
t̄2
x,1 + t̄2

y,1 (2.139)

Откуда следует, что

Kt =
√

2πL
√

t̄2
x,1 + t̄2

y,1 = T1
√

2πL (2.140)

где t̄x,1, t̄y,1 - значения усилий в вершине трещины, полученные с учетом

модификации (2.138), T1 =
√

t̄2
x,1 + t̄2

y,1- модуль вектора усилий в вершине

трещины.
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Так же, как и при рассмотрении вычисления модуля КИН по переме-

щениям, можно получить выражения для модуля КИН, линейно экстраполи-

рованные в вершину трещины

Kt|ρ=0 =
4Kt (0.25L) − Kt (L)

3
(2.141)

Здесь Kt (0.25L) и Kt (L) определяются из выражения (1.15) при ρ = 0.25L и

ρ = L, соответственно

Kt (0.25L) = 0.5
√

2πL
√
σ2

xy,2 + σ
2
yy,2, Kt (L) =

√
2πL

√
σ2

xy,3 + σ
2
yy,3 (2.142)

где компоненты напряжений определяются во втором
(
σxy,2, σyy,2

)
и третьем(

σxy,3, σyy,3

)
от вершины трещины узлах граничного элемента, примыкающе-

го к вершине трещины.

Переходя к поверхностным усилиям в узлах элемента, получаем

Kt (0.25L) = 0.5T2
√

2πL , Kt (L) = T3
√

2πL (2.143)

где T2,3 - модули векторов усилий, вычисленные во втором и третьем от

вершины трещины узлах граничного элемента.

Из выражения (2.138), записанного для второго узла элемента (ξ = 0, N1 =

N3 = 0, N2 = 1) следует, что значение поверхностного усилия в этом узле

элемента ti равно удвоенной величине вычисленного узлового значения t̄i ,2.

С учетом этого, для второго и третьего узла элемента запишем (i = 1, 2 ≡ x, y)

ti = 2t̄i,2, T2 =

√
t2
x + t2

y = 2
√

t̄2
x,2 + t̄2

y,2, T3 =

√
t̄2
x,3 + t̄2

y,3 (2.144)

В итоге, формула (2.141) принимает вид

Kt|ρ=0 =
4T2 − T3

3

√
2πL (2.145)

Далее, для краткости, будем называть формулы для расчета модуля КИН

по перемещениям (2.136) и (2.137) - одноточечная формула (ОПФ) и двух-

точечная формула (ДПФ), соответственно, а аналогичные одноточечные и



117

двухточечные формулы при вычислениях модуля КИН по усилиям (2.140) и

(2.145) - ОУФ и ДУФ.

Формулы для вычисления модуля КИН, учитывающие усилия во всех

узлах элемента, примыкающего к вершине трещины, можно получить из

выражений (10) и (2.130). Значение усилий в точке с координатой ρ опреде-

ляется выражением

ti = t̄i,1


√

L
ρ
− 3 + 2

√
ρ

L

 + t̄i,2

(
4 − 4

√
ρ

L

)
+ t̄i,3

(
2
√
ρ

L
− 1

)
(2.146)

следующим из выражения (2.130).

Аналогичное выражение определяет величину модуля усилий. Подстав-

ляя соответствующее выражение в (1.15), получим

Kσ =

[
T1

(
1 − 3

√
ρ

L
+ 2

ρ

L

)
+ 4T2

(√
ρ

L
− ρ

L

)
+ T3

(
2
ρ

L
−

√
ρ

L

)] √
2πL (2.147)

При ρ = 0, 0.25L, L получаем из соотношения (2.147) выражения (2.140) и

(2.143).

2.3.3. Формирование дискретного представления граничных
интегральных уравнений при наличии трещин со связями между
подобластями

Рассмотрим формирование итоговой матрицы СЛАУ, соответсвующей

системе ГИУ (2.109), в задаче теории упругости для случая конструкции, со-

стоящей из двух подобластей и содержащей трещину со связями в концевой

области, занимающую часть границы соединения материалов (рис. 2.1). В

этом случае k = 1 и n = 2 - номера соседних подобластей.

Матричное уравнение для каждой подобласти имеет вид

[T] {u}= [G] {t} , (2.148)

где матрицы [G] и [T] соответствуют фундаментальным решениям ГИУ

(2.110) и (2.111), а {u}и {t} - векторы узловых перемещений и усилий.
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Из выражений (2.110)-(2.111) следует, что коэффициенты матриц [G]

и [T] значительно различаются по абсолютной величине, ввиду большого

значения модуля упругости материалов, что может привести к плохой обу-

словленности итоговой матрицы. Для приведения коэффициентов матриц

[G] и [T] к соизмеримому виду выполним преобразование[
T̂
]
{û}=

[
Ĝ

]
{t} (2.149)

Здесь [
T̂
]
= [T]

E
Θ
, {û}= {u}Θ,

[
Ĝ

]
= [G] E, Θ =

Ê
L̂
, (2.150)

где E - модуль упругости материала подобласти, L̂ - средний размер кон-

струкции, Ê -среднее значение модуля упругости конструкции.

После преобразования (2.150) коэффициенты матриц в уравнении (2.149)

являются соизмеримыми по величине. Далее везде матрицы и векторы пред-

полагаются нормированными, а дополнительные обозначения опускаем.

Разделим границу каждой подобласти на части, соответствующие внеш-

ней границе, идеальному контакту подобластей (условие (2.114)) и концевой

области трещины (условие (2.117), которое может быть также использова-

но и при отсутствии трещины для расчета соединения подобластей связя-

ми). В последнем случае возможно отсутствие зоны идеального контакта

подобластей. Обозначим подматрицы коэффициентов влияния (ПКВ) и ча-

сти векторов узловых переменных в дискретном представлении ГИУ (2.109)

следующим образом: ПКВ Gkn,Tkn- соответствуют фундаментальным реше-

ниям (2.110)-(2.111) и содержат коэффициенты для подобласти с номером

k для участка этой подобласти, контактирующего с подобластью с номером

n; аналогично для частей векторов узловых перемещений ukn и усилий на

элементах tkn.

Для каждой из двух подобластей конструкции можно записать матрич-

ное уравнение:
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подобласть 1

[
T11 T12

c T12
s

]


u11

u12
c

u12
s

 =
[
G11 G12

c G12
s

]


t11

t12
c

t12
s

 (2.151)

подобласть 2

[
T22 T21

c T21
s

]


u22

u21
c

u21
s

 =
[
G22 G21

c G21
s

]


t22

t21
c

t21
s

 (2.152)

В уравнениях (2.151)-(2.152) индексы c и s относятся к участкам соедине-

ния подобластей с условиями идеального контакта и со связями в концевой

области трещины, соответственно. При вычислении ПКВ в (2.151)-(2.152)

полагается, что на стыках элементов вектор перемещений является непре-

рывным, а вектор поверхностных усилий рассматривается с учетом возмож-

ной разрывности. Ввиду этого, размерность частей векторов узловых пере-

мещений равна 2Mk
α, где Mk

α - число узлов на границе каждой подобласти,

и соответствующая размерность ПКВ Tkn равна 2Mk
α × 2Mk

α. Размерности

частей векторов поверхностных усилий определяются как 6Nk
α, где Nk

α число

элементов на границе подобласти. Соответствующая размерность ПКВ Gkn

составляет 6Nk
α×2Mk

α. Здесь k- номер подобласти, α- определяет тип участка

(внешняя границы, идеальный контакт, участок связей). При использовании

квадратичных элементов - Mk
α = 2Nk

α.

Запишем уравнения (2.151)-(2.152) в развернутом виде с учетом усло-

вий на участках соединения подобластей. На участках идеального контакта

подобластей (условие (2.114)) полагаем, что перемещения являются неиз-

вестными, принадлежащими подобласти с бо́льшим номером, а усилия яв-

ляются неизвестными, принадлежащими подобласти с меньшим номером:

т.е. в уравнении (2.151) для первой подобласти заменяем u12
c на u21

c , а в урав-

нении (2.152) для второй подобласти заменяем t21
c на −t12

c . Условия (2.117)
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для подобластей имеют вид

t12
s = − K

(
u12

s −u21
s

)
, t21

s = −t12
s (2.153)

Получаем:

подобласть 1:

T11×u11+ T12
c ×u21

c +T12
s ×u12

s =

G11×t11+ G12
c ×t12

c − G12
s ×K×

(
u12

s −u21
s

) (2.154)

подобласть 2:

T22×u22+ T21
c ×u21

c +T21
s ×u21

s =

G22×t22− G21
c ×t12

c + G21
s ×K×

(
u12

s −u21
s

) (2.155)

На участках концевой области трещины непараллельных осям глобальной

системы координат коэффициенты влияния в ПКВ преобразуются на каждом

элементе к местной системе координат элемента, определяющейся его внеш-

ней нормалью, а коэффициенты жесткости связей полагаются заданными в

местной системе координат.

Внешние границы подобластей 1 и 2 разделим на участки с неизвест-

ными (u11
e , u22

e , t11
e , t22

e ) и заданными (ū11, ū22, t̄11, t̄22) перемещениями и

усилиями. Соответствующие обозначения использованы и для подматриц

этих участков.

Запишем уравнения для подобластей 1 и 2 с учетом объединения коэф-

фициентов ПКВ на участках концевой области трещины:
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подобласть 1

([
T11

e

] [
T̄11

] [
T12

c

] [
T12

s +KG12
s

] [
−KG12

s

])


u11
e

ū11

u21
c

u12
s

u21
s


=

=
([

G11
e

] [
Ḡ11

] [
G12

c

])


t11

t̄11

t12
c



(2.156)

подобласть 2

([
T22

e

] [
T̄22

] [
T21

c

] [
T21

s +KG21
s

] [
−KG21

s

])


u22
e

ū22

u21
c

u12
s

u21
s


=

=
([

G22
e

] [
Ḡ22

] [
−G22

c

])


t22

t̄22

t12
c



(2.157)

Объединим уравнения (2.156)-(2.157) в глобальную матрицу с учетом гра-

ничных условий на поверхностях подобластей 1 и 2
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[
T11

e

] [
T̄11

] [
T12

c

] [
T12

s +KG12
s

] [
−KG12

s

]
[0 ] [0 ]

[0 ] [0 ]
[
T21

c

] [
−KG21

s

] [
T21

s +KG21
s

] [
T22

e

] [
T̄22

]




u11
e

ū11

u21
c

u12
s

u21
s

u22
e

ū22



=

=



[
G11

e

] [
Ḡ11

] [
G12

c

]
[0 ] [0 ]

[0 ] [0 ]
[
−G21

c

] [
G22

e

] [
Ḡ22

]




t11

t̄11

t12
c

t22

t̄22


(2.158)

Перенося ПКВ, соответствующие заданным величинам (граничным усло-

виям), в правую часть уравнения, а ПКВ, соответствующие неизвестным

задачи, - в левую часть уравнения, а также перенося соответствующие части

векторов перемещений и поверхностных усилий, получим итоговую матрицу

для двух подобластей:

[A] {fut}= [B]
{
f̄ut

}
, (2.159)

где приняты следующие обозначения

[A] =


[
T11

e

] [
−G11

e

] [
T12

c

] [
−G12

c

] [
T12

s +KG12
s

] [
−KG12

s

]
[0 ] [0 ]

[0 ] [0 ]
[
T21

c

] [
G21

c

] [
−KG21

s

] [
T21

s +KG21
s

] [
T22

e

] [
−G22

e

]


[B]=


[
−T̄11

] [
Ḡ11

]
[0 ] [0 ]

[0 ] [0 ]
[
−T̄22

] [
Ḡ22

]
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{fut} =



u11
e

t11
e

t12
c

u21
c

u12
s

u21
s

u22
e

t22
e



,
{
f̄ut

}
=



ū11

t̄11

ū22

t̄22



Рассмотрим формирование глобальной матрицы для двух подобластей при

законе деформирования связей с разупрочнением, см. выражение (2.118)

t12
s = t̄12

s + K
(
u12

s −u21
s

)
, t21

s = −t12
s (2.160)

где t̄12
s - заданные значения.

Пусть деформирование связей в концевой области трещины на границе

раздела материалов описывается уравнением (2.160). Учет этой зависимости

при формировании глобальной матрицы выполняется следующим образом:

1) в выражении в блоках матриц для участка концевой области изменяем

знак коэффициента жесткости на противоположный; 2) в правую часть гло-

бального матричного уравнения заносим коэффициенты, являющиеся про-

изведением ПКВ Gkn
s на заданные значения t̄12

s . В итоге получаем матричное

уравнение вида

[A] {fut}= [B]
{
f̄ut

}
, (2.161)

где приняты следующие обозначения (вектор неизвестных {fut} не изменяет-

ся, см. (2.159))

[A] =


[
T11

e

] [
−G11

e

] [
T12

c

] [
−G12

c

] [
T12

s − KG12
s

] [
KG12

s

]
[0 ] [0 ]

[0 ] [0 ]
[
T21

c

] [
G21

c

] [
KG21

s

] [
T21

s − KG21
s

] [
T22

e

] [
−G22

e

]
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[B] =


[
−T̄11] [

Ḡ11
] [

Ḡ12
s

]
[0 ] [0 ]

[0 ] [0 ]
[
−Ḡ21

s

] [
−T̄22] [

Ḡ22
]
 ,

{
f̄ut

}
=



ū11

t̄11

t̄12
s

ū22

t̄22


Объединение столбцов ПКВ Gkn с учетом возможной разрывности поверх-

ностных усилий на стыках элементов и учет граничных условий на внешних

участках подобластей позволяет привести уравнение к стандартной матрич-

ной форме

[A] {X}= {B} , (2.162)

где матрица [A] содержит ПКВ Gkn,Tkn и для двух (или более) подобла-

стей является блочной, размерность матрицы 2M × 2M, здесь M- суммарное

число узлов на границах всех подобластей, {X}- вектор узловых неизвест-

ных (перемещений и поверхностных усилий), {B}- вектор, соответствующий

правой части уравнения, включает также вклад массовых сил и тепловых

воздействий, при их наличии.

После решения СЛАУ (2.162) и восполнения граничных условий с уче-

том преобразования (2.150) (вектор перемещений определяется как {u} =
{û} /Θ, где {û}- вектор нормированных перемещений, получаемый в резуль-

тате решения СЛАУ), усилия в связях вдоль концевой области трещины

вычисляются исходя из соотношений (2.117) или (2.118).

2.4. Сопоставление результатов расчетов методами
сингулярных интегро-дифференциальных и
граничных интегральных уравнений

Алгоритм численного решения системы ГИУ (2.109) для кусочно-одно-

родного тела с учетом дополнительных условий (2.114) и (2.117) на стыках

подобластей включен в программный комплекс для решения двумерных,
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Рис. 2.3. Составная пластина с трещиной на границе соединения подобластей: учет симмет-
рии задачи и граничные условия, W/ℓ = 10

пространственных и осесимметричных задач упругости и термоупругости

[236].

Первый этап анализа результатов расчетов, получаемых на основе чис-

ленного алгоритма, состоит в оценке их достоверности и точности путем

сравнения с известными аналитическими, численными и/или эксперимен-

тальными данными. Для трещин на границе соединения материалов со свя-

зями в концевой области, при учете зависимости напряжений в связях от

раскрытия трещины, как аналитические решения, так и экспериментальные

результаты отсутствуют. Ввиду этого, выполнено сопоставление численных

результатов, полученных ранее методом СИДУ для трещины со связями,

расположенной на границе соединения двух полуплоскостей из различных

материалов и результатов, полученных с использованием метода ГИУ. Неиз-

вестными при использовании метода СИДУ являются функции, определя-

ющие раскрытие трещины и напряжения в связях в концевой области тре-

щины. При численном решении СИДУ дискретизация выполняется только
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вдоль концевой области трещины. Для сравнения результатов, полученных

методами СИДУ и ГИУ, рассмотрена задача об одноосном растяжении плос-

кости с центральной прямолинейной трещиной, расположенной на границе

соединения полуплоскостей из различных материалов. При решении задачи

методом ГИУ рассматривалась конечная пластина, состоящая из двух под-

областей. Для сравнения с решением методом СИДУ (для бесконечной пла-

стины) при расчете приняты размеры модели W/ℓ = 10, где W- половина ши-

рины составной пластины. Ввиду симметрии задачи моделировалась только

1/2 часть пластины (см. рис. 2.3). Внешняя растягивающая нагрузка σ0 = σ0y

в направлении оси OY прикладывалась на участке 0 ≤ x ≤ W, y = ±W. На

линии симметрии I-I полагались равными нулю нормальная составляющая

перемещений и касательная составляющая усилий. Для исключения движе-

ния тела как жесткого целого в точке A (см. рис. 2.3) полагалось равным

нулю перемещение в направлении оси OY . Выполнение условий совместно-

сти деформаций на границе раздела материалов вдоль оси OX достигалось

при приложении дополнительных напряжения (плоская деформация) [112]

(σ∞xx)2 =
E2

E1

1 − ν2
1

1 − ν2
2

 (σ∞xx)1 +

 ν2

1 − ν2
− E2

E1

ν1(1 + ν1)
(1 − ν2

2)

σ0 (2.163)

В расчетах принималось, что (σ∞xx)1 = 0. Напряжение (σ∞xx)2 прикладывалось

на границе второй подобласти при x = W, 0 ≤ y ≤ −W (см. рис. 2.3).

Сопоставление результатов расчетов методами СИДУ и ГИУ выполне-

но при следующих параметрах модели трещины с концевой областью на гра-

нице раздела материалов: коэффициенты Пуассона материалов ν1 = ν2 = 0.3,

модуль упругости связей Eb = E2, состояние плоской деформации. Закон

деформации связей принимался в форме (2.117) в предположении, что жест-

кости связей по направлениям осей координат одинаковы и γ1,2 ≡ 1. Для

удобства сопоставления результатов определим относительную жесткость

связей κ0

κ0 = κ1, 2 (q, σ)
(E2

ℓ

)−1

=
Eb ℓ

E2H
, κ1, 2 (q, σ) =

Eb

H
(2.164)
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Здесь κ1, 2 (q, σ)- жесткость связей в концевой области трещины, одинаковая

в нормальном и касательном направлениях и постоянная вдоль концевой об-

ласти. Расчеты выполнены при различных значениях относительной длины

концевой области трещины d/ℓ, отношения модулей упругости материалов

E1/E2 и относительной жесткости связей κ0. При выполнении вычислений

полагалось, что Eb = E2, и изменение относительной жесткости связей осу-

ществлялось, при заданной длине трещины, посредством изменения пара-

метра H, см. (2.164). Число узлов при разбиении границы каждой подобласти

изменялось от 80 до 100, на линии трещины выбиралось по 40 узловых точек

в каждой подобласти.

2.4.1. Трещина со связями в концевой области, на границе соединения
материалов. Раскрытие трещины и усилия в связях

Касательная и нормальная составляющие раскрытия трещины получе-

ны методами СИДУ и ГИУ (E1/E2 = 50, (σ∞xx)2 ≈ 0.420σ0) для различных

размеров концевой области трещины. Компоненты раскрытия трещины, при-

веденные на рис.2.4ab, нормированы величиной раскрытия при одноосном

растяжении в центре трещины без связей, расположенной на границе соеди-

нения материалов (см.выражение (1.5) при x = 0 и τ0 = 0)

u0 =
Aσ0ℓ

4 ch (πβ)
(2.165)

Результаты расчетов обоими методами практически совпадают. Незначитель-

ное отличие наблюдается для касательной составляющей раскрытия трещи-

ны. Это связано с тем, что максимальные значения нормальной и касательной

составляющих раскрытия трещины отличаются почти на порядок и погреш-

ность при расчете малых величин в методе ГИУ возрастает. Отметим также,

что компоненты раскрытия вдоль всей длины трещины при использовании

метода ГИУ получаются непосредственно из решения задачи, тогда как при

решении методом СИДУ для определения раскрытия трещины вне концевой



128

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
0,00

0,03

0,06

0,09

t3=0.6

t2=0.4

 

0

xu
u

t1=0.2

E
1
/E

2
=50

 

 

 

 

a)

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
0,0

0,2

0,4

0,6

0,8

t3=0.6

t2=0.4

=0.4t1=0.2

 

0

yu
u

E
1
/E

2
=50

  

 

 
b)

Рис. 2.4. (a) - Касательная и (b) - нормальная составляющие раскрытия трещины со связями
в концевой области. Расчет методами ГИУ и СИДУ, ti = di/ℓ (i = 1, 2, 3) , ξ = x/ℓ
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Рис. 2.5. (a) - Касательная и (b) - нормальная составляющие усилий в связях вдоль концевой
области трещины. Расчет методами СИДУ и ГИУ, t = d/ℓ, ξ = x/ℓ

области требуются дополнительные вычисления. Касательная и нормаль-

ная составляющие напряжений в связях вдоль концевой области трещины,

полученные методами СИДУ и ГИУ при E1/E2 = 5, (σ∞xx)2 ≈ 0.343σ0, пока-

заны на рис.2.5ab. Незначительное отличие напряжений наблюдается только

на краю концевой области, что связано с методикой определения граничных

напряжений при использовании ГИУ. Распределения вдоль концевой области

трещины касательных и нормальных усилий в связях (d/ℓ = 0.4, E1/E2 = 50)

при различных значениях относительной жесткости связей приведены на

рис. 2.6ab, демонстрирующих хорошее соответствие результатов расчетов,
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Рис. 2.6. (a)- Касательные и (b) - нормальные усилия в связях вдоль концевой области
трещины при различных значениях жесткости связей, κ0. Расчет методами СИДУ и ГИУ,
d/ℓ = 0.4, ξ = x/ℓ

полученных по различным методикам. При возрастании жесткости связей

компоненты напряжений в связях также увеличиваются. Площади под кри-

выми на рис. 2.6ab пропорциональны КИН от действия связей в концевой

области трещины KIb и KIIb, [30]. Изменение соотношения между модуля-

ми упругости материалов подобластей не приводит к заметному изменению

нормальных усилий в связях, но сдвиговые усилия существенно зависят от

этого параметра, см. рис. 2.7.
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Рис. 2.7. Касательные усилия в связях при различных значениях модулей упругости мате-
риалов, d/ℓ = 0.4, ξ = x/ℓ
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Рис. 2.8. (a) - Касательные и (b) - нормальные (напряжения на границе соединения ма-
териалов вблизи вершины трещины на ее продолжении. Расчет методами СИДУ и ГИУ.
ξ = x/ℓ > 1, t = d/ℓ

Напряжения на границе раздела материалов вблизи вершины трещины

на ее продолжении показаны на рис. 2.8ab, где также наблюдаются незна-

чительные отличия напряжений, в точках непосредственно примыкающих к

вершине трещины, что связано с методикой моделирования асимптотики на-

пряжений при использовании ГИУ. Отметим также, что при использовании

ГИУ нормальная и касательная компоненты тензора напряжений опреде-

ляются непосредственно из решения ГИУ, тогда как при решении задачи

методом СИДУ для определения напряжений на продолжении требуются

дополнительные вычисления (см. описание методики расчета напряжений в

разделе 2.1.2).

2.4.2. Коэффициенты интенсивности напряжений для трещин со
связями в концевой области на границе соединения материалов

Рассмотрим результаты вычисления модуля КИН для трещины со свя-

зями на границе раздела материалов. Все расчеты методом ГИУ выпол-

нены при выборе размера элемента, примыкающего к вершине трещины,

равным L = 0, 05ℓ. На рис.2.9 приведены зависимости модуля КИН от от-

носительной длины концевой области трещины, полученные по формулам

(2.140) и (2.145), использующим значения поверхностных усилий на продол-
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Рис. 2.9. Пластина с трещиной: зависимости модуля КИН от длины концевой области,
вычисления на основе поверхностных усилий, t = d/ℓ, K0 = σ0
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жении трещины. В этом случае (для связей относительно большой жестко-

сти, κ0 = 10) различие между результатами, полученными методами СИДУ и

ГИУ нарастает с увеличением длины концевой области, что связано с прин-

ципиально различными способами, используемыми для определения модуля

КИН, см. [30].
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Рис. 2.10. Пластина с трещиной, зависимости модуля КИН от жесткости связей: (a)- расчет
на основе раскрытия трещины; (b)- расчет на основе поверхностных усилий. методы СИДУ
и ГИУ, d/ℓ = 1, K0 = σ0
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Так как для трещины, полностью заполненной связями, различие ре-

зультатов, полученных методами СИДУ и ГИУ, проявляется наиболее силь-
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но, то именно этот вариант заполнения концевой области трещины рассмот-

рен для анализа зависимости модуля КИН от относительной жесткости свя-

зей. На рис.2.10a приведены результаты расчета модуля КИН по перемеще-

ниям, а на рис.2.10b - по усилиям. Различие между результатами, получен-

ными методами ГИУ и методом СИДУ, нарастает с увеличением жесткости

связей. Значения КИН, наиболее близкие к результатам метода СИДУ, если

рассматривать последние как “точные”, дает расчет по формуле (2.145) ли-

нейной экстраполяции усилий.
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Глава 3

Задачи для трещин с концевой областью на
границе соединения материалов

В данной главе приведены результаты решения ряда задач для трещин

с концевой областью на границе соединения материалов, полученные мето-

дами СИДУ и ГИУ.

Анализ модели трещины со связями в концевой области, на границе

соединения материалов, выполнен методом СИДУ. Решение СИДУ (2.69)

исследовано при различных размерах концевой области трещины, упругих

постоянных материалов, параметрах связей, а также разных соотношени-

ях внешних нормальных и сдвиговых напряжений. Рассмотрены также раз-

личные типы кривых деформирования связей. Непосредственно из решения

СИДУ (2.69) определяются нормальные и касательные напряжения в связях.

Раскрытие в концевой области трещины определяется из выражений (2.31),

а на части трещины, не занятой связями, - из выражений (2.34) и (2.35).

Значения КИН определяются из выражений (2.66) и (2.67).

Задачи для трещин с концевой областью на границе соединения ма-

териалов являются многопараметрическими. При линейном законе дефор-

мирования связей и заданном относительном размере концевой области d/ℓ

распределение напряжений вдоль концевой области трещины определяется

параметрами Ψ (см.(2.29)) и β (см. (1.7)), содержащими все основные харак-

теристики рассматриваемой модели. Для связей в концевой области трещины

с нелинейной диаграммой деформирования решение СИДУ зависит, поми-

мо указанных выше параметров, от формы кривой деформирования связей,

а также величины внешней нагрузки. При определении напряженного состо-

яния в концевой области трещины при нелинейной диаграмме деформиро-

вания связей в качестве первого шага итерационного процесса используется

решение для линейно-упругих связей.
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Использование метода ГИУ позволяет рассматривать задачи в областях ко-

нечного размера при наличии системы криволинейных трещин со связями

в концевой области, на границах соединения материалов. В данном разделе

приведены решения ряда новых задач для трещин со связями на границе

соединения материалов, иллюстрирующие возможности разработанной ме-

тодики и её программной реализации.

Приведенные ниже результаты получены, если специально не указано, при

следующих постоянных материалов подобластей: модули упругости E1 =

135 ГПа (металл), E2 = 25 ГПа (полимер), коэффициенты Пуассона матери-

алов ν1 = ν2 = 0.35, модуль упругости связей полагался равным модулю

упругости одного из материалов (Eb = E2). Параметр β при выбранных

значениях постоянных материалов отрицателен, и |β| = 0.0509313. Податли-

вости связей в нормальном и касательном направлениях полагались, если

специально не указано, равными и постоянными вдоль концевой области

трещины: γ1 = γ2 = 1 (см. (1.33).

Все распределения напряжений, представленные ниже, нормированы вели-

чиной внешних напряжений (2.61), а распределения перемещений (раскры-

тия трещины) нормированы величиной раскрытия в центре трещины длины

2ℓ при отсутствии связей (см.выражение (1.5) при x = 0).

3.1. Прямолинейная трещина с линейно-упругими связями
в концевой области, на границе соединения материалов

Для оценки влияния механических свойств соединенных материалов и

связей в концевой области трещины, содержащихся в параметреΨ (см. (2.29)),

выделен ряд безразмерных комплексов, определяющих решение СИДУ для

трещины с линейно-упругими связями в концевой области, на границе соеди-

нения материалов: при заданных значениях упругих постоянных материалов

подобластей и связей, распределение напряжений зависит только от вели-
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чины относительной податливости связей (2.20) co = H/ℓ; при постоянной

относительной податливости связей распределение напряжений зависит от

соотношения податливостей (1.33) cy/cx = γ1/γ2, а также от формы функ-

циональных зависимостей γ1,2(s). Существенно влияет на решение задачи

относительная жесткость соединенных материалов E1/E2, а также величина

биупругой постоянной материалов β.

3.1.1. Напряженно-деформированное состояние в концевой области
трещины. Влияние механических свойств материалов и связей

Рассмотрим влияние величины относительной податливости связей на

напряженно-деформированное состояние в концевой области трещины для

задачи об одноосном растяжении двух полуплоскостей из различных мате-

риалов с прямолинейной трещиной, расположенной на линии соединения

полуплоскостей при действии внешней нагрузки σ0, нормальной к плоско-

сти трещины.

Распределения нормальной и касательной составляющих раскрытия

трещины при с0 = H/ℓ = 0.1 для различных относительных размеров кон-

цевой области приведены на рис. 3.1. При возрастании размера концевой

области раскрытие трещины уменьшается, причем нормальное раскрытие в

центре трещины x/ℓ = 0 уменьшается практически линейно с возрастани-

ем размера концевой области. При действии внешних нормальных нагрузок

нормальное раскрытие в центре трещины примерно на порядок превышает

максимальное раскрытие в касательном направлении.

Распределения нормальных и касательных усилий в связях при вели-

чине относительной податливости с0 = H/ℓ = 0.1 для различных относи-

тельных размеров концевой области приведены на рис. 3.2. Ввиду различия

упругих постоянных материалов, окружающих трещину, в связях возника-

ют касательные усилия даже при действии нормальных внешних нагрузок.

При постоянной вдоль концевой области податливости связей, усилия в свя-
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Рис. 3.1. (a) - Касательная и (b) - нормальная составляющие раскрытия трещины со связями
в концевой области. Расчет методом СИДУ, t = d/ℓ, ξ = x/ℓ, с0 = 0.1

зях всегда максимальны на краю области при s = d/ℓ, причем этот макси-

мум достигает абсолютного значения при определенной величине парамет-

ра sm = dm/ℓ. При снижении относительной податливости связей положе-

ние этого абсолютного максимума смещается в сторону меньших значений

sm = (dm/ℓ), а его абсолютная величина возрастает. Например, при H/ℓ = 0.1

этот максимум достигается при (dm/ℓ) ≈ 0.158 и составляет qy/σ0 = 4, 66

(рис. 3.2а), а при H/ℓ = 0.025 - dm/ℓ ≈ 0.0682 и qy/σ0 = 9, 807. Характер

изменения касательных усилий вдоль концевой области подобен изменению

нормальных усилий, но абсолютные значения этой составляющей усилий

существенно ниже, а максимальные значения достигаются при меньших

размерах концевой области. Например, при H/ℓ = 0.1 этот максимум до-

стигается при (dm/ℓ) ≈ 0.102 и составляет qx/σ0 = 0, 876, а при H/ℓ = 0.025

- (dm/ℓ) ≈ 0.0537 и qx/σ0 = 2, 568.

Представление об изменении отношения qx/qy на краю концевой обла-

сти дает рис. 3.3, на котором приведены зависимости этой величины от от-

носительного размера концевой области трещины при H/ℓ = 0.05; 0.10; 0.20.

При уменьшении размера концевой области касательные усилия в связях су-

щественно возрастают, а их значения становятся сравнимыми со значениями

нормальных усилий.
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Рис. 3.2. (a)- Нормальная и (b) касательная составляющие усилий в связях вдоль концевой
области трещины и огибающая всех таких кривых. Расчет методом СИДУ, t = d/ℓ, ξ = x/ℓ,
с0 = 0.1
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Рис. 3.3. Зависимость отношения касательных и нормальных усилий от размера концевой
области трещины, t = d/ℓ

Отметим, что касательные составляющие векторов раскрытия трещины

и усилий в связях (рис. 3.1b и рис. 3.2b ) являются нечетными функциями и

меняют знак при x/ℓ < 0.

Зависимости модуля вектора усилий в связях σ(s) =
√

q2
y(s) + q2

x(s) и

касательных усилий на краю концевой области трещины (фактически, это

коэффициенты концентрации напряжений (ККН) на крайней связи) от отно-

сительного размера концевой области при различных значениях параметра

c0 = H/ℓ приведены на рис. 3.4 и рис. 3.6. При снижении относительной

податливости связей (H/ℓ → 0 (Ψ → ∞)) максимум усилий в связях до-

стигается при меньших размерах концевой области трещины d/ℓ . Абсо-

лютная величина максимума усилий при этом возрастает. Например, при

H/ℓ = 0.025 этот максимум достигается при sm = dm/ℓ ≈ 0.0654 и состав-

ляет σ/σ0 = 10.136. При относительно мягких связях (H/ℓ ≫ 1) максимум

выражен слабо и усилия на краю концевой области слабо изменяются при

изменении ее размера.

Аналогичные зависимости модуля вектора раскрытия трещины u и ка-

сательной составляющей раскрытия трещины ux на краю концевой обла-
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Рис. 3.5. Зависимость раскрытия трещины на краю концевой области от длины концевой
трещины, t = d/ℓ
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сти приведены на рис. 3.5 и рис. 3.7. Ввиду прямой пропорциональности

между компонентами перемещений и усилий (1.32), распределения состав-

ляющих раскрытия трещины при постоянной вдоль концевой области по-

датливости связей также имеют абсолютный максимум при определенном

размере концевой области. Этот размер концевой области, sm = dm/ℓ, при

котором достигается абсолютный максимум раскрытия трещины, совпадает

с соответствующим значением для усилий, но при снижении относительной

податливости связей его абсолютная величина уменьшается. Например, при

H/ℓ = 0.1 максимум раскрытия трещины составляет u/u0 ≈ 0, 23, для каса-

тельной компоненты - ux/u0 ≈ 0, 0444, а при H/ℓ = 0.025 имеем u/u0 ≈ 0, 123

и ux/u0 ≈ 0, 0323, соответственно. При возрастании относительной подат-

ливости связей H/ℓ ≫ 1( мягкие связи) положение максимума раскрытия

трещины на краю концевой области смещается в сторону бо́льших значений

d/ℓ. Абсолютная величина максимального раскрытия при этом возрастает.

Отметим, что на рис. 3.4-3.7 значение t = d/ℓ = 1 соответствует центру тре-

щины, полностью заполненной связями, а t = d/ℓ = 0 - вершина трещины.

Таким образом, при H/ℓ ≫ 1 положение максимума раскрытия смещается к

центру трещины, sm = dm/ℓ → 1. Возрастание относительной податливости

связей H/ℓ соответствует уменьшению параметра Ψ в выражении (2.29).

Распределения нормальных и касательных компонент усилий в связях

для относительного размера концевой области трещины d/ℓ = 0.1 при из-

менении относительной податливости связей (0.8 ≤ c0 ≤ 0.025) приведены

на рис. 3.8ab, где видно значительное возрастание усилий на краю концевой

области трещины при малой податливости связей.

Зависимость значений ККН σm/σ0, соответствующих абсолютному макси-

муму при различных значениях sm = dm/ℓ, от величины параметра Ψ пред-

ставлена на рис. 3.9a. Возрастание параметра Ψ (при постоянных упругих

свойствах материала за счет уменьшения относительной податливости свя-

зей) приводит к смещению положения максимума к вершине трещины и
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Рис. 3.6. Зависимость касательной составля-
ющей усилий в связях на краю концевой об-
ласти от длины концевой трещины, t = d/ℓ
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Рис. 3.7. Зависимость касательной составля-
ющей раскрытия трещины на краю концевой
области от длины концевой трещины, t = d/ℓ
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Рис. 3.8. (a)- Нормальная и (b) - касательная составляющие усилий в связях. Расчет методом
СИДУ, d/ℓ = 0.1, ξ = x/ℓ

σm/σ0 → ∞ при Ψ→ ∞ (H/ℓ → 0). Аналогичная зависимость модуля векто-

ра раскрытия трещины um/u0, соответствующего абсолютному максимуму,

представлена на рис. 3.9b. При Ψ → ∞ положение максимума смещается

к центру трещины, а величина максимального раскрытия возрастает. Ана-

логичным образом изменяются при возрастании параметра Ψ касательные

компоненты qx и ux.

Зависимость относительного размера концевой области dm/ℓ, при кото-

ром достигается абсолютный максимум величин, представленных на рис. 3.9

(а также нормальных компонент усилий в связях и раскрытия трещины)
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Рис. 3.9. Максимальные значения: (a) - модуля вектора усилий и (b) - раскрытия трещины

от параметра Ψ, приведена на рис. 3.10a. Для относительно мягких связей

(Ψ→ 0) размер концевой области dx,m/ℓ, при котором достигается абсолют-

ный максимум касательных компонент qx и ux, заметно меньше, чем для

нормальных компонент, (см. 3.9b), а при увеличении жесткости связей поло-

жения максимумов нормальных и касательных компонент векторов усилий

и раскрытия трещины сближаются.

Пользуясь результатами, приведенными на рис. 3.10a, можно для задан-

ного размера концевой области трещины d/ℓ определить значение параметра
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Рис. 3.10. Относительный размер концевой области при котором достигается максимум: (a)
- нормальных и (b) - касательных компонент усилий и раскрытия трещины

Ψ, при котором усилия в связях и раскрытие трещины достигают экстрему-

ма, а величины этих максимумов/минимумов определяются по рис. 3.9.

Из рис. 3.9 и рис. 3.10a можно заметить, что σm/σ0 ∼ Ψ1/2, um/u0 ∼ Ψ−1/2

и dm/ℓ ∼ Ψ−1/2. Для упругих параметров материалов и связей, использован-

ных в расчете, можно установить зависимости, приближающие результаты,

приведенные на рис. 3.9 и рис. 3.10a, с большой точностью

σm

σ0
∼
√

2Ψ,
um

u0
∼ 0.5

√
3
Ψ
,

dm

ℓ
∼ 1

2
√
Ψ

(3.1)

Результаты, представленные на рис. 3.1-3.8, получены для 0.1 ≤ H/ℓ ≤ 0.8,

что соответствует 1.66 ≤ Ψ ≤ 52.97 при E1 = 135 ГПа, E2 = 25 ГПа,

ν1 = ν2 = 0.35 и Eb = E2.

При указанных механических свойствах материалов и связей получены так-

же зависимости компонент векторов усилий и раскрытия трещины на краю

концевой области трещины при изменении величины относительной подат-

ливости связей c0 = H/ℓ в широком интервале 0.0095 < c0 ≤ 200. Расчеты

выполнены при постоянной длине трещины. Изменение относительной по-

датливости связей в этом случае соответствует изменению величины пара-

метра H (см.(2.20)). Результаты представлены в логарифмическом масштабе
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(см. рис. 3.11-3.14), где параметр lg(c̄0/c0) является функцией относитель-

ной жесткости связей 1/c0, а с0 = 200 - относительная податливость связей,

соответствующая началу расчета.

Зависимости модулей векторов усилий и раскрытия трещины на краю

концевой области для t = d/ℓ = 0.1; 0.3; 0.5 приведены на рис. 3.11-3.12. Для

трещины, частично заполненной связями, усилия на краю концевой области

значительно возрастают, а раскрытие трещины сокращается при увеличении

жесткости связей.

Если трещина полностью заполнена связями (см. рис. 3.13-3.14), то при

увеличении жесткости (уменьшении податливости) связей усилия в связях

ограничены величиной σ/σ0 ∼ 1, а раскрытие трещины при этом падает,

u/u0 → 0. Можно выделить зону логарифмического возрастания усилий и

уменьшения раскрытия трещины при 2.5 < ln(c̄0/c0) < 7.5. Отметим, что

ввиду линейности задачи, представленные результаты могут быть получены

при изменении длины трещины и постоянном значении параметра H.
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Рис. 3.11. Зависимость модуля вектора уси-
лий на краю концевой области трещины от
относительной жесткости связей, t = d/ℓ
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Рис. 3.12. Зависимость модуля вектора рас-
крытия на краю концевой области трещины
от относительной жесткости связей

Рассмотрим влияние величин модулей упругости и коэффициентов Пуас-

сона материалов и модуля упругости связей на концентрацию напряжений

на краю концевой области. Из выражения (2.29) видно, что возрастание мо-

дуля упругости связей ведет к возрастанию параметра Ψ и, соответственно,
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Рис. 3.13. Зависимость модуля вектора уси-
лий на краю концевой области трещины, за-
полненной связями, от относительной жест-
кости связей
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Рис. 3.14. Зависимость модуля вектора рас-
крытия на краю концевой области трещи-
ны, заполненной связями, от относительной
жесткости связей

к росту ККН (при фиксированных упругих постоянных материалов). Возрас-

тание податливости одного из материалов (E1/E2 → 0 и Ψ→ ∞) при фикси-

рованном модуле упругости связей также приводит к увеличению ККН, (см

рис. 3.15). Такое изменение ККН вызвано тем, что при постоянных значениях

E2 = Eb ( в расчете Eb = 25 МПа) следствием возрастания податливости пер-

вого материала является увеличение раскрытия трещины и, для сдержива-

ния такого раскрытия, усилия в связях значительно возрастают. Этот эффект

выражен сильнее при малом размере концевой области. При возрастании от-

носительной жесткости материалов (E1/E2 → ∞ и Ψ→ (Ebℓ(k2 + 1)/2πHµ2))

усилия в крайней связи (ККН) снижаются и стремятся к некоторой величине,

зависящей от параметра Ψ и относительной длины концевой области трещи-

ны d/ℓ. Если жесткость одного из материалов существенно увеличивается,

то уменьшение раскрытия трещины приводит к снижению сдерживающих

это раскрытие усилий в связях.

Изменение упругих свойств материалов приводит не только к измене-

нию параметра Ψ, но и к изменению биупругой постоянной β (см.(1.7)). Диа-

пазон изменения отношения модулей упругости материалов 0.1 ≤ E1/E2 ≤ 10

(см. рис. 3.15) соответствует 12.29 ≤ Ψ ≤ 123, при этом параметр β изменя-
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Рис. 3.15. Зависимость модуля вектора усилий на краю концевой области трещины от отно-
сительной жесткости соединенных материалов, ν1 = ν2 = 0.35

ется в промежутке −0.0608303 ≤ β ≤ 0.0608303 (см. рис. 3.16). Отметим, что

−0.175 ≤ β ≤ 0.175 и β=0 соответствует однородному телу или несжимае-

мым материалам (ν1 = ν2=0.5) с различными модулями упругости. Возрас-

тание абсолютной величины параметра β приводит к увеличению эффектов,

связанных со сдвиговыми деформациями.

Для анализа влияния величины параметра β на распределение усилий

в связях проведены расчеты при фиксированном значении параметра Ψ. За-

пишем выражение (2.29) для состояния плоской деформации и ν1 = ν2 = ν

Ψ =
4Ebℓ(1 − ν2)

πH

(
1
E1
+

1
E2

)
(3.2)

При E1 = E2 = Eb и H/ℓ = 0.1 получаем Ψ = 80(1 − ν2)/π. Далее, изменяем

отношение модулей упругости материалов так, чтобы значение параметра Ψ

оставалось постоянным при заданных коэффициенте Пуассона ν и модуле

упругости связей Eb. Пусть θ = E1/E2, где E1, E2 - новые значения модулей

упругости материалов, тогда при заданном значении θ определим новые

значения E1 и E2 как

E1 = 0.5Eb(1 + θ) , E2 = 0.5Eb(1 + θ)/θ (3.3)
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Рис. 3.16. Зависимость биупругой постоянной от относительной жесткости соединенных
материалов, ν1 = ν2

Такой выбор модулей упругости материалов сохраняет величину парамет-

ра Ψ постоянной. Полагая ν1 = ν2 = 0, (при таком выборе коэффициентов

Пуассона зависимость от параметра β проявляется наиболее сильно) имеем

Ψ = 80/π ≈ 25.465.

Усилия в связях существенно зависят от изменения биупругой постоянной

соединения. Зависимости касательных и нормальных усилий на краю кон-

цевой области трещины для ν1 = ν2 = 0 при различных значениях биупругой

постоянной (изменение биупругой постоянной осуществляется при измене-

нии относительной жесткости соединенных материалов E1/E2, Eb = const)

приведены на рис. 3.17ab. При увеличении относительной жесткости матери-

алов касательные усилия в связях возрастают, а нормальные уменьшаются.

Значения абсолютных максимумов модуля вектора усилий и его компонент

для различных значений параметров θ = E1/E2 и β при H/ℓ = 0.1 и Eb = const

приведены в таблице 3.1. Анализ численных результатов позволяет устано-

вить, что с увеличением параметра θ (1 ≤ θ ≤ 1000) происходит перерас-

пределение компонент усилий: касательные усилия в связях существенно

возрастают, а нормальные снижаются. При θ → ∞ (β→0.175) нормальные и

касательные компоненты усилий сравнимы по величине, а их относительные
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Рис. 3.17. Зависимости (a) - касательной и (b) - нормальной компонент вектора усилий
в связях на краю концевой области трещины от длины концевой области при изменении
относительной жесткости материалов, t = d/ℓ

изменения незначительны.

Таблица 3.1. Зависимость максимальных напряжений в концевой области трещины от от-

носительной жесткости материалов, H/ℓ = 0.1, Eb = const

θ |β| σ/σ0 qy/σ0 qx/σ0

1 0 6.888 6.888 0

2 0.0535512 6.827 6.651 1.556

5 0.1103178 6.626 5.915 2.998

10 0.1383117 6.489 5.436 3.581

50 0.1666333 6.314 4.840 4.067

100 0.1706748 6.295 4.798 4.128

1000 0.174426 6.264 4.674 4.182

10000 0.174807 6.261 4.666 4.187

Влияние изменения коэффициентов Пуассона материалов на усилия в

связях демонстрирует рис. 3.18ab, где представлены зависимости касатель-

ных и нормальных усилий на краю концевой области при изменении коэф-

фициентов Пуассона соединенных материалов (ν1 = ν2) при E1/E2 = 100.

При уменьшении коэффициентов Пуассона материалов (что соответствует

увеличению биупругой постоянной β) касательные усилия в связях возрас-

тают, а нормальные уменьшаются. Отметим, что изменение коэффициентов
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Рис. 3.18. Зависимости (a) - касательной и (b) - нормальной компонент вектора усилий
в связях на краю концевой области трещины от длины концевой области при изменении
коэффициентов Пуассона материалов, t = d/ℓ

Пуассона приводит также к незначительному изменению параметра Ψ: при

ν = 0 - Ψ ≈ 24.465, β = 0.170675; при ν = 0.15 - Ψ ≈ 24.892, β = 0.136222;

при ν = 0.30 - Ψ ≈ 23.173, β = 0.0915916.
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Рис. 3.19. Зависимости максимальных значе-
ний усилий вдоль концевой области трещины
от соотношения податливости связей
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Рис. 3.20. Зависимость относительного раз-
мера концевой области трещины, при кото-
ром достигается максимум касательной со-
ставляющей усилий, от соотношения подат-
ливости связей

Приведенные выше результаты получены в предположении, что подат-

ливости связей одинаковы в нормальном и касательном направлениях к по-

верхностям трещины и постоянны вдоль концевой области трещины. Ниже

рассмотрены эффекты, обусловленные различием податливости в касатель-
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ном и нормальном направлениях, а также изменением податливости вдоль

концевой области трещины. В зависимости от физической природы связей

в концевой области трещины соотношение между податливостями связей в

нормальном и касательном направлениях может изменяться [56, 169]. Вли-

яние отношения податливостей связей в касательном и нормальном направ-

лениях cx/cy = γ2/γ1 (cм. (1.33)) на величину максимальных напряжений в

концевой области (ККН) рассмотрено при E1/E2 = 5 и Eb = E2 = 25ГПа .

При сx/cy < 1.5 заметный вклад в напряженное состояние вносят ка-

сательные усилия в связях, а при сx/cy → ∞ касательные усилия стремятся

к нулю (см.рис. 3.19). Ввиду того, что при одноосном растяжении qx ≪ qy

нормальная составляющая вектора усилий слабо зависит от соотношения

сx/cy. Увеличение податливости в касательном направлении приводит к воз-

растанию относительного размера концевой области трещины, при котором

достигается этот максимум (см. рис. 3.20).

0,00 0,25 0,50 0,75
0,0

0,5

1,0

1,5

 21s s

21 1.01s s

(s)

 

 

 

1

2

s

1- 

2-

Рис. 3.21. Зависимости податливости вдоль
концевой области трещины, модель деструк-
ции/восстановления связей вблизи вершины
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Рис. 3.22. Усилия в связях вдоль концевой
области трещины, 1, 2- см. рис. 3.21, 3- по-
стоянная податливость связей

Влияние изменения податливости вдоль концевой области трещины

рассмотрено для случая трещины, заполненной связями (d/ℓ = 1) в пред-

положении, что податливости одинаковы в касательном и нормальном на-

правлениях. Возрастание или уменьшение податливости вблизи вершины
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трещины (что соответствует деструкции или восстановлению связей в этой

зоне) может быть описано выражениями вида (см. рис. 3.20)

γ1,2 (s) ≡ γ (s) = 1
/√

1.01 − s2, γ (s) =
√

1 − s2 (3.4)
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Рис. 3.23. Зависимость податливости вдоль
концевой области трещины, модель деструк-
ции связей в центре зоны, заполненной свя-
зями
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Рис. 3.24. Усилия в связях вдоль концевой об-
ласти трещины, эффект разупрочнения свя-
зей

Такое изменение податливости приводит к перераспределению усилий

вдоль концевой области трещины, причем наиболее существенное измене-

ние усилий соответствует области заметного изменения податливости (см.

рис. 3.21). Возрастание податливости в направлении к центру зоны, запол-

ненной связями, (например, при деструкции связей в этой зоне) может быть

описано выражением (см. рис. 3.23):

γ (s) =
(
s
√

1.5
)−1

Распределение усилий вдоль концевой области трещины, соответствующее

такой податливости связей, приведено на рис. 3.24. В области, где подат-

ливость связей велика, происходит значительное снижение напряженности

связей. Методики, основанные на рассмотрении податливости связей, из-

меняющейся вдоль концевой области трещины, используются при решении



152

задач с нелинейной диаграммой деформирования связей и при анализе ки-

нетики связей в концевой области трещины.

3.1.2. Трещина со связями в концевой области при действии
растягивающих и сдвиговых внешних нагрузок

При действии растягивающей внешней нагрузки, приложенной по нор-

мали к плоскости трещины, разность нормальных перемещений верхнего и

нижнего берегов трещины (нормальная составляющая раскрытия трещины

на границе соединения материалов) всегда положительна, за исключением

малых участков вблизи вершин трещины, где наблюдается взаимодействие

берегов трещины [113, 120]. В модели трещины со связями в концевой обла-

сти размерами этих участков пренебрегаем, по сравнению с размером конце-

вой области трещины. Если же приложена только внешняя сдвиговая нагруз-

ка, то из аналитического решения (1.10) при σ0 = 0 следует, что нормальная

составляющая раскрытия трещины на границе соединения материалов имеет

отрицательные значения на половине длины трещины, что фактически соот-

ветствует контакту берегов трещины в этой области, что не было учтено при

постановке задачи. Уточненная постановка задачи для трещины на грани-

це соединения материалов при сдвиге [120, 121, 239] позволяет определить

размеры областей контакта. Решение с учетом контактного взаимодействия

берегов трещины без трения при сдвиге приводит к рассмотрению двух об-

ластей контакта вблизи вершин трещины - одна из них мала, по сравнению

с длиной трещины, а другая - порядка половины длины трещины [239] и

позволяет определить нормальные сжимающие напряжения в этих зонах.

Развитие этого подхода с учетом трения берегов трещины рассмотрено в

ряде работ [240–242].

При наличии связей в концевой области трещины, на границе соедине-

ния материалов, и действии только внешней сдвиговой нагрузки, решение
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уравнения (2.69), полученного с использованием аналитического выражения

(1.5), не предполагающего контакта берегов трещины, приводит к отрица-

тельным значениям раскрытия трещины, зависящим от размера концевой

области трещины и податливости связей. На рис. 3.25 приведены распреде-

ления нормальной и касательной составляющих раскрытия трещины вдоль

её длины на промежутке |s| ≤ 1, s = x/ℓ при E1 = 135 ГПа, E2 = 25 ГПа,

ν1 = ν2 = 0.35, Eb = E2, нормированные величиной касательной составляю-

щей раскрытия в центре трещины u0 τ, см. (1.5) при σ0 = 0, x = 0.
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Рис. 3.25. (a) - Касательная и (b) - нормальная компоненты раскрытия трещины при внешней
сдвиговой нагрузке, t = d/ℓ, s = x/ℓ

Наличие связей в концевой области трещины (физически это может

быть, например, адгезионный слой между материалами) исключает взаимо-

проникновение поверхностей трещины. Отрицательные значения нормаль-

ной составляющей раскрытия трещины в концевой области соответствуют

сжимающим напряжениям в связях, см. выражение (1.32). Будем полагать,

что при действии только касательных внешних нагрузок τ0 и присутствии

адгезионного слоя между берегами трещины, концевая область в зоне сжатия

d1 занимает половину длины трещины - d1 = ℓ, а размер концевой области

в зоне растяжения d2 определяется начальным условиями задачи и d2 ≤ d1.

Уточнение размеров концевых областей при действии сдвиговых внешних

нагрузок может быть получено при использовании алгоритма решения кон-
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тактных задач в рамках метода граничных интегральных уравнений, (см.

раздел 2.3).

При действии касательных внешних нагрузок компонента раскрытия

трещины в направлении, перпендикулярном плоскости трещины, примерно

на порядок меньше компоненты раскрытия трещины в касательном направ-

лении, (см. рис. 3.25). Следовательно, приложение растягивающей нагрузки

σ0 < τ0 приведет к раскрытию трещины по всей длине. При отсутствии

связей между берегами трещины и действии касательных внешних нагрузок

положение минимума раскрытия трещины в нормальном направлении дости-

гается в точке sc, определяемой условием (см. (1.10), σ0 = 0) du∞y(sc)
ds = 0 ,

которое дает уравнение для определения sc

tg
(
β ln

1 − sc

1 + sc

)
= −2

β

sc

При совместном приложении касательной и нормальной внешних нагрузок

условие непроникновения берегов трещины следует из (1.10): u∞y(s) > 0.

Откуда получаем:
σ0

τ0
> tg

(
β ln

1 − s
1 + s

)
Полагая, что внешняя растягивающая нагрузка такова, что предыдущее усло-

вие выполняется при s = sc, определяем величину внешней нагрузки, обес-

печивающей раскрытие трещины на участке (−1; sc)

σ0 > 2
β

sc
τ0

При |β| = 0.0509313 (см. рис. 3.25b) получим оценки sc ≈ 0.834 и σ0 > 0.12τ0,

а при максимально возможном параметре |β| ≈ 0.175 - sc ≈ 0.819 и σ0 >

0.43τ0. Полученные оценки упрощают выбор величины внешних нагрузок,

обеспечивающих раскрытие трещины, при учете связей в концевой области

трещины.

Изменение знака нормальной компоненты раскрытия трещины при сдви-

ге вызвано различием механических свойств материалов. Рассмотрим, как и
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разделе 3.1.1, влияние параметра β (при фиксированном значении параметра

Ψ и ν1 = ν2 = 0, см. выражение (3.2)) на распределение нормальной компо-

ненты раскрытия трещины со связями в концевой области при совместном

действии внешних растягивающих и сдвиговых нагрузок. Увеличение пара-
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Рис. 3.26. Нормальная компонента раскрытия трещины при изменении:(a) - модулей упру-
гости материалов; (b) - размера концевой области, t = d/ℓ, s = x/ℓ, c0 = 0.1

метра β (при увеличении отношения модулей упругости материалов) приво-

дит к образованию зоны сжатия в концевой области трещины (см. рис 3.26a).
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Рис. 3.27. Нормальная компонента раскрытия трещины при изменении соотношения между
нормальной и сдвиговой нагрузками: (a)- β = 0.0509313 ; (b) - β = 0.01706748, t = d/ℓ,
s = x/ℓ, c0 = 0.1

При возрастание концевой области трещины для наибольшего из рас-

смотренных значений параметра β (E1/E2 = 100) размер зоны сжатия сокра-

щается (см. рис 3.26b). Изменение соотношения между сдвиговой и растяги-
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Рис. 3.28. (a) - Нормальная и (b) - касательная составляющие усилий в связях, β =
0.01706748, t = d/ℓ, s = |x|/ℓ, c0 = 0.1

вающей внешними нагрузками приводит, при увеличении сдвиговой компо-

ненты нагрузки, к образованию зон сжатия в концевой области (см. рис 3.27).

При этом бо́льшему значению параметра β соответствует меньшая величи-

на сдвиговой нагрузки, приводящая к образованию зоны сжатия в концевой

области трещины.

Составляющие вектора усилий в связях вдоль концевых областей, при-

мыкающих к обеим вершинам трещины, приведены на рис. 3.28, где s =

|x|/ℓ - расстояние от центра трещины (нормальное раскрытие трещины при

τ0/σ0 = 2 и t = d/ℓ = 0.5 дано на рис. 3.27b). При совместном приложении
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нормальной и сдвиговой внешних нагрузок возникают заметные различиям

в напряженно - деформированном состоянии концевых областей трещины.

В концевой области, расположенной в зоне растяжения связей (x < 0, вер-

шина 1), усилия в связях заметно превышают усилия в концевой области,

примыкающей к вершине 2. В этой концевой области имеются также зоны

сжатия (рис. 3.28a). При совместном приложении нормальной и сдвиговой

внешних нагрузок возможно, ввиду различных деформационных характери-

стик связей при растяжении и сжатии, существование концевых областей

различного размера, примыкающих к вершинам трещины. Несимметричное

распределение усилий в связях определяет также различные режимы разру-

шения вблизи вершин трещин.

3.2. Прямолинейная трещина на границе соединения
материалов со связями с нелинейной диаграммой
деформирования

В разделе приведены результаты численных экспериментов по исследо-

ванию влияния параметров нелинейной части кривой деформирования свя-

зей, размера концевой области трещины и величины внешней нагрузки на

сходимость итерационного процесса решения нелинейной системы сингу-

лярных интегрально-дифференциальных уравнений для определения напря-

жений в связях. Приведены также результаты параметрического анализа на-

пряженного состояния в концевой области трещины, на границе соединения

материалов, позволяющие выделить эффекты, связанные с нелинейностью

деформирования связей. Расчеты выполнены с использованием феномено-

логических кривых деформирования связей, рассмотренных в разделе 1.3.3.

Отметим, что, при рассмотрении связей с нелинейной диаграммой деформи-

рования, задача об определении напряжений в связях становится, в отличии

случая линейно-упругих связей, масштабно-зависимой. Полученные резуль-

таты могут быть полезны (несмотря на ограниченную возможность перено-
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са решения нелинейных задач на другие масштабы) при разработке методик

решения задач в рамках модели трещины со связями методами конечных и

граничных элементов.

3.2.1. Сходимость численного решения. Влияние формы кривой
деформирования связей

Рассмотрим трещину длины 2ℓ = 10−3м на границе соединения полу-

плоскостей из различных материалов - соединение металла (модуль упруго-

сти E1 = 135 ГПа) и полимера (модуль упругости E2 = 25 ГПа), коэффи-

циенты Пуассона материалов ν1 = ν2 = 0.35, с двумя концевыми областя-

ми одинакового размера, заполненными связями, с нелинейной диаграммой

деформирования (начальный модуль упругости связей Еb = E2). Значение

раскрытия трещины при изменении закона деформирования связей полага-

ем равным um = 10−7м. Распределения усилий qx,y вдоль концевой области

трещины определяются из решения нелинейной системы СИДУ (2.69). Под-

черкнем, что для связей с нелинейной диаграммой деформирования решение

зависит не только от параметра относительной жесткости связей Ψ, как в ли-

нейном случае, но и от формы кривой деформирования связей. В процессе

вычислений размер концевой области трещины в данном разделе работы

рассматривается как свободный параметр, и анализ сходимости итерацион-

ного процесса и распределений напряжений в концевой области трещины

выполняется для 0 < d ≤ ℓ.
Представленные ниже результаты получены в предположении, что эф-

фективная начальная податливость связей постоянна вдоль концевой обла-

сти трещины, одинакова по направлениям координатных осей (γ1,2(s, σ) =

γ(s, σ)) и определяется выражением, аналогичным (1.33). На каждом шаге

итерационного решения i ≥ 1 эффективную податливость можно предста-

вить в виде:

c(i)
b (s, σ) = c0

ℓ

Eb
γ(i)(s, σ), c0 =

H
ℓ
, (3.5)
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где γ(1)(s, σ) ≡ 1 соответствует начальной податливости связей, т.е. податли-

вости на первом шаге итерационного процесса.

Получим некоторые параметры кривых деформирования, выражая их

через относительную податливость связей с0. Значение податливости cb на

участке упругого деформирования для трещины длиной 2ℓ = 10−3м и модуля

упругости связей Eb = 25 ГПа составляет

cb = с0 (ℓ/Eb) = c0

(
0.5 · 10−3

/
25 · 109

)
= 2c0 · 10−8м / МПа

Максимальное упругое напряжение в связях

σm = um/cb = 5/c0 МПа

При c0 = 0.1 (это значение относительной податливости соответствует упру-

гому деформированию связей, состоящих из пучков молекул полимера, [35,

57]) получаем значения cb = 2 ·10−9м / МПа и σm = 50 МПа, использованные

при построении кривых на рис 1.14.

В процессе расчетов варьировались следующие параметры модели:

1) длина концевой области трещины, 2) податливость связей на участке

упругого деформирования cb, 3) величина внешней нагрузки σ0, 4) пара-

метры кривых деформирования связей η, δ, n, см. соотношения (1.79)–(1.83).

Размер части концевой области трещины, в которой связи деформируют-

ся по нелинейному закону, зависит от начальной податливости связей. Если

начальная податливость связей постоянна вдоль концевой области, то для ли-

нейно-упругих связей модуль вектора усилий σ максимален на краю конце-

вой области, причем при определенном размере концевой области tm = dm/ℓ

этот максимум достигает абсолютного значения.

На рис. 3.29 приведены распределения вдоль концевой области тре-

щины s = x/ℓ относительных значений модуля упругих усилий в связях

Σ(s) = σ(s)/σ0, (c0 = 0.1) для трех значений относительного размера кон-

цевой области d/ℓ, а также огибающая всех таких кривых (штриховая ли-
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ния, 0 < d/ℓ ≤ 1). Функция Σ(1 − t) = σ(1 − t)/σ0 t = d/ℓ, соответству-

ющая огибающей зависимости на рис. 3.29, определяет, как уже отмечено

в разделе 3.1.1, коэффициент концентрации напряжений на крайней связи

(ККН). Зона нелинейного деформирования в концевой области возникает

при выполнении условия σ ≥ σm, где σm - максимально допустимое упру-

гое напряжение в связи. Напряжение на крайней связи σ представим с ис-

пользованием ККН: σ = σ0 Σ(1 − t). Следовательно, внешняя нагрузка, при

превышении которой нелинейная деформация будет наблюдаться для всех

концевых областей, для которых σ ≥ σ0Σ (1 − tc) ≡ σm, определяется как

σ0 = σm/Σ(1 − tc), где tc = dc/ℓ - размер концевой области трещины, при ко-

тором достигается данное значение ККН, 0 < dc < ℓ. Определим минималь-
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Рис. 3.29. К определению зоны нелинейного деформирования связей,t = d/ℓ, s = x/ℓ

ную внешнюю нагрузку σ0, при которой возникает нелинейная деформация

связей для c0 = 0.1. Максимальное значение ККН для c0 = 0.1 составляет

Σ (1 − tm) ≈ 4.74 при (tm = dm/ℓ) ≈ 0.16 (рис. 3.29). Таким образом, мини-

мальная внешняя нагрузка, при превышении которой возникает нелинейная

деформация связей σ0 = σm/4.74 (при условии нагружения трещины с кон-

цевой областью, равной (tm = dm/ℓ) ≈ 0.16). При σm = 50 МПа получаем

σ0 = σ0Y ≈ 10.6 МПа. При бо̀льшей внешней нагрузке (σ0 > σ0Y) диапазон
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концевых областей трещины, в которых связи деформируются по нелиней-

ному закону, расширяется. Например, для ККН Σ (1 − tc) ≈ 3.33 (заметим, что

такая величина ККН имеет место при двух значениях размеров концевых об-

ластей t1 = dc1/ℓ ≈ 0.023 и t2 = dc2/ℓ ≈ 0.64) внешняя нагрузка, при которой

зона нелинейной деформации может наблюдаться в диапазоне указанных

концевых областей, t1 ≤ d/ℓ ≤ t2 составляет σ0 ≈ 15 МПа (см. рис. 3.29, на

котором значениям t = d/ℓ соответствуют значения x/ℓ = 1−d/ℓ). Существо-

вание напряженного состояния с нелинейно-деформированными связями в

указанном диапазоне концевых областей зависит от параметров и формы

кривой деформирования связей.

Анализ влияния величины податливости связей на участке упругого

деформирования на решение нелинейной задачи выполнен для билинейно-

го закона деформирования связей (1.84) при η = 7.5 и δ = 1 (идеальная

пластичность). В расчетах изменение податливости связей на участке упру-

гого деформирования осуществлялось посредством изменения относитель-

ной податливости связей c0 (при заданной длине трещины это соответствует

изменению параметра H, см. (3.5) ) и сохранении постоянного значения

um = 10−7м. Максимальные упругие напряжения, соответствующие кривой

деформирования связей σm (см. равенство (1.73)), изменяются при этом об-

ратно пропорционально податливости связей.

На рис. 3.30 для величины внешней нагрузки σ0 = 15 МПа и значений

начальной относительной податливости связей c0 = 0.1; 0.05 приведены за-

висимости нормированного раскрытия трещины на краю концевой области

u/um от относительного размера концевой области трещины d/ℓ, полученные

при решении нелинейной задачи. Снижение относительной податливости

связей на участке упругого деформирования c0 (увеличение жесткости) при

постоянной величине um приводит к сокращению диапазона размеров конце-

вых областей, в которых связи деформируются неупруго, так как напряжения

σm, соответствующие кривой деформирования, при таком изменении подат-
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Рис. 3.30. Раскрытие трещины на краю кон-
цевой области, t = d/ℓ.
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Рис. 3.31. Модуль вектора усилий на краю
концевой области, t = d/ℓ.

ливости возрастают значительней (σm ∼ 1/cb), чем максимальные упругие

напряжения вдоль концевой области, которые изменяются как σ ∼ 1/
√

cb. За-

висимости модуля вектора усилий на краю концевой области для линейной

и упруго-пластической кривых деформирования связей при c0 = 0.1; 0.05

приведены на рис. 3.31, где видно возрастание напряжений σm при умень-

шении относительной податливости связей. Усилия в связях постоянны для

концевых областей, расположенных в зоне нелинейного деформирования

(пунктир на рис. 3.31), ввиду использования идеально-пластической зависи-

мости. Отметим, что снижение податливости связей при сохранении посто-

янного значения σm приводит к противоположному эффекту - увеличению

диапазона концевых областей, охваченных нелинейной деформацией, ввиду

более заметного уменьшения максимальной упругой вытяжки связей, соот-

ветствующей кривой деформирования (um ∼ cb) по сравнению с уменьше-

нием максимального упругого раскрытия вдоль концевой области трещины(
u ∼ √cb

)
.

Зависимость числа итераций Nc до достижения сходимости решения от

длины концевой области трещины для билинейной зависимости (1.84) при

η = 7.5, δ = 1 и c0 = 0.1 приведена на рис. 3.32a . При увеличении внешней

нагрузки максимальное число итераций наблюдается при бо̀льшем размере
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концевой области, хотя параметры кривой деформирования не изменяют-

ся. Это связано с тем, что при относительно малых (по сравнению с σm)

внешних нагрузках заметное нелинейное деформирование связей реализу-

ется при малых размерах концевой области, где наибольшая концентрация

напряжений (рис. 3.29). При возрастании внешней нагрузки диапазон конце-

вых областей трещины, для которых возможно нелинейное деформирование,

заметно увеличивается. Бо̀льшему размеру концевой области соответству-

ет бо̀льшая зона нелинейного деформирования, и, соответственно, бо̀льшее

число итераций до достижения сходимости.
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Рис. 3.32. Зависимость числа итераций Nc до достижения сходимости решения от длины
концевой области трещины, t = d/ℓ, η = 7.5, δ = 1: (a) - вариация внешней нагрузки; (b) -
относительной податливости связей

Уменьшение относительной податливости связей c0 приводит к умень-

шению части концевой области трещины, охваченной нелинейной дефор-

мацией. При этом также происходит снижение максимального количества

итераций, за которое достигается сходимость решения, причем положение

максимума смещается в строну бо̀льших концевых областей с возрастани-

ем относительной податливости (см. рис. 3.32b). При внешней нагрузке

11 MПa ≤ σ0 ≤ 40 MПa, η = 7.5, δ = 1 и c0 = 0.1 − 0.05 итерационный

процесс сходится при любом размере концевой области, причем число ите-

раций, за которое достигается сходимость итерационного процесса решения,
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увеличивается пропорционально величине внешней нагрузки.

Для иллюстрации итерационного решения при δ = 1 приведем некото-

рые результаты расчетов при внешней нагрузке σ0 = 40 MПa, d/ℓ = 0.65 и

c0 = 0.1. Сходимость решения в данном расчете достигается за 36 итераций.

Изменение относительной податливости связей вдоль концевой области тре-

щины показано на рис. 3.33. Итерационный процесс сходится достаточно

быстро и уже после 7-8 итераций параметры решения изменяются незначи-

тельно.
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Рис. 3.33. Распределение относительной податливости вдоль концевой области трещины,
s = x/ℓ.

При увеличении внешней нагрузки (σ0 > 40 MПa) и сохранении пара-

метров кривой деформирования (η = 7.5, δ = 1) имеется диапазон значений

концевых областей, в которых решение нелинейной задачи отсутствует, вви-

ду того, что перемещения на краю концевой области превышают величину

ucr еще до достижения сходимости итерационного процесса по условию

(2.93). Например, для σ0 = σm = 50 MПa при 0.12 ≤ d/ℓ ≤ 0.73 итерацион-

ный процесс решения нелинейной задачи не сходится. Окончание итераци-

онного процесса выполняется ввиду того, что раскрытие трещины на краю

концевой области превышает величину ucr. В рамках механической модели

это соответствует нарушению в указанном диапазоне концевых областей со-
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стояния предельного равновесия и развитию трещины с разрывом связей в

концевой области [31].
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Рис. 3.34. Зависимость числа итераций Nc до достижения сходимости решения от длины
концевой области трещины, вариация параметра разупрочнения, η = 7.5, t = d/ℓ: (a) -
σ0 = 25 МПа, (b) - σ0 = 35 МПа

Изменение параметра разупрочнения δ в диапазоне 0 ≤ δ ≤ 1 при посто-

янной внешней нагрузке существенно влияет на сходимость итерационного

процесса. Зависимость, аналогичная рис. 3.33, при вариации параметра разу-

прочнения δ и фиксированной внешней нагрузке приведена на рис. 3.34a.

Максимальное число итераций существенно зависит от параметра разупроч-

нения, но положение этого максимума сохраняется при изменении параметра

δ. Расчетным путем установлено, что для зависимости (1.84) при внешней на-

грузке σ0 ≤ 40 МПа и 0.9 ≤ δ ≤ 1 итерационное решение сходится при любом

размере концевой области, а при уменьшении параметра δ возникают зоны

отсутствия решения. При уменьшении внешней нагрузки диапазон допусти-

мых значений δ возрастает. Например, при внешней нагрузке σ0 = 35 МПа

сходимость решения наблюдается в диапазоне 0.4 ≤ δ ≤ 1. Зависимости чис-

ла итераций Nc до достижения сходимости решения при внешней нагрузке

σ0 = 35 МПа, η = 7.5 и значениях параметра разупрочнения 0.25 ≤ δ ≤ 1

(зависимость (1.84)) приведены на рис. 3.34b. При значении δ = 0.25 зона от-

сутствия сходимости итерационного решения занимает более третьей части
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трещины. Как и в предыдущем примере расчета, окончание итерационного

процесса выполняется ввиду того, что раскрытие трещины на краю концевой

области превышает величину ucr. Для значений δ = 0.5, 1.0, при которых ре-

шение сходится во всем диапазоне концевых областей, максимальное число

итераций возрастает при уменьшении параметра δ, но положение максиму-

ма сохраняется при изменении этого параметра. Отметим, что аналогичная

зависимость наблюдается и при изменении параметра η. Уменьшение это-

го параметра (при фиксированном значении δ) также приводит к заметному

возрастанию числа итераций и образованию зон отсутствия решения, см.

подробнее в [54].

Следующая серия расчетов выполнена при η = ucr/um = 4 и различных

значениях параметра упрочнения δ. Как и в рассмотренных выше случаях,

уменьшение параметра δ приводит к снижению величины внешней нагрузки,

при которой возникают зоны отсутствия сходимости итерационного реше-

ния. Например, для билинейной зависимости (1.84) при внешней нагрузке

σ0 = 25.5 МПа и η = 4, решение сходится во всем диапазоне значений

концевых областей 0 < d ≤ ℓ для 0.6 < δ ≤ 1. При δ ≤ 0.6 возникают

зоны отсутствия решения, размер которых возрастает при уменьшении па-

раметра δ. Зависимости параметра сходимости решения ∆n от номера ите-

рации ni при внешней нагрузке σ0 = 25.5 МПа и (d/ℓ) = 0.1 приведены на

рис. 3.35. Итерационный процесс сходится для значений δ = 0.1; 0.5. Если

же δ = 0 (σcr = 0), то возникает неустойчивость численного решения, итера-

ционный процесс расходится (раскрытие трещины на краю концевой области

превышает критическое значение, u > ucr начиная с итерации ni = 10). При

увеличении внешней нагрузки до σ0 ≈ 31.8 МПа зоны расходимости реше-

ния наблюдаются во всем диапазоне значений параметра 0 ≤ δ ≤ 1. Матема-

тически это выражается в плохой обусловленности матрицы A (σ) в (2.86)

(ввиду того, что эффективные податливости связей (2.92) значительно воз-

растают при неизменном векторе правой части системы) и в возникновении
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неустойчивости решения для тех диапазонов концевых областей, для кото-

рых невозможно статическое равновесие при данной нагрузке. Для трещины

с концевой областью в однородной плоскости при линейном законе разу-

прочнения связей определение соответствующих критических параметров

предельного равновесия трещины сводится к решению задачи на собствен-

ные значения [243–245]. Для определения критических размеров концевой

области и величины предельной внешней нагрузки при обобщенном законе

деформирования связей вида (1.70) необходимо совместное решение систе-

мы (2.69) и уравнений, определяющих предельное равновесие трещины с

концевой областью.
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Рис. 3.35. Зависимость параметра сходимости от номера итерации, t = d/ℓ

Сравнительный анализ сходимости итерационного решения при ис-

пользовании кривых деформирования различной кривизны (рис. 3.36) по-

казывает, что при заданной внешней нагрузке меньшее число итераций до

достижения сходимости решения в зоне наибольших упругих напряжений

(d/ℓ = 0.1, см. рис. 3.29) соответствует выпуклой кривой деформирования

связей. При относительно малых внешних нагрузках наибольшее число ите-

раций требуется при использовании вогнутой кривой деформирования, а

результаты расчетов при использовании билинейной зависимости занимают
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промежуточное положение.
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Рис. 3.36. Зависимость параметра сходимо-
сти ∆n от номера итерации ni, различные фор-
мы кривых деформирования связей.
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Рис. 3.37. Зависимость числа итераций Nc до
достижения сходимости решения от длины
концевой области трещины, различные фор-
мы кривых деформирования связей, t = d/ℓ

Увеличение степени полинома для выпуклой кривой приводит к сниже-

нию числа итераций до достижения сходимости решения во всем допусти-

мом диапазоне внешних нагрузок и концевых областей. Для вогнутой кривой

деформирования связей наблюдается обратная зависимость – при увеличе-

нии степени полинома для вогнутой кривой скорость сходимости заметно

снижается соответственно с увеличением кривизны (см. рис. 1.14). Срав-

нительный анализ скорости сходимости для трех типов кривых показывает,

что наибольшая скорость сходимости наблюдается при использовании вы-

пуклой кривой, а использование вогнутой кривой деформирования требует

наибольшего числа итераций до достижения сходимости решения. В случае

использования вогнутой кривой деформирования связей и при возрастании

внешней нагрузки до величины σ0 ≈ 2.3σ0Y имеется бо̀льший диапазон кон-

цевых областей, при которых решение отсутствует (рис. 3.37).

“Cверхупрочнение” связей. Рассмотрим сходимость решения в случае

“сверхупрочнения” связей (увеличении жесткости связей) δ > η на приме-

ре зависимости (1.84). Отметим, что физически ситуация δ > η возможна,

например, при изменении свойств связей под воздействием внешних физи-
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Рис. 3.38. Зависимость модуля вектора усилий в связях на краю концевой области трещины
от длины концевой области, t = d/ℓ

ческих полей или в процессе восстановления работоспособности материала.

Фиксируем значение параметра билинейной зависимости η = ucr/um и будем

выбирать значения параметра δ следующим образом. Отношение жесткости

связей на начальном линейно-упругом участке деформирования kB и участке

сверхупрочнения kS определяется так:

ω =
kS

kB
, kS =

σcr − σm

ucr − um
, kB =

σm

um

Из этих выражений получаем связь между параметрами билинейной кривой

деформирования связей δ = ω (η − 1) + 1. Для значений ω = 2; 4 получаем

(при η = 4) значения δ = 7 и 13, соответственно. Анализ распределений

напряжений вдоль концевой области трещины выполнен для билинейной за-

висимости и значений параметра δ = 0, 4, 7, 13 (δ = η = 4 соответствует

деформированию связей в упругой области). Для сравнения выполнены так-

же расчеты для вогнутой кривой деформирования (1.83) при δ = 0, n = 3 и

δ = 0, n = 5.

Зависимости модуля вектора усилий на крайней связи (σ/σ0) при σ0 =

12.5 МПа, σm/σ0 = 4 (размер зоны неупругой деформации связей не изме-

няется при постоянной величине σm) от относительного размера концевой
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Рис. 3.39. Зависимость числа итераций от параметра δ билинейной кривой деформирования,
t = d/ℓ

области для указанных типов кривых приведены на рис. 3.38, на котором

видно существенное влияние параметров кривой деформирования на на-

пряженное состояние в концевой области трещины даже при относитель-

но невысокой внешней нагрузке (по сравнению с предельной для данного

случая нагрузкой возникновения нелинейных деформаций σ0Y ≈ 10.6 МПа).

При нагрузке σ0 = 12.5 МПа процесс сходимости является устойчивым, если

δ < 15, а при больших значениях этого параметра возникает неустойчивость

решения. При “свехупрочнении”, как и в случае кривых с разупрочнением,

при определенных размерах концевых областей и параметрах кривой де-

формирования возможно возникновение плохой обусловленности матрицы

в системе (2.86) (ввиду значительного уменьшения эффективной податли-

вости связей (2.92) для кривых с большим параметром δ) и возникновение,

ввиду этого, неустойчивости решения.

При возрастании внешней нагрузки диапазон значений параметра δ,

при которых решение сходится, сокращается. Например, зависимости чис-

ла итераций до достижения сходимости решения от величины параметра

δ при нескольких значениях параметра η для d/ℓ = 0.1 при σ0 = 25 МПa



171

приведены на 3.39. Число итераций достигает минимума (одна итерация)

при условии δ = η, что соответствует упругой деформации связей. Как при

0 ≤ δ < η, так и при δ ≥ η число итераций существенно зависит от ве-

личины σcr. При каждом значении параметра η расчеты выполнялись до

достижения предельного значения параметра δr, при котором решение еще

сходится для заданного размера концевой области. Радиус сходимости отно-

сительно параметра δr при заданном размере концевой области возрастает с

увеличением критического раскрытия трещины. При каждом значении пара-

метра разупрочнения δ число итераций до достижения сходимости решения

возрастает с увеличением внешней нагрузки. Расчеты показывают, что при

относительно высоких значениях внешней нагрузки скорость возрастания

числа итераций снижается. С другой стороны, при возрастании параметра η

(при фиксированном значении um это соответствует возрастанию ucr ) число

итераций, требуемое для достижения решения, уменьшается и стремиться

при η → ∞ к некоторому постоянному значению, зависящему от величины

внешней нагрузки.

3.2.2. Напряженное состояние в концевой области трещины со связями
с нелинейной диаграммой деформирования

Рассмотрим влияние нелинейной части кривой деформирования свя-

зей на напряженное состояние в концевой области прямолинейной трещи-

ны, на границе соединения материалов. Форма нелинейного участка кривой

деформирования связей зависит от типа и свойств связей в концевой обла-

сти трещины, а параметр um не является постоянным и может изменяться,

в частности, при росте трещины. Простейшей кривой такого рода является

билинейная зависимость (1.84). Если податливости упругих связей cx,y(x) из-

меняются вдоль концевой области трещины, то эффективная податливость

cb(x) также является переменной, что соответствует изменению закона де-
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формирования связей вдоль концевой области трещины.

Рассмотрим результаты расчета усилий в связях и раскрытия в конце-

вой области трещины при билинейной кривой деформирования для трещины

длины 2ℓ = 10−3м, упругих постоянных материалов и связей, использован-

ных в предыдущем разделе, um = 10−7м и δ = 0.5.
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Рис. 3.40. Модуль вектора усилий на краю концевой области трещины, t = d/ℓ, η = 2,
σ0 = 17.5МПа

Зависимость модуля вектора усилий на краю концевой области трещи-

ны от её относительного размера d/ℓ при внешней растягивающей нагрузке

σ0 = 17.5 МПа и η = 2 для различных значений относительной податливости

связей приведена на рис. 3.40. Наиболее значительное перераспределение

усилий при рассмотрении кривой деформирования связей с нелинейной вет-

вью происходит при размерах концевой области d/ℓ, близких к положению

максимума усилий в связях (см. рис. 3.29).

Раскрытие трещины на краю концевой области при нелинейном законе

деформирования связей имеет, как и в случае линейных связей, абсолют-

ный максимум, причем чем выше относительная податливость связей, тем

значительнее увеличение раскрытия трещины; соответствующие распреде-

ления раскрытия трещины при σ0 = 17.5 МПа аналогичны приведенным на
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рис. 3.30, но с бо̀льшей зоной возможных нелинейных деформаций связей.

Распределения нормальных и касательных усилий в связях при внешней

нагрузке σ0 = 17.5МПа , η = 2 и c0 = 0.1 приведены на рис. 3.41. Диапа-

зон размеров концевой области трещины, при котором возможна нелинейная

деформация связей в этом случае, 0.013 ≤ d/ℓ ≤ 0.75 (см. рис. 3.40). При воз-

растании размера концевой области трещины уровень упругих напряжений

в связях снижается и, соответственно, уменьшается часть концевой области

с нелинейной деформацией связей.
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Рис. 3.41. (a) - Нормальные и (b) - касательные усилия в связях, σ0 = 17.5 МПа, η = 2,
δ = 0.5, t = d/ℓ, s = x/ℓ

При заданных внешней нагрузке (σ0 = 17.5МПа ) и размере концевой

области трещины (d/ℓ = 0.1) размер зоны нелинейного деформирования

связей зависит от относительной податливости с0 линейного участка кривой

деформирования (см.рис. 3.42), т.к. при уменьшении параметра с0 упругие

напряжения в связях возрастают, что приводит к увеличению зоны нелиней-

ной деформации связей.

Изменение параметра η = ucr/um оказывает заметное влияние на распре-

деление усилий в зоне нелинейного деформирования связей (см. рис. 3.43a).

При ucr/um → ∞ распределение усилий в области, где u(x) > um, стремится к

однородному σ(x) → σm, т.к. сходимость итерационного процесса достига-

ется при малых по сравнению с ucr значениях раскрытия трещины (u ≪ ucr)
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Рис. 3.42. Нормальные усилия вдоль концевой области трещины, σ0 = 17.5 МПа, d/ℓ = 0.1,
η = 2, s = x/ℓ

в области значений u ∼ um и σ ∼ σm.
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Рис. 3.43. Нормальные усилия в связях, c0 = 0.1, s = x/ℓ, d/ℓ = 0.1: (a) - вариация параметра
η, σ0 = 17.5 МПа; (b) - вариация внешней нагрузки, η = 2

Возрастание внешней нагрузки при фиксированных параметрах конце-

вой области трещины и кривой деформирования связей приводит к увели-

чению зоны нелинейной деформации связей (см. рис. 3.43b).

На рис. 3.44 приведены результаты расчета напряжений в концевой

области трещины (d/ℓ = 0.1) при использовании всех типов рассмотренных

в разделе 1.3.3 кривых деформирования связей для σ0 = 20 МПа и ucr/um = 4.

Тип и параметры кривых деформирования связей, а также число итераций,
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за которое получено решение, приведены в таблице 3.2.
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Рис. 3.44. Модуль вектора усилий вдоль дли-
ны концевой области трещины, различные
типы кривых деформирования связей, s =
x/ℓ
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Рис. 3.45. Распределение относительной по-
датливости вдоль концевой области трещи-
ны, различные типы кривых деформирова-
ния связей, s = x/ℓ

Таблица 3.2. Кривые деформирования связей и сходимость решения

Номер кривой

на рис. 3.44

Тип кривой

деформирования

связей

Параметры кривой

деформирования

связей

Число итераций до

достижения

сходимости решения

1 вогнутая n = 3, δ = 0 28

2 билинейная n = 1, δ = 0 20

3 выпуклая n = 3, δ = 0 16

4 билинейная δ = 1 13

5 линейно-упругая 1

6 билинейная,

свехупрочнение

δ = 7 11

Наибольшее разупрочнение связей, приводящее к снижению напря-

жений, происходит при использовании вогнутой кривой деформирования

связей. Отметим, что при использовании кривых деформирования с пада-

ющей ветвью происходит заметное перераспределение напряжений вдоль

всей концевой области. Эффективные податливости связей, полученные при

достижении сходимости решения на последнем шаге итерационного про-

цесса и соответствующие распределениям усилий на рис. 3.44, приведены
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на рис. 3.45. Большим значениям податливостей соответствуют меньшие

значение усилий в связях, и, соответственно, большие перемещения, как и

предполагается при использовании модели квазилинейных связей.

3.3. Области конечного размера. Трещины со связями в
концевой области, на границе соединения материалов

Комплекс программ “МЕГРЭ“ (МЕтод ГРаничных Элементов), реа-

лизующий численное решение граничных интегральных уравнений задач

теории упругости, может быть использован для решения широкого круга на-

учных и прикладных задач с трещинами при механической нагрузке, а также

при стационарном и нестационарном тепловом нагружении, в плоской, осе-

симметричной и пространственной постановках.

В комплексе программ “МЕГРЭ“ возможно: 1) рассмотрение многосвязных

составных областей с границей сложной формы; 2) учет анизотропии мате-

риалов и различия физико-механических свойств материалов в подобластях

конструкции; 3) учет объемных сил (собственный вес; центробежная на-

грузка; сосредоточенные силы); 4) расчет стационарных и нестационарных

распределений температуры и температурных напряжений (несвязанная тер-

моупругость); 5) решение контактных задач; 6) учет условий циклической

симметрии; 7) решение задач с трещинами на границах соединения материа-

лов с учетом взаимодействия берегов трещин и автоматизированным опреде-

лением коэффициентов интенсивности напряжений. Разработан и включен в

программный комплекс также новый вариант алгоритма объединения мето-

дов конечных и граничных элементов. Конечно-элементная часть алгоритма

основана на базовом методе перемещений. Метод граничных элементов ис-

пользуется на этапе определения перемещений на границе и внутри тела в

узлах конечно-элементной сетки. Последующее вычисление напряжений на
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границе и внутри тела выполняется на основе конечно-элементного подхо-

да. Такой вариант объединения методов конечных и граничных элементов

демонстрирует высокую эффективность даже вытянутых областей, неблаго-

приятных для метода граничных элементов. Установлено, что эффективность

сочетания методов увеличивается при увеличении числа узлов конечно-эле-

ментной сетки [36]. Описание алгоритма и методики численного решения, а

также примеры использования программного комплекса для решения плос-

ких, осесимметричных и пространственных задач теплопроводности и тер-

моупругости, приведены в работах [33, 41, 42, 55, 62, 236, 237].

В данном разделе представлены решения ряда новых задач для трещин со

связями в концевой области, на границе соединения материалов, полученные

методом граничных интегральных уравнений, иллюстрирующие возможно-

сти алгоритма и программного обеспечения. Отметим, что решения задач

такого рода в литературе отсутствуют.

3.3.1. Дуговая трещина со связями в концевой области, на границе
соединения включения и матрицы

Развитие работ по механике многослойных конструкций [246–248] при-

водит к необходимости анализа процессов разрушения по неплоским грани-

цам соединения слоев различных материалов с трещинами сложной формы.

Криволинейные трещины возникают и на границах отверстий и включений,

где, ввиду высокой концентрации напряжений, образуются зоны пластично-

сти, полностью охватывающие контур отверстия [249].

Большая часть работ по механике разрушения кусочно-однородных тел

посвящена рассмотрению задач о прямолинейных трещинах на границе со-

единения материалов или задач о трещинах на границе цилиндрического

включения и матрицы. Задачи для одиночной трещины на границе соедине-

ния материалов в безграничной области при различных условиях нагружения

рассмотрены в работах [107, 250–253]. В указанных работах взаимодействие
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берегов трещины не рассматривалось, а соединение материалов вне тре-

щины полагалось идеальным. Задача о трещине на границе включения и

матрицы с учетом контактных зон вблизи вершины трещины, рассматри-

валась в работе [254]. В рамках подхода Эшелби неидеальное соединение

на границе включения и матрицы рассматривалось в [255]. Рассмотрение

неидеального соединения в рамках когезионной модели выполнено в [256]

(см. также цитированные там статьи). Анализ разупрочнения вдоль идеаль-

ного соединения между включением и матрицей рассмотрен в работе [257].

Модель соединения между включением и матрицей в виде линейно-упру-

гих пружин рассмотрена в [258], где полагается, что линейно-упругий слой

полностью окружает включение, и сингулярность напряжений на краю зо-

ны разупрочнения (в вершине трещины) не рассматривается. В отличии от

предыдущих работ, в [258] рассматривались области конечного размера с ис-

пользованием метода ГИУ. Для решения задач о криволинейных трещинах

произвольной формы на границе соединения материалов развиваются также

асимптотические методы [259–261].

Задачи о криволинейных трещинах со связями в концевой области,

на границе соединения материалов, с учетом сингулярности напряжений

в вершине трещины ранее не рассматривались.

В данном разделе, в качестве примера использования разработанного

алгоритма решения задач с криволинейными трещинами на границе соеди-

нения материалов методом ГИУ, рассмотрена задача о дуговой трещине со

связями в концевой области на границе включения и матрицы с учетом

сингулярности напряжений в вершине трещины. Приведены результаты ре-

шения задачи об одноосном растяжении пластины с круговым включением

(волокном). Полагается, что между включением и пластиной (матрицей) су-

ществует зона ослабленных адгезионных связей в форме дуги окружности,

которая рассматривается в рамках расчетной схемы метода ГИУ как тре-

щина, полностью или частично заполненная связями и расположенная сим-



179

Рис. 3.46. Пластина с дуговой трещиной на границе соединения матрицы и включения: учет
симметрии задачи и граничные условия, W/R = 10, φ = 300

метрично относительно направления приложения растягивающей нагрузки.

Ввиду симметрии задачи при численном решении методом ГИУ рассматри-

ваем половину квадратной пластины (W/R = 10, φ = 300) с трещиной, коэф-

фициент заполнения связями которой может изменяться, состояние плоской

деформации, вершина трещины находится в точке B. Граничные условия в

задаче аналогичны рассмотренным для составной пластины с трещиной (см.

раздел 2.4): вдоль линии I − I равняются нулю нормальные перемещения и

касательные усилия. Для исключения движения тела как жесткого целого в

точке P полагалось равным нулю перемещение в направлении оси OY (см.

рис.3.46). Распределение модуля вектора усилий в связях вдоль концевой об-

ласти трещины для различных коэффициентов заполнения дуговой трещины

связями ϑ/φ0 показаны на рис. 3.47, где ϑ угловая мера длины концевой обла-

сти трещины и 0 < ϑ ≤ φ0. Безразмерный угловой параметр φ/φ0 определяет

положение текущей точки вдоль концевой области дуговой трещины. Линия

симметрии конструкции I − I соответствует значению φ = 0 и угловой раз-

мер концевой области трещины отсчитывается от центра трещины (точка с
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координатами x = 0, y = R, см. рис. 3.46).
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Рис. 3.47. Распределения модуля вектора усилий в связях вдоль концевой области дуговой
трещины на границе соединения матрицы и включения, φ/φ0 - угловая координата вдоль
концевой области

При увеличении размера концевой области трещины распределение

усилий вдоль концевой области стремиться к однородному с небольшим

участком неоднородности вблизи вершины трещины. Модуль вектора уси-

лий достигает максимального значения на краю концевой области, причем

при ϑ/φ0 = 0.2 величина усилий на краю концевой области достигает наи-

большего возможного значения σ/σ0 ≈ 4.3 для всех размеров концевых

областей. Отметим, что аналогичная зависимость имеет место и для прямо-

линейной трещины в пластине.

Результаты вычисления модуля КИН для дуговой трещины, заполнен-

ной связями, по формулам (2.136), (2.137), (2.140) и (2.145) приведены

на рис.3.48 в зависимости от относительной жесткости связей. Нормиров-

ка результатов вычисления КИН выполнена значением K0 = σ0
√
πℓ, где

ℓ = R sinφ0. Отличие результатов, полученных по указанным выше форму-

лам, невелико, с небольшим нарастанием для относительно жестких связей.
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Результаты, полученные по формуле (2.140), близки к среднему значению,

полученному другими способами по формулам раздела 2.3.2. Ввиду этого,

формула (2.140) используется далее для вычисления модуля КИН для дуго-

вой трещины между включением и матрицей.
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Рис. 3.48. Дуговая трещина, заполненная связями. Сопоставление формул для вычисления
модуля КИН, κ0- относительная жесткость связей
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Рис. 3.49. Трещина на границе соединения
включения и матрицы: зависимости модуля
КИН от относительной жесткости связей
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Рис. 3.50. Трещина на границе соединения
включения и матрицы: зависимости модуля
КИН от коэффициента заполнения трещины

Зависимости модуля КИН от относительной жесткости связей для тре-

щины, заполненной связями, (ϑ/φ0 = 1) и полученные при различных зна-
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чениях модуля упругости включения, приведены на рис.3.49. Модуль КИН

вычислялся по формуле (2.140). Случай κ0 = 0 соответствует трещине с бере-

гами, свободными от нагрузки. При возрастании относительной жесткости

включения E1/E2 модуль КИН также увеличивается, и влияние жесткости

связей на величину модуля КИН проявляется сильнее. Значительное измене-

ние модуля КИН происходит при относительно мягких связях, а при увели-

чении жесткости связей происходит стабилизация экранирующего влияния

связей. Этот эффект более заметен в случае однородного тела или "мягко-

го"включения (E1/E2 < 1).

Зависимость модуля КИН от коэффициента заполнения трещины свя-

зями приведена на рис.3.50 для случая относительно жестких связей κ0 = 10.

Если коэффициент заполнения связями ϑ/φ0 ≈ 0.3, то экранирующее влияние

связей близко к насыщению, причем в случае однородного тела или мягкого

включения эффект наблюдается при меньшем заполнении трещины связями.

3.3.2. Взаимодействие трещин со связями в концевой области с
препятствиями и границами раздела сред

Задачи о взаимодействии трещин с препятствиями и границами раздела

сред возникают при исследовании торможения трещин и управления их дви-

жением [262, 263]. Задачи такого рода возникают как при разработке методов

предотвращения разрушения крупногабаритных (авиационных) конструкций

[101, 264], так и при отыскании путей повышения надежности изделий мик-

роэлектроники [265]. Для торможения трещин используют ребра жесткости,

специальные прослойки, разгружающие отверстия, ремонтные накладки и

заполнители трещины. В последнем случае между берегами трещины обра-

зуются связи, позволяющие снизить КИН в вершине трещины. Возможно

также торможение трещины специально созданными температурными поля-

ми [262], а также массивами микротрещин, расположенных вблизи вершины
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магистральной трещины [263].

В данном разделе представлены результаты параметрических расчетов

КИН для составных конструкций с трещинами при механическом и терми-

ческом нагружении, полученные методом ГИУ.

Выполнена серия расчетов для модели торможения трещины слоем ма-

териала с другими механическими свойствами, плоское напряженное состо-

яние, коэффициенты Пуассона материалов полагались одинаковыми, ν1 =

ν2 = 0.3. Расчетная модель пластины с краевой трещиной приведена на

рис. 3.51, однородная растягивающая нагрузка σ0 прикладывалась к верх-

нему краю пластины. Трещина рассматривается как свободная от связей,

так и заполненная связями. Закон деформации связей принимался в форме

(2.117) в предположении, что γ2 = 0 (жесткость связей в направлении вдоль

трещины равна нулю) и γ1 = 1. Относительная жесткость связей в направ-

лении растяжения κ определяется так (a - длина трещины, κ2 - жесткость в

касательном направлении):

κ = κ1

(E1

a

)−1

=
Eba
E1H

, κ1 =
Eb

H
, κ2 = 0

При выполнении расчетов полагалось, что модуль упругости связей в кон-

цевой области трещины Eb = E1, а изменение относительной жесткости свя-

зей осуществлялось (при заданной длине трещины) посредством изменения

параметра H (см. раздел 2.4).

Зависимости КИН в вершине трещины, заполненной связями, от отно-

сительной жесткости дополнительного слоя E2/E1 приведены на рис. 3.52a.

Увеличение жесткости слоя приводит к значительному снижению КИН, при

E2/E1 ∼ 10 экранирующий эффект слоя стабилизируется. Отметим также,

что с приближением вершины трещины с поверхности слоя его экранирую-

щий эффект усиливается. Влияние вклада связей в концевой области трещи-

ны (трещина заполнена связями) иллюстрирует рис. 3.52b, где представле-

ны зависимости КИН от относительной жесткости связей при E2/E1 = 10.
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Рис. 3.51. Пластина с краевой трещиной, подкрепленная слоем материала с другими механи-
ческими свойствами: учет симметрии задачи и граничные условия, w/a = 2, d/a = 3, a/L =
1

Заполнение трещины связями с относительной жесткостью κ = 1 приво-

дит к почти трехкратному снижению КИН. При дальнейшем увеличении

жесткости связей этот эффект стабилизируется. Таким образом, заполнение

трещины связями соответствующей жесткости приводит к существенному

повышению эффективности упрочнения.
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Рис. 3.52. КИН для краевой трещины в пластине, подкрепленной слоем, K0 = σ0
√
πa; (a) -

зависимость от относительной жесткости слоя, κ = 1; (b) - зависимость от относительной
жесткости связей, заполняющих трещину, E2/E1 = 10

Рассмотрим распределения нормальной составляющей усилий в связях

вдоль трещины, заполненной связями, при κ = 1, w/a = 1.25 в зависимости
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Рис. 3.53. Нормальные усилия в связях вдоль трещины, заполненной связями, влияние
жесткости подкрепляющего слоя, κ = 1, w/a = 1.25

от относительной жесткости подкрепляющего слоя (см. рис. 3.53). Форма

распределения усилий и их величина существенно зависят от относительной

жесткости слоя, в отличие от случая трещины, заполненной связями между

двумя полуплоскостями (см. рис. 3.22, кривая 3). При малой жесткости под-

крепляющего слоя усилия в связях вдоль трещины снижаются, уменьшается

вклад связей в экранирующий эффект и, соответственно, КИН в вершине

трещины возрастает.

a) b)
Рис. 3.54. (a) - Деформированное состояние расчетной области; (b) - эпюра нормальных
напряжений вдоль контура области

Деформированное состояние расчетной области (заштрихованная часть)
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при κ = 1 и E2/E1 = 10 приведено на рис. 3.54a, где видна значительная

деформация подобласти с трещиной. Эпюра нормальных напряжений вдоль

контура расчетной области представлена на рис. 3.54b; максимальные напря-

жения в подкрепляющем слое σyy/σ0 = 2.93 заметно превышают напряжения

в области с трещиной, где нормальные напряжения близки к номинальным,

σyy/σ0 ∼ 1.0, за исключением окрестности вблизи вершины трещины.

В качестве примера влияния нестационарных температурных полей на

КИН для трещины со связями в концевой области рассмотрена задача для

полосы шириной 2D и высотой 2H c двумя краевыми трещинами длины a

(H/D = 1,D/a = 2, состояние плоской деформации). Полагаем, что трещины

заполнены связями. В начальный момент времени (t = 0) пластина имеет по-

стоянную температуру T0 (начальное условие для решения температурной

задачи). Начиная с момента времени t > 0, боковые поверхности пласти-

ны x = ±D поддерживаются при температуре Тs, меньшей T0 (граничные

условия, соответствующие термическому удару). Ввиду симметрии задачи,

расчет тепловых полей и температурных напряжений выполнялся для 1/4

пластины. Расчетная область и граничные условия приведены на рис. 3.55.

Расчет выполнен при T0 − Ts = 300K, ν = 0.3 для трещины без связей и

трещины, заполненной связями. Как и в предыдущем примере, полагалось,

что касательная жесткость связей равна нулю и Eb = E. Нестационарное

температурное поле является причиной возникновения в пластине нормаль-

ных напряжений, раскрывающих трещину. Наличие связей между берегами

трещины сдерживает её раскрытие при термической нагрузке. Выполнено

параметрическое исследование влияния жесткости связей в концевой обла-

сти трещины на величину КИН.

На рис. 3.56 показана зависимость безразмерного термического КИН

KI/K0 от безразмерного времени τ (числа Фурье) для случая трещины без

связей и различных значений жесткости связей, заполняющих трещину. Па-

раметры для нормировки и представления результатов на рис. 3.56 следую-
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Рис. 3.55. Полоса с двумя краевыми трещинами: учет симметрии задачи, термические и
механические граничные условия, H/D = 1, D/a = 2

щие

K0 =
αE (T0 − Ts)

√
πa

1 − ν , κ =
Eba
H E

, τ =
tλc

D2

где α - коэффициент линейного расширения материала, E, ν - модуль упруго-

сти и коэффициент Пуассона материала полосы, λc - коэффициент теплопро-

водности материала, κ -относительная жесткость связей, t - время от начала

расчета. Наблюдается существенно нелинейный эффект влияния увели-

чения жесткости связей на термический КИН, значительное экранирование

связями наблюдается при относительно большой жесткости связей.

Распределения нормальных усилий в связях для нескольких моментов

времени вдоль концевой области трещины приведено на рис. 3.57. Усилия

вдоль концевой области трещины при нестационарной термической нагрузке

изменяются практически линейно, в отличие от механического нагружения,

когда для трещины, заполненной связями, усилия в связях почти постоян-

ны на большей части концевой области (см. рис. 3.22, кривая 3). Величина

усилий в связях уменьшается со временем при стремлении температурного

распределения к однородному. В рассмотренном примере в зоне трещины
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Рис. 3.56. Термический КИН - зависимость от безразмерного времени τ

возникали растягивающие напряжения, раскрывающие трещину, при охла-

ждении пластины. Создание сжимающих термических напряжений в зоне

трещины при локальном нагреве позволяет снизить или компенсировать рас-

крытие трещины, возникающее при растяжении.

3.3.3. Трещина со связями в концевой области, на границе
неидеального соединения материалов

В данном разделе приведены результаты анализа методом ГИУ напря-

женного состояния при наличии трещины и участков неидеального соедине-

ния материалов, расположенных за вершиной трещины (обобщенная зада-

ча для модели Прандтля [78]). Такие задачи возникают при моделировании

сдвиговой прочности композиционных материалов [266, 267] и анализе проч-

ности адгезионных соединений [268, 269]. При моделировании адгезионных

соединений используются две основные модели: a) рассматривается трещи-

на на границе соединения материалов с концевой областью (зоной процесса

разрушения), сравнимой с длиной трещины (модель, используемая в данной
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Рис. 3.57. Нормальные напряжения в связях вдоль концевой области трещины при нестаци-
онарном температурном нагружении

работе, см. также [18, 157, 196, 270]); b) полагается, что вся граница соеди-

нения областей является зоной процесса разрушения без трещины [268, 271]

или с трещиной [269, 272, 273]. В обоих случаях используется термин -неиде-

альное соединение- (weak interface/imperfect interface). Для задач последнего

типа получена также специальная формулировка метода граничных инте-

гральных уравнений для прямолинейной трещины на границе неидеального

соединения двух полуплоскостей [274].

Методика решения, используемая в данной работе (см. раздел 2.3), поз-

воляет рассматривать трещины произвольной формы в областях конечно-

го размера при наличии криволинейных участков неидеального соединения.

При выполнении вычислений полагалось, что модуль упругости связей в кон-

цевой области трещины и на участке соединения материалов без трещины

равен модулю упругости материала второй подобласти (Eb = E2). Изменение

относительной жесткости связей осуществлялось (при заданной длине тре-

щины) посредством изменения параметра H, см. (2.164)). Жесткость связей

в направлениях нормальном и касательном к участку неидеального соедине-
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ния материалов полагалась одинаковой. Число узлов при разбиении границы

каждой подобласти изменялось от 80 до 100, (на линии трещины выбиралось

по 40 узловых точек в каждой подобласти).

Задача об одноосном растяжении пластины с центральной прямолиней-

ной трещиной и неидеальном соединении материалов вне трещины рассмот-

рена в двух вариантах постановки: 1) трещина свободна от связей; 2) тре-

щина заполнена связями. При расчете приняты размеры модели - W/ℓ = 5,

где W - половина ширины составной пластины. Ввиду симметрии задачи

моделировалась только 1/2 часть пластины (см. рис. 2.3). Внешняя растя-

гивающая нагрузка σ0 = σ0y прикладывалась в направлении оси OY на

участке 0 ≤ x ≤ W, y = ±W. На линии симметрии I-I (см. рис. 2.3) полага-

лись равными нулю нормальная составляющая перемещений и касательная

составляющая усилий.
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Рис. 3.58. (a) - Раскрытие трещины и относительное смещение участка соединения подоб-
ластей, t = x/ℓ; (b) - деформированное состояние в зоне соединения подобластей

Трещина, свободная от связей, с условиями неидеального контакта

вдоль линии соединения подобластей. Раскрытие трещины, а также отно-

сительное смещение участка неидеального соединения подобластей, приве-

дены на рис. 3.58a (u0- раскрытие в центре трещины без связей, см. выра-

жение (2.165)). Деформированное состояние в зоне соединения подобластей
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(заштрихованная зона) при относительной жесткости связей κ0 = 0.5 (а) и

κ0 = 5 (б) показано на рис. 3.58b. На рис. 3.58 видно, что относительное

смещение подобластей при малой (κ0 = 0.5, 1.0) жесткости связей сопоста-

вимо с раскрытием трещины при идеальном соединении материалов, а при

увеличении жесткости связей относительное смещение подобластей мало.
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Рис. 3.59. Напряжения на участке неидеального соединения подобластей (a) - модуль вектора
напряжений; (b) - касательные напряжения, t = x/ℓ

На рис. 3.59ab показаны зависимости модуля вектора напряжений и

компоненты напряжений τxy вдоль линии соединения подобластей для раз-

личных значений жесткости связей на участке неидеального соединения

материалов. При увеличении жесткости связей распределении напряжений

стремится к соответствующему распределению при идеальном соединении

подобластей. Этот результат качественно согласуется с асимптотической

оценкой, полученной в работе [78]. При снижении жесткости связей рас-

пределение напряжений становится более однородным.

Величина напряжений на участке неидеального соединения подобла-

стей зависит от соотношения модулей упругости материалов, см. рис. 3.60,

причем при увеличении различия механических характеристик материалов

касательные напряжения увеличиваются, а нормальные - уменьшаются.

Трещина заполнена связями, а участок границы подобластей являет-

ся участком неидеального соединения материалов. Распределение напряже-
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Рис. 3.60. Напряжения на участке неидеального соединения подобластей: (a) - касательные;
(b) - нормальные, t = x/ℓ

ний σyy вдоль концевой области трещины и зоны соединения подобластей

представлено на рис. 3.61 для случая жесткости связей в концевой области

трещины, превышающей жесткость на участке соединения подобластей.
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Рис. 3.61. Нормальные напряжения на участке неидеального контакта между материалами;
трещина, заполненная связями, t = x/ℓ

Относительная жесткость связей на трещине линейно изменялась от

κ0=5 при x = 0 до величины, равной жесткости связей за вершиной трещи-

ны при x/ℓ=1. Распределение напряжений вдоль концевой области и участка

соединения подобластей является существенно неоднородным и имеет “про-

вал” вблизи вершины трещины, расположенной в точке x/ℓ = 1. Это связано

с тем, что жесткости связей на трещине и в зоне неидеального соединения
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сильно различаются.

Задача об одноосном растяжении пластины с круговым включени-

ем рассмотрена также в двух вариантах постановки при наличии свободной

от связей трещины между включением и матрицей: 1) между подобластями

вне трещины - идеальный контакт; 2) между подобластями вне трещины -

условия неидеального соединения. В последнем случае полагается, что меж-

ду включением и пластиной (матрицей) существует трещина, занимающая

часть дуги окружности, а также зона ослабленных адгезионных связей в

форме дуги окружности, которая рассматривается в рамках расчетной схе-

мы метода ГИУ как расположенная симметрично относительно направления

приложения растягивающей нагрузки зона неидеального соединения подоб-

ластей.

Рис. 3.62. Эпюры перемещений точек на границе подобластей вдоль оси ОY ((a) - включение;
(б) - матрица), идеальное соединение между включением и матрицей вне трещины

Рис. 3.63. Эпюры перемещений точек на границе подобластей вдоль оси ОY ((а) - включе-
ние; (б) - матрица), условие неидеального соединения между включением и матрицей вне
трещины

Ввиду симметрии задачи при численном решении методом ГИУ рас-

смотрена половина квадратной пластины (2W/R = 10, ϕ = 300), состояние



194

плоской деформации, с трещиной, вершина которой находится в точке B и

граничными условиями, аналогичными рассмотренным в разделе 3.3.1 (см.

рис. 3.46).

Рис. 3.64. Эпюры нормальных напряжений вдоль границы включения: (a) - идеальное со-
единение, (б) - неидеальное соединения между включением и матрицей
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Рис. 3.65. Раскрытие трещины и относительное смещение участка неидеального соединения
между включением и матрицей, u0 = 2σ0 R/E1

Эпюры перемещений вдоль оси OY точек на границах подобластей

для случаев идеального и неидеального соединений показаны на рис. 3.62

и 3.63, где наблюдаются характерные отличия в деформировании при раз-

личных условиях на стыках подобластей. Эпюры нормальных напряжений

по контуру включения приведены на рис. 3.64. При наличии неидеального

контакта между подобластями наблюдаются значительные зоны сжатия по

окружности включения.
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Рис. 3.66. Усилия на участке неидеального соединения включения и матрицы (a)- касатель-
ные; (b)- нормальные

Раскрытие трещины, а также относительное смещение участка неиде-

ального соединения включения и матрицы, приведены на рис. 3.65, где

ω = s/R, s - длина дуги между точками с координатами x = 0, y = −R и

x = 0, y = R (см. рис. 3.46). Минимальное смещение между подобластями

наблюдается при x = R, y = 0, при увеличении жесткости связей (κ = 5)

смещение участка неидеального соединения уменьшается и при большой

жесткости связей κ > 10 соединение можно рассматривать как идеальное.

Распределения нормальных и касательных усилий вдоль зоны неиде-

ального соединения подобластей приведены на рис. 3.66, где ω = s/R,

участок неидеального соединения - дуга s между точкой с координатами

x = 0, y = −R и точкой B (см. рис. 3.46). При увеличении жесткости связей

нормальные усилия возрастают, а вблизи точки x = R, y = 0 наблюдается

зона сжатия.

Жесткость участка неидеального соединения материалов изменяется со

временем под действием физических полей и агрессивных сред. Деграда-

ция связей может быть рассмотрена, исходя из термофлуктуационной моде-

ли кинетики связей, с учетом неоднородного распределения напряжений на

участке неидеального соединения материалов.
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Глава 4

Критерий формирования и роста трещин со
связями в концевой области, на границе

соединения материалов

При рассмотрении различных моделей зоны процесса разрушения при-

меняются силовые, энергетические и деформационные критерии разруше-

ния (как однопараметрические, так и двухпараметрические) [14, 95, 263,

275–277].

В данной работе для описания зоны процесса разрушения используется

модель трещины со связями в концевой области без наложения ограни-

чений на размер концевой области трещины. Зона процесса разрушения рас-

сматривается как часть трещины с приложением в этой части к поверхностям

трещины сил сцепления (усилий), сдерживающих ее раскрытие (см. главу 1).

При использовании такой модели трещины необходим обобщенный крите-

рий разрушения, позволяющий определять условия продвижения как края

концевой области трещины, так и вершины трещины.

В качестве первого условия такого критерия разрушения обычно ис-

пользуется силовое условие (1.3):

K∞ − Kb = KIc, (4.1)

где K∞ - КИН от действия внешних нагрузок, Kb - КИН, обусловленный на-

личием связей в концевой области трещины, зависящий от размера концевой

области трещины (см. главу 3), KIc - трещиностойкость материала, соответ-

ствующая механизму деформирования связей, находящихся в малой зоне

вблизи вершины трещины (например, трещиностойкость материала матри-

цы, которая, в общем случае, зависит от длины трещины).

В качестве второго условия роста трещины с концевой областью воз-

можен выбор условия критического раскрытия трещины на краю концевой
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области (или условия критической деформации) [14, 18, 95]:

u(σcr, L, d) = δcr, (4.2)

где σcr - критическая внешняя нагрузка, при которой начинается разрыв

связей на краю концевой области трещины, L и d - характерные линейные

размеры трещины и её концевой области, соответственно.

Другая возможность состоит, например, в использовании вместо (4.1)

условия достижения критических напряжений σth в вершине трещины:

σ (σm, L, d) = σth, (4.3)

где σm - критическая внешняя нагрузка, при которой начинается продвиже-

ние вершины трещины.

При использовании критерия В.В. Новожилова [278] под напряжением

в вершине трещины понимается среднее значение напряжения на некотором

характерном участке вблизи её вершины [22, 27, 28, 279, 280].

Заметим, что при применении в качестве критерия разрушения силовых

условий (4.1) или (4.3) и условия (4.2), работа по деформированию связей в

концевой области трещины, а также другие механизмы, связанные с потреб-

лением энергии при росте трещины с концевой областью, оказываются вне

рамок критерия разрушения.

Задачи для трещин с концевой областью рассматривались с исполь-

зованием энергетических методов в ряде работ. Баланс энергии при учете

пластических деформаций в вершине трещины рассмотрен в работе [281].

Применение энергетических методов для решения широкого круга задач ме-

ханики разрушения при наличии тонкой пластической зоны у края трещины

рассмотрено книге [263]. Интеграл Черепанова-Райса использован в рабо-

те [157] для определения предельного значения КИН для трещины, запол-

ненной связями, а в работе [17] - для оценки степени упрочнения связями

при малой концевой области трещины. Вариант энергетического критерия
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Гриффитса для анализа разрушения волокнистых композитов с учетом энер-

гетического вклада материала матрицы и волокон рассмотрен в [173, 282] в

предположении, что поток энергии в вершину трещины постоянен. Комби-

нированный подход, основанный на энергетическом и силовом условиях раз-

рушения используется в моделях конечной механики разрушения [283–285].

В данной работе для анализа предельного равновесия трещины с кон-

цевой областью на границе соединения материалов предлагается обобщен-

ный вариант критерия разрушения с энергетическим условием продвижения

вершины трещины, учитывающим работу по деформированию связей в кон-

цевой области трещины и изменение потока энергии в вершину трещины

при росте трещины и изменении размеров её концевой области. Это усло-

вие основано на равенстве скорости высвобождения энергии деформации в

вершине трещины и скорости потребления энергии деформации связями в

концевой области трещины. Для определения продвижения края концевой

области трещины используется кинематическое условие (4.2).

4.1. Нелокальный критерий квазистатического роста
трещин со связями в концевой области

Рассмотрим упругое тело с плоской трещиной площади S и концевой

областью площади S d, S d ⊂ S . На границе тела приложены внешние нагруз-

ки T e
i (s) и заданы перемещения точек s поверхности тела ue

i (s), где i=1, 2 или

i=1,2,3 в двумерном и пространственном случаях, соответственно. Положим,

что в концевой области S d, примыкающей к фронту трещины, поверхности

трещины взаимодействуют так, что это взаимодействие сдерживает раскры-

тие трещины. Для описания взаимодействия поверхностей трещины предпо-

ложим, что в концевой области S d между берегами трещины имеются связи,

закон деформирования которых, в общем случае нелинейный, задан. При

действии внешних нагрузок в связях, соединяющих берега трещины, возни-
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кают усилия Qi(s), а к поверхностям трещины приложены соответствующие

усилия (напряжения) противоположного знака.

Полагая, что раскрытие трещины ui(s) и усилия в связях Qi(s) известны,

а поверхность тела в концевой области трещины S d нагружена напряжения-

ми

T d
i (s) = −Qi(s), (4.4)

запишем выражение для полной энергии тела с нагрузками T e
i (s) на внешней

поверхности тела S e и нагрузками (4.4) в концевой области трещины:

F = Π + U + Σm (4.5)

Здесь U - потенциальная энергия деформации связей в концевой области

трещины, Π - полная потенциальная энергия упругого тела

Π = W − A, (4.6)

где W− потенциальная энергия деформации, A - работа внешних сил.

Последнее слагаемое в равенстве (4.5) учитывает вклад поверхностной

энергии материала матрицы и энергии деформации волокон, расположенных

у края трещины

Σm = GmS ; Gm = 2cmγm + 2с f Γ f , cm = 1 − c f (4.7)

где c f - удельная концентрация волокон в композите, γm - удельная поверх-

ностная энергия материала матрицы, Γ f - удельная энергия деформации во-

локон у края трещины (полагаем, что эта величина включает также удельную

работу при возможности вытягивания волокон из матрицы).

При отсутствии массовых сил

Π =

∫
V

w(εi j)dV −
∫
S e

T e
i (s)ue

i (s)dS −
∫
S d

{ T d
i (s)u+i (s) − T d

i (s)u−i (s) }dS , (4.8)

где w(εi j) - плотность энергии деформации упругого тела в объеме V , εi j

- компоненты тензора деформаций, ue
i (s) - перемещения точек на внешней
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поверхности тела S e, u+i (s), u−i (s)- перемещения поверхностей трещины в

концевой области S d.

Составляющие раскрытия трещины в концевой области определим так:

ud
i (s) = u+i (s) − u−i (s) (4.9)

Запишем выражение (4.8) с учетом соотношений (4.4) и (4.9)

Π =

∫
V

w(εi j)dV −
∫
S e

T e
i (s)ue

i (s)dS +
∫
S d

Qd
i (s)ud

i (s)dS (4.10)

Потенциальную энергию деформации связей в концевой области трещины в

равенстве (4.5) представим в виде

U =
∫
S d

Φ(ud)dS , (4.11)

где Φ(ud) - плотность потенциальной энергии деформации связей в концевой

области трещины. Энергетический критерий равновесия трещины при малом

приращении ее размера (площади, длины) получаем из выражений (4.5), (4.6)

δF = δ(Π + U + Σm) = 0, (4.12)

т.е. изменение потенциальной энергии системы определяется затратами на

образование новой поверхности трещины и деформирование связей в кон-

цевой области трещины.

Заметим, что определение приращения потенциальной энергии при из-

менении размера трещины согласно равенству (4.12) предполагает, в общем

случае, существование бесконечных напряжений в вершине (вдоль фрон-

та) трещины [133]. Энергетическое условие (4.12) совпадает по форме с

критерием Гриффитса и является при рассмотрении двухпараметрических

моделей разрушения только необходимым условием разрушения [155, 281].

Например, при рассмотрении модели трещины с линейно-упругими связя-

ми в концевой области это выражается в том, что невозможно определить
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критическую разрушающую нагрузку, исходя единственно из этого критерия

[29, 30]. В предельном случае трещины с малой концевой областью можно

показать, что условие (4.12) эквивалентно условию конечности напряжений

в вершине трещины [29].

Для анализа предельного равновесия трещины с концевой областью

необходимо использование дополнительного критического условия, в ка-

честве которого возможно рассмотрение условий критической деформации

связи, критической нагрузки на связь, критического раскрытия трещины.

Условия такого типа являются, по сути, силовыми или кинематическими

достаточными условиями разрушения.

Далее будем рассматривать условие критического раскрытия трещины

на краю концевой области как дополнительное достаточное условие раз-

рушения. Полагаем, что разрыв связей на краю концевой области (или в

некоторой точке на контуре концевой области в пространственном случае)

происходит при выполнении условия

u(s0) = δcr, (4.13)

где u(s0)- раскрытие трещины на краю концевой области, δcr - предельная

длина связи.

Уравнения (4.12), (4.13) представляют собой критерий разрушения для

трещины с концевой областью. Совместное решение этих уравнений позво-

ляет при заданных размерах трещины и характеристиках связей определить

два основных параметра - критическую внешнюю нагрузку и размер конце-

вой области в состоянии предельного равновесия трещины.

4.1.1. Трещина на границе соединения материалов. Критерий
разрушения

Рассмотрим применение критерия разрушения (4.12), (4.13) для двумер-

ной задачи об одноосном растяжении плоскости с прямолинейной трещиной
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со связями в концевой области. Трещина расположена перпендикулярно на-

правлению приложения нагрузки на прямолинейной границе соединения по-

луплоскостей из различных материалов.

В двумерной задаче выражение (4.12) для одиночной прямолинейной

трещины, расположенной на участке |x| ≤ ℓ, y = 0, с концевыми областями

размера d1 = d2 = d (рис. 2.1), запишется так [29, 30]:

∂F
∂ℓ
=
∂Π

∂ℓ
+
∂U
∂ℓ
+Gm = 0, (4.14)

где Gm - трещиностойкость материала матрицы, см. (4.7).

Выражение (4.14) можно представить в такой форме:

−∂Π
∂ℓ
=
∂U
b∂ℓ
+Gm (4.15)

Введем обозначения

Gtip(d, ℓ) = −∂Π
∂ℓ

, Gbond(d, ℓ) =
∂U
b∂ℓ
+Gm, (4.16)

где Gtip(d, ℓ)– скорость высвобождения энергии деформации (поток энергии

в вершину трещины [133]), Gbond(d, ℓ)- скорость потребления энергии дефор-

мации связями в концевой области трещины, b- толщина тела.

Выражение для скорости высвобождения энергии деформации для тре-

щины, расположенной на границе разных материалов, остается справедли-

вым и при наличии связей в концевой области трещины, так как влияние

связей выражается в приложении нагрузок T d
i (s) к берегам трещины в ее

концевой области. Таким образом, независимо от формы закона деформи-

рования связей, скорость высвобождения энергии деформации определяется

выражением [108]:

Gtip(d, ℓ) =
(
k1 + 1
µ1
+

k2 + 1
µ2

)
K2

I + K2
II

16ch2(πβ)
, β =

ℓnα
2π

, α =
µ2k1 + µ1

µ1k2 + µ2
, (4.17)

где k1,2=3-4ν1,2 для плоской деформации или k1,2=(3-ν1,2)/(1+ν1,2) для плос-

кого напряженного состояния, ν1,2 и µ1,2- коэффициенты Пуассона и модули
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сдвига материалов подобластей 1 (y>0) и 2 (y<0) (см. рис. 2.1). КИН KI и

KII определяются с учетом КИН от нагрузок на внешней поверхности тела

(Ki,∞) и КИН от нагрузок в концевой области трещины (Ki,b) [29, 30]

Ki = Ki,∞ − Ki,b, i = I, II (4.18)

Потенциальную энергию деформации связей в концевой области трещины

определяем согласно соотношению (4.10):

U = b

ℓ∫
ℓ−d

Φ(u)dx, Φ(u) =

u(x)∫
0

σ(u)du, u(x) =
√

u2
x + u2

y, σ(u) =
√

q2
x + q2

y,

(4.19)

где Φ(u)- плотность потенциальной энергии деформации связей в концевой

области трещины, ux,y(x)- компоненты раскрытия трещины в концевой обла-

сти, σ(u)- модуль вектора усилий в связях, определяемый законом деформи-

рования связей, qy,x(u) - нормальная и касательная составляющие усилий в

связях.

Подставляя выражения (4.19) во второе равенство (4.16), получаем:

Gbond(d, ℓ) =
∂U
b∂ℓ
+Gm =

∂

∂ℓ

ℓ∫
ℓ−d


u(x)∫
0

σ(u)du

dx +Gm (4.20)

Дифференцирование по верхнему и нижнему пределам интегрирования в

выражении (4.20) для скорости потребления энергии деформации связями

соответствует предположению об изменении размера концевой области тре-

щины в результате разрыва связей на краю концевой области (при x0 = ℓ−d) и

одновременном продвижении вершины трещины. В таком случае возможно

выполнение условия автономности концевой области трещины.

Выполняя дифференцирование по верхнему и нижнему пределам в ра-

венстве (4.20), получим:

Gbond(d, ℓ) =

ℓ∫
ℓ−d

(
∂ u(x)
∂ ℓ

σ(u)
)

dx +Gm + Gc − Gb, (4.21)
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где введены обозначения

Gc =

u(ℓ)∫
0

σ(u)du, Gb =

u(ℓ−d)∫
0

σ(u)du (4.22)

и в состоянии предельного равновесия трещины u(ℓ − d) = δcr (согласно

условию (4.13)).

Выбор модели трещины с ненулевым раскрытием в ее вершине u(ℓ) ,

0 предполагает, что концевая область состоит из двух частей, d и dc, на

каждой из которых закон деформирования связей может быть различным,

а параметр дифференцирования (ℓ) не является полной длиной трещины.

При выборе такой модели концевой области трещины первый интеграл в

(4.22) представляет собой плотность энергии деформации связей на участке

dc концевой области трещины. В рассматриваемой здесь модели трещины

полагаем, что dc ≪ d, толщина H промежуточного слоя между областями

из различных материалов(адгезионного слоя) мала по сравнению с длиной

трещины (H/ℓ → 0) и u(ℓ) = 0. Тогда Gc = 0 и выражение (4.21) с учетом

соотношений (2.1), определяющими связь между раскрытием трещины и

усилиями в связях, и можно записать так:

Gbond(d, ℓ) =

ℓ∫
ℓ−d

(
∂ uy(x)
∂ ℓ

qy(u) +
∂ ux(x)
∂ ℓ

qx(u)
)

dx −Gb +Gm (4.23)

Величина Gb представляет собой плотность энергии деформации, выделяю-

щейся при разрыве связей на краю концевой области (x = ℓ − d).

Два типа соединений материалов будут рассматриваться далее при ис-

пользовании критерия (4.12), (4.13):

а) композиционные материалы с подкрепляющими волокнами или ча-

стицами;

б) адгезионные соединения материалов.
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Параметр Gm в этих случаях определяется так (см. выражение (4.7)):

Gm =

 2cmγm + 2с f Γ f (а)

ηGb (б),
(4.24)

где для случая б) параметр η ≥ 0 представляет собой относительную трещи-

ностойкость соединения материалов на продолжении трещины.

Для однородного материала или адгезионного слоя, соединяющего раз-

ные материалы, полагаем, что законы деформирования связей в концевой

области трещины и на ее продолжении одинаковы (η = 1), т.е.

Gm = Gb =

δcr∫
0

σ(u)du (4.25)

и выражение (4.23) принимает вид:

Gbond(d, ℓ) =

ℓ∫
ℓ−d

(
∂ uy(x)
∂ ℓ

qy(u) +
∂ ux(x)
∂ ℓ

qx(u)
)

dx (4.26)

Случай η > 1 соответствует наличию дополнительных механизмов подкреп-

ления в адгезионном слое за вершиной трещины, а случай 0 ≤ η < 1 со-

ответствует “слабому” интерфейсу , причем η = 0 соответствует случаю

“идеально слабого” интерфейса.

При рассмотрении композиционного материала с матрицей, обладаю-

щей малой трещиностойкостью (сопротивление разрушению определяется

только связями в концевой области), полагаем, что Gb ≫ Gm и η = 0. Для

этого частного случая ниже будет показано, что Gbond(d, ℓ)→ 0, Gtip(d, ℓ)→ 0

при (d/ℓ)→ 0 и выражение (4.15) переходит условие конечности напряжений

в вершине трещины в когезионной модели.

Состоянию предельного равновесия вершины трещины и края концевой

области трещины соответствует выполнение необходимого

Gtip(d, ℓ) = Gbond(d, ℓ) (4.27)
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и достаточного условий (x0 = ℓ − d)

u(x0) = [u2
x(x0) + u2

y(x0)]1/2 = δcr (4.28)

Параметр δcr определяется свойствами связей в концевой области трещины,

а также может зависеть от масштаба трещины (например, при изменении

типа связей с ростом трещины).

Из совместного решения уравнений (4.27) и (4.28) можно определить

размер концевой области dcr и критическое внешнее напряжение σcr в со-

стоянии предельного равновесия трещины. Скорость потребления энергии

деформации Gbond(dcr, ℓ), полученная из совместного решения этих уравне-

ний, является энергетической характеристикой сопротивления адгезионному

разрушению, Gcr = Gbond(dcr, ℓ), причем величина Gcr не остается постоянной

при изменении длины трещины. После определения критического внешнего

напряжения могут быть также определены критический КИН и поток энер-

гии в вершину трещины, обусловленные внешней нагрузкой σcr.

4.1.2. Режимы квазистатического роста трещин

При монотонном нагружении тела, для заданных начальных размеров

трещины и ее концевой области, можно выделить следующие режимы рав-

новесия и квазистатического роста трещины [31]:

1. Продвижение вершины трещины с одновременным возрастанием

длины концевой области трещины без разрыва связей происходит при вы-

полнении условий

Gtip(d, ℓ) ≥ Gbond(d, ℓ), u(ℓ − d) < δcr (4.29)

2. Разрыв связей на краю концевой области трещины без продвижения

вершины трещины происходит при выполнении условий

Gtip(d, ℓ) < Gbond(d, ℓ), u(ℓ − d) ≥ δcr (4.30)
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Размер концевой области трещины в этом случае сокращается, стремясь к

предельному значению для данного уровня нагрузки.

Указанные два этапа роста трещины можно рассматривать как процессы

приспособляемости трещины к заданному уровню внешних нагрузок (до-

критический рост трещины).

3. Продвижение вершины трещины с одновременным разрывом свя-

зей на краю концевой области происходит при одновременном выполнении

условий ( знаки равенства соответствуют квазистатическому росту трещины)

Gtip(d, ℓ) ≥ Gbond(d, ℓ), u(ℓ − d) ≥ δcr (4.31)

В рамках рассматриваемой модели положение концевой области и вершины

трещины не меняется при одновременном выполнении второго из условий

(4.29) и первого условия (4.30).

Таким образом, величина внешней нагрузки и параметры связей опреде-

ляют характер разрушения: продвижение вершины трещины с ростом конце-

вой области; сокращение размера концевой области без продвижения верши-

ны трещины; продвижение вершины трещины с одновременным разрывом

связей на краю концевой области.

Заметим, что при рассмотрении адгезионного слоя с линейно-упругими

связями [29, 30] выполнение условия (4.27) зависит только от относительных

геометрических характеристик концевой области и трещины. Критическое

значение размера концевой области, полученное из этого условия, может

быть отнесено к трещине любой длины. Определение фактического размера

трещины, соответствующего состоянию предельного равновесия, происхо-

дит при учете достаточного условия (4.28). Этот факт является очевидным

подтверждением необходимости использования двухпараметрического кри-

терия для полного описания предельного равновесия трещины с концевой

областью.

Для анализа предельного равновесия трещин с использованием соот-
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ношений (4.27)-(4.28) требуются распределения напряжений и смещений в

концевой области трещины, методы определения которых рассмотрены в

главе 2. Если напряжения в связях не зависят от раскрытия трещины и яв-

ляются постоянными, то могут быть получены аналитические выражения

для раскрытия трещины в концевой области [13, 15]. В разделе 4.2 для

этого частного случая (трещины, расположенной в однородной плоскости с

постоянными напряжениями в связях) получены аналитические выражения

для энергетических характеристик трещины и рассмотрена методология ис-

пользования нелокального критерия разрушения для анализа формирования

и роста трещин.

4.1.3. Трещина с малой концевой областью. Эквивалентность
критериев разрушения

Рассмотрим трещину на границе соединения материалов в предположе-

нии малости размера ее концевой области по сравнению с длиной трещины,

d ≪ ℓ. Положим также, без потери общности, что закон деформирования

связей в концевой области трещины имеет вид

σ(u) = ku + q0

где k - жесткость связей в концевой области трещины (одинаковая для нор-

мального и касательного направлений), u - раскрытие трещины в концевой

области и q0 - напряжения в связях при u = 0 (в вершине трещины).

Раскрытие трещины вблизи вершины при малом размере концевой об-

ласти имеет вид [18]

u(x) = C(x2 − ℓ2)1/2,

где C постоянная, зависящая от механических свойств материалов и связей.

Рассмотрим энергетические характеристики трещины в состоянии пре-

дельного равновесия при малом размере концевой области. Запишем выра-
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жение (4.21) с учетом (4.22)

Gbond(d, ℓ) =

ℓ∫
ℓ−d

(
∂ u(x)
∂ ℓ

σ(u)
)

dx −
u(ℓ−d)∫

0

σ(u)du +Gm (4.32)

Первое слагаемое в правой части выражения (4.32) вычислим с учетом того,

что ∂u/∂ℓ = Cℓ(ℓ2 − x2)−1/2. Получим (d ≪ ℓ)

ℓ∫
ℓ−d

(
∂ u(x)
∂ ℓ

σ(u)
)

dx = ℓkC2

d∫
0

tdt + ℓq0C

d∫
0

(2ℓt)−1/2dt = C2kℓd +Cq0(2ℓd)1/2

(4.33)

Второй интеграл в правой части выражения (4.32) (4.32) равен (d ≪ ℓ)

u(ℓ−d)∫
0

(ku + q0)du =
ku2(ℓ − d)

2
+ q0u(ℓ − d) = C2kℓd +Cq0(2ℓd)1/2 (4.34)

В итоге, получаем выражение для скорости потребления энергии связями в

случае малой концевой области:

Gbond(d, ℓ) = Gm (4.35)

С другой стороны, исходя из выражения (4.23), можно записать:

Gbond(dcr, ℓ) =

ℓ∫
ℓ−d

(
∂ uy(x)
∂ ℓ

qy(u) +
∂ ux(x)
∂ ℓ

qx(u)
)

dx +Gm −Gb, Gb =

δcr∫
0

σ(u)du

(4.36)

Из выражений (4.35) и (4.36) следует:

ℓ∫
ℓ−dcr

(
∂ uy(x)
∂ ℓ

qy(u) +
∂ ux(x)
∂ ℓ

qx(u)
)

dx =

δcr∫
0

σ(u)du (4.37)

Таким образом, в случае малой концевой области трещины приращение энер-

гии деформации связей в состоянии предельного равновесия (левая часть

уравнения (4.37)) равно плотности энергии деформации, высвобождающей-

ся при разрыве связей на краю концевой области(правая часть уравнения
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(4.37)). При выполнении равенства (4.37) возможно соблюдение условия ав-

тономности концевой области трещины.

Первое уравнение нелокального критерия разрушения (4.27) для случая

трещины на границе соединения материалов можно записать, принимая во

внимание выражения (4.17) и (4.35):

Gtip(dcr, ℓ) =
(
κ1 + 1
µ1
+
κ2 + 1
µ2

)
K2

I + K2
II

16 ch2(πβ)
= Gm (4.38)

Из этого уравнения получим силовое условие разрушения для модуля КИН

K, аналогичное (4.1):

K =
√

K2
I + K2

II =
√

EiGm, (4.39)

где Ei зависит от механических свойств материалов, см. (4.38).

Модуль КИН K в (4.39) будет равен нулю для материалов с малой

трещиностойкостью, (Gm = ηGb, η = 0). Из последнего выражения следует

также условие конечности напряжений в вершине трещины. Таким образом,

условие, которое является исходным допущением в моделях когезионного

типа [11, 13, 15], является следствием энергетического условия при малом

размере концевой области и пренебрежении собственной трещиностойко-

стью материала.

4.2. Нелокальный критерий разрушения. Трещина с
постоянными напряжениями в связях. Аналитическое
исследование

Применение нелокального критерия разрушения (4.27)-(4.28) рассмот-

рим на примере задачи об одноосном растяжении однородной плоскости с

прямолинейной трещиной длины 2ℓ (см. рис. 2.1, при µ1 = µ2 = µ0, ν1 = ν2 =

ν0). На удаленной внешней границе приложено растягивающее напряжение

σy = σ0, а напряжения в связях qy(x) = P0 в концевой области трещины
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не зависят от раскрытия трещины и постоянны вдоль концевой области.

Касательные нагрузки на поверхности трещины отсутствуют.

Скорость высвобождения энергии деформации (4.17) для однородного

тела определяется так (плоское напряженное состояние) [133]:

Gtip(d, ℓ) =
K2

E
; K = K∞ − Kb = σ0

√
πℓ

1 − 2
πσ0

1∫
1−d/ℓ

qy(t)√
1 − t2

dt

 (4.40)

При постоянных напряжениях в связях P0 получаем:

K = σ0
√
πℓ(1 − Z0 arccos(1 − t)), Z0 =

2P0

πσ0
, t =

d
ℓ
, (4.41)

и выражение (4.40) имеет вид:

Gtip(d, ℓ) = G f (1 − Z0 arccos (1 − t))2 , G f =
σ2

0πℓ

E
, (4.42)

где G f - скорость высвобождения энергии деформации при отсутствии связей

между берегами трещины.

Выражение для скорости потребления энергии деформации связями ис-

пользуем в форме (4.20):

Gbond(d, ℓ) = 2P0

 ∂∂ℓ
ℓ∫

ℓ−d

u(x)dx

 +Gm, (4.43)

где u(x) - перемещение верхнего берега трещины, определяемое выражением

(П.49), Gm- параметр, определяемый выражением (4.24); в случае адгезион-

ного слоя с постоянными усилиями в связях (см. соотношение (4.25))

Gm = Gb = P0δcr (4.44)

Вычисляя интеграл и производную в правой части равенства (4.43), получим

(вычисления приведены в Приложении)

Gbond(d, ℓ) = 2G fφ(t) +Gm, t =
d
ℓ
, (4.45)



212

где

ϕ(t) = Z0 {A(t) − B(t) − Z0 [A(t) [A(t) − 2B(t)] − 2C(t)]}

A(t) = arccos(1 − t), B(t) =
√

2t − t2, C(t) = (1 − t) ln(1 − t)
(4.46)

Приравнивая выражения Gtip(d, ℓ) (4.42) и Gbond(d, ℓ) (4.45) и полагая в (4.45)

Gm = ηGb = ηP0δcr , получаем уравнение, соответствующее условию (4.27),

2Z0

{
[2A(t) − B(t)] − Z0

[
3
2

A2(t) − 2A(t)B(t) − 2C(t)
]}
+ 2ηR0Z2

0 − 1 = 0 (4.47)

Уравнение, соответствующее условию (4.28), получаем, исходя из выраже-

ния (П.52), при x = ℓ − d

B(t)
Z0
− [A(t)B(t) +C(t)] = R0 (4.48)

В уравнениях (4.47), (4.48) использованы следующие обозначения:

R0 =
d0

ℓ
, d0 =

πEδcr

8P0
, η =

Gm

Gb
, Gb = P0δcr (4.49)

Система нелинейных алгебраических уравнений (4.47), (4.48) соответствует

условиям предельного равновесия трещины с концевой областью (4.27)-(4.28)

и содержит две неизвестных величины:

Z0 =
2P
πσcr

, t =
dcr

ℓ
.

Уравнение для определения критического размера концевой области в

состоянии предельного равновесия получаем, подставляя выражение (4.48)

в (4.47):

[R0 + A(t)B(t) +C(t)] [3A(t)B(t) −C(t) − R0]−
−B2(t)

[
3A2(t) − 2A(t)B(t) − 2C(t)

]
+ 2 (η − 1) B2(t)R0 = 0

(4.50)

Критическое внешнее напряжение σcr определяется исходя из выражения

(4.48)
σcr

P0
=

2
π

[
R0 + A(t)B(t) +C(t)

B(t)

]
(4.51)
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для значений параметра tcr = dcr/ℓ, являющихся решением уравнения (4.50).

Отметим, что уравнение (4.51) можно также рассматривать для про-

извольных значений 0 < t = d/ℓ ≤ 1, независимо от выражения (4.48). В

этом случае уравнение (4.51) определяет напряжение разрыва связи на краю

концевой области σ0 = σU .

Решение системы уравнений (4.47) и (4.48) (или (4.50) и (4.51) ) полно-

стью определяется параметрами R0 и η и позволяет получить зависимости

величин σcr и dcr от длины трещины при квазистатическом росте трещины.

При отсутствии решения системы уравнений (4.47), (4.48) возможна реали-

зация одного из режимов разрушения, описанных в конце раздела 4.1.2.

Рассмотрим пример, иллюстрирующий применение нелокального кри-

терия разрушения (4.27)-(4.28) для расчета критического размера концевой

области трещины и критической внешней нагрузки в состоянии предельного

равновесия трещины с концевой областью.

В случае постоянных напряжений в концевой области трещины кривая

деформирования связей определяется только двумя параметрами, значения

которых для данного расчета приняты следующие: а) критическое раскрытие

трещины на краю концевой области δcr = 0.15 · 10−3 м; нормальные усилия

в связях P0 = 5 · 10−3E (E = 25 ГПа - модуль упругости материала). Для

этих характеристик деформирования связей параметр d0 определяется как

d0 ≈ 0.012 м (см. выражение (4.49)).

Положим также, что длина трещины выбрана как ℓ = 0.648d0 (т.е. R0 =

1.543), а связи между берегами трещины соответствуют адгезионному слою

(η = 1), см. (4.49).

Решение системы уравнений (4.47) и (4.48) при указанных выше параметрах

связей в концевой области трещины дает для состояния предельного равно-

весия относительный размер концевой области трещины tcr = dcr/ℓ = 0.284

и критическую внешнюю нагрузку σcr = 1.682P0 для полученного значения
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Рис. 4.1. Расчет параметров нелокального критерия разрушения, t = d/ℓ. a): Скорость вы-
свобождения энергии деформации и скорость потребления энергии связями, tcr = dcr/ℓ -
длина концевой области в состоянии предельного равновесия b): Раскрытие трещины на
краю концевой области, условия критического раскрытия выполняется в точке 1; точка 2 -
недопустимый корень, t2 = 0.817.
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tcr.

Наглядное представление о решении системы уравнений (4.47) и (4.48)

можно получить из анализа рис. 4.1аb. Безразмерные энергетические ха-

рактеристики концевой области трещины (скорость высвобождения энергии

деформации Gtip/Gb и скорость потребления энергии связями Gbond/Gb, где

величина Gb определяется выражением (4.44)) в зависимости от относи-

тельной длины концевой области трещины t = d/ℓ приведены на рис. 4.1a.

Зависимость безразмерного раскрытия трещины на краю концевой области

u0 = 2u(1 − t)/δcr при η = 1 приведена на рис. 4.1b (функция u(1 − t), t = d/ℓ

определяется выражением (П.52), см. Приложение). Функции, представлен-

ные на рис. 4.1ab, вычислены для значения внешней нагрузки равной кри-

тической σ0 = σcr = 1.682P0.

Из результатов, приведенных на рис. 4.1b, следует, что в точках 1 и 2

выполняется условие u0 = 1, что соответствует выполнению соотношения

(4.28), но предельному равновесию трещины соответствуют только точки

вида 1 на рис. 4.1аb, так как в этом случае выполняются оба условия (4.27)

и (4.28).

Таким образом, общие точки пересечения вида 1 на графиках рис. 4.1аb

соответствуют решению системы уравнений (4.27) и (4.28) и определяют

относительный размер концевой области трещины tcr = dcr/ℓ = 0.284 (нор-

мировка величиной d0 дает dcr/d0 = 0.184). Критическая внешняя нагрузка

(напряжение) определяется из уравнения (4.51) – σcr = 1.682P0. Это зна-

чение критических напряжений соответствует точкам M и m1 на кривых

докритического роста трещины, см. далее рис. 4.3a и рис. 4.7a.

Зависимости, аналогичные приведенным на рис. 4.1аb, иллюстрирую-

щие решение системы уравнений (4.47) и (4.48) для той же длины трещины,

но при η = 0 ("слабый слой"), показаны на рис.4.2аb. При η = 0, ввиду

отсутствия вклада в трещиностойкость малой области в вершине трещины,

размер концевой области в состоянии предельного равновесия значительно
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Рис. 4.2. Расчет параметров нелокального критерия разрушения, t = d/ℓ. a): Скорость вы-
свобождения энергии деформации и скорость потребления энергии связями, tcr = dcr/ℓ -
длина концевой области в состоянии предельного равновесия b): Раскрытие трещины на
краю концевой области трещины, условия критического раскрытия выполняется в точке 1;
точка 2 - недопустимый корень, t2 = 0.395.

больше, чем при η = 1, а процесс квазистатического роста трещины начина-

ется при несколько меньшей внешней нагрузке σcr = 1.577P0.

4.2.1. Докритический рост трещины. Начальный разрез, свободный от
связей

Рассмотрим развитие трещины и формирование её концевых областей,

полагая, что имеется свободный от связей начальный разрез-трещина длины

2ℓ0. При монотонном возрастании нагрузки σ0 выполняются условия (4.29)

и вблизи вершин трещины формируются две концевые области размера d

каждая. Тогда

t =
d

ℓ0 + d
(4.52)

При каждом значении размера концевой области d и внешней нагрузки σ0

выполняется условие (4.27), а раскрытие трещины на краю концевой области

не превышает критического значения (см. условие (4.29), докритический

рост трещины).

Зависимость величины внешней нагрузки σ0 = σG от размера концевой

области трещины получаем из условия (4.47), рассматривая его как уравне-
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ние относительно параметра Z0:

Z2
0

[
3
2

A2(t) − 2A(t)B(t) − 2C(t) − ηR0

]
− Z0 [2A(t) − B(t)] +

1
2
= 0 (4.53)

Из уравнения (4.53), используя определение (4.41) параметра Z0, получаем:

σG

P0
=

2
πZ0(t, η,R0)

=
2
π

[
2A(t) − B(t) +

√
A2(t) + B2(t) + 4C(t) + 2ηR0

]
, (4.54)

где Z0(t, η,R0) - меньший корень уравнения (4.53), удовлетворяющий усло-

вию (4.27), а параметр t определяется формулой (4.52).

При увеличении внешней нагрузки согласно уравнению (4.54) проис-

ходит докритический рост трещины, размер концевой области трещины воз-

растает и достигает критического значения при выполнении условия (4.28).

Для сохранения режима квазистатического роста трещины далее необходимо

уменьшать внешнюю нагрузку так, чтобы выполнялись условия (4.31).

Кривые докритического роста трещины из начального разреза, (зависи-

мости напряжений, определяемых выражением (4.54) от длины трещины для

значений параметров η = 0 и η = 1) и их огибающие, соответствующие со-

стоянию предельного равновесия, приведены на рис.4.3ab, где используются

следующие обозначения:

λ =
ℓ

d0
, ℓ = ℓ0, j + d

где λ - относительная длина трещины, ℓ -длина трещины при докритическом

росте, ℓ0, j - размер начального разреза без связей, d - приращение длины

трещины (сформированная концевая область), j = 1, ..4, 5 - номер начального

разреза.

Каждая из кривых докритического роста трещины начинается из точки

λ ≡ λ j =
ℓ0, j

d0
, σG = 0

и заканчивается на кривой предельного равновесия при

λ ≡ λcr, j =
ℓ0, j + dcr, j

d0
, σG = σcr,
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Рис. 4.3. Кривые докритического роста трещины из начального разреза без связей, λ j -
начальная относительная длина разреза, λ = ℓ/d0

где dcr, j - критическая длина концевой области трещины (полное прираще-

ние начального разреза). Например, кривая 2 на рис. 4.3b, определяемая

уравнением (4.54), соответствует изменению внешней нагрузки от σG = 0 до

σG/P0 = 1.682, которое необходимо для увеличения длины концевой области

d от d2 = 0 (относительная начальная длина трещины без связей λ2 = 0.464)

до значения d2 = dcr,2, соответствующего полной длине трещины ℓ2 и отно-

сительной длине трещины λ2,cr = ℓ2/d0 = 0.648. Параметр λ для кривой 2

изменяется в диапазоне

0.464 ≥ λ ≤ 0.648

В точке M, где кривая 2 переходит в кривую предельного квазистатического

роста трещины, определяемую решением уравнений (4.47) и (4.48), размер

концевой области достигает критического значения dcr,2 и происходит пере-

ход к квазистатическому развитию трещины ( относительный размер кри-

тической концевой области трещины dcr,2/d0 = λ2 − λ2,cr = 0.184, см. также

рис.4.1a).

Отметим, что при малой трещиностойкости матрицы (η = 0) подраста-

ние трещины при докритическом развитии (размер концевой области) боль-

ше, чем при η = 1. Отметим также, что в случае η = 0 рост трещины

начинается сразу после приложения нагрузки, тогда как при η = 1 образо-
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вание концевой области при докритическом росте трещины из начального

разреза начинается при внешней нагрузке, удовлетворяющей условию (см.

(4.54) при t = 0):

σ0 ≥
2P0

π

√
2ηR0 =

√
GmE
πℓ0, j

Немонотонное изменение внешней нагрузки при докритическом росте тре-

щины из короткого надреза (см. случай η = 1, λ1 = 0.147) характерно при

учете трещиностойкости матрицы (η ≥ 1).

4.2.2. Докритический рост трещины. Трещина, заполненная связями

Рост трещины, заполненной связями, при монотонном нагружении опре-

делятся уравнениями (4.47) и (4.48) при t = (d/ℓ) = 1.

Рассмотрим выражения для энергетических характеристик (4.42) и (4.45)

в случае трещины, заполненной связями. Представим при t = 1 эти выраже-

ния в форме:

Gtip(ℓ) =
πP2

0ℓ

E

(
σ0

P0
− 1

)2

Gbond(ℓ) =
2πP2

0ℓ

E

[
σ0

P0

(
1 − 2

π

)
+

4
π

(
1 +

ηR0

π

)
− 1

] (4.55)

При монотонном нагружении трещины, заполненной связями, энергетиче-

ские функции (4.55) являются возрастающими функциями. Равенство этих

величин достигается в состоянии предельного равновесия при выполнении

условия (4.27). Приравнивая выражения в (4.55) получим уравнение для

величины критической внешней нагрузки σm, при которой начинается про-

движение вершины трещины:

ξ2 − 2ξ
(
1 − 2

π

)
− 4
π

(
1 +

2ηR0

π

)
= 0, ξ =

σm

P0
− 1, (4.56)

где σm- критическая внешняя нагрузка, при которой начинается продвиже-

ние вершины трещины, σcr - критическая внешняя нагрузка, при которой

начинается разрыв связей в центре трещины.
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Из уравнения (4.56) (см. также формулу (4.54) при t = 1) получаем:

σm

P0
= 2

(
1 − 1

π

)
+

√
1 +

4
π2 (1 + 2ηR0) (4.57)

Величина критической внешней нагрузки, при которой начинается разрыв

связей в центре трещины σcr, определяется из уравнения (4.48), которое при

t = 1 принимает вид:
σcr

P0
= 1 +

2R0

π
(4.58)

Соотношение между значениями напряжений σcr и σm определяется пара-

метрами η = const и R0, причем величина R0 = d0/ℓ уменьшается при росте

трещины.

Рассмотрим уравнения (4.57) и (4.58) как функции относительной дли-

ны трещины, λ = ℓ/d0 (см. рис. 4.4). Если трещина относительно короткая

(λ1 < λ f и σcr > σm), то для трещины, заполненной связями, возрастание

внешней нагрузки до величины σ0 = σm приводит к началу продвижения

вершины трещины без разрыва связей. Для поддержания режима квазиста-

тического роста трещины без разрыва связей следует уменьшать внешнюю

нагрузку в соответствии с зависимостью (4.57) σm/P0 от длины трещины до

достижения длины трещины λ f . Далее возможен переход к режиму квази-

статического роста трещины с разрывом связей на краю концевой области

и продвижением вершины трещины. С другой стороны, если трещина отно-

сительно длинная (λ1 > λ f и σcr < σm), то возрастание внешней нагрузки

до величины σ0 = σcr приводит к началу разрыва связей в центре трещины

и формированию зоны, свободной от связей. Для поддержания режима ква-

зистатического разрыва связей на краю концевой области без продвижения

вершины трещины следует изменять внешнюю нагрузку в соответствии с за-

висимостью (4.48) σU/P0 от длины трещины до достижения длины трещины

λ f . Далее возможен переход к режиму квазистатического роста трещины с

разрывом связей на краю концевой области и продвижением вершины тре-
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Рис. 4.4. Трещина, заполненная связями. За-
висимости критических напряжений от дли-
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Рис. 4.5. Зависимость критической длины на-
чальной трещины, λ f = ℓ f /d0 от относитель-
ной трещиностойкости адгезионного слоя, η

щины.

Определим критическое значение параметра R0 = R f , при котором σcr =

σm = σ f . Из равенств (4.56) и (4.57) (приравнивая выражения для σcr и σm)

получаем квадратное уравнение относительно R f :

R2
f − R f

[
π + 2 (η − 1)

] − π = 0,

положительный корень которого

R f =
π

2


(
1 + 2

η − 1
π

)
+

√(
1 + 2

η − 1
π

)2

+
4
π

 (4.59)

Отметим, что при η ≫ 1 из выражения (4.59) следует, что R f ∼ 2η.

При значении R0 = R f получаем из соотношения (4.57)

σ f

P0
= 1 +

2R f

π
= 2

(
1 +

η − 1
π

)
+

√(
1 + 2

η − 1
π

)2

+
4
π

(4.60)

При η = 1 получаем σ f /P0 = 3.508 (см. точку М на рис. 4.4, λ f = 0.254).

Заметим, что в рассматриваемом случае трещина представляет собой

зону ослабленных связей в материале, а начальный разрез-трещина отсут-

ствует. Таким образом, выражения (4.60) дают оценку прочности бездефект-

ного материала – при отсутствии трещины-разреза.
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Рис. 4.6. Применение критерия разрушения для трещины,заполненной связями, t = d/ℓ -
относительная длина концевой области. a): Скорость высвобождения энергии деформации
и скорость потребления энергии связями, dcr = ℓ - длина концевой области в состоянии
предельного равновесия b): Раскрытие трещины на краю концевой области, условия крити-
ческого раскрытия выполняется в точке 1; точка 2 - посторонний корень.

При фиксированных параметрах E, P0, δcr выражение (4.59) позволяет

оценить длину (ℓ f ) начальной трещины, при которой возможно начало квази-

статического роста трещины, заполненной связями, с выполнением условий

(4.47) и (4.48)

ℓ f =
πEδcr

8P0R f
(4.61)

С другой стороны, возможен выбор параметров связей (δcr, P0) таким обра-

зом, чтобы условие (4.61) выполнялось для трещины заданного размера.

Зависимость относительной длины начальной трещины ℓ f /d0 от пара-

метра относительной трещиностойкости адгезионного слоя η приведена на

рис. 4.5. Максимальное значение этой величины ℓ f ≈ 0.41d0 достигается при

η = 0. Решение системы уравнений (4.47) и (4.48) существует, если дана

трещина длины ℓ ≥ ℓ f (квазистатический рост трещины), если ℓ < ℓ f то

происходит докритический рост трещины, заполненной связями, с последу-

ющим переходом к режиму квазистатического роста.

Решение системы уравнений (4.47) и (4.48) в случае ℓ f = 0.41d0 (η = 0,

трещина критической длины, заполненная связями) показано на рис. 4.6.

Положим, что длина трещины достаточно велика (ℓ > ℓ f ), чтобы выполня-

лись условия (4.30). Зависимость величины внешней нагрузки σ0 = σU от
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Рис. 4.7. Кривые докритического роста начальной трещины, заполненной связями, λ j -
начальная относительная длина разреза, λ = ℓ/d0

размера концевой области определяется в этом случае выражением (4.51):

σU

P0
=

2
π

[
R0 + A(t)B(t) +C(t)

B(t)

]
,

dcr

ℓ
< t ≤ 1 (4.62)

Выражение (4.62) соответствует предположению, что для трещины, запол-

ненной связями, разрыв связей начинается из её центра. При изменении ве-

личины внешней нагрузки, согласно выражению (4.62), происходит разрыв

связей на краю концевой области без продвижения вершины трещины, раз-

мер концевой области сокращается, стремясь к предельному значению для

данного уровня нагрузки, и при достижении критического размера концевой

области происходит переход к режиму разрушения, который соответству-

ет выполнению условий (4.47) и (4.48). Для случая монотонного нагруже-

ния трещины, полностью заполненной связями, зависимости докритической

(4.62) и критической (соответствующей состоянию предельного равновесия)

внешних нагрузок от относительной длины части трещины, свободной от

связей (ℓ- длина трещины вместе с концевой областью):

λ0 =
ℓ − d

d0

показаны на рис. 4.7 для η = 0 и η = 1. Кривые 1 − 3 соответствуют различ-

ным длинам начальной трещины, заполненной связями. Величина напряже-

ний начала разрыва связей в центре трещины уменьшается при возрастании
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длины трещины (см. (4.62) при t = 1

σU

P0
= 1 +

2d0

πℓ

Например, кривая 1, определяемая уравнением (4.62), соответствует изме-

нению внешней нагрузки от σU/P0 = 1.983 до σU/P0 = 1.682, необходимой

для сокращения размера концевой области d в результате разрыва связей,

от величины d1 = ℓ1 до величины d1 = dcr,1 без изменения полной длины

трещины ℓ, λ1 = ℓ1/d0 = 0.648). Параметр λ0 в этом примере изменяется в

пределах:

0 ≤ λ0 ≤ λm,1 =
ℓ1 − dcr,1

d0
= 0.464,

где λm,1- относительный критический размер части трещины без связей для

кривой 1.

В точке m1 пересечения кривой 1 и кривой предельного равновесия,

определяемой решением уравнений (4.47) и (4.48), размер концевой об-

ласти достигает критической величины dcr,1 и происходит переход к ква-

зистатическому росту трещины (относительный размер концевой области

dcr,1/d0 = λ1 − λm,1 = 0.184, см. также рис. 4.1а).

Изменение внешней нагрузки σ0 = σU при 0 ≤ λ0 ≤ λm должно соот-

ветствовать квазистатическому процессу разрыва связей на краю концевой

области трещины. При η = 1 эта функция достигает минимума при опре-

деленной длине концевой области трещины (например, кривая 1, рис. 4.7а).

Такое изменение внешней нагрузки можно объяснить наличием максимума

на зависимости раскрытия на краю концевой области трещины от размера

концевой области. см., например, рис. 4.1b при 0.284 < t < 1. В этом случае

для трещины длиной ℓ = 0.648d0 внешняя нагрузка будет больше критиче-

ской (соответствующей квазистатическому росту трещины, точка m1) при

0.817 < t < 1, а в диапазоне 0.284 < t ≤ 0.817 внешняя нагрузка для разрыва

связей будет меньше, чем критическая.
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4.2.3. Квазистатический рост трещины со связями в концевой области

Критический размер концевой области трещины в состоянии предель-

ного равновесия может быть получен как из системы уравнений (4.47) и

(4.48), так и из выражений (4.51) и (4.54). Внешние нагрузки, определенные

в состоянии предельного равновесия из кинематического (4.51) и энерге-

тического (4.54) условий, должны совпадать. Соответствующее уравнение

получаем, приравнивая выражения для напряжений (4.51) и (4.54):

B(t)
√

A2(t) + B2(t) + 4C(t) + 2ηR0 = R0 +C(t) − B(t) [A(t) − B(t)] (4.63)

Уравнение (4.63) можно рассматривать как нелинейное алгебраическое урав-

нение для определения относительной величины концевой области трещины

t = tcr (параметры R0 и η заданы) и оно может быть решено только численно.

С другой стороны, из уравнения (4.63) при заданном значении параметра η

можно найти величину R0 = Rcr, соответствующую t = tcr,

Rcr (t) = Σ(t) +
√
Σ2(t) + Ψ(t), (4.64)

где

Σ(t) = B(t)
[
A(t) − B(t) (1 − η)

] −C(t)

Ψ(t) = B2(t)
[
A2(t) + B2(t) + 4C(t)

]
− [C(t) − B(t) (A(t) − B(t))]2

Длину трещины, соответствующую параметру tcr, и размер концевой обла-

сти в состоянии предельного равновесия определяем после вычисления из

выражения (4.64) параметра Rcr(tcr) (см. определение R0 в (4.49)):

dcr

d0
=

tcr

Rcr(tcr)
(4.65)

Таким образом, выражение (4.65) дает аналитическое решение для длины

концевой области трещины в состоянии предельного равновесия без допол-

нительного ограничения d ≪ ℓ (см.[18], решение для малых d)). Зависимо-

сти длины концевой области трещины в состоянии предельного равновесия
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Рис. 4.9. Зависимости критических напряже-
ний σU и σG от длины концевой области тре-
щины, t = d/ℓ

dcr/d0 от длины трещины λ = ℓcr/d0 (можно записать также λ = 1/Rcr),

полученные из соотношений (4.65), приведены на рис. 4.8 для разных зна-

чений параметра η. При относительно большой трещиностойкости матрицы

(η ≥ 1/2) длина концевой области трещины в состоянии предельного рав-

новесия уменьшается с увеличением длины трещины и быстро стремится к

предельному, не зависящему от длины трещины, значению. При относитель-

но малой трещиностойкости матрицы (0 < η < 1/2) длина концевой области

трещины в состоянии предельного равновесия незначительно уменьшается

при относительно коротких трещинах и далее возрастает, стремясь предель-

ному значению, не зависящему от длины трещины. Если трещиностойкостью

матрицы можно пренебречь (η = 0), то размер концевой области трещины

в состоянии предельного равновесия увеличивается при возрастании длины

трещины, стремясь к постоянной величине dcr/d0 = 1 при λ → ∞. Заметим,

что случай η = 0 при λ → ∞ аналогичен модели Леонова-Панасюка [14] , в

которой критический размер концевой области уменьшается при возраста-

нии длины трещины, стремясь к такому же предельному значению.

Рассмотрим далее рост трещины полудлины ℓ с концевой областью

произвольного размера 0 < di < ℓ (трещина частично заполнена связями).
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Значения параметров R0 и η полностью определяют решение задачи о пре-

дельном равновесии трещины. Характер развития трещины при монотонном

нагружении изменяется в зависимости от соотношения между заданным раз-

мером концевой области d и критическим размером этой области в состо-

янии предельного равновесия dcr. Анализ развития трещины в этом случае

выполним с использованием зависимостей (4.51) и (4.54), см. рис. 4.9.

Если задан размер концевой области трещины dU , такой, что (полагаем,

что ℓ ≥ ℓ f и решение системы уравнений (4.47) и (4.48) существует)

dcr < dU ≤ ℓ, (tcr < tU ≤ 1) (4.66)

то σU < σG (см. рис. 4.9), и при величине внешней нагрузки σ0 = σU выпол-

няются условия (4.30), происходит разрыв связей на краю концевой области,

и размер концевой области трещины сокращается без продвижения верши-

ны трещины. При достижении критического размера концевой области про-

исходит переход к квазистатическому режиму разрушения, описываемому

условиями (4.27)-(4.28).

Если же задан размер концевой области трещины dG, такой, что

0 ≤ dG < dcr, (0 ≤ tG < tcr), (4.67)

то σU > σG (см. рис. 4.9) и при величине внешней нагрузки σ0 = σG вы-

полняются условия (4.29) - происходит продвижение вершины трещины без

разрыва связей на краю концевой области, длина трещины и размер ее кон-

цевой области возрастают. При достижении критических размеров трещины

и концевой области происходит переход к квазистатическому режиму разру-

шения, описываемому условиями (4.27)-(4.28).

Критическая длина трещины, до которой происходит продвижение вер-

шины начальной трещины, определяется в этом случае из уравнения, анало-

гичного (4.63). Пусть в результате квазистатического развития до состояния

предельного равновесия длина трещины увеличилась на ∆d и достигла вели-
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чины ℓn = ℓ + ∆d, а длина концевой области соответственно достигла вели-

чины d̄cr = di + ∆d. Тогда относительный размер концевой области трещины

в состоянии предельного равновесия:

t̄cr =
d̄cr

ℓn
=

dG + ∆d
ℓ + ∆d

=
tG + ξ
1 + ξ

, (4.68)

где tG = dG/ℓ- относительная длина концевой области трещины до начала

нагружения (см. второе условие (4.67)), ξ = ∆d/ℓ- приращение длины конце-

вой области, нормированное начальной длиной трещины. Исходной трещине

длины ℓ и трещине длины ℓn = ℓ + ∆d соответствуют параметры R0 и Rn:

R0 =
πEδcr

8P0ℓ
, Rn =

πEδcr

8P0(ℓ + ∆d)
=

R0

1 + ξ
(4.69)

Подставляя в уравнение (4.63) t = t̄cr из (4.68), и заменяя параметр R0 на Rn,

согласно (4.69), получаем уравнение для определения параметра ξ:

B(t̄cr (ξ))

√
A2(t̄cr (ξ)) + B2(t̄cr (ξ)) + 4C(t̄cr (ξ)) + 2η

R0

1 + ξ
=

=
R0

1 + ξ
+C(t̄cr (ξ)) − B(t̄cr (ξ))

[
A(t̄cr (ξ)) − B(t̄cr (ξ))

] (4.70)

После определения параметра ξ из этого уравнения находим приращение

длины концевой области (и трещины) ∆d и длину трещины ℓn после квази-

статического подрастания:

∆d = ξℓ, ℓn = ℓ(1 + ξ)

а относительную длину концевой области трещины определяем из соотно-

шения (4.68). Рассмотрим пример.

Пример. Имеется трещина длины 2ℓ, которой соответствует параметр

R0 = 1.543 (см. рис. 4.1аb). При этой величине параметра R0 относительный

размер концевой области трещины в состоянии предельного равновесия со-

ставляет tcr = dcr/ℓ = 0.284. Пусть фактически заданный начальный размер

концевой области трещины ti = di/ℓ = 0.1 < tcr, рис. 4.9. При монотонном



229

0,00 0,25 0,50 0,75
0

2

4

6

G

U

t

   
 R0 =3.937

=1

U
/P

0

G
/P

0

 

 

 

 
a) 0,00 0,25 0,50 0,75

0

2

4

6

G

U

 

 

U
/P

0

G
/P

0

R0=5.500
 =1

t

 

 

b)

Рис. 4.10. Зависимости критических напряжений σU и σG от длины концевой области
трещины для случая ℓ ≤ ℓ f , t = d/ℓ

нагружении продвижение вершины трещины (σG < σU при ti = 0.1) на-

чинается при σG/P0 = 1.418 (это значение находим из уравнения (4.54)

при R0 = 1.543, t = ti = 0.1). Относительное изменение длины трещины

ξ (после продвижения вершины трещины до состояния предельного равно-

весия) определяется из решения уравнения (4.70), а остальные параметры

определяются из соотношений (4.68)-(4.69):

ξ =
∆d
ℓ
= 0.181, Rn =

R0

1 + ξ
= 1.307, t̄cr =

d̄cr

ℓn
=

tG + ξ
1 + ξ

= 0.238

В итоге, после продвижения вершины трещины, длина трещины и размер

концевой области в состоянии предельного равновесия:

ℓn = ℓ(1 + ξ) = 1.181ℓ, ∆d = ξℓ = 0.181ℓ

Критическая внешняя нагрузка в состоянии предельного равновесия после

подрастания трещины составляет σcr/P0 = 1.53 (это значение может быть по-

лучено как из уравнения (4.51), так и (4.54) при R0 = 1.307, t = t̄cr = 0.238).

Если ℓ ≤ ℓ f , то при любой величине концевой области трещины будет про-

исходить докритический рост трещины за счет продвижения вершины тре-

щины без разрыва связей. Зависимости (4.51) и (4.54) для двух длин трещин

ℓ2 < ℓ f (R = 5.500) и ℓ1 = ℓ f (R = 3.937) приведены на рис. 4.10. Напри-

мер, если при R = 5.500 начальная трещина заполнена связями частично,
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Рис. 4.11. Зависимость "наблюдае-
мой"трещиностойкости от длины трещины,
λ = ℓ/d0
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Рис. 4.12. Зависимость ”наблюдаемого” по-
тока энергии от длины трещины, λ = ℓ/d0

то при монотонном нагружении так, что внешняя нагрузка изменяется со-

гласно уравнению (4.54) (σ0 = σG), происходит докритическое увеличение

длины трещины до достижения состояния предельного равновесия. Пара-

метр t в уравнении (4.54) определяется аналогично (4.68) t = (t0 + ξ)/(1 + ξ),

здесь t0 = d/ℓ - относительная длина концевой области до начала нагруже-

ния, ξ- текущее приращение длины трещины. Новое значение параметра R0

и величина подрастания трещины определяются из уравнений (4.68)-(4.70).

Например, при t0 = (d/ℓ) = 0.5 ((см. рис. 4.10a)) величина подрастания

трещины определяется из уравнения (4.70) и составляет ξ = ∆dℓ = 0.666,

из (4.69) получаем Rn = 3.301, а из (4.68) получаем t̄cr = 0.700. Величина

внешней нагрузки при достижении этого состояния предельного равновесия

составляет (σ0/P) = 2.768. ”Наблюдаемую” трещиностойкость материа-

ла KIc и соответствующую ей критическую величину - удельную энергию

разрушения GIc определяем как:

KIc(ℓ) = σcr(ℓ)
√
πℓ, GIc =

K2
Ic

E
(4.71)

Эти величины вычисляются после решения системы уравнений (4.47) и

(4.48). В данном случае параметры (4.71) не являются постоянными ма-

териала и зависят от длины трещины. Значения GIc/Gb (см. определение
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Gb в (4.49)) представлены на рис. 4.11. При возрастании длины трещины

λ = ℓ/d0 удельная энергия разрушения стремится к постоянной величине

Gb + Gm, определяемой свойствами связей в концевой области трещины и

материалом матрицы.

"Наблюдаемый"поток энергии в вершину трещины в процессе ее ква-

зистатического роста вычисляется аналогично (4.71) для соответствующих

значений напряжений (см. рис. 4.3 и рис. 4.7). Такие кривые для случая

роста трещины из начального разреза без связей приведены на рис. 4.12 для

η = 0 λ1 = 0.144 λcr = 0.565 (см. рис. 4.3) и η = 1 λ1 = 0.147 λcr = 0.349

(см. рис. 4.7). Отметим, что при η = 1 поток энергии в вершину трещины не

меняется до начала продвижения вершины трещины.

Рассмотренные выше случаи развития трещины из начального разреза

и зоны ослабленных связей позволяют описать поведение трещины с конце-

вой областью при монотонном нагружении.

4.3. Анализ предельных случаев. Сопоставление критериев
разрушения

В в данном разделе рассмотрена модель когезионного типа (случай

“идеально слабого” интерфейса, (см. (4.24), η = 0). Для трещины с концевой

областью, размер которой мал по сравнению с длиной трещины, и постоян-

ных усилий в связях получены асимптотические выражения для уравнений

нелокального критерия разрушения. Для задачи с постоянными усилиями в

концевой области трещины выполнен также сравнительный анализ предло-

женного выше критерия разрушения для трещины со связями в концевой об-

ласти (далее - энергетический критерий) и критерия разрушения с силовым

условием продвижения вершины трещины [18] (далее - силовой критерий).
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4.3.1. Модели когезионного типа

Рассмотрим на примере задачи о прямолинейной трещине в пластине

(см. раздел (4.2) ) модель Леонова-Панасюка-Дагдейла (ЛПД) как вариант

модели когезионного типа с постоянными напряжениями в связях.

В модели ЛПД [13–15] полагается, что напряжения в вершине трещины

ограничены, что эквивалентно равенству нулю коэффициента интенсивности

напряжений. Полагая в (4.41) K = 0, получаем соотношение, связывающее

внешнюю нагрузку σ0 и напряжения P0 в концевой области трещины:

σ0

P0
=

2
π

arccos
(
1 − d

ℓ

)
(4.72)

Соотношение (4.72) получено в [14], стр.34, непосредственно из условия

ограниченности напряжений в вершине трещины. Заметим, что использо-

вание условия для КИН в качестве условия ограниченности напряжений

позволяет рассматривать в рамках модели ЛПД задачи с изменяющимися

вдоль концевой области напряжениями [20, 199, 286].

В модели ЛПД обычно полагается известным размер свободной от свя-

зей части трещины h, а размер концевой области d, в которой берега трещины

взаимодействуют, определяется из решения задачи при наложении дополни-

тельных условий. Таким образом, при рассмотрении концевой области как

части трещины, полная длина трещины ℓ = h + d.

Выражение (П.49) для перемещений верхнего берега трещины прини-

мает, с учетом (4.72), вид (h = ℓ − d):

u0(x) =
P0

πE
[(x − h) F(ℓ, x, h) − (x + h) F(ℓ, x,−h)] (4.73)

Следствием условия (4.72) является плавное смыкание противоположных

берегов трещины в ее вершине.

Условием разрыва связей на краю концевой области в модели ЛПД

является достижение раскрытием трещины критического значения δcr:

2u0(ℓ − d) = δcr (4.74)
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Полагая в выражении (4.73) x = ℓ − d, получаем:

2u0(ℓ − d) = −(ℓ − d)
8P0

πE
ln
ℓ − d
ℓ

(4.75)

Пусть начальный размер части трещины, свободной от связей, задан, т.е.

задана величина h = ℓ − d. Тогда из (4.74)-(4.75) получим:

δcr = −h
8P0

πE
ln

h
ℓ

(4.76)

Условие (4.72) дает:

cos
πσ0

2P0
=

h
ℓ

(4.77)

Подставив (4.77) в (4.76), получим:

ln
(
cos

πσ0

2P0

)
= −d0

h
, (4.78)

где параметр d0 определен выражением (4.49).

Из условия (4.78) следует выражение для критической внешней нагруз-

ки:

σcr =
2
π

P0 arccos
[
exp

(
−d0

h

)]
(4.79)

Зависимость критической внешней нагрузки (4.79) от длины трещины ℓ =

h + d, нормированной параметром d0, приведена на рис. 4.13 (кривая 1).

Размер концевой области трещины dcr = ℓ − h, образующейся при вы-

полнении условия (4.74), находим из выражения (см. (4.76)):

ln
(

h
dcr + h

)
= −d0

h
(4.80)

Получаем:

dcr = h
(
exp

d0

h
− 1

)
(4.81)

Если параметр d0/h достаточно велик (это возможно, например, при малых

значениях h), то dcr ≫ h. При h → 0 из (4.79) следует, что σcr → P0, т.е.

тело без трещины имеет конечную прочность. Заметим, что прямое моде-

лирование трещин, полностью заполненных связями (h = ℓ − d = 0), при
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Рис. 4.13. Кривые докритического роста и
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Рис. 4.14. Зависимость раскрытия трещины
на краю концевой области от длины концевой
области, t = d/ℓ

постоянных напряжениях в концевой области в модели ЛПД невозможно,

т.к. при h = 0 из решения (4.73) следует, что раскрытие трещины при этом

равно нулю.

В модели ЛПД при монотонном нагружении тела с начальным разре-

зом, свободным от связей, выполняется условие (4.72), т.е. при любом ма-

лом увеличении нагрузки происходит образование концевой области-зоны

ослабленных связей. Если при этом раскрытие на краю концевой области

не превышает критического значения, то величина внешней нагрузки и раз-

мер концевой области связаны уравнением (4.72). Это - докритический этап

роста трещины. При выполнении условия (4.74) внешняя нагрузка достига-

ет критической величины, и для последующего квазистатического развития

трещины необходимо уменьшать нагрузку так, чтобы при росте трещины вы-

полнялось уравнение (4.79). Кривые докритического роста трещины (урав-

нение (4.72)) для различных значений начальной длины трещины без связей

h0 (d = 0, ℓ0 = h0, λ0 = ℓ0/d0) приведены на рис. 4.13. Точки пересечения

кривых докритического роста трещины с кривой 1 соответствуют состояни-

ям предельного равновесия трещин различной начальной длины.

Если имеется начальная трещина с концевой зоной заданного разме-
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ра dm, то из выражений (П.49)-(П.51) следует, что при малых значениях

внешней нагрузки наблюдается перехлест берегов трещины. Пусть dm = dcr

(см.(4.81)). В этом случае, при возрастании внешней нагрузки до величины

σcr (см. уравнение (4.79)), вершина трещины остается неподвижной (при

этом 2u(ℓ − dm) < δcr и K < 0) до совместного выполнения условий (4.72)

и (4.74) и этап докритического подрастания отсутствует. (см. рис. 4.13, уча-

сток нагружения А-В). Если же dm < dcr, то вершина трещины остается

неподвижной до выполнения условия K = 0 (см. рис. 4.13, участок нагруже-

ния C-D), а величина внешней нагрузки σm, соответствующая выполнению

этого условия, определяется из (4.72) (полагаем, что размер трещины без

связей h задан):

σm =
2P0

π
arccos

(
h

h + dm

)
(4.82)

Для dm ≪ h из (4.82) получаем:

σm =
2P0

π

√
2t, t =

dm

h + dm
(4.83)

При нагрузках σm < σ0 < σcr происходит докритическое подрастание тре-

щины, размер концевой области возрастает (полагаем, что внешняя нагрузка

изменяется согласно уравнению (4.82)) до выполнения условия (4.74). Если

же dm > dcr, то критическое раскрытие на краю концевой области достигает-

ся раньше, чем выполняется условие (4.72). В таком случае при выполнении

условия (4.74) начинается разрыв связей на краю концевой области и раз-

мер концевой области сокращается. При дальнейшем увеличении нагрузки,

согласно уравнению (4.72), достигается новое состояние предельного равно-

весия при значении h1 > h.

При малых значениях d0/h (т.е. при h→ ∞- большом размере начальной

трещины) из (4.79) получаем выражение для критической нагрузки [14]:

σcr =

√
E P0δcr

πh
, (4.84)
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совпадающее с результатом, следующим из критерия Гриффитса, при вели-

чине удельной поверхностной энергии материала равной

G0 = P0δcr (4.85)

В рамках модели ЛПД гипотеза автономности концевой области выполня-

ется при h → ∞: размер концевой области трещины не зависит от длины

начальной трещины и стремиться к величине d0:

lim
h→∞

dcr = d0 =
πEδcr

8P0
(4.86)

Рассмотрим условие существования концевой области трещины dcr в рамках

модели ЛПД, полагая, что заданным параметром является не длина части

трещины без связей h, а полная длина трещины ℓ, включающая в себя также

и концевую область. Из (4.74)-(4.75) при h = ℓ − d и t = d/ℓ получаем

зависимость относительного раскрытия трещины на краю концевой области

от длины концевой области трещины:

2u0(1 − t)
δcr

= −(1 − t) ln(1 − t)
R0

, t =
d
ℓ
, R0 =

d0

ℓ
(4.87)

Зависимости раскрытия трещины на краю концевой области (4.87) от относи-

тельной длины концевой области t = d/ℓ для различных значений параметра

R0 приведены на рис. 4.14. Раскрытие трещины на краю концевой области

достигает критического значения, если

2u0(1 − tcr) = δcr

Последнее условие с использованием (4.87) приводится трансцендентному

уравнению (при заданной длине трещины R0 = const)

−(1 − tcr) ln(1 − tcr) = R0 (4.88)

Функция в левой части уравнения (4.88) достигает максимального значе-

ния exp(−1) при tcr = 1 − exp(−1), и уравнение (4.88) имеет решение при
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выполнении условия:

R0 ≤ Rm = exp(−1) ≈ 0.368 (4.89)

Если R0 < Rm, то уравнение (4.88) имеет два решения, причем меньшей

концевой области соответствует меньшая величина критической внешней

нагрузки, определяемая либо из выражения (4.72), либо из уравнения, полу-

чаемого подстановкой (4.77) в (4.87) при условии h = ℓ − dcr:

R0 = − cos ξ ln(cos ξ), ξ = πσ0/2P0 (4.90)

Отсутствие решения уравнения (4.90) означает (при выполнении условия

(4.72)), что длина трещины ℓ мала и ни при каких значениях размера кон-

цевой области невозможно выполнение условия (4.74). В этом случае будет

происходить докритический рост трещины до выполнения условия:

−(1 − tcr) ln(1 − tcr) =
πEδcr

8P0ℓcr
= Rm,

из которого можно определить критическую длину трещины, при которой

возможно существование концевой области в рамках модели ЛПД.

4.3.2. Трещина с малой концевой областью

Уравнения (4.47) и (4.48) при t → 0 ( A(t) ≈
√

2t, B(t) ≈
√

2t, C(t) ≈ −t )

принимают вид:

(Z0ξ)2 − 2Z0ξ − 2ηR0Z2
0 + 1 = 0, Z0(0.5ξ2 + R0) − ξ = 0, (4.91)

где ξ =
√

2d/ℓ и Z0 определено в (4.41).

Из уравнений (4.91) получаем:

Z0 =
1√

2R0 (1 + η)
(4.92)

Подставляя (4.92) во второе уравнение в (4.91), получаем уравнение для

определения параметра ξ =
√

2d/ℓ

ξ2 − 2ξ
√

2R0 (1 + η) + 2R0 = 0, (4.93)
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откуда

t = 0.5ξ2 = R0

( √
η + 1 − √η

)2
(4.94)

Из выражения (4.94) следует, что для трещин с малой концевой областью

критический размер концевой области dcr не зависит от длины трещины:

dcr = tℓ = d0

( √
η + 1 − √η

)2
, (4.95)

где d0 определено в (4.49).

Критическую внешнюю нагрузку в состоянии предельного равновесия

для трещины с малой концевой областью получаем из соотношения (4.92):

σcr =

√
(1 + η)

EP0δcr

πℓ
=

√
E (Gb +Gm)

πℓ
(4.96)

Выражение (4.54) для докритической нагрузки при t → 0 принимает вид:

σ0

P0
=

2
π

[√
2t +

√
2ηR0

]
, t =

d
ℓ

(4.97)

При η → ∞ (трещиностойкость матрицы много больше трещиностойкости

волокон, Gm ≫ Gb) из выражения (4.95) получаем:

d∞ = dη =
d0

4η
=
πEδcrGb

32P0Gm
=
πEδ2

cr

32Gm
(4.98)

Величина критической внешней нагрузки ση определяется из (4.96):

σcr = ση =

√
EGm

πℓ
(4.99)

Отметим, что выражения (4.95) и (4.96) для размера концевой области и

величины внешней нагрузки совпадают с соответствующими выражениями,

полученными в [18] с использованием силового критерия разрушения для

трещины с малой концевой областью. Кроме того, при η = 0 (трещиностой-

кость матрицы мала) выражения (4.95) и (4.96) совпадают с полученными

ранее для модели ЛПД - (4.86) и (4.84), соответственно.
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Рассмотрим энергетические характеристики и энергетический баланс в

вершине трещины в состоянии предельного равновесия. Скорость потребле-

ния энергии деформации связями (4.45) при t → 0 будет (φ (t)→ 0)

Gbond (dcr, ℓ) = Gm (4.100)

С другой стороны, исходя из выражения (4.23), записанного для однородного

материала, можно при постоянных напряжениях в связях записать:

Gbond(dcr, ℓ) = 2P0

ℓ∫
ℓ−dcr

∂u(x)
∂ℓ

dx −Gb +Gm, Gb =

δcr∫
0

qy(u)du = P0δcr (4.101)

Из (4.100) и (4.101) следует что

2P0

ℓ∫
ℓ−dcr

∂u(x)
∂ℓ

dx =

δcr∫
0

qy(u)du, (4.102)

т.е. при малой концевой области трещины в состоянии предельного рав-

новесия скорость потребления энергии связями равна скорости выделения

энергии при разрыве связей на краю концевой области.

Скорость высвобождения энергии деформации в состоянии предельно-

го равновесия трещины определяется из (4.40):

Gtip(d, ℓ) =
σ2

crπℓ

E
(1 − Z0 arccos (1 − t))2

При малом размере концевой области получаем:

Gtip(dcr, ℓ) =
σ2

crπℓ

E

1 − 2P0

πσcr

√
2dcr

ℓ

2

(4.103)

Подставляя в (4.103) значения dcr и σcr из (4.95) и (4.96) при η = 0, получаем

Gtip(d, ℓ) =
(K∞ − Kb)2

E
= 0,

что дает

K∞ − Kb = 0 (4.104)
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Таким образом, при малом размере концевой области и пренебрежении тре-

щиностойкостью матрицы, двухпараметрический критерий разрушения при-

водит к выражению (4.104), которое является исходным предположением в

когезионных моделях ЛПД и Г.И.Баренблатта. И, соответственно, в этом

случае имеет место плавное смыкание берегов трещины, являющееся след-

ствием условия (4.72).

Полный поток энергии в вершину и концевую область трещины опре-

деляем аналогично (4.71) и с учетом (4.96):

Gext =
σ2

crπℓ

E
= Gb +Gm (4.105)

Из (4.102) и (4.105) следует, что при η = 0 и квазистатическом росте трещины

внешний поток энергии Gext = P0δcr расходуется на деформирование связей

в концевой области трещины и эта энергия высвобождается при разрыве

связей на краю концевой области, т.е. энергия полностью расходуется на

образование новой поверхности трещины. Так как размер и форма концевой

области трещины не изменяются, то в этом случае выполняется условие

автономности концевой области.

При учете трещиностойкости матрицы (η , 0) из (4.105) получаем:

Gbond(dcr, ℓ) = Gm, (4.106)

а выражение (4.103) в этом случае дает:

Gtip(dcr, ℓ) =
(K∞ − Kb)2

E
= ηGb = Gm (4.107)

Из (4.107) следует силовое условие разрушения [18]

K∞ − Kb = KIc, KIc =
√

EGm (4.108)

Внешний поток энергии (4.105) полностью расходуется на образовании но-

вой поверхности трещины при разрыве связей в концевой области и разрыве

материала матрицы. Так как размер и форма концевой области трещины не
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изменяются, то в этом случае также выполняется условие автономности кон-

цевой области.

4.3.3. Сопоставление силового и энергетического критериев роста
трещин

Сравнительный анализ рассмотренного выше нелокального критерия

разрушения (далее - энергетический критерий) и нелокального критерия

разрушения с силовым условием роста трещины [18] (далее - силовой крите-

рий) выполнен для задачи с постоянными напряжениями в концевой области

трещины.

Применение энергетического критерия разрушения сводится к совмест-

ному решению уравнений (4.47) и (4.48). Решение этой системы позволяет

определить критические значения величины внешней нагрузки σcr и размера

концевой области dcr для трещины заданной длины в состоянии предельного

равновесия. Альтернативный подход состоит в определении, при заданной

относительной длине концевой области, из уравнения (4.63), соответствую-

щего состоянию предельного равновесия, параметра Rcr.

Получим аналогичные уравнения для двухпараметрического силово-

го критерия разрушения при постоянных напряжениях в концевой области

трещины. Первое (силовое) условие разрушения этого критерия имеет вид

(4.108). Полагаем, что это условие справедливо теперь при любой длине

концевой области трещины. Втрое условие критерия разрушения совпадает

с условием (4.13).

Используя (4.41), получаем из (4.13):

1
Z0
− A(t) =

KIc

2P0

√
π

ℓ
, t =

d
ℓ
, (4.109)

где использованы обозначения (4.41) и (4.46).

Учитывая, что при постоянных напряжениях в связях (см. (4.41))

KIc =
√

EGm =
√
ηEGb =

√
ηEP0δcr, (4.110)
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получаем:
KIc

2P0

√
π

ℓ
=

√
2ηR0, R0 =

πEδcr

8P0ℓ

В итоге, имеем систему уравнений (см. обозначения в (4.41) и (4.46)):

1
Z0
− A(t) =

√
2ηR0,

B(t)
Z0
− [A(t)B(t) +C(t)] = R0 (4.111)

Первое уравнение в (4.111) является следствием (4.109), а второе - повторя-

ет уравнение (4.48). Из системы уравнений (4.111) могут быть определены

критические значения величины внешней нагрузки σcr и размера концевой

области dcr для трещины заданной длины в состоянии предельного равнове-

сия.

Уравнение для определения длины концевой области трещины в состо-

янии предельного равновесия следует из (4.111):

C(t) − B(t)
√

2ηR0 + R0 = 0, t =
dcr

ℓ
(4.112)

После решения этого уравнения критическая внешняя нагрузка может быть

определена, например, из выражения (4.51).

С другой стороны, уравнение (4.112) можно рассматривать как уравне-

ние для определения параметра Rcr = R0 при заданной величине tcr = dcr/ℓ

(по аналогии с (4.63)):

ξ2 − ξB(tcr)
√

2η +C(tcr) = 0, ξ =
√

Rcr (4.113)

Из (4.113) получаем:

Rcr = 0.5
(
B(tcr)

√
η +

√
ηB2(tcr) − 2C(tcr)

)2

(4.114)

Рассмотрим, как и при анализе энергетического критерия, применение сило-

вого критерия разрушения (4.111) для двух предельных случаев: 1) трещина,

заполненная связями; и 2) трещина с малой концевой областью.

Для трещины, заполненной связями (t = d/ℓ = 1), из уравнений (4.111)

получаем:
σm

P0
=

2
π

√
2ηR + 1,

σcr

P0
= 1 +

2R
π

(4.115)
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Приравнивая выражения для σm и σcr в (4.115), получаем по аналогии с

(4.59) и (4.60) выражения для критического параметра R f и критического

напряжения σ f :

R f = 2η,
σ f

P0
= 1 +

4η
π

(4.116)

Выражение для относительного размера концевой области трещины запишем

по аналогии с (4.65):
d f

cr

d0
=

t f
cr

R f
cr(tcr)

, (4.117)

где верхний индекс f соответствует силовому критерию.

Используя выражения (4.59, (4.60), (4.65) и (4.116), (4.117), имеем:

lim
η→∞

σe
cr

σ
f
cr

= 1, lim
η→∞

d f
cr

de
cr
= 1, (4.118)

где индексы f и e соответствуют силовому и энергетическому критериям.

Зависимости отношений максимальных критических внешних нагру-

зок и максимальных размеров концевой области трещины в состоянии пре-

дельного равновесия, полученных по обоим рассматриваемым критериям

от относительной трещиностойкости материала η, приведены на рис. 4.15.

Различие между указанными параметрами уменьшается при η → ∞, ко-

гда вклад связей в трещиностойкость мал. Заметим, что при использовании

энергетического критерия dcr соответствует трещине, полностью заполнен-

ной связями.

При малом, по сравнению с длиной трещины, размере концевой области

(tcr → 0) из (4.114) имеем

Rcr = tcr

( √
η + 1 +

√
η
)2
=

dcr

ℓ

( √
η + 1 − √η

)−2
(4.119)

Из последнего соотношения следует выражение для размера концевой об-

ласти трещины при t → 0, совпадающее с (4.95), что свидетельствует об

эквивалентности рассматриваемых критериев разрушения при малых разме-

рах концевой области. Заметим также, что если η→ ∞, то выражения (4.64)

и (4.114) дают близкие результаты.
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Рис. 4.15. Сравнение энергетического и силового критериев; зависимости относительных
критических параметров в состоянии предельного равновесия

Сопоставление результатов, полученных с использованием энергети-

ческого и силового критериев разрушения, выполнено для двух значений

относительной трещиностойкости η = 0 и η = 1. Относительный размер

концевой области трещины в состоянии предельного равновесия определя-

ется из выражений (4.65) и (4.117), где t = dcr/ℓ - относительный размер

концевой области трещины, используемый при вычислении параметра Rcr

из уравнений, полученных на основе энергетического (4.64) или силового

(4.114) критериев, 0 < t ≤ 1.

Зависимости относительного размера концевой области трещины в со-

стоянии предельного равновесия от длины части трещины, не занятой свя-

зями

λ0 =
ℓcr − dcr

d0
,

приведены на рис. 4.16аb.

В случае η = 0 (см. рис. 4.16а) зависимости для энергетического и

силового критериев принципиально различаются. Возрастание критическо-

го размера концевой области трещины при увеличении длины трещины в
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a) b)
Рис. 4.16. Сравнение энергетического и силового критериев; зависимость размера концевой
области от длины трещины без связей, λ0 = (ℓ − dcr)/d0

случае энергетического критерия можно объяснить тем, что при увеличении

длины трещины возрастает поток энергии в вершину трещины, для потреб-

ления которого требуется бо́льшая концевая область.

При использовании силового критерия (который при η = 0 вырождается

в критерий модели ЛПД) критический размер концевой области уменьша-

ется при увеличении длины трещины, причем при ℓ → ∞ обе зависимости

стремятся к общему предельному значению размера концевой области d0.

При η = 1 заметное различие наблюдается для относительно коротких тре-

щин, меньшее значение размера концевой области в случае использования

энергетического критерия связано с учетом потребления энергии связями.

Ввиду этого предельное равновесие трещины при заданной нагрузке может

быть обеспечено при более короткой концевой области трещины. При ℓ → ∞
обе кривые стремятся к предельному значению, определяемому выражением

(4.95).

Зависимости значений критической внешней нагрузки в состоянии пре-

дельного равновесия от длины части трещины, не занятой связями, приведе-

ны на рис. 4.17аb. Использование энергетического критерия разрушения дает

бо́льшее значение нагрузки для всех рассмотренных значений параметра η,

что связано с учетом в энергетическом критерии работы по деформированию
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Рис. 4.17. Сравнение энергетического и силового критериев, зависимость разрушающих
напряжений от длины трещины без связей, λ0 = (ℓ − dcr)/d0
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Рис. 4.18. Кривые докритического роста трещины из начального надреза, свободного от
связей, энергетический и силовой критерии, малая трещиностойкость матрицы

связей.

Кривые докритического роста трещины из начального надреза, свобод-

ного от связей, полученные с использование силового и энергетического

критериев, приведены на рис. 4.18. Напряжения при развитии трещины из

начального разреза без связей определяются из соотношения, следующего

из первого уравнения в (4.111):

σ0

P0
=

2
π

[ √
2ηR0 + A(t)

]
В этом случае, так же, как и при определении критических нагрузок, энер-
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гетический критерий дает более высокие значения внешней нагрузки при

меньшем размере концевой области.
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Глава 5

Анализ трещиностойкости соединений
материалов

В главе выполнен анализ энергетических характеристик концевой обла-

сти трещины, рассмотрены эффекты упрочнения, вызванные присутствием

связей в концевой области трещины, на границе соединения материалов.

Нелокальный критерий квазистатического роста трещин со связями в конце-

вой области применяется для анализа развития трещин по границе соедине-

ния материалов. Рассматриваются линейно-упругая и нелинейная диаграм-

мы деформирования связей в концевой области прямолинейной трещины.

Получены оценки критической внешней нагрузки и размера концевой обла-

сти трещины в состоянии предельного равновесия, а также характеристи-

ки адгезионного сопротивления соединения материалов. Выполнено сопо-

ставление с известными расчетными и экспериментальными результатами.

Рассмотрено применение термофлуктуационной модели кинетики связей в

концевой области трещины.

5.1. Коэффициенты интенсивности напряжений и
энергетические характеристики трещины при
нелинейном законе деформирования связей

Взаимодействие между поверхностями трещины, вызванное присут-

ствием связей различного физического происхождения, сдерживает раскры-

тие трещины и приводит к снижению величины коэффициентов интенсивно-

сти напряжений (КИН). Относительное изменение КИН позволяет оценить

эффективность связей в концевой области трещины (эффект упрочнения свя-

зями). В разделе рассмотрено влияние механических свойств материалов и

связей на КИН и энергетические характеристики трещины с концевой обла-

стью - скорости высвобождения энергии деформации и скорости потребле-
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ния энергии связями.

Расчеты выполнены методом сингулярных интегро-дифференциальных

уравнений для прямолинейной трещины с концевой областью на границе

соединения полуплоскостей из различных материалов. Взаимодействие бе-

регов трещины в концевой области определяется выражением (1.32).

5.1.1. Влияние механических свойств материалов и связей на
коэффициенты интенсивности напряжений

Как и в разделе 3.1.1, начнем с рассмотрения влияния механических

свойств связей в концевой области трещины на величину коэффициентов

интенсивности напряжений в вершине трещины (коэффициентов упрочне-

ния связями, см. выражение (2.64). Отметим, что Kr < 1 и при увеличении

жесткости связей величина этого коэффициента уменьшается. На рис. 5.1

представлены зависимости относительного модуля КИН Kr = K0/Kext
0 и от-

носительного КИН для сдвиговых деформаций Kr,II = KII/Kext
II (коэффициент

упрочнения в касательном направлении) от размера концевой области тре-

щины при различных значениях относительной податливости связей c0. При

уменьшении податливости связей модуль КИН существенно снижается, при-

чем при малых значениях податливостей связей имеется зона слабого изме-

нения коэффициента упрочнения, и размер этой зоны возрастает при сниже-

нии податливости связей (см.рис. 5.1a). Значения относительного КИН для

касательных напряжений также снижаются при уменьшении податливости

связей (см.рис. 5.1b). Интересно отметить, что при снижении податливости

связей эти зависимости имеют минимум, положение которого смещается в

сторону вершины трещины при снижении податливостей связей. Заметим,

что положение минимума коэффициента упрочнения для касательных напря-

жений примерно совпадает с началом зоны слабого изменения модуля КИН

(см. рис. 5.1a). Отметим, что коэффициенты упрочнения на рис. 5.1 имеют
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Рис. 5.1. (a)- Модуль КИН с учетом связей; (b) - коэффициент упрочнения в касательном
направлении, c0 - относительная податливость связей, t = d/ℓ

одинаковый порядок величины, что обусловлено выбором нормировки.

Зависимости относительного модуля КИН и относительного КИН для

сдвига от относительной жесткости связей в логарифмическом масштабе

(здесь, как и в разделе 3.1.1, параметр lg(c̄0/c0) является функцией отно-

сительной жесткости связей 1/c0, а с0 = 200 - относительная податливость

связей, соответствующая началу расчета) приведены на рис. 5.2, где можно

выделить области значительного изменения КИН при увеличении жесткости

связей.

Отношение компонент комплексного КИН для трещины без связей меж-
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Рис. 5.2. (a) - Модуль КИН с учетом связей; (b) - коэффициент упрочнения в касательном
направлении, lg(c̄0/c0) - относительная жесткость связей, t = d/ℓ

ду поверхностями зависит от параметра β: KII/KI = 2β, см. (1.19). При

наличии связей в концевой области трещины этот эффект более выражен.

Зависимость отношения KII/KI от величины коэффициента Пуассона мате-

риалов получена с использованием выражений (3.2)-(3.3). Модули упругости

материалов E1,2 определялись из соотношения (3.3) при θ = 100, фиксиро-

ванном модуле упругости связей Eb = 25 МПа и ν1 = ν2 = ν. Параметр Ψ

при таком выборе модулей упругости материалов не зависит от их величин

E1,2 и изменяется незначительно: при 0 ≤ ν ≤ 0.5: 25.465 ≤ Ψ ≤ 19.099. Из

результатов, приведенных на рис. 5.3, видно, что при наличии связей между

поверхностями трещины, влияние сдвиговой компоненты КИН возрастает.

Зависимости отношения KII/KI от размера концевой области трещины

при изменении модулей упругости и коэффициента Пуассона материалов

приведены на рис.рис. 5.4. Расчеты выполнены также, как и при анализе

зависимости КИН от коэффициента Пуассона с использованием выражений

(3.2)-(3.3). При ν = 0 и Eb = 25 МПа изменялась относительная жесткость

материалов при постоянном параметре Ψ = 24.465 (рис. 5.4a). При заданном

отношении модулей упругости θ вычислялись модули упругости материалов

E1,2 и параметр Ψ, зависящий от коэффициента Пуассона. Отметим, что
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Рис. 5.3. Зависимость отношения KII/KI от коэффициента Пуассона материала, ν

KII/KI → 2β при d/ℓ → 0 (отсутствие связей).

Влияние сдвиговой составляющей КИН наиболее сильно проявляется

при 0.25 ≤ d/ℓ ≤ 0.80. При малых значениях параметра β отношение KII/KI

имеет максимум при d/ℓ < 0.25 и положение максимума смещается к цен-

тру трещины при возрастании параметра β. Увеличение параметров θ и β

при фиксированных значениях параметров d/ℓ и Ψ приводит к заметному

возрастанию KII (примерно линейно) и незначительному снижению KI. В

итоге модуль КИН возрастает примерно на 10% (см.табл. 5.1). Отметим,

что величина модуля вектора усилий на краю концевой области при возрас-

тании параметра β снижается (см.табл.3.1), однако, происходящее при этом

перераспределение напряжений в концевой области приводит к возрастанию

модуля КИН и КИН KII. Значения КИН в табл. 5.1 нормированы величиной

КИН для однородного тела Km.

Рассмотрим влияние на величину КИН различия податливости в каса-

тельном и нормальном направлениях, а также изменения податливости вдоль

концевой области трещины.

Влияние отношения податливости связей cx/cy = γ2/γ1 по направлени-

ям осей координат рассмотрено при E2/E1 = 5 и Eb = E2 = 25 ГПа, что
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Рис. 5.4. Зависимость отношения KII/KI от длины концевой области трещины t = d/ℓ; (a)-
изменение относительной жесткости материалов; (b)- изменение коэффициентов Пуассона
материалов

Таблица 5.1. Зависимость коэффициентов интенсивности напряжений от относительной

жесткости материалов, c0 = H/ℓ = 0.1, d/ℓ = 0.1, ν = 0, Eb = 25 ГПа, Km = σ0
√
πℓ

E1/E2 K0/Km KI/Km KII/Km

1 0.391 0.391 0

2 0.395 0.387 0.080

5 0.409 0.374 0.165

10 0.419 0.365 0.207

50 0.432 0.353 0.249

100 0.434 0.352 0.255

1000 0.436 0.350 0.260

10000 0.437 0.351 0.261

соответствует положительному значению параметра β и KII > 0 (в разде-

ле 3.1.1 приведены результаты при E1/E2 = 5). При одноосном растяжении

KI ≫ KII. Ввиду этого, изменение податливости в касательном направлении

слабо влияет на величину КИН KI, но заметно влияет на величину КИН KII.

Зависимости КИН KII от длины концевой области трещины для несколь-

ких значений cx/cy представлены на рис. 5.5. При увеличении податливости

в касательном направлении КИН KII заметно снижается при относительно

короткой концевой области. Зависимости на рис. 5.5 имеют локальные экс-

тремумы при cx/cy < 1 и d/ℓ < 0.05 (a) и при cx/cy > 1 и d/ℓ < 0.1 (b).
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Рис. 5.5. Влияние различия податливости по направлениям осей координат на КИН KII ,
t = d/ℓ

При увеличении степени заполнения трещины связями влияние различия

податливости по направлениям осей координат незначительно.
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Рис. 5.6. Коэффициенты упрочнения: (a) - KrI и (b)- KrII при изменении податливости вдоль
концевой области трещины, t = d/ℓ: 1- γ(t) = 1/

√
1.01 − t2, 2 - γ = 1, 3 - γ(t) =

√
1 − t2

Изменение податливости связей вдоль концевой области трещины при-

водит к изменению распределения усилий в связях (см. рис. 3.21 и рис. 3.24).

Влияние на величину коэффициентов упрочнения изменения податливости

связей вдоль концевой области трещины рассмотрено для функций вида (3.4)

в предположении, что податливости одинаковы в касательном и нормаль-

ном направлениях. Зависимости коэффициентов упрочнения приведены на

рис. 5.6. Возрастание податливости приводит к уменьшению коэффициента
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упрочнения, причем этот эффект является более существенным при малых

размерах концевой области.
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Рис. 5.7. Коэффициенты упрочнения: (a)- KrI и (b) - KrII при изменении длины концевой
области трещины, τ0/σ0 = 2, t = d/ℓ

Приложение растягивающих и сдвиговых нагрузок к области с прямо-

линейной трещиной на границе соединения материалов приводит к различ-

ным значениям КИН KI и KII для вершин трещины 1 (x > 0) и 2 (x < 0). В слу-

чае преобладания вблизи одной из вершин сдвиговых деформаций возможно

образование зон сжатия на части трещины. Для примера на рис. 5.7 приве-

дены зависимости КИН от длины концевой области трещины при τ0/σ0 = 2

и параметрах материалов и связей, использованных в разделе 3.1.2. Для вер-

шины трещины 1 при d/ℓ > 0.05 наблюдается зона сжатия и KI < 0. В этом

случае развитие разрушения возможно вблизи вершины 2.

Рассмотрим влияние формы кривой деформирования связей на величи-

ну КИН. В разделе 3.2.2 приведены примеры расчета напряженного состо-

яния в концевой области трещины при учете нелинейного деформирования

связей в концевой области трещины. Уменьшение параметра разупрочнения

δ кривой деформирования связей приводит к снижению уровня напряжен-

ности связей в концевой области и увеличению коэффициента упрочнения

связями Kr. Для примера, на рис. 5.8 приведены зависимости модуля КИН

от длины концевой области трещины при σ0 = 40 МПа, c0 = 0.1 и c0 = 0.05.
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Рис. 5.8. Коэффициент упрочнения Kr при изменении длины концевой области трещины: 1-
линейно-упругие связи; 2- нелинейный закон деформирования связей, t = d/ℓ: (a) - c0 = 0.10
и (b) - c0 = 0.05

Зона нелинейного деформирования и степень разупрочнения связей возрас-

тают при увеличении податливости связей (см. также рис. 3.32b).

5.1.2. Энергетические характеристики трещины со связями в концевой
области, на границе соединения материалов

В разделе 4.1.1 определены энергетические характеристики трещины со

связями в концевой области: скорость высвобождения энергии деформации

Gtip(d, ℓ) =
(
k1 + 1
µ1
+

k2 + 1
µ2

)
K2

0

16 ch2(πβ)
(5.1)

и скорость потребления энергии деформации связями в концевой области

трещины на границе соединения материалов, которую для случая адгезион-

ного слоя можно записать в форме (см. (4.26))

Gbond(d, ℓ) = Gx
bond(d, ℓ) +Gy

bond(d, ℓ) (5.2)

где приняты обозначения

Gy
bond(d, ℓ) =

ℓ∫
ℓ−d

∂uy(x)
∂ℓ

qy(u)dx, Gx
bond(d, ℓ) =

ℓ∫
ℓ−d

∂ux(x)
∂ℓ

qx(u)dx (5.3)
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Рассмотрим влияние механических свойств материалов и связей в конце-

вой области трещины на энергетические характеристики (5.1) и (5.2). Все

энергетические характеристики, приведенные в данном разделе в безраз-

мерной форме, нормированы величиной скорости высвобождения энергии

деформации для трещины равной длины при отсутствии связей Gtip(0, ℓ),

см.выражение (5.1) при d = 0, а на графиках приняты следующие обозначе-

ния

Ḡtip =
Gtip (d, ℓ)
Gtip (0, ℓ)

, Ḡbond =
Gbond (d, ℓ)
Gtip (0, ℓ)

, Ḡx,y
bond =

Gx,y
bond (d, ℓ)

Gtip (0, ℓ)
(5.4)

Зависимость скорости высвобождения энергии деформации (5.1) от длины

концевой области трещины аналогична соответствующей зависимости моду-

ля КИН K0 (2.65) (см. рис. 5.1a). Скорость высвобождения упругой энергии

уменьшается при снижении относительной податливости связей. При малых

значения относительной податливости связей можно выделить зону слабо-

го изменения скорости высвобождения упругой энергии (см.рис. 5.9). Так

же, как и при отсутствии связей, скорость высвобождения энергии дефор-

мации можно разделить на компоненты, пропорциональные K2
I и K2

II (см.

[134, 287]). Влияние свойств материалов и связей можно проследить по ре-

зультатам анализа КИН, приведенным в предыдущем разделе.

Рассмотрим вычисление скорости потребления энергии деформации

связями (5.2)-(5.3) для прямолинейной трещины, расположенной на грани-

це двух упругих полупространств, при законе деформирования связей вида

(1.32). Выражение для производной раскрытия трещины в направлении, нор-

мальном плоскости трещины, получаем с учетом выражения для компонент

вектора перемещений (2.31)

∂ uy(s)
∂ ℓ

= c0

√
σ2

0 + τ
2
0

Eb

[
γ1(s)q1(s) − sγ1(s)

∂ q1(s)
∂ s

− sq1(s)
∂ γ1(s)
∂ s

]
, (5.5)

где учено, что s = x/ℓ, ds/dℓ = −s/ℓ.

Выражение для производной раскрытия трещины в касательном направ-
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Рис. 5.9. Зависимость скорости высвобождения энергии деформации от длины концевой
области трещины, одноосное растяжение, t = d/ℓ

лении имеет аналогичную форму. Подставляя (5.5) в (5.2)-(5.3) и переходя к

безразмерным переменным в интеграле, получаем:

Gbond(d, ℓ) =
H(σ2

0 + τ
2
0)

Eb

1∫
1−d/ℓ

(
γk(s)q2

k(s) − sγk(s)qk(s)
dqk(s)

ds
− sq2

k(s)
dγk(s)

ds

)
ds,

(5.6)

где k=1,2 и по повторяющимся индексам выполняется суммирование. Вы-

числения интеграла в (5.6) выполняется по квадратурным формулам Гаусса,

см. выражение (П.48) в Приложении.

Скорость потребления энергии деформации связями достигает мак-

симального значения при определенной величине размера концевой обла-

сти трещины. На рис. 5.10 представлены результаты расчетов скорости по-

требления энергии деформации связями при одноосном растяжении для

свойств материалов, приведенных во введении к главе 3 и c0 = 0.1. При

выбранных свойствах материалов выполняются следующие соотношения:

Gx
bond(d, ℓ) ≪ Gy

bond(d, ℓ) и Gbond ≈ Gy
bond(d, ℓ). Положение максимума при воз-

растании податливости связей смещается к центру трещины (t = d/ℓ = 1,

трещина, заполненная связями), а его величина уменьшается, причем при
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Рис. 5.10. Скорость потребления энергии деформации связями: (a) - полная, см. (5.2); (b) -
для сдвиговых деформаций, см. (5.3), t = d/ℓ

1/Ψ ≥ 3 максимум всегда наблюдается при d/ℓ = 1.

Зависимость максимума скорости поглощения энергии деформации свя-

зями от величины параметра Ψ приведена на рис. 5.11. При больших значе-

ниях Ψ выполняется соотношение Gbond(d, ℓ) � (0.8 ÷ 0.85)Gtip(0, ℓ). Размер

концевой области трещины, при котором достигается максимальное значе-

ние скорости потребления энергии деформации связями, совпадает с соот-

ветствующим размером концевой области для максимума модуля вектора

усилий, см. рис. 3.10 и выражение (3.1).

Зависимости скорости поглощения энергии деформации связями от со-
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Рис. 5.11. Зависимость максимального значения скорости потребления энергии деформации
связями от параметра Ψ, одноосное растяжение

отношения модулей упругости и коэффициентов Пуассона материалов полу-

чены, как и в разделах 3.1.1 и 5.1.1, с использованием выражений (3.2)-(3.3).

При изменении относительной жесткости материалов (ν1 = ν2 = 0) воз-

растает вклад сдвиговых деформаций, составляющая скорости поглощения

энергии деформации связями Gx
bond(d, ℓ) увеличивается, а Gy

bond(d, ℓ) - умень-

шается при практически постоянном значении Gbond(d, ℓ), см. рис. 5.12.

Изменение коэффициентов Пуассона материалов (ν1 = ν2 = ν) также

приводит к изменению соотношения между слагаемыми скорости поглоще-

ния энергии деформации связями. При уменьшении коэффициента Пуассона

возрастает вклад сдвиговых деформаций и возрастает соответствующее сла-

гаемое в (5.3) при сохранении суммарного значения Gbond(d, ℓ).

Влияние соотношения податливости связей cx/cy по направлениям осей

координат рассмотрено для механических свойств материалов, приведенных

в разделе 3.1.1. При одноосном растяжении изменение податливости в ка-

сательном направлении слабо влияет на суммарную величину Gbond(d, ℓ).

При малых cx/cy максимальное значение Gbond(d, ℓ) заметно выше, чем при

cx = cy, см. рис. 5.14.
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Рис. 5.12. Зависимости скорости потребления энергии деформации связями от длины кон-
цевой области трещины при изменении относительной жесткости материалов: (a) - полная,
см. (5.2); (b) - для сдвиговых деформаций, см. (5.3), t = d/ℓ
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Рис. 5.13. Зависимости скорости потребления энергии деформации связями от длины кон-
цевой области трещины при изменении коэффициента Пуассона материалов: (a) - полная,
см. (5.2); (b) - для сдвиговых деформаций, см. (5.3), t = d/ℓ

Влияние изменения податливости связей вдоль концевой области тре-

щины на величину скорости поглощения энергии деформации связями рас-

смотрено для функций вида (3.4) в предположении, что податливости оди-

наковы в касательном и нормальном направлениях. Зависимости скорости

поглощения энергии деформации связями и слагаемого этого параметра, со-

ответствующего сдвиговым деформациям, приведены на рис. 5.15. Заметные

различия наблюдаются для размеров концевой области d/ℓ < 0.5. Возраста-

ние податливости (функция вида γ(t) = 1/
√

1.01 − t2) приводит к уменьше-

нию слагаемых скорости поглощения энергии деформации связями, причем



262

0 1 2
0,6

0,7

0,8

bondG

 

 

 

c
x
/c

y

c
0
=0.1

Рис. 5.14. Зависимость максимального значения скорости потребления энергии деформации
связями от сx/cy, одноосное растяжение
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Рис. 5.15. Зависимости скорости потребления энергии деформации связями от длины кон-
цевой области трещины: (a) - полная, см. (5.2); (b) - для сдвиговых деформаций, см. (5.3),
t = d/ℓ, изменение податливости: 1- γ(t) = 1/

√
1.01 − t2, 2 - γ = 1, 3 - γ(t) =

√
1 − t2

этот эффект является более существенным при малых размерах концевой

области.

Изменение закона деформирования связей приводит к изменению вели-

чины скорости поглощения энергии деформации связями. Для примера, на

рис. 5.16 приведены зависимости скорости поглощения энергии деформации

связями от длины концевой области трещины при σ0 = 40 МПа и c0 = 0.1

для случая линейно-упругих связей и билинейного закона деформирования

связей. Зона нелинейного деформирования (см. рис. 5.8a) соответствует об-
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Рис. 5.16. Зависимость скорости потребления энергии деформации связями от длины кон-
цевой области трещины, t = d/ℓ; (1)- линейно-упругие связи; (2)- нелинейный закон дефор-
мирования связей

ласти, в которой зависимости скорости поглощения энергии деформации

связями заметно отличаются.

5.2. Трещиностойкость соединений материалов при
различных законах деформирования связей в концевой
области трещины

В разделе рассмотрена методика применения нелокального критерия

роста трещин со связями в концевой области, а также приведены результаты

анализа трещиностойкости соединений материалов при линейно-упругом и

нелинейном законах деформирования связей в концевой области трещины.

Расчеты выполнены с использованием разработанного комплекса компью-

терных программ для решения сингулярных интегрально-дифференциаль-

ных уравнений. Выполнено сопоставление с известными численными и экс-

периментальными результатами.
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5.2.1. Применение нелокального критерия квазистатического роста
трещин при различных законах деформирования связей в
концевой области трещины

Рассмотрим методику оценки параметров докритического развития и

предельного равновесия трещины с квазилинейными связями вида (1.32) в

концевой области трещины при использовании нелокального критерия раз-

рушения, основанного на уравнениях (4.27)-(4.28) и условиях (4.29)-(4.31).

Применение нелокального критерия разрушения (4.27)-(4.28) состоит

из следующих этапов:

1) определения усилий в связях и раскрытия в концевой области трещины

на каждом шаге приращения длины трещины или её концевой области (для

прямолинейной трещины на границе соединения полуплоскостей - из реше-

ния уравнения (2.69) с учетом закона деформирования связей);

2) проверки выполнения условий (4.29)-(4.31), определения режима развития

трещины и приращения длины трещины или её концевой области.

Исходные данные, необходимые на этих этапах, включают: 1) механи-

ческие свойства материалов подобластей (модули упругости и коэффици-

енты Пуассона); 2) закон деформирования связей в концевой области тре-

щины; 3) критическое раскрытие на краю концевой области трещины, ucr;

4) плотность энергии деформации, выделяющейся при разрыве связей на

краю концевой области, Gb; 5) трещиностойкость материала в малой зоне

вблизи вершины трещины, Gm (см. раздел 4.1.1). Параметры 2)-5) являются

масштабно-зависимыми и могут изменяться при росте трещины.

Рассмотрим этап проверки выполнения условий (4.29)-(4.31) и опреде-

ления режима развития трещины. Условие квазистатического развития тре-

щины на границе соединения материалов из зоны, свободной от связей,

следует из выражения (4.29) (докритический рост трещины):

Gtip(d, ℓ) = Gbond(d, ℓ), u(ℓ − d) < ucr , (5.7)
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где ucr - критическое раскрытие трещины на краю концевой области, Gtip(d, ℓ)

определяется выражением (5.1), а Gbond(d, ℓ) имеет вид:

Gbond(d, ℓ) =

ℓ∫
ℓ−d

(
∂ uy(x)
∂ ℓ

qy(u) +
∂ ux(x)
∂ ℓ

qx(u)
)

dx −
u(ℓ−d)∫

0

σ(u)du +Gm (5.8)

При увеличении размера концевой области d зависимость внешней крити-

ческой нагрузки от длины трещины при возрастании длины трещины опре-

деляется из решения уравнения (5.8).

Условие разрыва связей на краю концевой области без продвижения

вершины трещины (4.30) имеет вид (докритический рост трещины):

Gtip(d, ℓ) < Gbond(d, ℓ), u(ℓ − d) = ucr (5.9)

Зависимость внешней критической нагрузки от длины концевой области тре-

щины (без изменения длины трещины) определяется из втрого выражения в

(5.9) с использованием соотношений (1.32), (1.33) и (2.31):

σcr (d) =
ucrEb

Hγd

√
q2

x,d + q2
y,d

, (5.10)

где величины γd, qx,d, qy,d определяются на краю концевой области.

Квазистатический рост трещины реализуется при выполнении условий

(4.31) в форме:

Gtip(d, ℓ) = Gbond(d, ℓ), u(ℓ − d) = ucr (5.11)

Для случая трещины с адгезионным слоем на границе соединения материа-

лов первое из уравнений в (5.11) имеет вид:(
k1 + 1
µ1
+

k2 + 1
µ2

)
K2

0

16 ch2(πβ)
=

ℓ∫
ℓ−d

(
∂ uy(x)
∂ ℓ

qy(u) +
∂ ux(x)
∂ ℓ

qx(u)
)

dx, (5.12)

где учтено, что в состоянии предельного равновесия u(ℓ − d) = ucr и

ucr∫
0

σ(u)du = Gm
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Для линейно-упругих связей в концевой области трещины решение систе-

мы уравнений (5.11) проводится в два этапа. На первом этапе выполняется

совместное итерационное решение системы уравнений (2.69) и (5.12). Отме-

тим, что (5.12) также является интегральным уравнением, см. (2.62), (2.63),

(5.1) и (5.3). Выражение для скорости потребления энергии деформации

связями рассматриваем для случая адгезионного слоя. Из решения системы

уравнений (2.69) и (5.12) (если оно существует), определяется относитель-

ная критическая длина концевой области трещины в состоянии предельного

равновесия tcr при заданных длине трещины, параметрах связей и материа-

лов.

При рассмотрении адгезионного слоя выполнение условия (5.12) для

линейно-упругих связей в концевой области трещины зависит от параметра

относительной жесткости связей Ψ и механических свойств материалов, а

при заданных свойствах материалов и связей – от относительных характе-

ристик (H/ℓ, d/ℓ) концевой области и трещины. Ввиду этого, относитель-

ное критическое значение длины концевой области, полученное из условия

(5.12), может быть отнесено к трещине любого масштаба при допустимой

внешней нагрузке. Критическая длина концевой области для заданной дли-

ны трещины определяется как dcr = ℓtcr. После определения критической

длины концевой области трещины dcr критическую внешнюю нагрузку σcr,

соответствующую при заданных длине трещины ℓ и критическом раскрытии

трещины на краю концевой области ucr решению уравнения (5.12), находим

из решения второго уравнения нелокального критерия разрушения (5.11), ко-

торое имеет вид, аналогичный (5.10). Зависимости параметров разрушения

от длины трещины получаются в результате решения системы уравнений

(5.11) для последовательности возрастающих длин трещин.

Для связей с нелинейной диаграммой деформирования (см. раздел 1.3)

необходимо выполнение итерационного решения системы (5.11) с изменени-

ем уровня внешней нагрузки и проверкой выполнения условия достижения
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Рис. 5.17. Энергетические характеристики трещины со связями в концевой области, отсут-
ствие решения уравнения (5.12), t = d/ℓ, Ψ = 1.2

предельного раскрытия на краю концевой области. В качестве первого при-

ближения принимается решение для линейно-упругих связей и определяется

интервал поиска решения для внешней нагрузки [c1σcr; c2σcr] и концевой об-

ласти [w1dcr; w2dcr], где σcr - критическое внешнее напряжение (см. выраже-

ние (5.10)) и dcr - критическая длина концевой области для линейно-упругих

связей, 0 < c1 < c2 < 1 и w1 < 1, w2 > 1 - эмпирические постоянные, зави-

сящие от формы кривой деформирования связей. Определяется размер шага

по нагрузке ∆σ = σcr (c2 − c1) /N, где N- число шагов. Для уровней внешней

нагрузки вида σ0,i = c2σcr − (i − 1)∆σ, (i = 1 . . .N) выполняется итераци-

онное решение первого уравнения системы (5.11) с проверкой достижения

критического раскрытия на краю концевой области.

Рассмотрим различные варианты решения системы уравнений (5.11) с

учетом представления (5.12) для случая линейно-упругих связей с постоян-

ной или изменяющейся вдоль концевой области податливостью. При отно-

сительно мягких связях в концевой области трещины возможно отсутствие

решения уравнения (5.12) и, ввиду этого, отсутствие решения системы урав-
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нений (5.11), (см. рис. 5.17) . В этом случае податливость связей мала, при

достижении критической внешней нагрузки и любом размере концевой обла-

сти возможен квазистатический рост трещины (например, при выполнении

условия (4.29)). Для рассматриваемых механических свойств материалов и

связей (E1 = 135 ГПа, E2 = 25 ГПа, ν1 = ν2 = 0.35, Eb = E2) решение урав-

нения (5.12) отсутствует при H/ℓ ≥ 1.1 (что соответствует Ψ ≤ 1.2 при

произвольном сочетании механических свойств материалов и связей). Это

условие позволяет получить критерий для оценки допустимых параметров

связей и материалов, при которых существует решение системы уравнений

(5.11)

Eb

(
k1 + 1
µ1
+

k2 + 1
µ2

)
≤ 2.4πc0 (5.13)

Если один из материалов абсолютно жесткий (E1 → ∞), Eb = E2, ν1 = ν2 =

0.35, то из (5.13) получаем H ≈ 0.93ℓ -предельное значение характерного

размера H. Решение уравнения (5.12) существует при Ψ > 1.2 (c0 < 1.1

при используемых свойствах материалов). При податливости, изменяющейся

вдоль концевой области по закону (см. (3.4))

γ1,2 (t) ≡ γ (t) =
√

1 − t2,

решение системы существует при c0 ≤ 2 (см. рис. 5.18). При c0 = 2 оба энер-

гетических параметра разрушения практически совпадают на промежутке

0.660 ≤ t ≤ 0.947.

Решение для c0 = 0.25 при постоянной вдоль концевой области трещи-

ны податливости представлено на рис. 5.19a, где положение точки пересече-

ния графиков Gtip (d, ℓ) и Gbond (d, ℓ) соответствует критическому значению

относительной длины концевой области tcr = dcr/ℓ ≈ 0.105. Критическая

внешняя нагрузка σcr, соответствующая найденному значению tcr и раскры-

тию на краю концевой области u = ucr, определяется из решения уравнения

(4.28). Это решение иллюстрируется на рис. 5.19b, где значению tcr, полу-

ченному из решения системы уравнений (4.27) и (4.28), соответствует поло-
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Рис. 5.18. Энергетические характеристики трещины со связями в концевой области, решение
уравнения (5.12) при изменении податливости связей вдоль концевой области трещины,
t = d/ℓ, Ψ = 1.25

жение точки пересечения (точка А) прямой u = ucr и зависимости раскрытия

трещины на краю концевой области (x = ℓ − dcr) от длины концевой обла-

сти при внешней нагрузке, равной критической (σ0 = σcr). Второе решение

уравнения (4.28) (точка В на рис. 5.19b) не согласуется с условием (4.27) и,

следовательно, не определяет состояния предельного равновесия концевой

области и вершины трещины.

При малых и больших значениях относительной податливости связей

c0 = H/ℓ (и, соответственно, малой и высокой относительной жесткости

связей, см. параметр Ψ) условие (4.27) может выполняться при двух значе-

ниях t∗ = d∗/ℓ и t∗2 > t∗1 (см.рис. 5.20), причем t∗2 > 0.8 (это верно как при

малых, так и при больших значениях податливости связей). Из результатов,

приведенных на рис. 5.1a следует, что K0(t∗2) < K0(t∗1). Следовательно, для

выполнения условий (4.27) и (4.28) при t = t∗2 необходима более высокая

внешняя нагрузка, чем при t = t∗1. Таким образом, при увеличении внеш-

ней нагрузки возможно выполнение условия (4.28) при t = t∗2, что приводит

к квазистатическому сокращению размера концевой области до величины

tcr = t∗1 без продвижения вершины трещины. Отметим, что при η ≫ 1 ( см.
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Рис. 5.19. Расчет параметров нелокального критерия разрушения для линейно-упругих свя-
зей, t = d/ℓ. a): Скорость высвобождения энергии деформации и скорость потребления
энергии связями, существование решения уравнения (4.27), tcr = dcr/ℓ - длина концевой
области в состоянии предельного равновесия; b): Раскрытие трещины на краю концевой
области, условия критического раскрытия выполняется в точке A; точка B - недопустимый
корень.

определение (4.24)) указанный эффект отсутствует.
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Рис. 5.20. Энергетические характеристики трещины со связями в концевой области: (a)-
мягкие связи; ((b)- жесткие связи, t∗1 и t∗2 - два решения уравнения (4.27), t = d/ℓ

Рассмотрим режимы развития разрушения для трещины с произволь-

ным размером концевой области 0 < d < ℓ, полагая, что существует един-

ственное решение уравнения (4.27). Пусть концевая область трещины 0 <

d < dcr. При монотонно возрастающей внешней нагрузке Gtip(d, ℓ) > Gbond(d, ℓ)

и раскрытие трещины на краю концевой области не превышает критическо-

го значения (u < ucr), что соответствует выполнению условий (4.29) (см.
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рис. 5.19). Происходит увеличение длины трещины без разрыва связей на

краю концевой области. При достижении критического размера концевой

области и критической величины внешней нагрузки возможен переход к ква-

зистатическому режиму разрушения, описываемому условиями (4.31). Если

задан размер концевой области трещины d такой, что dcr < d < ℓ, то выпол-

няются условия (4.30) , и при монотонном нагружении происходит разрыв

связей на краю концевой области, размер концевой области трещины сокра-

щается без продвижения вершины трещины, d → dcr. Переход к квазистати-

ческому режиму разрушения происходит, так же, как и в первом случае, при

достижении критического размера концевой области и критической величи-

ны внешней нагрузки.

Рассмотрим применение критерия (4.27)-(4.28) для трещины началь-

ной длины 2ℓ = 10−3м при наличии в концевой области трещины связей

с нелинейной диаграммой деформирования, приведенной на рис. 1.13 (би-

линейная зависимость, c0 = 0.1, λ = 250, η = 2, δ = 0.5, σm = 50 МПа,

um = 10−7м). Решение системы уравнений (5.11) для линейно-упругих свя-

зей во всем диапазоне деформирования (ucr = 2um) принималось в качестве

первого шага итерационного процесса: dcr ≈ 0.041ℓ, и σcr ≈ 25.1 МПа. В

итоге, для билинейной зависимости получено dcr ≈ 0.055ℓ и σcr ≈ 20 МПа.

На рис. 5.21ab приведены энергетические характеристики трещины как для

линейно-упругих, так и нелинейных связей.

При монотонном нагружении начальной трещины, заполненной связя-

ми, с билинейной диаграммой деформирования, процесс разрушения начи-

нается с разрыва связей в центре трещины при внешней нагрузке σcr > σm

(ввиду малого коэффициента концентрации напряжений на крайней связи,

см. рис. 3.29). Процесс развития разрушения существенным образом зави-

сит от программы нагружения. Для поддержания квазистатического процес-

са разрушения необходимо снижать величину внешней нагрузки при росте

части трещины, свободной от связей.
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Рис. 5.21. Энергетические характеристики трещины со связями в концевой области: (a)-
линейно-упругие связи; (b)- билинейная кривая деформирования связей, t = d/ℓ
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Рис. 5.22. Зависимость числа итераций Nc до достижения сходимости решения от длины
концевой области трещины t = d/ℓ, η = 2, δ = 0.5

При внешней нагрузке, равной критической для рассматриваемого слу-

чая (σcr ≈ 20 МПа), область сходимости итерационного алгоритма решения

задачи с нелинейными связями в концевой области показана на рис. 5.22. Ес-

ли внешняя нагрузка не меньше критической при достижении границы зоны

отсутствия сходимости решения, то возможен переход к быстрому развитию

трещины до достижения квазистатического равновесия. При монотонном

нагружении (0 < σ0 < σcr) начальной трещины, свободной от связей, проис-

ходит развитие концевой области трещины с достижением ее критической



273

длины и переходом к квазистатическому разрушению. В этом случае кри-

тический размер концевой области не достигает границы зоны отсутствия

сходимости решения.

5.2.2. Моделирование трещиностойкости соединений материалов.
Линейно-упругие связи

Рассмотрим зависимость параметров предельного равновесия трещины

от относительной податливости связей для трещины фиксированной длины

(2ℓ = 10−3м) при постоянном значении критического раскрытия трещины

на краю концевой области, ucr = 2 · 10−7м. Размер концевой области тре-

щины в состоянии предельного равновесия dcr в случае линейно-упругих

связей определяется из уравнения (5.12). Критическая нагрузка, соответству-

ющая началу квазистатического роста трещины, σcr для заданного размера

трещины определяется выражением (5.10). Энергетическая характеристика

сопротивления адгезионному разрушению Gcr = Gbond(dcr, ℓ) определяется

выражением (5.6) для полученных из критерия предельного равновесия ве-

личин dcr и σcr (одноосное растяжение). Расчеты выполнены для ν1 = ν2 = 0

при определении соотношения между модулями упругости материалов, как

и в разделах 3.1.1 и 5.1.1, с использованием выражений (3.2)-(3.3).

Зависимость относительной длины концевой области трещины в со-

стоянии предельного равновесия dcr/d0 от относительной жесткости связей

κ0 = 1/c0 приведена на рис. 5.23a. Здесь параметр d0 определяется аналогич-

но параметру, введенному ранее при рассмотрении критерия для постоянных

напряжений в связях (см. (4.49))

d0 =
πEucr

8P0

Заменяя в этом выражении модуль упругости материала E на 8/A (см. (1.6)),

а постоянное напряжение в концевой области P0 - на максимальное значе-

ние модуля вектора усилий на краю концевой области при линейно-упругом
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законе деформирования связей (см. (1.33) и (1.35))

σ f =
Eb

H
ucr, (5.14)

получаем (см. (2.29))

d0 =
πH
AEb

=
ℓ

2Ψ
,

dcr

d0
= 2Ψ

dcr

ℓ
(5.15)
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Рис. 5.23. Зависимость длины концевой области трещины от относительной жесткости
связей. Нормировка: (a) - параметром d0; (b) - длиной трещины ℓ, E1/E2 = 100, κ0 = 1/c0

При выбранных параметрах материалов состояние предельного рав-

новесия трещины с концевой областью существует, если κ0 ≥ 0.49. Значи-

тельное изменение критического размера концевой области наблюдается для

относительно мягких связей, 0.49 ≤ κ0 ≤ 1. Размер концевой области тре-

щины стремиться к постоянной величине, dcr ≈ (1.06 − 1.13)d0 при увеличе-

нии относительной жесткости связей. Увеличение относительной жесткости

материалов E1/E2 приводит к возрастанию dcr. Зависимость критического

размера концевой области, нормированной полудлиной трещины ℓ, приведе-

на на рис. 5.23b. При E1/E2 = 100 максимальная длина концевой области в

состоянии предельного равновесия составляет dcr ≈ 0.787ℓ.

Зависимость критической внешней нагрузки σcr, соответствующей на-

чалу квазистатического роста трещины, нормированной величиной (5.14),

приведена на рис. 5.24. Внешняя критическая нагрузка достигает наиболь-
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Рис. 5.24. Зависимость растягивающей кри-
тической внешней нагрузки от относитель-
ной жесткости связей
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Рис. 5.25. Зависимость энергетической ха-
рактеристики Gcr от относительной жестко-
сти связей

ших значений при мягких связях, т.к. в этом случае усилия в связях отно-

сительно невелики (см. рис. 3.4), и для достижения критического раскрытия

на краю концевой области необходима значительная внешняя нагрузка. При

увеличении жесткости связей критический размер концевой области трещи-

ны уменьшается, возрастет коэффициент концентрации усилий на краю кон-

цевой области и, соответственно, внешняя критическая нагрузка снижается.

Зависимость энергетической характеристики сопротивления адгезионному

разрушению Gcr = Gbond(dcr, ℓ) от относительной жесткости связей приве-

дена на рис. 5.25. Нормировка величины Gcr выполнена энергетическим

параметром G0, соответствующим концевой области трещины (см. (1.2)) с

линейно-упругими связями

G0 =

ucr∫
0

σ (u) du = 0.5σ f ucr (5.16)

Заметное отличие величины Gcr от G0 наблюдается для относительно мягких

связей при 0.49 ≤ κ0 ≤ 1.

Рассмотрим процесс развития начальной трещины, заполненной связя-

ми, для значений относительной податливости связей 0.1 ≤ c0 ≤ 0.5. При

монотонном увеличении внешней нагрузки и указанных значениях относи-
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Рис. 5.26. Зависимость критической внешней нагрузки от относительной длины части тре-
щины, свободной о связей, λ = (ℓс − d)/ℓ

тельной податливости связей выполняется условие (4.30) (d = ℓ) и процесс

разрушения начинается с разрыва связей в центре трещины с сокращением

размера концевой области от d = ℓ до d = dcr и выполнения условия пе-

рехода к квазистатическому росту трещины (4.31). На рис. 5.26 приведены

зависимости внешней нагрузки σcr, нормированной величиной (5.14), при

H = ℓ

σс =
Eb

ℓ
ucr (5.17)

от относительной длины части трещины, свободной о связей

λ =
ℓс − d
ℓ

, (5.18)

где ℓ - начальная длина трещины, ℓс - текущая длина трещины, d -

размер концевой области. Переход от режима разрыва связей на краю кон-

цевой области (без изменения длины трещины) к квазистатическому росту

трещины отмечен на рис. 5.26 точками. Например, при с0 = 0.1 (кривая 1)

указанному переходу соответствуют λ = 0.959 и d = dcr ≈ 0.041ℓ.

Для выбранных выше параметров (2ℓ = 10−3м, ucr = 2 · 10−7м) пе-

реходу от режима разрыва связей к режиму квазистатического роста тре-

щины соответствуют следующие характеристики разрушения: а) с0 = 0.1:
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σcr ≈ 25.1 МПа, Gbond(dcr, ℓ) ≈ 10.1Дж/м2; б) с0 = 0.25: dcr ≈ 0.105ℓ, σcr ≈
16.1 МПа, Gbond(dcr, ℓ) ≈ 4.1Дж/м2; в) с0 = 0.50: dcr ≈ 0.225ℓ, σcr ≈ 11.7 МПа,

Gbond(dcr, ℓ) ≈ 2.1Дж/м2. При квазистатическом развитии трещины проис-

ходит заметное уменьшение критической внешней нагрузки (рис. 5.26), а

длина концевой области трещины в состоянии предельного равновесия и

энергетическая характеристика Gcr, изменяются незначительно. Например,

для с0 = 0.25 размер концевой области изменяется как dcr ≈ (0.225− 0.200)ℓ

при изменении длины трещины, соответствующей рис. 5.26.

Рассмотрим процесс квазистатического развития трещины из зоны, за-

полненной связями, для случая относительно мягких связей при значениях

параметра Ψ > 1.2, что соответствует нижней границе, при которой суще-

ствует состояние предельного равновесия трещины с концевой областью,

см. рис. 5.17. Для трещины начальной длины 2ℓ первое решение уравне-

ния (5.12) определяется при Ψ ≈ 1.25, что соответствует (при выбранных

для расчета механических свойствах материалов ν1 = ν2 = 0 и определении

соотношения между модулями упругости материалов, как в разделах 3.1.1

и 5.1.1) начальной относительной податливости связей c0 = H/ℓ ≈ 2.037.

Зависимости относительной длины концевой области трещины в состоянии

предельного равновесия dcr/ℓ от относительной длины трещины

λc =
ℓс

ℓ
,

где ℓ - начальная длина трещины, ℓс - текущая длина трещины, приве-

дены на рис. 5.27. Критические размеры концевой области для начальной

длины трещины следующие:1) E1/E2 = 1 - dcr = 0.695ℓ и 2) E1/E2 = 100 -

dcr = 0.787ℓ. Если начальный размер концевой области больше критического

( dcr < d ≤ ℓ, предельный случай - зона, заполненная связями), то при мо-

нотонном нагружении разрыв связей на краю концевой области начинается

при выполнении условия (4.28). При выполнении условия (4.27) происходит

переход к квазистатическому развитию трещины, 0 < d ≤ dcr.



278

0 2 4 6 8
0,4

0,5

0,6

0,7

1) E
1
/E

2
=1

2) E
1
/E

2
=100

2

c

 

 

 

cr

1

Рис. 5.27. Зависимость длины концевой обла-
сти трещины в состоянии предельного равно-
весия от длины трещины
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Рис. 5.28. Зависимость энергетической ха-
рактеристики Gcr от длины трещины

Зависимости критической внешней нагрузки от длины части трещины,

свободной о связей (5.18), полученные для трещины, заполненной связями,

и нормированные величиной (5.14) приведены на рис. 5.29.
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Рис. 5.29. Зависимость критической внешней нагрузки от длины трещины при развитии
трещины из зоны, заполненной связями

Изменение относительной жесткости материалов не оказывает замет-

ного влияния на величину критических напряжений. Разрыв связей в центре

трещины начинается при σcr/σ f = 1.522 (E1/E2 = 1) и σcr/σ f = 1.553

(E1/E2 = 100), и на промежутке 0 < λ < dcr/ℓ внешнее напряжение опреде-
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ляется условием (4.28).

Зависимость внешней нагрузки от длины трещины (кривая квазиста-

тического роста трещины, рис. 5.29) является общей для всех трещин при

заданных механических свойствах материалов и связей. Одна из зависимо-

стей, приведенных на рис. 5.29 (E1/E2 = 100, ν1 = ν2 = 0, 2ℓ = 10−3м)

представлена на рис. 5.30 вместе с кривыми докритического развития тре-

щин бо́льшей длины, заполненных связями в момент начала нагружения.

Начальная относительная податливость связей и критический размер конце-

вой области, при достижении которого начинается квазистатическое раз-

витие начальной трещины, указаны выше при описании рис. 5.29. Для

трещин длины 2ℓi (i = 1, 2, 3) бо́льшей начальной, зависимости внешней

критической нагрузки разрыва связей на краю концевой области от дли-

ны части трещины, свободной от связей, являются кривыми докритиче-

ского роста. Этим кривым соответствуют следующие параметры трещи-

ны с концевой областью: ℓ1 = 2.936ℓ, dcr,1 = 0.49ℓ, c0,1 = H/ℓ1 = 0.694;

ℓ2 = 4.600ℓ, dcr,2 = 0.474ℓ, c0,2 = H/ℓ2 = 0.443; ℓ3 = 6.776ℓ, dcr,3 = 0.466ℓ,

c0,3 = H/ℓ3 = 0.301. Заметим, что критические напряжения разрыва свя-

зей в центре трещины слабо изменяются при увеличении длины трещины

σcr,i/σ f = 1.136, 1.091, 0.998, i = 1, 2, 3. Напряжения вдоль кривых 1, 2, 3

достигают минимума при определенной длине концевой области трещины,

что объясняется так же, как поведение аналогичных кривых на рис. 4.7.

Влияние изменения вдоль концевой области трещины относительной

податливости линейно-упругих связей на параметры, характеризующие пре-

дельное равновесие трещины с концевой областью, рассмотрено, как и в

разделе 3.1.1, на примере функций вида (3.4) для E1/E2 = 100, ν1 = ν2 = 0.

Для каждой функции зависимости податливости от коодинаты вдоль конце-

вой области расчет выполнен при увеличении с ростом трещины параметра

Ψ от минимального значения, при котором существует первое решение урав-

нения (5.12). Для функций вида 1 это значениеΨ = 2.315, а для функций вида
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Рис. 5.30. Зависимость критической внешней нагрузки от длины трещины, вариация длины
начальной трещины

2 - Ψ = 0.653 (см. рис. 3.21). При податливости, постоянной вдоль концевой

области трещины, - Ψ = 1.25 (см. выше). Зависимость критической длины

концевой области трещины, нормированной начальной длиной трещины, от

относительной длины трещины λc приведена на рис. 5.31. Для податливости,

возрастающей к вершине трещины, критический размер концевой области

достигает минимума при относительно малой длине трещины и возраста-

ет при увеличении длины трещины (кривая 1). Если податливость связей

уменьшается к вершине трещины, то критический размер концевой области

также уменьшается и при относительно малой длине трещины достигает

предельного значения.

Критические напряжения, нормированные величиной (5.17), в зависи-

мости от длины трещины для этих трех случаев представлены на рис. 5.32a.

Для функций податливости, постоянных вдоль трещины и возрастающих к

вершине трещины, критические напряжения квазистатического роста трещи-

ны различаются незначительно. При податливости связей, уменьшающейся
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Рис. 5.31. Зависимость критической длины концевой области от длины трещины, 1, 2- см.
рис. 3.21, 3- постоянная податливость связей вдоль концевой области трещины

вблизи вершины трещины, напряжения быстро достигают критической ве-

личины, т.е. в этом случае разрушающее напряжении практически не зависит

от длины трещины (кривая 2).
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Рис. 5.32. (a)- Критические напряжения и (b) - критические КИН в зависимости от длины
трещины, 1, 2- см. рис. 3.21, 3- постоянная податливость связей вдоль концевой области
трещины

На рис. 5.32b приведены зависимости от длины трещины критических

значений КИН, нормированных величиной Kn, определяемой из равенства(
k1 + 1
µ1
+

k2 + 1
µ2

)
K2

n

16 ch2(πβ)
= Gc (5.19)
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где величина Gc определяется аналогично (5.16) с заменой σ f на σс (см.

(5.17)). При уменьшении податливости к вершине трещины значения КИН,

как и критические размер концевой области и внешняя нагрузка, быстро

достигают предельного значения, которое почти не изменяется при квази-

статическом росте трещины (кривая 2).

Изложенная выше методика использована для исследования развития

трещин на границе соединения различных материалов, соединенных слоем

адгезива. Рассмотрены варианты соединений: металл-металл и металл-кера-

мика с полимерным слоем адгезива, в предположении, что толщина слоя

адгезива много меньше длины трещины.

Результаты экспериментального исследования трещиностойкости адге-

зионных соединений и композиционных материалов, подкрепленных волок-

нами, при различных условиях нагружения приведены в в ряде работ, на-

пример [288–291].

Для сопоставления расчетных результатов, полученных в данной ра-

боте при использовании нелокального критерия разрушения для трещин с

концевой областью, использованы материалы работ [289, 290]. Расчеты вы-

полнены для нанокомпозита, состоящего из керамической матрицы (Al2O3),

подкрепленной многостенными углеродными нанотрубками, расположенны-

ми в гексагональном порядке и ориентированными вдоль выделенного на-

правления. Методика получения такого нанокомпозита на основе пористой

керамики с использованием химического осаждения из газовой фазы для

формирования нанотрубок и экспериментальные результаты, демонстриру-

ющие эффекты упрочнения при наличии нанотрубок в концевой области

трещины, приведены в работе [289], а расчетные оценки трещиностойкости

такого материала даны в [290]. Изображения поверхности пористой кера-

мики и нанокомпозита с регулярной структурой нанотрубок, полученные

методом сканирующей электронной микроскопии, приведены на рис. 5.33,

[290]. Оценка трещиностойкости, приведенная в работе [290], выполнена
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Рис. 5.33. Пористая керамика и гексагональный массив нанотрубок в матрице, из работы
[290]

на основе метода конечных элементов для следующих механических свойств

материалов: 1) модуль упругости пористой керамики Ec = 140 ГПа, 2) модуль

упругости многостенных нанотрубок Eb = 570 ГПа. Для трещины длины

2ℓ = 16.8 ·10−6м критическое раскрытие трещины на краю концевой области

составляет ucr = 76 ·10−9м. Расчетная оценка трещиностойкости, полученная

в [290], для трещины данной длины KIc ≈ 4.2 Мпа · м0.5.

Для использования модели концевой области трещины, предложенной

в данной работе, заменим дискретный набор волокон-нанотрубок между бе-

регами трещины промежуточным слоем с модулем упругости, соответствую-

щим степени заполнения сечения нанотрубками. По данным [290]: диаметр

нанотрубок - D = 56нм, толщина стенки нанотрубки - t = 4нм, расстояние

между центрами нанотрубок - L = 98нм (см. также рис. 5.33). C использо-

ванием этих данных геометрическая оценка дает модуль упругости связей в

концевой области трещины Eb ≈ 200ГПа. Будем полагать, что связи в кон-

цевой области трещины деформируются упруго до разрыва, см. выражение

(1.69), которое представим в форме

u =
Eb

H
σ, H =

EbD
2E fδ

√
µ1 th (β1Lc)

(5.20)

Ввиду отсутствия в работе [290] данных для определения параметра H в

(5.20), расчет выполнен при изменении относительной податливости связей

в концевой области трещины на промежутке 0.1 ≤ c0 ≤ 1, полагая, что за-
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Рис. 5.35. Зависимость критических напря-
жений от длины трещины

кон деформирования связей в концевой области трещины имеет вид (2.31).

Трещиностойкость KIc определялась из уравнения (5.12) при K0 ≡ KIc. Зави-

симость KIc от относительной податливости связей приведена на рис. 5.34,

где точка на графике указывет значение KIc, полученное в [290], что соот-

ветствует относительной податливости связей в концевой области трещины

c0 = 0.6 при критическом размере концевой области трещины dcr ≈ 0.1ℓ.

В рассмотренном диапазоне значений относительной податливости связей

размер концевой области близок к предельному, достигаемому для относи-

тельно длинных трещин, слабо зависит от длины трещины и изменяется как

0.016 ≤ dcr/ℓ ≤ 0.173 при возрастании относительной податливости. Трещи-

ностойкость также соответствует состоянию насыщения и изменяется при

росте трещины не более чем на (1-2)%.

С другой стороны, критическое внешнее напряжении существенно из-

меняется при увеличении длины трещины, (см. рис. 5.35, где приведены

зависимости критической внешней нагрузки от длины трещины). Исходя из

критической внешней нагрузки σcr = 1.18 ГПа для рассматриваемых длины

трещины и относительной податливости связей (рис. 5.35, c0 = 0.6), оценим

напряжение разрыва нанотрубки в концевой области трещины. Максималь-
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ное значение модуля вектора усилий в линейно-упругих связях получим по

формуле (3.1). При используемых в расчете механических свойствах мате-

риалов и связей Ψ = 5.517, тогда σm = σcr
√

2Ψ ≈ 3.32 ГПа. Учитывая соот-

ношение между модулями упругости связей в концевой области трещины и

нанотрубок, получаем оценку σm = 3.32 ∗ Ec/Eb ≈ 10 ГПа, что удовлетвори-

тельно согласуется со значением 15 ГПа, приведенным в работе [290].

5.2.3. Моделирование трещиностойкости соединений материалов.
Связи с нелинейной диаграммой деформирования

Рассмотрим эффекты, возникающие при наличии в концевой области

трещины связей с нелинейной диаграммой деформирования. Как и в разде-

ле 5.2.1, для анализа используем билинейную зависимость вида (1.77) при

следующих механических свойствах материалов и связей: E1 = 135 ГПа,

E2 = 25 ГПа, ν1 = ν2 = 0.35, Eb = E2 для трещины 2ℓ = 10−3м. В слу-

чае линейно-упругих связей первое решение уравнения (5.12) существует

при c0 = H/ℓ ≈ 1.1 (см. рис. 5.17). При использовании билинейной кривой

деформирования связей первое решение уравнения (5.12) существует при

c0 = H/ℓ ≈ 0.9 (см. рис. 5.36).

При заданной длине трещины получаем H ≈ 0.9ℓ. Выбор линейного

размера H = 0.45 · 10−3м, модуля упругости связей Eb = 25 ГПа и величины

раскрытия трещины, соответствующей переходу к нелинейной части кри-

вой деформирования um = 10−7м, а также параметров η = 2, δ = 0.5 (см.

раздел 1.3.3), определяет билинейную зависимость с напряжением, соответ-

ствующим изменению закона деформирования σm = umEb/H ≈ 5.56 МПа, см.

рис. 5.37, где также показана зависимость, соответствующая упругому де-

формированию связей до разрыва при u = ucr и σm ≈ 1.11 МПа. Для данной

кривой деформирования связей в результате решения системы уравнений

(5.11) получаем критический размер концевой области трещины dcr = 0.731ℓ
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Рис. 5.36. Расчет параметров нелокального критерия разрушения для связей с билиней-
ным законом деформирования, t = d/ℓ, a): Скорость высвобождения энергии деформации
и скорость потребления энергии связями, tcr = dcr/ℓ - длина концевой области в состоя-
нии предельного равновесия; b): Раскрытие трещины на краю концевой области, условие
критического раскрытия выполняется в точке A; точка B - недопустимый корень

(см. рис. 5.36) и величину критической внешней нагрузки σcr = 7.83 МПа.

Параметры кривой деформирования связей сохранялись неизменными при

увеличении длины трещины. При неизменном линейном размере H это со-

ответствует уменьшению относительной податливости связей, которая из-

менялась от c0 = 0.9 до c0 = 0.225 при увеличении начальной трещины в

четыре раза.

В случае билинейной кривой деформирования (рис. 5.37) получаем

энергетическую характеристику Gb (площадь под кривой деформирования

связей)

Gb =

ucr∫
0

σ (u) du = 0.5σmum(1 + (η − 1)(δ + 1)) (5.21)

Для билинейной зависимости из выражения 5.21 получаем Gb = 0.71 Дж/м2,

а при линейно-упругом деформировании до разрыва связей - Gb = 1.11 Дж/м2.

Зависимости энергии разрушения от относительной длины трещины для би-

линейной кривой деформирования связей в концевой области трещины и ли-

нейно-упругого деформирования связей до разрыва приведены на рис. 5.38.

Заметное отличие от предельного значения, определяемого выражением (5.21),
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наблюдается при λc < 1.
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Рис. 5.37. Билинейный и линейно-упругий
законы деформирования связей, H = 0.45 ·
10−3м, ucr = 2um, δ = 0.5
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Рис. 5.38. Зависимость энергетической ха-
рактеристики трещиностойкости от длины
трещины, 1-линейные связи, 2-билинейная
кривая

При нелинейном законе деформирования связей критический размер

концевой области трещины примерно на 30% превышает величину, соответ-

ствующую линейно-упругому закону деформирования связей, см. рис. 5.39,

где представлены зависимости критического размера концевой области от

длины трещины для двух законов деформирования связей. Величина кри-

тической внешней нагрузки при нелинейном законе деформирования связей

примерно на 15% меньше критической нагрузки при линейно упругих связях

в концевой области трещины, см.рис. 5.40, где приведены соответствующие

зависимости также для двух законов деформирования связей.

Следующая серия расчетов выполнена при фиксированных длине тре-

щины 2ℓ = 10−3м, параметрах убывающей ветви билинейной зависимости,

использованных выше (η = 2, δ = 0.5, um = 10−7м), и изменении относитель-

ной податливости связей на линейно-упругом участке деформирования.

Соответствующие билинейные зависимости для c0 = 0.1; 0.075 ; 0.05

приведены на рис. 1.13. При уменьшении относительной податливости свя-

зей уменьшается линейный размер H и, соответственно, возрастает макси-

мально допустимое упругое напряжение в связях. В таблице 5.2 приведены
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Рис. 5.40. Зависимость критической внешней
нагрузки от относительной длины трещины,
1-линейные связи, 2-билинейная кривая

Таблица 5.2. Зависимость параметров разрушения от относительной податливости связей

c0, A- линейно-упругие связи; B - билинейный закон деформирования связей

c0
dcr/ℓ σcr, МПа Gcr, Дж/м2

A1 B1 A2 B2 A3 B3

0.100 0.041 0.055 25.16 20.00 10.06/10.0 6.37/6.25

0.075 0.030 0.040 29.00 23.00 13.39/13.34 8.45/8.33

0.050 0.020 0.026 35.44 28.40 20.06/20.00 12.70/12.50

результаты расчетов для линейно-упругих связей и билинейного закона де-

формирования связей. Использованные в расчете значения относительной

податливости соответствуют достаточно высокой жесткости связей на на-

чальном линейно-упругом участке деформирования. Виду этого, получены

малые критические размеры концевой области трещины. В столбцах, поме-

ченных как Ai, i = 1, 2, 3, даны результаты линейного расчета, а в столбцах,

помеченных как Bi, i = 1, 2, 3 - результаты расчета с использованием били-

нейной зависимости. В столбцах A3 и B3 приведены значения адгезионной

энергии разрушения, полученные в расчете, (числитель) и определенные по

формуле (5.21) (знаменатель). Уменьшение относительной податливости свя-

зей приводит к уменьшению критического размера концевой области трещи-
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ны, увеличению критического внешнего напряжения и адгезионной энергии

разрушения. Виду малого критического размера концевой области трещи-

ны значения адгезионного энергии разрушения, полученные расчетным пу-

тем и по формуле (5.21), отличаются незначительно. Изменения параметров

разрушения при использовании билинейной кривой деформирования связей

свидетельствуют о снижении трещиностойкости соединения материалов при

преобладании в адгезионном соединении связей такого вида.

Влияние степени полимеризации на трещиностойкость соединений по-

лимеров исследована с использованием методики получения кривых де-

формирования связей в адгезионном слое между различными материалами.

Связи являются однозвенными и многозвенными и образованы молекула-

ми полимера-усилителя адгезии, см. раздел 1.3.1. Полагаем, что на границе

соединения материалов имеется трещина-дефект длины 2ℓ = 10−6м, запол-

ненная связями. Кривые деформирования связей для степени полимериза-

ции N = 300, 500, 800, 1000 получены при допущении, что при изменении

степени полимеризации жесткость участка полимерной цепи между бере-

гами трещины не изменяется и при следующих значениях исходных дан-

ных: 1) T = 433◦K; 2) R1 = 1 · 1018м−2; 3) α = 0.3; 4) a0 = 0.5 · 10−9м;

5) S = 0.005 Н/м; 6) fcr = f ∗ (см. описание параметров в разделе 1.3.1).

При постоянной жесткости молекулярных связей величина um, определяю-

щая изменение закона деформирования, является постоянной при возраста-

нии степени полимеризации (см. рис. 5.41). Из выражения (1.49) получаем

um = 2.39 нм. Отметим, что удельная жесткость связей в концевой области

трещины возрастает при увеличении степени полимеризации, см. (1.46). Для

рассмотренных значений степени полимеризации принимаем, что критиче-

ское раскрытие на краю концевой области трещины в является постоян-

ным: ucr = 10 um. Для каждой кривой деформирования полимерных связей

площадь (Gb) под соответствующей кривой (рис. 5.41), находим исходя из

аналитического описания кривых деформирования (1.50), которое в данном



290

0 10 20
0

50

100

R2/R1=0.3

3
4

2

1  - N= 300,  m= 74 
2  - N= 500,  m= 92 
3  - N= 800,  m=113 
4 -  N=1000, m=125 

u, 

  

 

 

u
m

1

Рис. 5.41. Кривые деформирования связей в концевой области трещины, um = 2.39 нм

случае принимает форму

σ (u) =


S R1(1 + α

√
N)u, u < um

f ∗R1

1 + α
√

N(
1 + u−um

h∗

)2

 , um ≤ u ≤ ucr

(5.22)

Получаем

Gb =

ucr∫
0

σ (u) du = 0.5σmum + f ∗R1 (ucr − um)
1 + α

√
N

1 + ucr−um
h∗

 , (5.23)

где

σm = S R1(1 + α
√

N)um

Для каждого значения степени полимеризации (кривой деформиро-

вания связей) выполнялся поиск состояния предельного равновесия тре-

щины заданной длины. При возрастании степени полимеризации критиче-

ский размер концевой области трещины уменьшается (см. рис. 5.42), что

связано увеличением жесткости связей. Внешняя критическая нагрузка
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Рис. 5.43. Зависимость энергетической ха-
рактеристики Gcr от относительной от сте-
пени полимеризации N

(70 МПа ≤ σcr ≤ 92 МПа) и адгезионная энергия разрушения в состоянии

предельного равновесия линейно возрастают при увеличении степени поли-

меризации, что качественно согласуется с результатами работы [292]. Вели-

чина адгезионной энергии разрушения, полученная в расчете примерно на

(15-20)%, больше, полученной по формуле (5.23), см. рис.5.43.

Методика формирования кривых в концевой области трещины, исходя

из структуры молекулы полимера, является многопараметрической и позво-

ляет строить микромеханические модели разрушения и анализировать вли-

яние различных факторов на прочность и трещиностойкость соединений

материалов. В частности, методика использована для исследования трещи-

ностойкости соединений вида полимер-полимер, полимер-металл и поли-

мер-керамика в предположении, что соединительный слой содержит моле-

кулы полимера-усилителя адгезии с однозвенными и многозвенными свзями.
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5.3. Кинетика связей в концевой области трещины.
Формирование дефектов на границе соединения
материалов

В разделе представлены примеры использования кинетической модели

термофлуктуационного разрушения в сочетании с моделью концевой обла-

сти трещины для анализа формирования дефектов на границе соединения

материалов. Методические расчеты выполнены в предположении, что со-

единение материалов образовано парой металл-полимер. Внешняя нагрузка

полагалась неизменной во времени. Долговечность связей в концевой обла-

сти трещины (и, в итоге, долговечность соединения материалов) определяет-

ся с учетом неоднородного распределения напряжений в концевой области

трещины. В результате серии расчетов при различных внешних нагрузках

получена зависимость времени образования дефекта от величины прило-

женного напряжения, которая качественно согласуется с известными экс-

периментальными результатами для макроскопических образцов. Получены

оценки величин внешних напряжений, соответствующих случаю длитель-

ной прочности рассматриваемого составного образца и случаю мгновенного

разрушения образца. Расчеты выполнены с использованием разработанных

компьютерных программ для решения сингулярных интегрально-дифферен-

циальных уравнений.

5.3.1. Анализ термофлуктуационной модели кинетики связей в
концевой области трещины

Применение методики расчета кинетики связей в концевой области тре-

щины, основанной на термофлуктуационной модели разрушения, рассмот-

рим на примере трещины, заполненной связями (зоны ослабленных связей

на границе соединения материалов). Расчеты выполнены для соединения ма-

териалов, типичных для изделий микроэлектроники [8]: один из материалов

– металл (сплав на основе меди) с модулем упругости E1 = 130 ГПа, а другой
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- полимер на основе эпоксидной смолы с модулем упругости E2 = 2 ГПа ,

коэффициенты Пуассона материалов ν1 = 0.3 и ν2 = 0.35, соответствен-

но; модуль упругости связей Eb = E2, размер зоны ослабленных связей,

расположенной вдоль границы соединения материалов, 2ℓ = 10−5м. Закон

деформирования связей в процессе расчета принимаем линейно-упругим с

податливостью, постоянной вдоль зоны ослабленных связей в начальный

момент времени.

При использовании термофлуктуационной модели кинетики связей в

концевой области трещины для расчета необходимы, помимо механических

свойств материалов и связей, дополнительные исходные данные, характе-

ризующие физические свойства связей. Расчет кинетических зависимостей

выполнялся при следующих значениях параметров [182, 185]: базовая тем-

пература расчета Т = 350К, qNA = 8, 3 Дж/моль · K (см. выражение (1.89)),

энергия активации разрыва молекулярных связей UM = 150 КДж/моль,

τ0 = 10−12 с, µ = 1, начальная плотность связей вдоль концевой области

трещины принималась по данным [170] n0 = 1018 м−2. Полагаем, что свя-

зи образованы цепями полимерных молекул с размером мономерного звена

молекулы am = 10−9 м. Предельное значение плотности связей на участке

образования начального дефекта полагалось равным nсr = 0.1n0. Внешняя

растягивающая нагрузка являлась неизменной во времени, σ0 (t) = const.

Расчет кинетических параметров модели и напряженно-деформирован-

ного состояния в концевой области трещины выполняется в соответствии с

алгоритмом, изложенным разделе 2.2.3 - на первом шаге по времени опре-

деляются: a) распределение усилий в связях при линейно-упругом законе

деформирования связей; b) кинетические параметры связей вдоль концевой

области трещины (см. выражения (2.94) и (2.96)); c) вычисляется модифи-

цированная податливость связей вдоль концевой области трещины (2.95) и

выполняется переход к следующему временному шагу.

Расчет прекращается при выполнении соответствующего критериаль-
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ного условия. При использовании критерия предельной плотности связей

полагается, что это условие выполняется на участке длиной ℓ f = 0.1ℓ, при-

мыкающем к краю концевой области.

Рассмотрим результаты расчета кинетических параметров связей для

трещины, заполненной связями в начальный момент времени, с использова-

нием критерия предельной плотности связей.
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Рис. 5.44. Распределение относительной плотности связей вдоль концевой области трещины:
(a)- нагрузка 20 МПа, процесс формирования дефекта; (b) - распределения после окончания
расчета, t = x/ℓ

Распределения относительной плотности связей на участке 0 ≤ t ≤ x/ℓ

в процессе формирования дефекта-трещины, свободной от связей, при внеш-

нем напряжении σ0 = 20 МПа и относительной податливости связей c0 = 0.1

представлены на рис. 5.44a. При указанной нагрузке критериальное условие

выполняется после 318 шагов по времени, размер шага - ∆t = 2 · 106 c. Боль-

шую часть времени до образования дефекта распад связей вдоль концевой

области является незначительным (см. рис. 5.44a), существенное ускорение

распада связей на краю концевой области реализуется на последних шагах по

времени, что связано с увеличением податливости связей и, соответственно,

увеличением работы по деформированию связей.

Распределения относительной плотности связей после окончания расче-

та при различных внешних нагрузках σ0 = 20; 40; 60 МПа и относительной



295

0,00 0,25 0,50 0,75
1

2

3

=20 

 
 
1 - 200
2 - 300
3 - 316
4 - 317

4

3

2

c/c
0

 

 

 

t

1

c
0
=0.1

Рис. 5.45. Распределение относительной по-
датливости связей вдоль концевой области
трещины, t = x/ℓ
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Рис. 5.46. Распределение относительной дол-
говечности связей вдоль концевой области
трещины, t = x/ℓ

податливости связей c0 = 0.1 представлены на рис. 5.44b. При относительно

невысоких уровнях внешней нагрузки (σ0 ≤ 20 МПа) плотность связей меня-

ется вдоль всей зоны ослабленных связей, и к моменту выполнения условия

(2.98) зона, в которой это условие выполняется, превышает размер предпола-

гаемого дефекта. Возрастание внешней нагрузки после образования дефекта

такого размера может привести к быстрому росту трещины-дефекта. Время,

за которое достигается необходимое снижение плотности связей t f > 108 с, и,

таким образом, нагрузка σ0 ∼ 20МПа характеризует длительную прочность

составной конструкции.

При средних уровнях нагрузки (40 МПа ≤ σ0 ≤ 60 МПа) время об-

разования начального дефекта существенно сокращается и составляет t f ≃
5.0 ·107 c. Снижение плотности связей происходит относительно медленно и,

фактически, вплоть до момента времени t f , при котором выполняется усло-

вие (2.98), плотность связей вдоль всей зоны остается достаточно большой.

При возрастании внешней нагрузки этот эффект проявляется более сильно.

Заметим, что в точке x = ℓ, где u(ℓ, t) = 0, распад связей происходит только

по термофлуктуационному механизму. При высоких уровнях нагрузок, вви-

ду малости t f , в вершине зоны ослабленных связей не происходит заметного
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Рис. 5.47. Релаксация напряжений в концевой области трещины, d = ℓ, t = x/ℓ

распада связей (см. рис. 5.44b). При относительно низких нагрузках значи-

тельный распад связей происходит и вблизи вершины зоны. В этом случае

естественно предположить, что одновременно с образованием начального

дефекта происходит развитие зоны ослабленных связей.
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Рис. 5.48. Релаксация напряжений в концевой
области трещины при различной начальной
податливости связей, d = ℓ, t = x/ℓ
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Рис. 5.49. Изменение раскрытия трещины
при распаде связей, t = x/ℓ

При решении СИДУ изменение плотности связей вдоль концевой об-

ласти трещины моделируется переменной податливостью связей. Соответ-

ственно с изменением плотности связей, податливость связей слабо меняется

большую часть времени и значительно возрастает на последних шагах по
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времени. На рис. 5.45 представлены распределения относительной подат-

ливости связей (функции γ, см. (1.33)) для нескольких шагов по времени,

включая предпоследний шаг расчета m = 317. Максимальное значение отно-

сительной податливости на краю концевой области на этом шаге - c/c0 ≈ 4.

На последнем шаге расчета плотность связей на участке ℓ f = 0.1ℓ мала

(см. рис. 5.44b) и максимальное значение относительной податливости на

краю концевой области достигает величины c/c0 ≈ 66.

Долговечность связей вдоль концевой области трещины (см.(2.94)) опре-

деляется в процессе вычисления относительной податливости, учитываю-

щей изменение плотности связей. На рис. 5.46 приведены распределения

относительной долговечности связей вдоль концевой области трещины (τ0

определяется в (1.88)). При линейно-упругом решении без учета кинетики

связей τb/τ0 = 1 распределение, соответствующее первому шагу 001, вычис-

ляется с учетом кинетики связей после линейно-упругого решения. Заметное

изменение долговечности связей наблюдается на последних шагах решения.

Распад связей в концевой области трещины приводит к увеличению

податливости связей и снижению усилий в связях (релаксации напряжений).

Распределения модуля вектора усилий в связях вдоль концевой области тре-

щины приведено на рис. 5.47. Значительная релаксация усилий в связях

происходит на последних шагах решения, в соответствии с нарастанием по-

датливости связей вдоль концевой области трещины.

Возрастание начальной относительной податливости связей в концевой

области трещины приводит к снижению усилий в связях, см. раздел 3.1.1.

При неизменной внешней нагрузке это приводит к увеличению времени

распада связей до выполнения критериального условия и расширению ча-

сти концевой области трещины, в которой происходит существенный распад

связей и релаксация напряжений (см. рис.5.48). При уменьшении плотно-

сти связей и, соответственно, увеличении их податливости происходит рост

раскрытия трещины ( см. рис.5.49), что, при достижении величины крити-
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ческого раскрытия, приводит к началу разрыва связей в центре трещины.

5.3.2. Формирование трещин из зоны ослабленных связей на границе
соединения материалов

Будем называть временем образования начального дефекта время фор-

мирования части трещины длины ℓ f , свободной от связей, на краю зоны

ослабленных связей, |x| ≤ ℓ. В итоге, длина концевой области трещины

сокращается и становится равной d = ℓ− ℓ f . Зависимости времени образова-

ния начального дефекта (t0 = 1c здесь и далее) от размера концевой области

трещины при различных значениях начальной относительной податливости

связей (σ0 = 10 МПа) приведены на рис. 5.50. При каждом значении отно-

сительной длины концевой области d/ℓ размер зоны, свободной от связей,

полагался равным ℓ f = 0.1d (0) и рассматривался как один шаг прираще-

ния длины дефекта (0.1d (0) - размер концевой области трещины при начале

расчета).
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Рис. 5.50. Зависимость времени образования начального дефекта от длины концевой области
трещины при начале расчета, t = d/ℓ

Ход кривых на рис. 5.50 соответствует зависимостям на рис. 3.4: а) для

концевых областей с бо́льшим коэффициентом концентрации напряжений
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Рис. 5.52. Распределение относительной по-
датливости связей вдоль концевой области
трещины, d(0)/ℓ = 0.25, t = x/ℓ

время образования начального дефекта меньше; b) увеличение начальной

податливости связей (что также можно рассматривать как уменьшение мо-

дуля упругости одного из материалов или как уменьшение модуля упруго-

сти связей, см. (2.29)) и соответствующее этому уменьшение напряженности

связей приводит к увеличению долговечности соединения. Отметим, что из-

менение начальной податливости связей от c0 = 0.1 до c0 = 0.3 приводит

к увеличению долговечности соединения более чем на порядок. Различие

значений времен образования начального дефекта минимально при d/ℓ = 1,

так как распределения усилий вдоль трещины, заполненной связями, слабо

изменяются при изменении относительной податливости связей.

Рассмотрим изменение кинетических параметров концевой области тре-

щины в процессе формирования начального дефекта для d(0)/ℓ = 0.25 при

0.1 ≤ с0 ≤ 0.3, что соответствует зоне относительно высокой напряженно-

сти связей (см рис. 3.4). Эволюция относительной плотности связей на краю

концевой области трещины на участке длины ℓ f = 0.1d(0) при d(0)/ℓ = 0.25 и

σ0 = 10 МПа показана на рис. 5.51. Скорость распада связей существенно за-

висит от их относительной податливости, причем распад связей значительно

ускоряется при снижении их начальной податливости ниже определенного
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Рис. 5.54. Эволюция модуля КИН при возрас-
тании податливости связей в концевой обл-
сти трещины, d(0)/ℓ = 0.25

предела. Распределения относительной податливости связей вдоль концевой

области трещины на последнем шаге формирования дефекта для различных

значений начальной относительной податливости приведены на рис. 5.52.

Нормировка всех распределений выполнена величиной c0,3 = 0.5. Как и в

случае трещины, заполненной связями, увеличение податливости приводит

к расширению зоны распада связей.

Распад связей приводит к возрастанию раскрытия трещины, релакса-

ции напряжений и увеличению модуля КИН. Существенная релаксация на-

пряжений и возрастание модуля КИН происходит на заключительном этапе

формирования дефекта (см. рис. 5.53 и 5.54). Значения модуля КИН нор-

мированы величиной K0- модулем КИН от действия внешней нагрузки для

трещины без связей, см. формулу (2.65) при τ0 = 0.

Зависимость времени образования начального дефекта длины 0.1d(0)

(d(0) = ℓ) от величины приложенного напряжения получена в результате се-

рии расчетов при различных внешних нагрузках, 10 МПа ≤ σ0 ≤ 70 МПа. В

качестве базовой принималась температура T = 350K с энергией активации

распада межатомных связей UM (рис. 5.55). При температурах T = 375K и
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Рис. 5.55. Зависимость времени образования начального дефекта от внешней нагрузки,
d/ℓ = 1

T = 400K энергия активации определялась из зависимости (1.89) в форме

U (T ) = UM − qNA∆T,

где ∆T = 25K, 50K, соответственно, а величина qNA определена в раз-

деле 5.3.1. В указанном диапазоне нагрузок эта зависимость качественно

согласуется с результатами, полученными для макроскопических образцов

[181, 182]. Экстраполяция результатов в предположении, что зависимость

на рис. 5.55 является линейной в логарифмическом масштабе, позволяет

получить оценку внешнего напряжения, соответствующего быстрому разру-

шению, σ0 ≈ 150 МПа при T = 400K.

Следующая серия расчетов выполнена в предположении, что формиро-

вание трещины, свободной от связей, (т.е. ℓ f = ℓ) происходит из зоны ослаб-

ленных связей (трещины, заполненной связями, d/ℓ = 1) и выполняется за

M = 10 шагов для значений температур T = 350K, 375K, 400K (пересчет

энергии активации рассмотрен выше). По окончании каждого шага расче-

та длина части трещины, свободной от связей, увеличивается на величину

∆ℓ f = 0.1ℓ f и составляет ℓ f = i∆ℓ f , 1 ≤ i ≤ M. Зависимости скорости ро-

ста части трещины, свободной от связей, (см. 2.105) от относительной длины
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Рис. 5.57. Эволюция КИН в процессе роста
части трещины свободой от связей

этой части трещины показаны на рис. 5.56. Значения скорости роста дефекта

w
(
ℓ f

)
нормированы величиной w0, пропорциональной скорости приращения

одного шага дефекта при однородной нагрузке на связи σ0:

w0 =
ℓ

Mth
, th = τ0e(U0−A0)/RT , A0 = NAσ0a3

m

На начальных этапах роста трещины скорость наибольшая, далее темп

возрастания скорости снижается, и на последних шагах приращения длины

трещины, свободной от связей, скорость роста трещины снижается. Этот

эффект объясняется тем, что связи на участке начального дефекта, примы-

кающем к его вершине, подвергаются распаду с начала процесса. Ввиду

этого, когда часть трещины, свободная от связей, составляет ℓ f ∼ (8 ÷ 9)∆ℓ f ,

плотность связей на всей оставшейся части начального дефекта мала, по-

датливость связей существенно возрастает по сравнению с исходной, и, со-

ответственно, напряжения в связях значительно снижаются. Это приводит

к уменьшению работы по деформированию связей и, соответственно, сни-

жению скорости роста трещины. Изменение КИН со временем в процессе

роста части трещины, свободой от связей, для рассмотренного выше примера

показано на рис. 5.57. При распаде связей их упрочняющий эффект снижает-
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ся и КИН возрастает. Наибольший прирост КИН происходит на последних

этапах роста дефекта, когда величина КИН стремится к соответствующе-

му значению для трещины без связей. Полагая (для консервативной оцен-

ки), что отношения времен, за которые достигается наибольшее увеличение

КИН, пропорционально долговечности соединения, получаем, что возраста-

ние температуры (в рассматриваемом диапазоне) на ∆T = 25K приводит к

снижению долговечности соединения более чем на порядок.

Рассмотрим применение методики термофлуктуационого распада свя-

зей в концевой области трещины для анализа развития магистральной тре-

щины в пористом материале. В рамках кинетической модели полагаем:

- в пористом материале, ввиду неоднородного распределения пор, имеется

зона повышенной пористости;

- зона повышенной пористости рассматривается как зона ослабленных свя-

зей в материале и моделируется трещиной, заполненной связями, плотность

которых, ввиду их термофлуктуационного распада, уменьшается со време-

нем под действием внешней нагрузки;

- процесс развития трещины состоит из двух этапов: а) кинетического -

формирования начальной трещины-дефекта, свободной от связей, (зоны с

разрушенным межпоровым пространством) с одновременным ростом пори-

стости в остальной части зоны ослабленных связей (этот этап определяет

долговечность пористой структуры); б) квазистатического роста трещины с

концевой областью (зоной повышенной пористости).

Расчеты выполнены на примере пористого кремния, широко приме-

няемого в микроэлектронике, а также в биологии и медицине, пористость

которого может варьироваться от 5 до 95 %, [293, 294]. Среднее значение мо-

дуля упругости пористого материала принималось Е = 100 ГПа. Полагалось,

что в материале имеется зона повышенной пористости длиной 10 микрон.

Так как размер пор в кремнии изменяется от 2 до 50-100 нанометров [293],

то при рассмотрении зоны длиной 10 микрон возможно её моделирование в
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рамках механики сплошного тела. Зона повышенной пористости рассматри-

валась как зона ослабленных связей, в которой начальная плотность связей

меньше, чем плотность связей в окружающем материале. Степень уменьше-

ния плотности связей определяется пористостью рассматриваемой зоны. В

качестве первого приближения использовался линейный закон уменьшения

начальной плотности связей при увеличении пористости ослабленной зоны.

Полагалось, что начальная пористость ослабленной зоны изменяется

от 25% до 75%. Соответственно, начальная плотность связей в модели тре-

щины-дефекта с концевой областью составляет от 75% до 25% плотности

связей окружающего материала. Размер начальной зоны, свободной от свя-

зей, принимался равным 0.1 от размера начального дефекта.
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Рис. 5.58. Распределение относительной плотности связей вдоль зоны повышенной пори-
стости после формирования начальной трещины, t = d/ℓ

Установлено, что при внешней нагрузке 30 МПа и изменении началь-

ной пористости в указанном диапазоне, долговечность пористой структуры

(время образования начального дефекта, свободного от связей) экспонен-

циально уменьшается при возрастании пористости. При малых значения

начальной пористости долговечность больше и, соответственно, на большей

части зоны происходит заметная деструкция связей (увеличение пористости,
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см. рис. 5.58) и снижение их долговечности, а также релаксация напряжений

в концевой области. В таком случае возможно быстрое разрушение после

исчерпания ресурса пористой структуры. При больших значениях началь-

ной пористости (75%) долговечность структуры существенно меньше, но

деструкция связей и сопутствующие процессы охватывают только малую

часть зоны ослабленных связей. В этом случае до наступления быстрого

разрушения возможен этап докритического и квазистатического роста тре-

щины.

5.3.3. Термофлуктуационная модель разупрочнения
нанокомпозиционных материалов

Одна из основных проблем, возникающих при создании нанокомпози-

ционных материалов, - низкая прочность на границе сопряжения поверхно-

сти нанотрубки и полимерной матрицы. Наиболее эффективный подход к

решению этой проблемы сопряжения связан с функционализацией нанотру-

бок, т.е. с присоединением к их поверхности функциональных химических

групп, что значительно повышает прочность на границе соединения нано-

трубки и полимера [175]. В данном разделе, в качестве примера использова-

ния методики термофлуктуационного распада связей, приведены результаты

расчетов с учетом кинетики связей на границе раздела нанотрубка – полимер,

выполненных с целью исследования влияния функционализации поверхно-

сти нанотрубок на долговечность соединения.

Расчеты выполнены для нанокомпозиционного материала с наполните-

лем в виде углеродных нанотрубок. Механические свойства компонент на-

нокомпозиционного материала по данным работы [175] следующие: модуль

упругости нанотрубки E1 = 1 TПa , модуль упругости полимерной матрицы

зависит от типа полимера и может изменяться в пределах E2 = 5 − 50 ГПа,

коэффициенты Пуассона материалов ν1=0.35 и ν2=0.3, соответственно. На-
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чальная податливость связей в концевой области трещины на границе раз-

дела между материалами определяется выражением (1.33).

Полагаем, что зона ослабленных связей расположена на границе соеди-

нения нанотрубки и матрицы (см. рис. 1.12), а размер зоны ослабленных

связей принимаем равным по данным работы [175] средней длине непре-

рывного участка нанотрубки в композите Lc = 2ℓ = 200 нм. Связи в про-

межуточном слое между нанотрубкой и матрицей образованы цепями поли-

мерных молекул с размером мономерного звена молекулы am ∼ 10−9м. Закон

деформирования связей в процессе расчета полагался линейно-упругим с

податливостью, постоянной вдоль зоны ослабленных связей в начальный

момент времени. Расчет кинетических зависимостей выполнялся при значе-

ниях параметров модели, указанных в разделе 5.3.1, и температуре Т = 323К.

Размер начального дефекта полагался равным ℓ f = 0.1ℓ. Предельное значе-

ние плотности связей на участке образования начального дефекта прини-

малось равным nсr = 0.1n0. Внешняя нагрузка, неизменная во времени, -

σ0 (t) = 50 МПа.

Для моделирования влияния функционализации поверхности нанотру-

бок на параметры длительной прочности нанокомпозита выполнены расчеты

при различных значениях модуля упругости промежуточного слоя между на-

нотрубкой и матрицей Eb: а) Eb/E2 = 1; Eb/E2 = 2.5; Eb/E2 = 5.0. Значение

модуля упругости полимера принималось равным E2 = 10 ГПа.

Распределение относительной долговечности связей (τ (x) /τs, где τs =

τ0eU0/kT - долговечность связи без нагрузки) вдоль концевой области трещи-

ны для трех рассмотренных значений модуля упругости связей показано

на рис. 5.59. Увеличение жесткости связей приводит в заметному увеличе-

нию долговечности связей в концевой области трещины и, соответственно,

к увеличению времени образования начального дефекта (увеличению дол-

говечности соединения). При соотношении модуля упругости связей в Eb в

трех расчетах как 1.0 : 2.5 : 5.0 получены времена образования начального
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Рис. 5.59. Распределение относительной дол-
говечности связей на границе между нано-
трубкой и матрицей, t = x/ℓ
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Рис. 5.60. Раскрытие трещины при различной
податливости связей, t = x/ℓ

дефекта T f , которые соотносятся следующим образом 1.0 : 1.46 : 1.89. Уве-

личение долговечности при возрастании жесткости связей вызвано умень-

шением работы по деформированию связи для более жестких связей. Этот

эффект проявляется при рассмотрении начальной зоны ослабленных свя-

зей как трещины с концевой областью, заполненной связями. Для трещины,

заполненной связями, распределение упругих напряжений вдоль концевой

области практически не зависит от жесткости связей, тогда как раскрытие

трещины (см. рис. 5.60, раскрытие трещины u нормировано величиной u0

раскрытия в центре трещины без связей, расположенной на границе соеди-

нения материалов) существенно уменьшается при возрастании жесткости

связей, что и приводит к уменьшению работы по деформированию связей.

Распределение относительной плотности связей вдоль концевой об-

ласти трещины для трех рассмотренных случаев показано на рис. 5.61.

Скорость распада связей существенно зависит от их податливости, кото-

рая уменьшается при увеличении модуля упругости связей, причем распад

связей значительно ускоряется при снижении их начальной податливости

ниже определенного предела. Распад связей приводит к увеличению модуля

КИН, причем скорость изменения модуля КИН значительно увеличивается
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Рис. 5.62. Эволюция модуля КИН при раз-
личной податливости связей концевой обла-
сти трещины

на заключительном этапе формирования дефекта (см. рис. 5.62). Значения

модуля КИН нормированы величиной K0- модулем КИН от действия внеш-

ней нагрузки для трещины без связей на границе раздела материалов.

Ввиду сильной зависимости расчетных параметров от исходных данных

(что связано с экспоненциальной зависимостью долговечности в формуле

(1.88)), практический интерес при использовании этой методики представ-

ляет сравнительный анализ соединений различных материалов при соответ-

ствующих условиях нагружения.
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Заключение

Цель проведенных исследований состояла в разработке моделей фор-

мирования и развития трещин по границам соединения материалов с учетом

взаимосвязи нормальной и касательной мод деформирования и кинетики

связей между материалами; в разработке методов исследования процессов

разрушения слоистых структур, а также в решении новых задач механики

разрушения для трещин со связями в концевой области, на границе соеди-

нения материалов. В диссертации получены следующие результаты:

1. На основе рассмотрения зоны процесса разрушения как концевой обла-

сти трещины разработаны модели формирования и развития трещин по

границам соединения материалов, учитывающие взаимосвязь нормаль-

ной и касательной мод деформирования в концевой области трещины,

а также кинетику адгезионных связей а рамках термофлуктуацион-

ной теории разрушения. Для адгезионных соединений полимеров, а

также композиционных материалов, армированных волокнами, полу-

чены законы деформирования связей в концевой области трещины,

основанные на микромеханических моделях; разработан метод оцен-

ки долговечности связей в концевой области трещины, основанный на

термофлуктуационной теории разрушения.

2. Разработаны методы решения задач механики разрушения для трещин

на границе соединения материалов с концевой областью, размер ко-

торой не является малым по сравнению с характерным размером тре-

щины; автором получена новая система сингулярных интегро-диффе-

ренциальных уравнений для исследования напряженно-деформирован-

ного состояния в концевой области трещины, на границе соединения

полуплоскостей из различных материалов, позволяющая определять

нормальную и касательную составляющие усилий в связях при нели-

нейном законе деформирования связей и учете термофлуктуационной
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кинетики связей; получены выражения для определения коэффициен-

тов интенсивности напряжений с учетом усилий в связях, приложен-

ных к берегам трещины в концевой области; для анализа напряженно-

деформированного состояния тел конечного размера с криволинейны-

ми трещинами со связями в концевой области, на границе соединения

материалов, разработана методика, основанная на методе граничных

интегральных уравнений.

3. Разработаны алгоритмы и компьютерные программы, реализующие

численное решение сингулярных интегро-дифференциальных и гра-

ничных интегральных уравнений для структур, содержащих трещины

с концевой областью на границе соединения материалов; выполнено

численное исследование решения системы сингулярных интегро-диф-

ференциальных уравнений для трещин с линейно-упругими и нелиней-

ными связями в концевой области; методом граничных интегральных

уравнений получены и исследованы решения новых задач механики

разрушения для трещин со связями в концевой области на границе

соединения материалов;

4. В работе предложен новый вариант нелокального критерия разруше-

ния, учитывающий работу по деформированию связей в концевой об-

ласти трещины, позволяющий контролировать продвижение концевой

области и вершины трещины; для формулировки критерия разруше-

ния использованы энергетические характеристики трещины - скорость

высвобождения энергии деформации и скорость потребления энергии

деформации связями; исходя из двух условий разрушения (достаточно-

го - энергетического и необходимого - кинематического), исследованы

режимы докритического и квазистатического роста трещины; выпол-

нен сравнительный теоретический анализ применения предложенного

энергетического и известного силового критериев разрушения для за-

дачи о квазистатическом росте трещины в однородном теле при дей-
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ствии внешней нагрузки нормальной плоскости трещины и постоян-

ных усилиях в связях в концевой области трещины; предложен кри-

терий формирования трещин в зоне ослабленных связей на границе

соединения материалов, основанный на анализе кинетики связей.

5. С использованием моделей трещины с концевой областью и разрабо-

танных методов расчета напряженно-деформированного состояния для

кусочно-однородных структур с трещинами, выполнено исследование

влияния механических свойств материалов и связей на коэффициенты

интенсивности напряжений и энергетические характеристики трещи-

ны со связями в концевой области, на границе соединения материа-

лов; рассмотрены эффекты упрочнения материала связями; выполнен

анализ трещиностойкости соединений материалов при линейно-упру-

гом и нелинейном законах деформирования связей в концевой области

трещины; исследован процесс формирования дефектов на границе со-

единения материалов при учете кинетики связей в концевой области

трещины; установлено хорошее согласование результатов, полученных

на основе разработанных автором методов расчета и критериев фор-

мирования и развития трещин с известными экспериментальными и

расчетными данными.

Использование разработанных в диссертации моделей и методов исследова-

ния процессов формирования и развития трещин вдоль границ соединения

материалов дает возможность с единых позиций рассматривать процессы

разрушения адгезионных соединений и композиционных материалов, вклю-

чая стадии зарождения дефектов, формирования и роста трещин на раз-

личных масштабных уровнях. Разработанные автором компьютерные про-

граммы для расчета теплового и напряженно-деформированного состояния

кусочно-однородных конструкций, а также расчета коэффициентов интен-

сивности напряжений, являются эффективным аппаратом для численного

исследования новых задач механики прочности и разрушения.
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Приложение

1. Интегро-дифференциальные уравнения для прямолинейной

трещины со связями в концевой области, на границе соединения ма-

териалов

Получим производные от раскрытия трещины при наличии произвольных

нормальных и касательных напряжений на берегах трещины, расположен-

ной на границе соединения материалов.

Производные u′y+(x), u′x+(x) перемещений верхнего берега трещины дли-

ны 2ℓ имеют вид (см. [113], выражение (6.13))

u′y+(x) − iu′x+(x) =
k1 + α

8µ1α

[
(1 − α)(σxy(x) + iσyy(x))−

− 1 + α

π
√
ℓ2 − x2

(
ℓ − |x|
ℓ + |x|

)−iβsgnx

×
+ℓ∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x

(
ℓ + ξ

ℓ − ξ

)−iβ

(σyy(ξ) − iσxy(ξ))dξ
]
(П.1)

В рассматриваемом случае нормальные и касательные напряжения на по-

верхности трещины равны соответствующим компонентам усилий от дей-

ствия связей в концевой области трещины σyy(x) = qy(x) и σxy(x) = qx(x).

Отношение производных перемещений нижнего и верхнего берегов

трещины равно [113]

u′y−(x)

u′y+(x)
=

u′x−(x)
u′x+(x)

= −µ1

µ2

(k2α + 1)
(k1 + α)

, (П.2)

где α определяется выражением (1.7).

Используя выражения (П.1)-(П.2) получаем:

(u′y+(x) − u′y−(x)) − i(u′x+(x) − u′x−(x)) =

=
1

4(1 + α)

(
k1 + 1
µ1
+

k2 + 1
µ2

)
[(1 − α)(qx(x) + iqy(x))−

− 1 + α

π
√
ℓ2 − x2

(
ℓ − |x|
ℓ + |x|

)−iβsgn(x)

×
+ℓ∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x

(
ℓ + ξ

ℓ − ξ

)−iβ

(qy(ξ) − iqx(ξ))dξ],

(П.3)
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где учтено, что

1
4(1 + α)

(
k1 + 1
µ1
+

k2 + 1
µ2

)
≡ 1

8α

(
k1 + α

µ1
+

k2α + 1
µ2

)
Выполним преобразовании выражения (2.21) с учетом условий симметрии

(2.22), (2.23) и представления для усилий в концевой области (1.29).

Подставим представление для усилий в связях (1.29) в выражение для инте-

грала в (П.3)

I(x, ξ) =

+ℓ∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x

(
ℓ + ξ

ℓ − ξ

)−iβ

(qy(ξ) − iqx(ξ))dξ =

+ℓ∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ) − ipx(ξ))dξ

(П.4)

Так как qy(x) = qx(x) = 0 при |x| < ℓ − d, то интеграл I(x, ξ) можно записать

так:

I(x, ξ) = I1(x, ξ) + I2(x, ξ) =

=

−ℓ+d∫
−ℓ

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ) − ipx(ξ))dξ +

ℓ∫
ℓ−d

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x
(py(ξ) − ipx(ξ))dξ

(П.5)

В первом интеграле I1(x, ξ) выполним замену ξ → −ξ и поменяем местами

пределы интегрирования. С учетом условий симметрии (2.22), (2.23) полу-

чим:

I1(x, ξ) = ∓
ℓ∫

ℓ−d

√
ℓ2 − ξ2

ξ + x
(py(ξ) + ipx(ξ))dξ (П.6)

Подставляя выражение (П.6) в соотношение (П.5), получим:

I(x, ξ) = I1(x, ξ) + I2(x, ξ) =
ℓ∫

ℓ−d

 √
ℓ2 − ξ2

ξ − x
∓

√
ℓ2 − ξ2

ξ + x

py(ξ)dξ − i

ℓ∫
ℓ−d

 √
ℓ2 − ξ2

ξ + x
±

√
ℓ2 − ξ2

ξ − x

px(ξ)dξ =

= 2

ℓ∫
ℓ−d

√
ℓ2 − ξ2

ξ2 − x2

[
R1 (x, ξ) py(ξ) − iR2 (x, ξ) px(ξ)

]
dξ

(П.7)
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В выражениях (П.6) и (П.7) верхние знаки относятся к задаче 1 (растяжение),

а нижние - к задаче 2 (сдвиг). Ядра последнего интеграла в (П.7) также

зависят от вида нагружения.

Для задачи 1

R1(x, ξ) = xR(x, ξ) , R2(x, ξ) = ξR(x, ξ) (П.8)

Для задачи 2

R1(x, ξ) = ξR(x, ξ) , R2(x, ξ) = xR(x, ξ), (П.9)

где

R(x, ξ) =

√
ℓ − ξ2

ξ2 − x2

После замены переменных s = x/ℓ, t = ξ/ℓ получаем выражение для произ-

водной раскрытия трещины uQ(s) от действия связей в концевой области:

∂uQ(s)
∂s

=
A(1 − α)
4(1 + α)

(qx(s) + iqy(s))−

− A

2π
√

1 − s2

(
1 − s
1 + s

)−iβ 1∫
1− d

ℓ

[
R1 (s, t) py(t) − iR2 (s, t) px(t)

]
dt

(П.10)

Преобразуем уравнение (2.24) к форме, удобной для численного решения.

Выделяя действительные и мнимые части выражения (2.17), получаем

производные раскрытия трещины при однородной внешней нагрузке:

∂u∞y (s)
∂s

=
A

4ch(πβ)
√

1 − s2
(Aσ0 + Bτ0) (П.11)

∂ux (s)
∂s

=
A

4ch(πβ)
√

1 − s2
(A τ0 − Bσ0) , (П.12)

где

A = 2β sin ϕ (s) − s cos ϕ (s)

B = 2β cos ϕ (s) + s sin ϕ (s)
(П.13)

Выделяя действительные и мнимые части уравнения (2.24), получаем с уче-

том (П.11) и (П.12) систему сингулярных интегрально-дифференциальных
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уравнений (соответствующие обозначения – разделе 2.1.1):

∂γ1(s, σ)
∂s

qy (s) + γ1(s, σ)
dqy(s)

ds
− πΨ(1 − α)

2(1 + α)
qx(s)+

+
Ψ

√
1 − s2

[
cos ϕ (s) Gy (s, ξ) − sin ϕ (s) Gx (s, ξ)

]
=

=
πΨ (Aσ0 + Bτ0)

2Σ0ch (πβ)Σ0
√

1 − s2

(П.14)

∂γ2(s, σ)
∂s

qx (s) + γ2(s, σ)
dqx(s)

ds
+
πΨ(1 − α)
2(1 + α)

qy(s)+

+
Ψ

√
1 − s2

[
sin ϕ (s) Gy (s, ξ) + cos ϕ (s) Gx (s, ξ)

]
=

=
πΨ (A τ0 − Bσ0)

2Σ0ch (πβ)
√

1 − s2

(П.15)

Здесь

Gy (s, ξ) =

1∫
1− d

ℓ

R1 (s, t) py(t)dt, Gx (s, ξ) =

1∫
1− d

ℓ

R1 (s, t) py(t)dt, ξ =
d
ℓ

(П.16)

qy(s) = py(s) cos ϕ(s) − px(s) sin ϕ(s)

qx(s) = py(s) sin ϕ(s) + px(s) cos ϕ(s)
(П.17)

ϕ(s) = βℓn
1 − s
1 + s

(П.18)

Преобразуем производные усилий в связях qy,x (s) в уравнениях (П.14) и

(П.15) с учетом представления (2.25), записанного в тригонометрической

форме (П.17).

Получаем:

dqy(s)
ds

= cos ϕ(s)
dpy(s)

ds
− sin ϕ(s)

dpx(s)
ds
+

+
2β

1 − s2

(
py(s) sin ϕ(s) + px(s) cos ϕ(s)

) (П.19)

dqx(s)
ds

= sin ϕ(s)
dpy(s)

ds
+ cos ϕ(s)

dpx(s)
ds
−

− 2β
1 − s2

(
py(s) cos ϕ(s) − px(s) sin ϕ(s)

) (П.20)
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Производные функций py,x(s) в (П.19)-(П.20) имеют, с учетом асимптотиче-

ского представления (2.68), следующий вид:

dpy,x(s)
ds

=
√

1 − s
d f1,2(s)

ds
− f1,2(s)

2
√

1 − s
(П.21)

Подставляя последнее выражение, а также представление (2.68) для функций

py,x(s) в (П.19) и (П.20), получаем:

dqy(s)
ds

=
√

1 − s
(
cos ϕ(s)

d f1(s)
ds

− sin ϕ(s)
d f2(s)

ds

)
−

− 1

2
√

1 − s
( f1(s) cos ϕ(s) − f2(s) sin ϕ(s))+

+
2β
√

1 − s
1 − s2 ( f1(s) sin ϕ(s) + f2(s) cos ϕ(s))

(П.22)

dqx(s)
ds

=
√

1 − s
(
sin ϕ(s)

d f1(s)
ds

+ cos ϕ(s)
d f2(s)

ds

)
−

− 1

2
√

1 − s
( f1(s) sin ϕ(s) + f2(s) cos ϕ(s))−

− 2β
√

1 − s
1 − s2 ( f1(s) cos ϕ(s) − f2(s) sin ϕ(s))

(П.23)

После подстановки выражений (2.68), (П.17) и (П.22) в уравнение (П.14),

получаем:(√
1 − s

∂γ1(s, σ)
∂s

− γ1(s, σ)

2
√

1 − s

)
( f1(s) cos ϕ(s) − f2(s) sin ϕ(s)) +

γ1(s, σ)
√

1 − s
(
cos ϕ(s)

d f1(s)
ds

− sin ϕ(s)
d f2(s)

ds

)
+

+
√

1 − s
(
2βγ1(s, σ)

1 − s2 − πΨ(1 − α)
2(1 + α)

)
( f1(s) sin ϕ(s) + f2(s) cos ϕ(s))+

+
Ψ

√
1 − s2

[
cos ϕ (s) Gy (s, ξ) − sin ϕ (s) Gx (s, ξ)

]
=

=
πΨ (Aσ0 + Bτ0)

2Σ0ch (πβ)Σ0
√

1 − s2

(П.24)

Аналогично, после подстановки выражений (2.68), (П.17) и (П.23) в уравне-
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ние (П.15), получаем:(√
1 − s

∂γ2(s, σ)
∂s

− γ2(s, σ)

2
√

1 − s

)
( f1(s) sin ϕ(s) + f2(s) cos ϕ(s)) +

γ2(s, σ)
√

1 − s
(
sin ϕ(s)

d f1(s)
ds

+ cos ϕ(s)
d f2(s)

ds

)
−

−
√

1 − s
(
2βγ2(s, σ)

1 − s2 − πΨ(1 − α)
2(1 + α)

)
( f1(s) cos ϕ(s) − f2(s) sin ϕ(s))+

+
Ψ

√
1 − s2

[
sin ϕ (s) Gy (s, ξ) + cos ϕ (s) Gx (s, ξ)

]
=

=
πΨ (A τ0 − Bσ0)

2Σ0ch (πβ)
√

1 − s2

(П.25)

Собирая коэффициенты при однородных неизвестных, перепишем уравне-

ние (П.24) в форме

cosφ(s)
√

1 − s

{
(1 − s)γ1(s, σ)

[
d f1(s)

ds
− tgφ(s)

d f2(s)
ds

]
+

+ f1(s)
[
γ1(s, σ)

(
2β

1 + s
tgφ(s) − 1

2

)
− (1 − s)

(
πΨ(1 − α)
2(1 + α)

tgφ(s) − ∂γ1(s, σ)
∂s

)]
+ f2(s)

[
γ1(s, σ)

(
2β

1 + s
+

tgφ(s)
2

)
− (1 − s)

(
πΨ(1 − α)
2(1 + α)

+
∂γ1(s, σ)

∂s
tgφ(s)

)]}
+

+
Ψ cosφ (s)
√

1 − s2

[
Gy (s, ξ) − tgφ (s) Gx (s, ξ)

]
=

πΨ (Aσ0 + Bτ0)

2Σ0ch (πβ)Σ0
√

1 − s2

(П.26)

Умножая обе части уравнения (П.26) и аналогичного ему, следующего из

уравнения (П.25), на величину

cosφ(s)
√

1 − s

, получаем в матричной форме итоговую систему уравнений (2.69) относи-

тельно неизвестных f1,2(s)∣∣∣∣∣∣∣∣ T11 T12

T21 T22

∣∣∣∣∣∣∣∣


d f1
ds
d f1
ds

 +
∣∣∣∣∣∣∣∣ W11 W12

W21 W22

∣∣∣∣∣∣∣∣
 f1

f2

 + Ψ
∣∣∣∣∣∣∣∣ G11 G12

G21 G22

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
 Z1

Z2

 , (П.27)

где элементы матриц определяются выражениями (2.70)-(2.75).
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2. Вычисление коэффициентов интенсивности напряжений для тре-

щины со связями в концевой области, на границе соединения материа-

лов

Интеграл в выражении (2.59) преобразуем с учетом представления усилий в

связях в форме (1.29), а также учитывая, что qy(x) = qx(x) = 0 при |x| ≤ ℓ − d

+ℓ∫
−ℓ

(
ℓ + ξ

ℓ − ξ

)0.5+iβ

(qy(ξ) + iqx(ξ))dξ =

=

−ℓ+d∫
−ℓ

√
ℓ + ξ

ℓ − ξ (py(ξ) + ipx(ξ))dξ +

ℓ∫
ℓ−d

√
ℓ + ξ

ℓ − ξ (py(ξ) + ipx(ξ))dξ (П.28)

В первом интеграле в правой части выражения (П.28) выполним замену

ξ = −ξ и поменяем местами пределы интегрирования. С учетом условий

симметрии (2.22) и (2.23) получим (здесь и в выражении (П.30) верхние

знаки относятся к задаче 1, а нижние - к задаче 2):

−ℓ+d∫
−ℓ

√
ℓ + ξ

ℓ − ξ (py(ξ) + ipx(ξ))dξ = ±
ℓ∫

ℓ−d

√
ℓ − ξ
ℓ + ξ

(py(ξ) − ipx(ξ))dξ (П.29)

Подставляя выражение в правой части (П.29) вместо первого интеграла

в правой части (П.28), получим (t = ξ/ℓ):

ℓ

[ 1∫
1−d/ℓ

√1 + t
1 − t

±
√

1 − t
1 + t

 py(t)dt + i

1∫
1−d/ℓ

√1 + t
1 − t

∓
√

1 − t
1 + t

 px(t)
]
dt =

= 2ℓ

1∫
1−d/ℓ

(F1(t)py(t) + iF2(t)px(t))dt

(П.30)

где функции F1,2(t) имеют вид:

Задача1 : F1(t) =
1

√
1 − t2

, F2(t) =
t

√
1 − t2

(П.31)

Задача2 : F1(t) =
t

√
1 − t2

, F2(t) =
1

√
1 − t2

(П.32)
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3. Вычисление интегралов при дискретизации СИДУ

Рассмотрим вычисление интегралов в дискретном представлении СИ-

ДУ (2.85). Интегрирование выполняется в параметрических координатах

элемента |η| ≤ 1, а каждый из интегралов имеет вид

I(k)
i j,m(sn) =

+1∫
−1

Gi j

(
sn, t(k)(η)

)
Nm(η)J(k)(η)dη , (П.33)

где k- номер элемента, t(k)(η)- параметрическая координата в пределах эле-

мента, m=1,2,3 - номера узлов элемента.

Ядро в интеграле (П.33) имеет вид

Gi j(s, t) = Ui j(s, t)H(s, t) , (П.34)

где Ui j(s, t)-гладкие функции, а функция H(s, t) имеет особенность при s = t

(см. (2.72)). Интегрирование в (П.33) выполняется с учетом указанной осо-

бенности функции H(s, t), и рассматриваются два случая расположения уз-

ловой точки sn: (а) точка sn расположена вне элемента, по которому вы-

полняется интегрирование; (b) точка sn принадлежит элементу, по которому

выполняется интегрирование. В первом случае функции в (П.33) являются

ограниченными и интегрирование выполняется по квадратурным формулам

Гаусса 4 порядка. Во втором случае выполняется регуляризация подынте-

гральной функции, позволяющая определить главное значение интеграла

b∫
a

ϕ (t)
t − s

dt =

b∫
a

ϕ (t) − ϕ (s)
t − s

dt + ϕ (s) ln
∣∣∣∣∣b − s
s − a

∣∣∣∣∣ , (П.35)

где a < s < b, φ (s)-значение функции в точке s.

При переходе к дискретному представлению (2.85) интегралы вида

(П.33) содержат, кроме ядра H (s, t), функции формы элемента Nm(η) и яко-

биан преобразования J(k)(η). Пусть e=1,2,3 локальные номера узловой точки

sn на элементе с номером k. Согласно известному свойству функций формы
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элементов

Nm(ξe) =

 0, m , e

1, m = e, m, e = 1, 2, 3.
(П.36)

Умножение ядер интегралов в (П.33) на функции Nm(ξe), обладающие свой-

ством (П.36), позволяет исключить особенность интеграла при m , e. Ввиду

этого, регуляризация выполняется только для тех узлов элемента, содержа-

щего узловую точку sn, для которых номер функции формы совпадает с

локальным номером узловой точки (m = e). Для узловых точек sn с четны-

ми номерами (n/2 = k, m = 2) для интеграла (П.33) после регуляризации

получим:

I(k)
i j,2(sn) =

+1∫
−1

ϕ
(
sn, t(k)(η)

)
− ϕ (sn, sn)

t(k)(η) − sn
N2(η)J(k)(η)dη , (П.37)

ϕ
(
sn, t(k)(η)

)
=

(
1 − t(k)(η)

) √
1 + t(k)(η)

t(k)(η) + sn
Ui j

(
sn, t(k)(η)

)
(П.38)

ϕ (sn, sn) =
(1 − sn)

√
1 + sn

2sn
Ui j (sn, sn) (П.39)

Узловые точки с нечетными номерами n принадлежат одновременно двум

соседним элементам с номерами k1 = (n − 1)/2 и k2 = (n + 1)/2. Парамет-

рическое представление координаты на этих элементах t1(η) ≡ t(k1)(η) и

t2(η) ≡ t(k2)(η), соответственно. Сумма интегралов по соседним элементам

(m=1 и m=3) после регуляризации принимает вид:

I(k1)
i j,3 (sn) + I(k2)

i j,1 (sn) =

+1∫
−1

ϕ (sn, t1(η)) − ϕ(sn, sn)
t1(η) − sn

N3(η)J(k1)(η)dη+

+

+1∫
−1

ϕ (sn, t2(η)) − ϕ(sn, sn)
t2(η) − sn

N1(η)J(k2)(η)dη

(П.40)

где функции ϕ(. . . ) определяются выражениями (П.38) и (П.39). Выраже-

ния (П.37) и (П.40) не содержат особенностей в подынтегральной функции
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и вычисляются по квадратурным формулам Гаусса. Для повышения точно-

сти вычисления интегралов после регуляризации выполняется квадратичное

преобразование параметрических координат [295], позволяющее разместить

узлы гауссовых точек вблизи узловой точки sn, причем для узлов с четными

номерами интеграл предварительно разделяется на сумму двух интегралов

по подэлементам (-1, 0) и (0,+1). Логарифмическое слагаемое в (П.40) от-

сутствует ввиду эквидистантного расположения узловых точек.

При n = 1 узловая точка s1 = λ принадлежит только первому элементу

и вместо выражения (П.40) используется следующее:

I(1)
i j,1(s1) =

+1∫
−1

ϕ (ρ, t1(η)) − ϕ (ρ1ρ)
t1(η) − ρ N1(ρ)J(1)(ρ)dη+

+ ϕ (ρ, ρ)J(1)(ηo)N1(ηo) ln
(

s3 − ρ
ρ − s1

)
,

(П.41)

где ρ = s1 + κh, ηo = −1+ κ, параметр κ определяет сдвиг узловой точки s1 от

края интервала [λ, 1]. Установлено, что достаточно стабильные результаты

получаются при 0 ≤ κ < 1. В расчетах используется значение κ = 0.5. При

λ1 = 0 полагаем s1 = 0.001.
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4. Оценка точности методики численного решения

Оценка точности изложенной выше методики численного решения СИДУ

выполнена для сингулярных интегральных уравнений, имеющих аналитиче-

ское решение. Как известно, интегральные тождества для полиномов Чебы-

шева имеют вид [296]:

1
π

+1∫
−1

Ui (t)
√

1 − t2

t − x
dt = −Ti+1 (x), −1 < x < 1, (П.42)

где

Tn (x) = cos nθ, Un (x) =
sin (n + 1) θ

sin θ
, cos θ = x (П.43)

полиномы Чебышева первого и второго родов, соответственно (n = 0, 1, 2 . . .).

Уравнение (П.42) решалось на интервале |x| ≤ 1 для i = 0, 1, 2, 3 в

предположении, что Ui (t) - неизвестная функция. Полиномы (П.43) вычис-

лялись из реккурентных соотношений [296]:

Tn+1 (x) = 2xTn (x) − Tn−1 (x) , T0 (x) = 1

Un (x) = Tn (x) + xUn−1 (x)

Условие однозначности решения для СИУ (П.42) имеет вид:

1
π

+1∫
−1

Ui (t)
√

1 − t2dt = D, D =

 0, i > 0

0.5, i = 0
(П.44)

Заметим, что н концевых точках интервала x0 = ±1 второе слагаемое в

(П.35) равно нулю, т.к. ϕ (x0) ≡ 0. В этом случае значение интеграла в (П.35)

вычислялось при x0 = ±(1−0.00001). Интервал |x| ≤ 1 разбивался на N квад-

ратичных элементов ( 2N + 1 узлов), точки коллокации выбирались совпа-

дающими с узловыми точками. Для каждой точки коллокации записывалось

дискретное представление уравнения (П.42), соответствующее одной строке

матрицы вида (2.86). В узле с номером M = N + 1 записывалось дискретное

представление условия однозначности (П.44).
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В результате тестирования установлено, что отличие численного решения

СИУ (П.42) от известного аналитического даже при i = 3 не превышает

3-5% при числе элементов N = 30 − 35 (аналитическое решение - полином

четвертой степени). Таким образом, изложенная выше методика численного

решения является достаточно эффективной и применимой для СИУ с ядром

вида ϕ (ξ) / (ξ − x), где ϕ (ξ) - полиномиальная функция.
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5. Вычисление интегралов при расчете перемещений вне зоны свя-

зей

Вычисления по формулам (2.34) и (2.35) выполняются для каждой точки x0

вне концевой области трещины (0 ≤ x0 < ℓ − d). Так как вне концевой обла-

сти трещины qx,y (x) = 0, то первые интегралы в правой части выражений

(2.34) и (2.35) вычисляются только вдоль концевой области (ℓ − d ≤ x < ℓ).

Вычисления выполняются однократно, так как для всех точек вне концевой

области трещины эти интегралы одинаковы. Заметим, что в выражениях для

однородного тела при (α = 1) эти интегралы отсутствуют.

Второй интеграл в выражении (2.34) представим так (для (2.35) анало-

гично):
ℓ∫

x0

F1 (x)
√
ℓ2 − x2

dx =

ℓ−d∫
x0

F1 (x)
√
ℓ2 − x2

dx +

ℓ∫
ℓ−d

F1 (x)
√
ℓ2 − x2

dx (П.45)

Второе слагаемое в выражении (П.45) одинаково для всех точек вне концевой

области трещины и вычисляется только один раз.

Внутренние интегралы в (П.45) (функции F1,2(x), см. (2.40) и (2.44) вы-

числяются методом Гаусса с учетом особенностей подынтегральной функ-

ции, аналогично тому, как это выполняется при вычислении коэффициентов

влияния в дискретной форме СИДУ. Внешний интеграл в выражении (П.45)

вычисляется методом Симпсона. Разбиение на безразмерном отрезке кон-

цевой области
[
1 − d

ℓ
; 1

]
берется таким же, как и при решении СИДУ –

узловые точки для вычисления интеграла совпадают с узлами элементов

на участке концевой области трещины. Отметим, что последний интеграл в

(П.45) имеет устранимую особенность при x = ℓ. Вклад в последний инте-

грал (П.45) от функции при x = ℓ при вычислении этого интеграла методом

Симпсона определяется линейной экстраполяцией в вершину трещины по

значениям интеграла в точках с координатами x1 = ℓ − ∆h и x2 = ℓ − χ∆h,

χ = 0.075, здесь ∆h = d
2N - полудлина квадратичного элемента при размеще-

нии 2N + 1 узловой точки вдоль концевой области.
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6. Вычисление интегралов при расчете КИН и скорости потребле-

ния энергии связями

При действии внешних нормальных нагрузок для интегралов в (2.60)

имеем с учетом (2.68) и (П.31):

1∫
1−d/ℓ

(
F1(t)py(t) + iF2(t)px(t)

)
dt =

1∫
1−d/ℓ

( f1(t) + it f2(t))
√

1 + t
dt (П.46)

Для первого из интегралов в (П.46) имеем:

1∫
1−d/ℓ

f1(t)
√

1 + t
dt =

k=N∑
k=1

m=3∑
m=1

+1∫
−1

Nm(η) f1,2(k−1)+m√
1 + t(η)

J(k)(η)dη (П.47)

Остальные интегралы в (2.60) при растягивающей и сдвиговой нагрузках

вычисляются аналогично (П.47). Интегрирование в (5.6) выполняется по

аналогичной схеме, а для представления производных функций используется

выражение (2.81). Например, для вычисления последнего интеграла в (5.6)

можно записать:

1∫
1−d/ℓ

sq2
y(s)

dγ1(s)
ds

ds =
k=N∑
k=1

+1∫
−1

t(η)

m=3∑
m=1

qy,2(k−1)+mNm(η)


2

×

×
m=3∑

m=1

dNm(η)
dη

γ1,2(k−1)+m

J(k)
m (η)

 J(k)(η)dη ,

(П.48)

где qy,2(k−1)+m− узловые значения нормальных напряжений в связях, а λ1,2(k−1)+m-

узловые значения податливости в связях.
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7. Вычисление параметров энергетического условия разрушения

Перемещения верхнего берега трещины определяются выражением [14]:

u(x) =
1
E

(
2σ0 −

4P0

π
arccos

h
ℓ

) √
ℓ2 − x2+

P0

πE
[(x − h) F(ℓ, x, h) − (x + h) F(ℓ, x,−h)]

(П.49)

где E - модуль упругости материала, E = E0 - для плоского напряженного

состояния и E = E0/(1 − ν2
0) - для состояния плоской деформации, ν0- коэф-

фициент Пуассона, h = ℓ − d (рис. 2.1), функция влияния F(ℓ, x, ξ) имеет вид

[14]:

F(ℓ, x, ξ) = ln
ℓ2 − xξ −

√
(ℓ2 − x2)(ℓ2 − ξ2)

ℓ2 − xξ +
√

(ℓ2 − x2)(ℓ2 − ξ2)
(П.50)

Перемещения на краю концевой области трещины определяются из выраже-

ния (П.49) при x = h, h = ℓ − d:

u(h) =
2
E

(
σ0 −

2P0

π
arccos

h
ℓ

) √
ℓ2 − h2 − h

4P0

πE
ln

h
ℓ

(П.51)

С учетом обозначений (4.46) последнее выражение можно представить так

(t = d/ℓ):

u(1 − t) =
2σ0ℓ

E
[B(t) − Z0 (A(t)B(t) +C(t))] (П.52)

Условие (4.48) следует из выражений (П.52) и (4.28) (σ0 = σcr)

2u(1 − t) = δcr (П.53)

Рассмотрим вычисление интеграла и производной в соотношении (4.43)

J(d, ℓ) =
∂

∂ℓ

ℓ∫
ℓ−d

u(x)dx (П.54)

Подстановка выражения (П.49) в интеграл (П.54) дает (h = ℓ − d)

ℓ∫
ℓ−d

u(x)dx =
1
E

(
2σ0 −

4P0

π
arccos

h
ℓ

) ℓ∫
ℓ−d

√
ℓ2 − x2dx

︸                                              ︷︷                                              ︸
J1

+

ℓ∫
ℓ−d

u0(x)dx, (П.55)

где

u0(x) =
P0

πE
[(x − h) F(ℓ, x, h) − (x + h) F(ℓ, x,−h)] (П.56)
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Первый интеграл в правой части соотношения (П.55) определяется как

J1 =
1

2E

(
2σ0 −

4P0

π
arccos

h
ℓ

) (
ℓ2 arccos

h
ℓ
− h
√
ℓ2 − h2

)
(П.57)

Второй интеграл в правой части соотношения (П.55) можно записать с уче-

том обозначений (П.56) как

J2 =

ℓ∫
ℓ−d

u0(x)dx =
P0

2πE

ℓ∫
ℓ−d

[
F(ℓ, x, h) dξ1 − F(ℓ, x,−h) dξ2

]
,

ξ1 = (x − h)2 , ξ2 = (x + h)2

(П.58)

Выполняя интегрирование по частям, в (П.58) получим:

J2
πE
P0
= 0.5

[
(x − h)2F(ℓ, x, h) − (x + h)2F(ℓ, x,−h)

]∣∣∣∣ℓ
ℓ−d︸                                                         ︷︷                                                         ︸

A

−

0.5

ℓ∫
ℓ−d

[
(x − h)2∂F(ℓ, x, h)

∂x
dx − (x + h)2∂F(ℓ, x,−h)

∂x
dx

]
︸                                                                    ︷︷                                                                    ︸

B

,
(П.59)

где

∂F(ℓ, x, h)
∂x

=
2

x − h

√
ℓ2 − h2

ℓ2 − x2 ,
∂F(ℓ, x,−h)

∂x
=

2
x + h

√
ℓ2 − h2

ℓ2 − x2 (П.60)

После подстановки пределов интегрирования в часть A выражения (П.59), а

также выражения (П.60) в часть B выражения (П.59) и выполняя интегриро-

вание, получим:

J2 =

ℓ∫
ℓ−d

u0(x)dx =
2P0

πE

[
2h2 ln

h
ℓ
+ h arccos

h
ℓ

√
ℓ2 − h2

]
(П.61)

Подставляя соотношения (П.57) и (П.61) в правую часть выражения (П.54)

и вычисляя производную, получаем (t = d/ℓ, A(t), B(t),C(t) определяются в

(4.46)):

J =
∂

∂ℓ
(J1 + J2) =

2σ0ℓ

E
[A(t) − B(t)] − 4P0ℓ

πE
{A(t) [A(t) − 2B(t)] − 2C(t)}

После подстановки последнего соотношения в выражение (4.43) и некоторых

преобразований получаем соотношения (4.45) и (4.46).
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