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Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè èíòåãðî-äèôôåðåíöè-

àëüíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ðàçðàáîòêå âà-

ðèàöèîííûõ è ïðîåêöèîííûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷, ïîñòðî-

åíèþ äâóñòîðîííèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ îöåíîê êà÷åñòâà ïðèáëèæåííûõ ðå-

øåíèé.

Àêòóàëüíîñòü âûáðàííîé òåìû îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â òåîðèè

óïðóãîñòè íå òàê ìíîãî çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû,

ïîçâîëÿþùèå ñðàâíèòåëüíî áûñòðî è äîñòîâåðíî âû÷èñëÿòü ïîëÿ íà-

ïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé. Åùå ìåíüøå òàêèõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ðå-

øåíèÿ íàéäåíû â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îáû÷íî

â òåîðèè óïðóãîñòè èññëåäóþò ïîâåäåíèå òåë è êîíñòðóêöèé, õàðàê-

òåðèçóåìûå ñëîæíîé ôîðìîé è íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðîé ìàòåðèàëà.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òàêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷, â ÷àñòíîñòè,

âàðèàöèîííûå, ãäå ÷èñëåííîå ðåøåíèå è îöåíêè åãî êà÷åñòâà ìîæíî ïî-

ëó÷àòü ñ ïîìîùüþ ìîäèôèêàöèè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ,

òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ìåòîäû Ðèòöà è Ãàëåðêèíà, ìåòîä êîíå÷íîãî ýëå-

ìåíòà è ò.ï. Äëÿ ÷èñëåííûõ ïîäõîäîâ õàðàêòåðíî èñïîëüçîâàíèå äèñ-

êðåòèçàöèè çàäà÷è íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ðåøåíèÿ. Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ

òàêèõ ïîäõîäîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî àïðèîðè äîâîëüíî òðóäíî îïðåäåëèòü

ñâÿçü ìåæäó èñõîäíîé ñèñòåìîé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è åå êîíå÷-

íîìåðíîé ìîäåëüþ. Òàêàÿ ñâÿçü ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ïðè ïîìîùè

ÿâíûõ îöåíîê êà÷åñòâà ðåøåíèÿ, ñëåäóþùèõ íàïðÿìóþ èç ôîðìóëè-

ðîâîê çàäà÷ óïðóãîñòè, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ïðåäëîæåííûõ àâòîðîì

ìåòîäîâ. Ðàçâèòûå âàðèàöèîííûå ïîäõîäû ïîçâîëÿþò òàêæå ðàçðàáà-

òûâàòü íîâûå ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ è àäàïòàöèè êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ

ñåòîê ïðè çàäàííûõ êðèòåðèÿõ êà÷åñòâà.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè ñòàòè÷åñêèõ è ñïåê-

òðàëüíûõ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ â ðàáîòå, ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ìå-

òîäû àíàëèçà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ òåë è

êîíñòðóêöèé. Ìåòîäîëîãè÷åñêóþ îñíîâó ñîñòàâëÿþò êëàññè÷åñêèå ïîä-
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õîäû òåîðèè óïðóãîñòè è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, âàðèàöèîííûå

ïðèíöèïû (ïðèíöèïû ìèíèìóìà ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé è äîïîëíèòåëü-

íîé ýíåðãèé), ìåòîäû Ðèòöà è Ãàëåðêèíà, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,

ìåòîäû ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Îñíîâíîå âíèìàíèå â äèññåðòàöèè óäå-

ëåíî ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ ôîðìóëèðîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ â ëèíåéíîé

òåîðèè óïðóãîñòè, îñíîâàííûå íà ìåòîäå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

ñîîòíîøåíèé, ïðåäëîæåííîãî Â.Â.Ñàóðèíûì è Ã.Â.Êîñòèíûì è ñóùå-

ñòâåííî ìîäèôèöèðîâàííûé àâòîðîì. Ýòî îòíîñèòñÿ ê âàðèàöèîííûì è

ïðîåêöèîííûì ïîäõîäàì áàçèðóþùèìñÿ íà ïîëèíîìèàëüíûõ, êóñî÷íî-

ïîëèíîìèàëüíûõ è ïîëó-äèñêðåòíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ èñêîìûõ ôóíê-

öèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïðåäëîæåíû íîâûå âàðèàöèîííûå ôîðìóëè-

ðîâêè äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, îñíîâàííûå íà

èíòåãðàëüíîì ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ (çàêîí Ãóêà). Ïî-

ëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ýòèõ çàäà÷ è äîêàçàíà

èõ ýêâèâàëåíòíîñòü ñ èñõîäíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé óïðóãîñòè â ÷àñò-

íûõ ïðîèçâîäíûõ. Óñòàíîâëåíà ïðÿìàÿ ñâÿçü ïðåäëîæåííûõ âàðèàöè-

îííûõ ïîñòàíîâîê ñ êëàññè÷åñêèìè âàðèàöèîííûìè ïðèíöèïàìè ìè-

íèìóìà ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé è äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèé, ñôîðìóëè-

ðîâàííûìè â ïåðåìåùåíèÿõ è íàïðÿæåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàçàíî,

÷òî òàêèå âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ðàçíîîáðàçíûå

äâóñòîðîííèå ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè êà÷åñòâà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Íà

îñíîâå ìåòîäà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé (ÌÈÄÑ) ðàç-

ðàáîòàíû íîâûå è ìîäèôèöèðîâàíû èçâåñòíûå ÷èñëåííûå àëãîðèòìû

àíàëèçà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ óïðóãèõ òåë (ìåòî-

äû Ðèòöà, Áóáíîâà�Ãàëåðêèíà, Ïåòðîâà�Ãàëåðêèíà è êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ). Äëÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ)

ïðåäëîæåíû ðåãóëÿðíûå ïðîöåäóðû óòî÷íåíèÿ è àäàïòàöèè êîíå÷íî-

ýëåìåíòíûõ ñåòîê. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîåêöèîííîé òåõíèêè è ìåòîäîâ

àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå óòî÷íÿþùèå ìîäå-
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ëè ïðÿìîëèíåéíûõ óïðóãèõ áàëîê íà îñíîâå äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ

óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ èññëå-

äîâàíî âëèÿíèå ôîðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè íà åå ïðî÷íîñòíûå,

æåñòêîñòíûå è ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ðåøåí ðÿä ìîäåëüíûõ

ñòàòè÷åñêèõ è ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, ïîêà-

çûâàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ.Ïîëó÷åííûå ðå-

çóëüòàòû îñíîâûâàþòñÿ íà êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâîê èññëåäóåìûõ çà-

äà÷, ñòðîãîì èñïîëüçîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, íàãëÿäíîñòè ðå-

øåíèé ìîäåëüíûõ çàäà÷, à òàêæå íà ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåð-

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè âûâîäàìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè

ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòàíîâêå è ðåøåíèè çàäà÷

ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ðàçðàáîòàííûå âàðèàöèîííûå, àñèìïòîòè-

÷åñêèå è ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðó-

ãèõ òåë è êîíñòðóêöèé ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ ïðîâåäåíèÿ áîëåå êà-

÷åñòâåííîãî è äîñòîâåðíîãî àíàëèçà èõ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â âåäóùèõ ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíà-

ëàõ è èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ Ðîññèè, [1]�[18], â ìîíîãðàôèè

[19], â æóðíàëàõ, íàó÷íûõ ñáîðíèêàõ è òðóäàõ êîíôåðåíöèé [20]�[44].

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó è îïóáëèêîâàííûå â ðàáî-

òàõ [1]�[44], ïîëó÷åíû àâòîðîì äèññåðòàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðà-

áîòû äîêëàäûâàëèñü è îáñóæäàëèñü íà ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ

ïðîôèëüíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ [20]�[44], ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå

è îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèé ÈÏÌåõ ÐÀÍ, ñåìèíàðå èìåíè àêàäåìè-

êà À.Þ. Èøëèíñêîãî ïðè Íàó÷íîì ñîâåòå ÐÀÍ ïî ìåõàíèêå ñèñòåì è

Íàó÷íîì ñîâåòå ÐÀÍ ïî ïðîáëåìàì óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì è íàâèãà-

öèè, ñåìèíàðå ïî ïðîáëåìàì ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, ñåìèíàðå ïî
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ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû èì. Ë.À. Ãàëèíà, ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå äå-

ôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ÍÈÈ ìåõàíèêè ÌÃÓ, ñåìèíàðå àêàäåìèêà

Ìîðîçîâà Í.Ô. ÈÏÌàø ÐÀÍ, ñåìèíàðå ïî ìåõàíèêå Êàçàíñêîãî ãîñó-

äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââå-

äåíèÿ, ïÿòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû.

Êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â äèññåðòàöèè � 406, â òîì ÷èñëå èëëþñòðàöèé

�102 è òàáëèö � 13.

ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Äàííàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå èäåé ÌÈÄÑ ïðèìåíè-

òåëüíî ê çàäà÷àì ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Â Ãëàâå 1 äàí îáçîð ëèòåðàòóðû, ïðèâåäåíû îñíîâíûå ôîðìóëèðîâ-

êè êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè â ïåðåìåùåíèÿõ è íàïðÿæåíèÿõ

è îïèñàíû êëàññè÷åñêèå âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû. Òàêæå ïðèâåäåíû

íåêîòîðûå ïðèáëèæåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, êîòîðûå ïðèìåíÿ-

þòñÿ â òåîðèè óïðóãîñòè. Âåñü ïðèâåäåííûé â ýòîé ãëàâå ìàòåðèàë èñ-

ïîëüçóåòñÿ â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè.

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ïðèìåíåíèþ ÌÈÄÑ ê çàäà÷àì ëèíåéíîé òåîðèè

óïðóãîñòè. Â ï. 2.1 îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå èäåè ÌÈÄÑ. Âî-ïåðâûõ,

ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé çàäà÷

ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè âåñüìà îãðàíè÷åíû. Ñëåäîâàòåëüíî íåêî-

òîðûå èç ñîîòíîøåíèé òåîðèè óïðóãîñòè äîëæíû áûòü îñëàáëåíû, ò.

å. âûïîëíåíû ïðèáëèæåííî. Îäíàêî, âîïðîñû, êàêèå èç îïðåäåëÿþùèõ

ñîîòíîøåíèé òåîðèè óïðóãîñòè ñëåäóåò óäîâëåòâîðÿòü òî÷íî, à êàêèå

ïðèáëèæåííî îáû÷íî â òåîðèè óïðóãîñòè íå îáñóæäàþòñÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òåíçîð íàïðÿæåíèé σ0, êîòîðûé ñâÿçàí ñ

òåíçîðîì äåôîðìàöèè ε0 ñëåäóþùèì îáðàçîì

σ0 = C : ε0 . (1)
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Çäåñü ε0 ýòî òåíçîð Êîøè

ε0 =
1

2

(
∇u+∇uT

)
, (2)

C � òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè, u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé. Çíàê �äâîå-

òî÷èå� îáîçíà÷àåò äâîéíîå òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå. Èíäåêñ `0' ïîêà-

çûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå òåíçîðû ε0(u) è σ0(u) çàâèñÿò òîëüêî îò

ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (ïåðåìåùåíèé u).

Íàîáîðîò, ïîëÿ íàïðÿæåíèé σ ïîðîæäàþò ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîð

äåôîðìàöèè

ε = C−1 : σ . (3)

Îáñóäèì ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë, îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé ëèíåéíîé óïðó-

ãîñòè áîëåå ïîäðîáíî. Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ çàäàííîå ôîðìóëîé

∇ · σ + f(x) = 0 (4)

îòðàæàåò òðåòèé çàêîí Íüþòîíà, è, âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíû áûòü ñòðîãî

âûïîëíåíû. Çäåñü f(x) � ïëîòíîñòü îáúåìíîé ñèëû.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, â ðàì-

êàõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ìàëîñòè äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé ïðîñòî îïè-

ñûâàþò äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå òåëà è òàêæå äîëæíû áûòü ñïðà-

âåäëèâûìè.

×òî êàñàåòñÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, èõ ôîðìà îáóñëîâëåíà òèïîì êðà-

åâîé çàäà÷è êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ, è îíè äîëæíû áûòü çàäàíû àïðèîðè.

Âûïîëíåíèå çàêîíà Ãóêà â âèäå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé (1) èëè (3) íå âûãëÿäèò òàê áåçîãîâîðî÷íî îáÿçàòåëüíûì. Ðåàëüíûå

óïðóãèå êîíñòðóêöèîííûå ìàòåðèàëû ïîä÷èíÿþòñÿ ýòîìó ëèíåéíîìó

çàêîíó ëèøü ïðèáëèçèòåëüíî. Âîîáùå ãîâîðÿ, ãèïîòåçà î ëèíåéíîé çà-

âèñèìîñòè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè ñâÿçàíà â ïåðâóþ

î÷åðåäü ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Êðîìå òîãî, â

ñâÿçè ñ òåì, ÷òî óñëîâèÿ îäíîðîäíîñòè äëÿ ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ ñòðîãî
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íå ðåàëèçîâàíû (ìîæåò áûòü, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ êðèñòàëëîâ),

ìîäóëè óïðóãîñòè íàõîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî è îáû÷íî ñ äîâîëüíî

áîëüøîé îøèáêîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëèðîâêà çàäà÷ òåîðèè óïðó-

ãîñòè èìååò íåîïðåäåëåííîñòü, ñâÿçàííóþ ñ èäåíòèôèêàöèåé ìàòåðè-

àëüíûõ êîíñòàíò.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè óïðóãîñòè îïèñûâàþò íàïðÿ-

æåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êå óïðóãîãî

òåëà. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàïðÿæåíèÿ âî âíóòðåííèõ òî÷-

êàõ òåëà äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ê ãðàíè÷íûì íàïðÿæåíèÿì. Àíàëîãè÷íî,

ïåðåìåùåíèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê ïåðåõîäÿò íåïðåðûâíî â èõ ãðàíè÷íûå

çíà÷åíèÿ. Ýòî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ìîäó-

ëåé C, îïðåäåëåííûå âî âíóòðåííîñòè îáëàñòè, íåïðåðûâíî ïðîõîäÿò

÷åðåç ãðàíèöó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå,

÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîçäàþòñÿ êîíêðåòíûìè ôèçè÷åñêèìè è ãåî-

ìåòðè÷åñêèìè ôàêòîðàìè. Íàïðèìåð, íåêîòîðûå ÷àñòè ãðàíèöû ìîãóò

áûòü îáùèìè ÷àñòÿìè ìåæäó äâóìÿ èëè áîëåå ñðåäàìè (óïðóãèìè èëè

íåóïðóãèìè). Â ýòîì ñëó÷àå ëþáàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ïðèíàäëåæèò îäíî-

âðåìåííî ðàññìàòðèâàåìîìó òåëó è òåëàì, êîòîðûå âûçûâàþò ýòè ãðà-

íè÷íûå óñëîâèÿ. Íåêîòîðûå âíóòðåííèå ïîâåðõíîñòè òåëà òàêæå ìîãóò

áûòü ãðàíèöàìè ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ òî÷êà

ýòèõ ãðàíèö ïðèíàäëåæèò îäíîâðåìåííî ê ìàòåðèàëüíûì ÷àñòÿì ñ ðàç-

ëè÷íûìè ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Èíûìè ñëîâàìè, òåíçîð óïðóãèõ

ìîäóëåé íà òàêèõ ïîâåðõíîñòÿõ, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå îïðåäåëåí.

Äëÿ ó÷åòà òàêîé íåîïðåäåëåííîñòè â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðó-

ãîñòè ïðåäëàãàþòñÿ ñëåäóþùèå èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íà-

ïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè â òåëå, çàíèìàþùåãî îáëàñòü Ω

Φσ =

∫
Ω

ς : ςdΩ =

∫
Ω

(
σ − σ0(u)

)
:
(
σ − σ0(u)

)
dΩ = 0 , (5)

Φε =

∫
Ω

ξ : ξdΩ =

∫
Ω

(
ε(σ)− ε0(u)

)
:
(
ε(σ)− ε0(u)

)
dΩ = 0 , (6)
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Äðóãèì âàæíûì êâàäðàòè÷íûì ôóíêöèîíàëîì, êîòîðûé òàêæå ñîîò-

âåòñòâóåò óðàâíåíèþ ñîñòîÿíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàë ýíåðãåòè÷åñêîé

îøèáêè

Φ[u, σ] =

∫
Ω

ϕ(u, σ)dΩ =

∫
Ω

1

2
ξ(u, σ) : ς(u, σ)dΩ = 0 . (7)

Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûõ ïîëåé

ïåðåìåùåíèé è ðàâíîâåñíûõ ïîëåé ïåðåìåùåíèé çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ

Φσ, Φε è Φ âñåãäà íåîòðèöàòåëüíû. Èñïîëüçóÿ ýòî ñâîéñòâî ôîðìóëè-

ðóþòñÿ òðè èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå êðàåâûå çàäà÷è: íàéòè u∗(x) è

σ∗(x), êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò ôóíêöèîíàëû Φσ, Φε è Φ îòíîñèòåëüíî

u è σ (ñîîòâåòñòâåííî Çàäà÷è 1,2,3) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2) è (3). Â ýòîé

÷àñòè ðàáîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u = 0 , x ∈ Γ1 , σ ·n = q̄(x), x ∈ Γ2 , Γ1∪Γ2 = Γ , Γ1∩Γ2 = ∅. (8)

Çäåñü n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè Γ, q̄(x) � çàäàííàÿ ôóíê-

öèÿ íàãðóçêè.

Êà÷åñòâî ïîëåé ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,

èõ áëèçîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ u∗ è σ∗, ìîæåò áûòü êîëè÷åñòâåííî

óñòàíîâëåíà, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåò-

ðîâ (îòíîñèòåëüíûå èíòåãðàëüíûå îøèáêè)

∆σ =
Φσ
Ψσ

, ∆ε =
Φε
Ψε

, ∆ =
Φ

Wσ
. (9)

Çäåñü íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèîíàëû Ψσ è Ψε

Ψσ =

∫
Ω

σ : σdΩ ≥ 0 , Ψε =

∫
Ω

ε : εdΩ =

∫
Ω

σ : C−2 : σdΩ ≥ 0 , (10)

ââîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ è

Wσ =
1

2

∫
Ω

σ : C−1 : σdΩ ≥ 0

ÿâëÿåòñÿ ýíåðãèåé íàïðÿæåíèé óïðóãîãî òåëà.
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Â ï. 2.2 ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå äâóìåðíûå ìîäåëüíûå çàäà÷è óñëîâíîé

ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ Φσ, Φε è Φ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ðàçðà-

áîòàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì íà îñíîâå ìåòîäà Ðèòöà ñ èñïîëüçîâàíèåì

ïîëèíîìèàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé èñêîìûõ ôóíêöèé:

ũi =

Nu∑
k+l=0

u
(kl)
i xk1x

l
2 , σ̃ij =

Nσ∑
k+l=0

σ
(kl)
ij xk1x

l
2 , i, j = 1, 2 , (11)

ãäå u
(kl)
i è σ

(kl)
ij � íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû êîìïîíåíòîâ ïåðåìåùåíèé

è íàïðÿæåíèé , ñîîòâåòñòâåííî, Nσ è Nu � ñòåïåíè ïîëíûõ ïîëèíîìè-

àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ũi è σ̃ij . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðåí ïëîñ-

êèé èçãèá ïðÿìîóãîëüíîé óïðóãîé ïëàñòèíû ñ Ω =
{
x : x1 ∈

(
0, x0

1

)
,

x2 ∈
(
0, x0

2

)}
. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îäíîðîäíàÿ èçîòðîïíàÿ ïëàñòèíà íà-

ãðóæåíà íåêîòîðûì íàïðÿæåíèåì ñäâèãà q0(x2) =
6q0

(x0
2)

2

(
x2 −

x2
2

x0
2

)
ðàñ-

ïðåäåëåííûìè ïî êðàþ ñ êîîðäèíàòîé x1 = x0
1. Òåëî çàùåìëåíî âäîëü

êðàÿ, ãäå x1 = 0. Îñòàëüíûå ðåáðà ïëàñòèíû ñâîáîäíû îò íàãðóçîê. Ðàñ-

÷åòû áûëè ïðîâåäåíû äëÿ çàäà÷ 1�3 ñ ðàçëè÷íûìè ïîëèíîìèàëüíûìè

àïïðîêñèìàöèÿìè ñòåïåíè Nσ.

Óïðóãèå ýíåðãèè Wi(N) = W (ũ, σ̃) äëÿ Çàäà÷ 1�3 ïðèâåäåíû íà

Ðèñ. 1, ãäå óïðóãàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

W =
1

2

∫
Ω

σ : ε0dΩ . (12)

Êàê ìîæíî âèäåòü èç Ðèñ. 1 (ñïðàâà), ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå W1

(ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ýíåðãèè W ìîíîòîííî óáûâàåò ïðè óâåëè÷åíèè ïî-

ðÿäêà Nσ. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, çíà÷åíèÿ ýíåðãèé W2 è W3 (ïóíêòèðíûå

è øòðèõ-ïóíêòèðíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâåííî) ìîíîòîííî ðàñòóò, åñëè

÷èñëî Nσ óâåëè÷èâàåòñÿ.

Ñêîðîñòü óìåíüøåíèÿ ôóíêöèé, ââåäåííûõ â (9),

∆1 = ∆σ(ũ, σ̃) , ∆2 = ∆ε(ũ, σ̃) , ∆3 = ∆(ũ, σ̃)

ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà. Îòíîñè-

òåëüíûå èíòåãðàëüíûå îøèáêè ∆i, i = 1, 2, 3, ñîîòâåòñòâóþùèå Çàäà-
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Ðèñ. 1: Óïðóãèå ýíåðãèè Wi êàê ôóíêöèè ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû N
(ñëåâà), îòíîñèòåëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ îøèáêà ∆i(Nσ) äëÿ Çàäà÷ 1�3
(ñïðàâà).

÷àì 1�3, ïðåäñòàâëåíû êàê ôóíêöèè îò Nσ íà Ðèñ. 1 (ñïðàâà) ñïëîøíîé,

øòðèõîâîé è øòðèõ-ïóíêòèðíîé êðèâûìè, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè çíà÷å-

íèÿ áëèçêè äðóã ê äðóãó è ìîíîòîííî óìåíüøàþòñÿ, åñëè ïîðÿäîê àï-

ïðîêñèìàöèè Nσ ðàñòåò.

Â ï. 2.4 èññëåäîâàíà çàäà÷à î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ êðóãëûõ è ýë-

ëèïòè÷åñêèõ ìåìáðàí. Â êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå, îñíîâàííîì íà ïðèíöè-

ïå Ãàìèëüòîíà, ýëåìåíòû ìàòðèöû K ëèíåéíî ñâÿçàíû ñ ñîáñòâåííû-

ìè ÷èñëàìè λ. Ïðèìåíåíèå ÌÈÄÑ ê ôîðìóëèðîâàíèþ äàííîé êðàåâîé

çàäà÷è ïðèâîäèò ê òîìó ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

Ka = 0 äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì îò-

íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà λ è ýòà ìàòðèöà èìååò ñëåäóþùóþ

ñòðóêòóðó:

K(λ) = λ2K(2) + λK(1) +K(0) , K(0) ,K(1) ,K(2) ∈ RN×N (13)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà λj , j = 1, 2, . . . , 2N íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ detK(λ) =

0. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû K(λ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñ äåéñòâè-

òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî, êàê ñëåäóåò èç îñíîâíîé òåîðåìû àë-
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ãåáðû, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) ñîñòîèò èç äåéñòâèòåëüíûõ è ïàð êîì-

ïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ êîðíåé. Åñëè çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äåé-

ñòâèòåëüíûå, òî îíè âìåñòå ñ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè a(j) òî÷íî óäî-

âëåòâîðÿþò âñåì îòíîøåíèÿì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è. Ýòè

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λj è âåêòîðû a(j) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî÷íîå ðå-

øåíèå çàäà÷è.

Åñëè èñïîëüçîâàííûå êîíå÷íîìåðíûå àïïðîêñèìàöèè íå äàþò âîç-

ìîæíîñòè íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå, òî ÷èñëà λj , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâ-

íåíèþ (13), ìîãóò áûòü òîëüêî êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè. Òàêèì îá-

ðàçîì, êîìïîíåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ a(j), òàêæå îêàçûâàþòñÿ êîì-

ïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ íå èìåþò ìåõàíè÷åñêîãî ñìûñëà, èõ äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè

ñëóæàò â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé êðàåâîé çàäà÷è. Ñëå-

äóþùèé êðèòåðèé òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà

ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé:

∆M = τ−1ΦM (ã(j), λ̃j) < µ , (14)

ãäå µ � ïîëîæèòåëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ

òî÷íîñòü ðåøåíèÿ, τ � íàòÿæåíèå ìåìáðàíû, ΦM � ìèíèìèçèðóåìûé

ôóíêöèîíàë. Ïðè ýòîì ìíèìàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ Im(λj) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåÿâíîé îöåíêîé êà÷åñòâà ðåøåíèÿ.

Â ï. 2.5 èññëåäóþòñÿ âàðèàöèîííûå ñâîéñòâà ïðåäëîæåííûõ ôóíê-

öèîíàëîâ Φσ, Φε è Φ. Äîêàçàíî, ÷òî äëÿ Çàäà÷ 1 è 2 óðàâíåíèÿìè

Ýéëåðà-Ëàãðàíæà (óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè) ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿ ς = 0 è ξ = 0, êîòîðûå ñîâìåñòíî ñ îãðàíè÷åíèÿìè (2), (3)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (8) ñîñòàâëÿþò ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ëèíåéíîé óïðóãîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ

ñòàöèîíàðíîñòè ëþáîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè Φσ è Φε ÿâëÿþòñÿ ñîîò-

íîøåíèÿìè çàêîíà Ãóêà. Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî âàðèàöè-

îííûõ ïðèíöèïîâ.
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Ôóíêöèîíàë ýíåðãåòè÷åñêîé îøèáêè Φ ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü èíòåã-

ðî-äèôôåðåíöèàëüíóþ çàäà÷ó, ïåðâîíà÷àëüíî ñôîðìóëèðîâàííóþ â

òåðìèíàõ íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé, íà äâå íåçàâèñèìûå ïîäçàäà-

÷è: îäíó â ïåðåìåùåíèÿõ (ïðèíöèï ìèíèìóìà ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè), äðóãóþ â íàïðÿæåíèÿõ (ïðèíöèï ìèíèìóìà ïîëíîé äîïîëíè-

òåëüíîé ýíåðãèè). Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà: äëÿ ëþáûõ êèíåìàòè-

÷åñêè äîïóñòèìûõ ïîëåé ïåðåìåùåíèé u, ïîä÷èíÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì (8) è ðàâíîâåñíûõ ïîëåé íàïðÿæåíèé σ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8), ñóììà ïîëíûõ ïîòåíöèàëüíîé è äîïîëíèòåëü-

íîé ýíåðãèé íåîòðèöàòåëüíà:

Φ[u, σ] = Π[u] + Πc[σ] ≥ 0 . (15)

Êàê ñëåäóåò èç ñòðóêòóðû ôóíêöèîíàëà Φ, çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñ îãðà-

íè÷åíèÿìè ýêâèâàëåíòíà íåçàâèñèìîé ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé

ýíåðãèè Π îòíîñèòåëüíî äîïóñòèìîé âåêòîð-ôóíêöèè u ïðè êðàåâûõ

îãðàíè÷åíèÿõ íà ïåðåìåùåíèÿ è äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèè Πc îòíîñè-

òåëüíî òåíçîðíîé ôóíêöèè σ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ ðàâíîâåñèÿ

ïðè ãðàíè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ, çàäàííûõ â íàïðÿæåíèÿõ:

min
u, σ

Φ[u, σ] = min
u

Π[u] + min
σ

Πc[σ] = Π[u∗] + Πc[σ
∗] . (16)

Äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàöèîííûõ ôîðìóëèðîâîê, ñëåäóþùèõ èç ÌÈÄÑ,

ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå äâóñòîðîííèå ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè êà÷åñòâà

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, â òåðìèíàõ ïîëíûõ ïîòåíöèàëü-

íîé è äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèé ñôîðìóëèðîâàíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

ïðè ëþáûõ êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûõ ïîëÿõ ïåðåìåùåíèé u(x), óäî-

âëåòâîðÿþùèõ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, è ëþáûõ ïîëÿõ ðàâ-

íîâåñíûõ íàïðÿæåíèé σ(x), ïîä÷èíÿþùèõñÿ ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (8)

â íàïðÿæåíèÿõ, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâóñòîðîííèå îöåíêè óïðóãîé

ýíåðãèè, çàïàñåííîé â òåëå

−Π(u) ≤W (u∗, σ∗) ≤ Πc(σ) . (17)
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Çäåñü W � òî÷íîå çíà÷åíèå óïðóãîé ýíåðãèè çàïàñåííîå òåëîì.

Â ï. 2.8 îáîñíîâûâàåòñÿ âàðèàöèîííûé ïðèíöèï äëÿ çàäà÷è î òåëå íà

óïðóãîì îñíîâàíèè. Â äîïîëíåíèå ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (8) äîáàâëåíî

óñëîâèå ñëåäóþùåãî âèäà, çàäàííîãî íà ÷àñòè ãðàíèöû Γ3

σ · n+ κu = 0, x ∈ Γ(3), κ > 0 ,Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 = Γ. (18)

Çäåñü κ � êîýôôèöèåíò ïîñòåëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ââåäåíèåì äâóõ ïîòåí-

öèàëîâ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ

Ww
u =

∫
Γ3

κ

2
u2dΓ ,Ww

σ =

∫
Γ3

1

2κ
(σ · n)

2
dΓ = Ww

u (19)

çàäà÷à, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ïåðåìåùåíèÿõ è íàïðÿæåíèÿõ ðàçäåëÿåòñÿ

íà äâå íåçàâèñèìûå: îäíó � â ïåðåìåùåíèÿõ, äðóãóþ � â íàïðÿæåíèÿõ.

Äëÿ ýòèõ çàäà÷, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâû, íàïðèìåð,

ñëåäóþùèå äâóñòîðîííèå ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè. Åñëè ïåðåìåùåíèÿ íà

ãðàíèöå Γ1 èñ÷åçàþò, òî ñïðàâåäëèâû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû òî÷-

íîãî çíà÷åíèÿ óïðóãîé ýíåðãèè, çàïàñåííîé â òåëå è Âèíêëåðîâñêîì

îñíîâàíèè

−Πw(u) ≤W (u∗, σ∗) +Ww(u∗, σ∗) ≤ Πw
c (σ) , (20)

ãäå Πw èΠw
c � ïîëíûå ïîòåíöèàëüíàÿ è äîïîëíèòåëüíàÿ ýíåðãèè òåëà

íà óïðóãîì îñíîâàíèè ñîîòâåòñòâåííî. È íàîáîðîò, åñëè ïîâåðõíîñòíûå

íàãðóçêè q̄(x) èñ÷åçàþò íà Γ2, òî ëþáûå äîïóñòèìûå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé

è íàïðÿæåíèé òàêæå ãàðàíòèðóþò ñëåäóþùèå äâóñòîðîííèå ýíåðãåòè-

÷åñêèå îöåíêè

−Πw
c (σ) ≤W (u∗, σ∗) +Ww(u∗, σ∗) ≤ Πw(u) . (21)

Âûâîäû äàííîãî ðàçäåëà ïîäòâåðæäåíû íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ ìîäåëü-

íûõ äâóìåðíûõ çàäà÷ î òåëå íà óïðóãîì îñíîâàíèè.

Ãëàâà 3 ôîêóñèðóåòñÿ íà ÷èñëåííîì ïîäõîäå, áàçèðóþùèìñÿ íà

ÌÈÄÑ è ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ðàçðàáîòàí àäàïòèâíûé àëãî-
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ðèòì ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå àïïðîêñèìàöèè âûñî-

êèõ ïîðÿäêîâ êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé è ðàâíîâåñíûõ

íàïðÿæåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè. Îáñóæäàþòñÿ

ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè óòî÷íåíèÿ è àäàïòàöèè ñåòêè, ðàçðàáîòàííûå íà

îñíîâå ÿâíûõ ëîêàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ äâóñòîðîííèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ

îöåíêàõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Â ï. 3.1 îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû ñâÿçàííûå ñ àïïðîêñèìàöèåé èñêîìûõ

ôóíêöèé êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûìè ñïëàéíàìè ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ

ãëàäêîñòè. Îïèñàí àäàïòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íåïðåðûâíûõ àï-

ïðîêñèìàöèé ïåðåìåùåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðèàíãóëÿöèè îáëàñòè.

Â ï. 3.2 ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ òðåóãîëüíèêà Àðãè-

ðèñà, ïîçâîëÿþùåå ñòðîèòü ãëàäêèå (C1) ñïëàéíû. Àíàëèòè÷åñêè ïî-

ñòðîåíà ìàòðèöà æåñòêîñòè äëÿ òðåóãîëüíèêà Àðãèðèñà. Îáñóæäåíû

âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ C2-àïïðîêñèìàöèè äëÿ òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà.

Â ï. 3.3 îïèñûâàåòñÿ ÌÊÝ àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé òåî-

ðèè óïðóãîñòè íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ìèíèìóìà ýíåðãåòè-

÷åñêîé îøèáêè. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðåøåíèþ çàäà÷è â íàïðÿ-

æåíèÿõ, äëÿ êîòîðûõ àïïðîêñèìàöèè íàïðÿæåíèé äîëæíû óäîâëåòâî-

ðÿòü íå òîëüêî ñïåöèàëüíûå ìåæýëåìåíòíûå óñëîâèÿ, íî è óðàâíåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ âíóòðè êàæäîãî òðåóãîëüíèêà. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ðàâíî-

âåñèå êàæäîãî ýëåìåíòà ñâÿçàíî ñ ðàâíîâåñèåì òåëà â öåëîì, ìàòðèöà

ïîäàòëèâîñòè Kσ ìîæåò áûòü ñëèøêîì çàïîëíåííîé, äëÿ òîãî ÷òîáû

âûïîëíÿòü ýôôåêòèâíûå âû÷èñëåíèÿ. ×òîáû èçáåæàòü âû÷èñëèòåëü-

íûõ òðóäíîñòåé, ñîïðîâîæäàþùèõ òàêèå çàäà÷è, ïðåäëîæåíî èçìåíèòü

êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë Πc ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äîáàâèì íåîòðè-

öàòåëüíûé ÷ëåí ê ïîëíîé äîïîëíèòåëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Πc è

ñîñòàâèì íîâûé ôóíêöèîíàë Πs
c ñëåäóþùèì îáðàçîì

Πs
c = Πc +

β

2

NS∑
i=1

∫
Si

((σk + σk+1) · n) · ((σk + σk+1) · n) dSi. (22)
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Ðèñ. 2: Ðàâíîìåðíàÿ (ñëåâà) è àäàïòèðîâàííàÿ òðåóãîëüíûå ñåòêè
(ñïðàâà).

Çäåñü Si ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé, îáùåé äëÿ äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, ïî êîòî-

ðîé âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, NS � ÷èñëî ìåæýëåìåíòíûõ ñòîðîí

â êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêå; β > 0 � âåñîâîé êîýôôèöèåíò. Ìàòðèöà

ïîäàòëèâîñòè Kσ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà Πs
c.

Òàêîé ïðèåì ñòðîãî îáîñíîâàí â ýòîì ðàçäåëå. Ýôôåêòèâíîñòü ðàçðà-

áîòàííîãî àëãîðèòìà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ äâóìåð-

íûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè.

Â ï. 3.4 ïðîäåìîíñòðèðîâàíû âîçìîæíîñòè ðàçðàáîòàííîãî ÌÊÝ àë-

ãîðèòìà ïî àäàïòàöèè è óòî÷íåíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñåòîê íà ïðèìå-

ðå ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è î ðàñòÿæåíèè ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû

ñ òðåùèíîé. Íà Ðèñ. 2 ïîêàçàíû ðàâíîìåðíàÿ (ñëåâà) è àäàïòèðîâàí-

íàÿ òðåóãîëüíûå ñåòêè (ñïðàâà). Àäàïòèðîâàííàÿ ñåòêà ïîëó÷åíà èç

ðàâíîìåðíîé ñ òåì æå ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèåì

ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðèçîíòàëüíûìè è âåðòèêàëüíûìè ìåæýëåìåíòíû-

ìè ëèíèÿìè. Íîâûå êîîðäèíàòû x
(i,1)
1 ïðè i = 1, . . . , 2M − 1 è x

(1,j)
2 ïðè

j = 1, . . . ,M − 1 (M� ïàðàìåòð ñåòêè) áûëè âûáðàíû òàêèì îáðàçîì,

÷òîáû çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ

Φ1,i =

∫ h

0

∫ x(i,1)

x(i−1,1)

ϕ(x1, x2)dx1dx2, i = 1, . . . , 2M

Φ2,j =

∫ x(1,j)

x(1,j−1)

∫ l

−l
ϕ(x1, x2)dx1dx2, j = 1, . . . ,M
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Ðèñ. 3: Äâóñòîðîííèå îöåíêè óïðóãîé ýíåðãèè ïðè ðàçëè÷íîì ÷èñëå
ñòåïåíåé ñâîáîäû N äëÿ ðàâíîìåðíîé (ïóíêòèðíûå ëèíèè) è àäàïòè-
ðîâàííîé (ñïëîøíûå ëèíèè) ñåòîê (ñëåâà) è ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
ýíåðãåòè÷åñêîé îøèáêè ϕ(x1, x2) ïðèM = 12, Nu = 6 äëÿ àäàïòèðîâàí-
íîé ñåòêè (ñïðàâà).

áûëè ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû äðóã äðóãó äëÿ âñåõ i è j.

Íà Ðèñ. 3 (ñëåâà) ïîêàçàíà äâóñòîðîííÿÿ ñõîäèìîñòü óïðóãîé ýíåð-

ãèè W (N) äëÿ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè ïîëèíî-

ìà Nu = 6 (ïóíêòèðíûå ëèíèè) è àäàïòèðîâàííîé ñåòêè ïðè ôèêñèðî-

âàííîì ïàðàìåòðå M = 12 (ñïëîøíûå ëèíèè). Ïðåäñòàâëåííûå çàâèñè-

ìîñòè íàõîäÿòñÿ â õîðîøåì ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåòè÷åñêèìè äâóñòîðîí-

íèìè îöåíêàìè. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ýíåðãèè ∆3 äëÿ àäàïòè-

ðîâàííûõ ñåòîê äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ îêîëî 0.033% ïðè N ≈ 40000. Ýòà

îòíîñèòåëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ îøèáêà â 14 ðàç ìåíüøå, ÷åì, ïîëó÷åííàÿ

ñ ïîìîùüþ ðàâíîìåðíîé ñåòêè ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ àïïðîêñèìàöèè.

Ðàñïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé îøèáêè ϕ(x1, x2) ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 3

ïðè M = 12 è Nu = 6. Ôóíêöèÿ ϕ ïî÷òè âåçäå ðàâíà íóëþ çà èñêëþ÷å-

íèåì óçêîé îáëàñòè, îêðóæàþùåé íîñèê òðåùèíû.

Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà ïîäõîäàì, â êîòîðûõ èñõîäíàÿ çàäà÷à, ñôîðìóëè-

ðîâàííàÿ â óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñè-
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ñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàçðàáîòàííàÿ

âàðèàöèîííàÿ òåõíèêà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé ïîëó-äèñêðåòíûõ

àïïðîêñèìàöèé âåêòîðà ïåðåìåùåíèé è òåíçîðà íàïðÿæåíèé, âêëþ÷àÿ,

ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëèíîìèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ êîîðäèíàòíûõ êîìïîíåíòîâ è, ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, íåèçâåñòíûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî îñòàâøåéñÿ êîìïîíåíòû. Ïîä-

õîä ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ïðèìåðå ïëîñêèõ ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷å-

ñêèõ áàëî÷íûõ çàäà÷àõ.

Â ï. 4.1 îïèñàí àëãîðèòì ñâåäåíèÿ çàäà÷è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê

ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ). Â ðàì-

êàõ ãèïîòåç ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì êëàññè÷åñêèõ

âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ ìèíèìóìà ïîëíûõ ïîòåíöèàëüíîé è äîïîëíè-

òåëüíîé ýíåðãèé è ïîëó-äèñêðåòíûõ àïïðîêñèìàöèé êîìïîíåíò âåêòîðà

ïåðåìåùåíèé

ũ =

Nu∑
k=0

u(k)(x)
yk

hk
, ṽ =

Nv∑
k=0

v(k)(x)
yk

hk
. (23)

è òåíçîðà íàïðÿæåíèé

σ̃x =

Nσ∑
k=0

σ(k)
x (x)

yk

hk
, τ̃xy =

Nσ+1∑
k=0

τ (k)
xy (x)

yk

hk
, σ̃y =

Nσ+2∑
k=0

σ(k)
y (x)

yk

hk
. (24)

ïîñòðîåíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà- Ëàãðàíæà âòîðî-

ãî ïîðÿäêà â ïåðåìåùåíèÿõ è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà â íàïðÿæåíèÿõ.

Â ï. 4.2 ïðîâîäèòñÿ àíàëèç íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ áàëêè. Èñïîëüçóÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ÎÄÓ, ïîëó÷åííûõ â ï. 4.1, ñòðî-

ÿòñÿ äâóñòîðîííèå ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè êà÷åñòâà ïðèáëèæåííîãî ðå-

øåíèÿ. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå çíà÷åíèå íåîòðèöàòåëüíîãî ôóíêöèî-

íàëà ýíåðãåòè÷åñêîé îøèáêè Φ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî äëÿ ðàññìàò-

ðèâàåìûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â âèäå ñóììû ïîëíûõ ïîòåíöèàëüíîé è

äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèé â ñîîòâåòñòâèè ñ

Φ[a, b] =

∫ l

−l
ϕx(x, a, a′, b, b′, b′′)dx = Π[a] + Πc[b] ≥ 0 . (25)

18



Çäåñü

a =
{
u(0), u(1), . . . , u(Nu), v(0), v(1), . . . , v(Nv)

}T

,

b =
{
σ(2)
x , σ(3)

x , . . . , σ(Nσ)
x

}T

, b(x) ∈ RNσ−1

âåêòîðû ïðîåêòíûõ ïàðàìåòðîâ. Îòíîñèòåëüíàÿ èíòåãðàëüíàÿ îøèáêà

ìîæåò áûòü çàäàíà

∆ =
Φ[a, b]

Wσ[b]
, Wσ[b] = Πc[b] , (26)

ãäå ýíåðãèÿ íàïðÿæåíèÿ Wσ ñîâïàäàåò ñ ïîëíîé äîïîëíèòåëüíîé ýíåð-

ãèåé Πc.

Â ï. 4.3 ñîñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìà ÎÄÓ ðàçðåøàþùàÿ çàäà÷ó î ñîáñòâåí-

íûõ êîëåáàíèÿõ ïðÿìîëèíåéíîé áàëêè íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïîä-

õîäà è ïîëó-äèñêðåòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé.

Êàê áûëî ïîêàçàíî, äëÿ ÷èñòî ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè â Ãëà-

âå 2, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûé ïîäõîä äàåò êîìïëåêñíûå ñîáñòâåí-

íûå çíà÷åíèÿ è ôîðìû êîëåáàíèé. Ðåçóëüòèðóþùèå ïðèáëèæåíèÿ âû-

áèðàþòñÿ, êàê äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü Reω1 è Re σ̃.

Â ï. 4.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ïîäõîä, â êîòîðîì âûâî-

äÿòñÿ îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ óïðóãèõ áàëîê, èñïîëüçóÿ ìåòîä,

êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçëîæåíèå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïåðåìåùå-

íèé è íàïðÿæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó (ñîîòíîøåíèå ðàçìåðà ïîïå-

ðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè ê åãî äëèíå). Ñîâìåñòíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé êðàåâîé çàäà÷è ñîñòîèò èç êîýôôèöèåí-

òîâ, âûáðàííûõ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì èç ïîëó-äèñêðåòíûõ ïîëè-

íîìèàëüíûõ ðàçëîæåíèé ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîð-

ìàöèÿìè (àñèìïòîòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèè). Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ýòîãî

ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûé ïîðÿäîê ïðèáëèæåííîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé â äâà ðàçà ìåíüøå, ÷åì ïîðÿäîê, âûòåêàþùèé èç

âàðèàöèîííîãî ïîäõîäà.
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîëó÷åíû äèôôåðåí-

öèàëüíûå óðàâíåíèÿ ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèå íàïðÿæåííî-

äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîé áàëêè. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåøåíèÿìè áàëî÷íûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Áåðíóë-

ëè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò òàêæå àíàëèçèðî-

âàòü ïîâåäåíèå áàëîê ñäåëàííûõ èç àíèçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà.

Äàëåå (ï. 4.5) â ðàìêàõ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ïîëó÷åíû ïðè-

áëèæåííûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ñ ðàçëè÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè

ñîáñòâåííûå ïðîäîëüíûå è ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðî-

ñòåéøåì ñëó÷àå ïðîäîëüíûå äâèæåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ÎÄÓ âòîðîãî ïî-

ðÿäêà, â òî âðåìÿ êàê ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ � ÎÄÓ ÷åòâåðòîãî ïî-

ðÿäêà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïî ôîðìå ýòè óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò

óðàâíåíèÿì áàëêè Ýéëåðà-Áåðíóëëè, îíè ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñîäåðæàòåëü-

íûìè. Òàê óðàâíåíèå ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé, ïîëó÷åííîå àñèìïòîòè÷å-

ñêèì ïîäõîäîì, èìååò âèä

d2σ
(0)
x

dx2
+ λ2σ(0)

x = 0 , (27)

ãäå, â îòëè÷èå îò áàëêè Ýéëåðà-Áåðíóëëè, ïàðàìåòð λ èìååò áîëåå

ñëîæíóþ ñâÿçü ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ω

λ2 =
ω2

ω2
0h

2

(
1− ω2ν2

ω2 − 8ω2
0

)
. (28)

Çäåñü ω0 ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé, îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì

ω2
0 =

E

ρh2
. Äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ ω+ è ω− ÿâíî îïðåäåëåíû êàê

ôóíêöèè öåëîãî ÷èñëà m ≥ 0:

ω±(m) = ω0

√
8 + γ2m2 ±

√
64 + γ2m2 [γ2m2 − 16(1− 2ν2)]

2(1− ν2)
. (29)

Çäåñü γ =
πh

l
� õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïàðàìåòð áàëêè, ν� êîýôôèöè-

åíò Ïóàññîíà, h è l � âûñîòà è äëèíà áàëêè ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòîòû

ω± îïðåäåëÿþò äâà òèïà ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé (ôîðì), ïîêàçàííûå íà
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Ðèñ. 4: Ïðîäîëüíûå ñîáñòâåííûå ôîðìû äëÿ ω−(1) (ñëåâà) è ω+(1)
(ñïðàâà).

Ðèñ. 4 Ñîáñòâåííûå ôîðìû áàëêè äëÿ ω−(1) è ω+(1) ïîêàçàíû ñïëîø-

íûìè ëèíèÿìè íà Ðèñ. 4 ñîîòâåòñòâåííî. Íåäåôîðìèðîâàííàÿ áàëêà

ïðåäñòàâëåíà íà îáîèõ ðèñóíêàõ ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè.

Ï. 4.6 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ òðåõìåðíûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïî-

ìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à èçãèáà è êðó-

÷åíèÿ ïðÿìîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ, çàùåìëåííî-

ãî íà îäíîì êîíöå è íàãðóæåííîãî íà äðóãîì ñèëàìè è ìîìåíòàìè.

Äðóãèå ãðàíè ïðèçìû ñ÷èòàþòñÿ ñâîáîäíûìè îò íàãðóçîê. Ïîêàçàíî,

÷òî âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî äâóõ îñåé

ðåøåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ, à èìåííî, ðàñòÿæåíèå,

êðó÷åíèå è äâà èçãèáà îòíîñèòåëüíî äâóõ îðòîãîíàëüíûõ îñåé. Èññëå-

äîâàíî âëèÿíèå çàùåìëåííîãî ñå÷åíèÿ ïðèçìû (ýôôåêò Ñåí Âåíàíà)

íà íàïðÿæåííî- äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñòåðæíÿ. Íàïðèìåð, ïî-

êàçàíî ÷òî çàùåìëåííûé êîíåö áàëêè îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿ-

íèå íà ðàñïðåäåëåíèå ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé âäîëü áàëêè. Ýòî

âëèÿíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà çíà÷èòåëüíîå ðàññòîÿíèå (áîëåå 20 % îò

äëèíû áàëêè ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ l/h = 10). Èññëåäîâàíà òàê-

æå õàðàêòåðíàÿ äåïëàíàöèÿ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò,

÷òî ãèïîòåçà Áåðíóëëè î ïëîñêèõ ñå÷åíèÿõ ñóùåñòâåííî íàðóøàåòñÿ â

îêðåñòíîñòè çàæàòîãî ñå÷åíèÿ.

Â ï. 4.7 îïèñàíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà Ïåòðîâà-Ãàëåðêè-
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íà, îñíîâàííûå íà èíòåãðàëüíûõ ïðîåêöèÿõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó íà-

ïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè íà ñïåöèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî òåñòîâûõ

ôóíêöèé è ïîëó-äèñêðåòèçàöèè äîïóñòèìûõ ïîëåé ïåðåìåùåíèé è íà-

ïðÿæåíèé. ×èñëåííûå ïðîåêöèîííûå àëãîðèòìû ðàçðàáîòàíû ñ öåëüþ

ïîñòðîåíèÿ ñèñòåì ñ ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò

êà÷åñòâî äàííîãî ðåøåíèÿ.

Â ï. 4.8 îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïðîåêöèîííûìè, àñèìïòîòè÷å-

ñêèìè è âàðèàöèîííûìè ïîäõîäàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî â îäíèõ ñëó÷àÿõ

ýòè ïîäõîäû ñîâïàäàþò, à èíîãäà èìåþò çíà÷èòåëüíûå ðàçëè÷èÿ. Òàê,

íàïðèìåð â àñèìïòîòè÷åñêîì ïîäõîäå òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé â

çíà÷èòåëüíîé ìåðå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò, â òî âðåìÿ

êàê, ïðîåêöèîííûé ïîäõîä íå èìååò òàêîãî íåäîñòàòêà.

Ãëàâà 5 ôîêóñèðóåòñÿ íà ïðèëîæåíèÿõ ïðîåêöèîííîãî ïîäõîäà ê

ïðîñòðàíñòâåííûì ñòàòè÷åñêèì è ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì òåîðèè óïðó-

ãîñòè, ïðèìåíèòåëüíî ê áàëêàì ñ íåñèììåòðè÷íûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíè-

åì.

Â ï. 5.1 îïèñûâàþòñÿ òðè àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñè-

ñòåìû ÎÄÓ äëÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî

ñîñòîÿíèÿ óïðóãîãî òåëà íà îñíîâå ÌÈÄÑ è ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîåêöè-

îííîé òåõíèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè îáùåãî ðåøåíèÿ ïîñòðî-

åííîå ñèñòåìû ÎÄÓ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòó-

ðó:

det (K + λE) = λ12PNd−12(λ) = 0 . (30)

Çäåñü PNd−12 ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè Nd − 12 îòíîñèòåëüíî ïà-

ðàìåòðà λ. Êîðåíü λ = 0 ñ êðàòíîñòüþ 12 îòðàæàåò ïîëèíîìèàëüíóþ

÷àñòü îáùåãî ðåøåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê êîðíè óðàâíåíèÿ

PNd−12(λ) = 0 (31)

ôîðìèðóþò ðåøåíèå, ñîñòîÿùåå èç ýêñïîíåíöèàëüíûõ ÷ëåíîâ. Îòìå-
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òèì, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (31) â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñ-

íûìè âåëè÷èíàìè è îïèñûâàþò ýôôåêò Ñåí Âåíàíà.

Äàëåå â ýòîé Ãëàâå èññëåäóåòñÿ êîíñîëüíàÿ áàëêà ñ òðåóãîëüíûì ñå-

÷åíèåì è íà ýòîì ïðèìåðå ïîêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðîåêöèîííûõ

àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Îïèñûâàåòñÿ ïðî-

åêöèîííàÿ ìîäåëü áàëêè, îñíîâàííàÿ òîëüêî íà ïîëèíîìèàëüíîé ÷àñòè

îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (30). Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ýôôåê-

òèâíîìó âû÷èñëåíèþ òàêèå ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðè-

ñòèê, òàêèõ êàê èçãèáíàÿ è êðóòèëüíàÿ æåñòêîñòü, êîîðäèíàòû öåíòðà

èçãèáà è ò.ä.

Ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé íà îñíîâå ïðîåêöèîííîé òåõíèêè, ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ íà òðåõìåðíûå äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è. Ïðîâåäåí ÷àñòîòíî-

âîëíîâîé àíàëèç ñâîáîäíûõ è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé áàëêè ñ òðå-

óãîëüíûì ñå÷åíèåì. Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è

ôîðì ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå êîìáèíèðîâàííûõ êðóòèëüíûõ,

ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëîê ñ òðåóãîëüíûì ñå÷åíèåì.

Îáñóæäåíû ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè áàëîê è èõ ñïåöèàëüíûå ðå-

çîíàíñíûå ñâîéñòâà ñâÿçàííûå ñ îòñóòñòâèåì ñèììåòðèè.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

Äàíû íîâûå âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè êðàåâûõ è ñïåêòðàëüíûõ çà-

äà÷ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè äèô-

ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå ñìå-

øàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïîëó÷åííûå èíòåãðî-äèôôåðåíöè-

àëüíûå ôîðìóëèðîâêè ñâîäÿòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà êâàäðàòè÷-

íûõ ôóíêöèîíàëîâ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ïðè çàäàííûõ äèôôåðåíöèàëü-

íûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Âûâåäåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ðàñ-

ñìîòðåííûõ ôóíêöèîíàëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ýòèõ

ôóíêöèîíàëîâ ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ è ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè ýêâèâàëåíòíû ïîëíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ëèíåéíîé òåîðèè óïðó-
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ãîñòè. Âûÿâëåíà ñâÿçü ïðåäëîæåííûõ âàðèàöèîííûõ ïîñòàíîâîê ñ êëàñ-

ñè÷åñêèìè âàðèàöèîííûìè ïðèíöèïàìè ìèíèìóìà ïîëíîé ïîòåíöèàëü-

íîé è äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèé. Ïðè ýòîì, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå

ôîðìóëèðîâêè ÷àñòî ïîçâîëÿþò ðàçäåëèòü çàäà÷ó íà äâå íåçàâèñèìûå

ïîäçàäà÷è â ïåðåìåùåíèÿõ è â íàïðÿæåíèÿõ, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷å-

íû ÿâíûå äâóñòîðîííèå îöåíêè çàïàñàåìîé óïðóãîé ýíåðãèè äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ðàçðàáîòàí àäàïòèâíûé àëãîðèòì

ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðóãîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíîé

àïïðîêñèìàöèè âûñîêèõ ïîðÿäêîâ êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûõ ïåðåìå-

ùåíèé è ðàâíîâåñíûõ íàïðÿæåíèé äëÿ ïðîèçâîëüíîé òðèàíãóëÿöèè îá-

ëàñòè. Îáñóæäåíû ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè óòî÷íåíèÿ è àäàïòàöèè ñåòêè,

ðàçðàáîòàííûå íà îñíîâå ÿâíûõ ëîêàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ äâóñòîðîí-

íèõ ýíåðãåòè÷åñêèõ îöåíîê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ðàçðàáîòàíû âà-

ðèàöèîííûå, àñèìïòîòè÷åñêèå è ïðîåêöèîííûå ïîäõîäû íà îñíîâå ïîëó-

äèñêðåòíûõ àïïðîêñèìàöèé âåêòîðà ïåðåìåùåíèé è òåíçîðà íàïðÿæå-

íèé, âêëþ÷àÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîëèíîìèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ êîíå÷íîé

ðàçìåðíîñòè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ êîîðäèíàòíûõ êîìïîíåíòîâ è, ñ

äðóãîé ñòîðîíû, íåèçâåñòíûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî îñòàâøåéñÿ êîì-

ïîíåíòû. Ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû äëÿ äâóõ-è òðåõ-

ìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷, à òàêæå àíàëèçà ñâîáîäíûõ

êîëåáàíèé óïðóãèõ áàëîê. Íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî ïîäõîäà ðàçðàáî-

òàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷

äëÿ óïðóãèõ áàëîê ñ íåñèììåòðè÷íûì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíèåì. Ïðåäëî-

æåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò òàêæå ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü òàêèå ãåîìåò-

ðè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèê, êàê èçãèáíàÿ è êðóòèëüíàÿ

æåñòêîñòü, êîîðäèíàòû öåíòðà èçãèáà. Êîëè÷åñòâåííî îöåíåíî âëèÿ-

íèå ôîðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ýôôåêò Ñåí-

Âåíàíà) íà äåôîðìàöèè áàëêè. Ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé íà îñíîâå ïðî-

åêöèîííîé òåõíèêè, ðàñïðîñòðàíåí íà òðåõìåðíûå äèíàìè÷åñêèå çàäà-

÷è. Ïðîâåäåí ÷àñòîòíî-âîëíîâîé àíàëèç ñâîáîäíûõ è âûíóæäåííûõ êî-
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ëåáàíèé áàëêè. Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì

ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðå êîìáèíèðîâàííûõ êðóòèëüíûõ, ïðî-

äîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé áàëîê ñ òðåóãîëüíûì ñå÷åíèåì. Îá-

ñóæäåíû ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè áàëîê è èõ ñïåöèàëüíûå ðåçî-

íàíñíûå ñâîéñòâà ñâÿçàííûå ñ îòñóòñòâèåì ñèììåòðèè.
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áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ íàóêè Èíñòèòóòå ïðîáëåì ìåõàíèêè

èì. À. Þ. Èøëèíñêîãî Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê

119526, Ìîñêâà, ïð-ò Âåðíàäñêîãî, 101, 1


