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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ ìíîãîìåðíîé çà-

äà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äèíàìè÷åñêèé îáúåêò ñîâåðøàåò óïðàâëÿåìûå

äâèæåíèÿ â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë è âîçìóùåíèé, òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè åãî â

çàäàííîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèå çà íàèìåíüøåå âðåìÿ ïîñðåäñòâîì óïðàâëÿþùåãî

óñêîðåíèÿ, îãðàíè÷åííîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Åå ðåøåíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ

÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ôèíàëüíûõ óñëîâèé è ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ áûëî

ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ À.À. Ôåëüäáàóìà, Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, Í.Í. Êðàñîâñêîãî,

À.Ì. Ëåòîâà, À.È. Ñóááîòèíà è äðóãèõ. Çäåñü ýòà çàäà÷à áóäåò ðàññìîòðåíà â

îáùåé ïîñòàíîâêå.

Öåëü ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ è èññëåäîâàíèè âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ êàê ôóíêöèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé

çàäà÷è (ôóíêöèè Áåëëìàíà), ñîçäàíèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è

è èññëåäîâàíèè êà÷åñòâåííûõ îñîáåííîñòåé îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿ.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàíû ìåòîäû

òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Ïîëó÷åíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â ôîðìå ïðîãðàì-

ìû è ñèíòåçà äëÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ìíîãîìåðíûì äèíàìè÷åñêèì îáúåêòîì ïî-

ñðåäñòâîì îãðàíè÷åííîé ñèëû. Ðàññìîòðåí ðÿä ÷àñòíûõ ïîñòàíîâîê: íóëåâàÿ íà-

÷àëüíàÿ ñêîðîñòü, ñîâïàäåíèå íà÷àëüíîãî è ôèíàëüíîãî ïîëîæåíèé, ñîâïàäåíèå

íà÷àëüíîé è ôèíàëüíîé ñêîðîñòåé, à òàêæå âûáîðêè ïî âåëè÷èíå è íàïðàâ-

ëåíèþ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà. Äîêàçàíà åäèíñòâåí-

íîñòü îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ñîçäàíà ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà îòáîðà

îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Íàïèñàíà ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ ÷èñëåííî ðåøàòü

çàäà÷ó âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà èìååò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ðåøå-

íèå çàäà÷è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî êàê íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â çàäà÷àõ,

îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå äèíàìè÷åñêîãî îáúåêòà ïîä äåéñòâèåì ðàçëè÷íûõ âíåø-

íèõ ñèë: ëèíåéíîé äèññèïàöèè, ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû. Íàéäåííûå îñîáåííî-

ñòè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è äâèæåíèÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà ïîçâîëÿþò ïî-

ëó÷èòü êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿ â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè
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ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îíè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ìåõàíèêå ìîáèëüíûõ

ðîáîòîâ, òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþò äâèæåíèÿì ÊËÀ â ïðî-

ñòðàíñòâå áåç âíåøíèõ ñèë è âîçìóùåíèé.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âûòåêàåò èç êîððåêòíîñòè ïî-

ñòàíîâîê ðåøàåìûõ çàäà÷, èñïîëüçîâàíèè ñòðîãèõ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ è ïðîâåðêè òåîðåòè÷åñêèõ âûâîäîâ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà 9-ì Âñåðîñ-

ñèéñêîì ñúåçäå ïî òåîðåòè÷åñêîé è ïðèêëàäíîé ìåõàíèêå â 2006 ãîäó, íà êîí-

ôåðåíöèÿõ ÌÔÒÈ â 2002-2006 ãîäàõ, à òàêæå íà ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ïðîáëåì

ìåõàíèêè ÐÀÍ �Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêà ñèñòåì�ïîä ðóêîâîäñòâîì àêà-

äåìèêà Ô.Ë. ×åðíîóñüêî.

Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 4 ñòàòüè â æóðíàëàõ

Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê [7-9,11] è 7 â òðóäàõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé [1-6,

10].

Ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ ãëàâ,

çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 73 íàèìåíîâà-

íèÿ. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 93 ñòðàíèöû.
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ÊÐÀÒÊÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Ââåäåíèå ñîäåðæèò îáçîð ëèòåðàòóðû ïî òåìå äèññåðòàöèè è êðàòêîå èç-

ëîæåíèå ñîäåðæàíèÿ âñåõ ãëàâ.

Â ïåðâîé ãëàâå ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è èññëå-

äóþòñÿ îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Äèíàìè÷åñêèé îáúåêò äâèæåòñÿ â n - ìåðíîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

ïîä äåéñòâèåì óïðàâëÿþùåãî óñêîðåíèÿ îãðàíè÷åííîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè-

÷èíå. Íåîáõîäèìî ïðèâåñòè åãî â òðåáóåìîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèå çà íàèìåíüøåå

âðåìÿ. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, íà÷àëüíûå è ôèíàëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

ẋ = v, x(0) = x0, x(tf) = 0

v̇ = u, v(0) = v0, v(tf) = vf (1)

|u| ≤ 1, tf → min
u

x, v, u ∈ Rn, n ≥ 1

Äëÿ n > 1 çàäà÷à (1) ñòàíîâèòñÿ íåëèíåéíîé, òàê êàê èìååò ìåñòî ñîîòâåò-

ñòâóþùåå îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó óïðàâëÿþùåãî âåêòîðà. Ê âèäó (1) ñâîäèòñÿ

ñëó÷àé íåíóëåâîãî âåêòîðà ôèíàëüíîãî ïîëîæåíèÿ x(tf) è ïðîèçâîëüíîé âåëè-

÷èíû óïðàâëÿþùåãî âåêòîðà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíåí ïðèíöèï ìàêñèìóìà. Îñîáûå ðåøåíèÿ çàäà÷è

îòñóòñòâóþò, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå ìàêñèìóìà ãàìèëüòîíèàíà äàåò

íóëåâîé âåêòîð ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ. Óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä

u =
−ξt+ η

| − ξt+ η|
, |ξ| = ρ, |η| = 1, cos θ = σ.

Çäåñü ξ, η - íîðìèðîâàííûå âåêòîðû ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ, θ - óãîë

ìåæäó íèìè, ρ, σ - àâòîìîäåëüíûå ïàðàìåòðû. Çàäà÷à (1) èìååò îïòèìàëü-

íîå ðåøåíèå âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, òàê êàê ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå

óïðàâëåíèå, êîòîðîå ìîæåò ïðèâåñòè ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó â çàäàííîå ôàçîâîå

ñîñòîÿíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîïòèìàëüíî.

Ïðè ρ > 0 èëè |σ| < 1 îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è

ãëàäêîé âåêòîð-ôóíêöèåé. Ïðè ρ = 0 èëè σ = −1 óïðàâëåíèå - ïîñòîÿííûé âåê-

òîð, à äëÿ σ = 1 - êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ ñ åäèíñòâåííîé òî÷êîé

ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó äâóìÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè íàïðàâëåíèÿìè óïðàâëÿþùåãî
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âåêòîðà. Ïîäñòàâèì óïðàâëÿþùóþ ôóíêöèþ â (1) è ïðîèíòåãðèðóåì. Ïîëó÷èì

çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû îò âðåìåíè

v(t) = v0 + Vξ(t)ξ + Vη(t)η,

x(t) = x0 + v0t+Xξ(t)ξ +Xη(t)η,

Vξ = −ρ−2(σV +R)|t0, Vη = ρ−1V |t0, (2)

Xξ =
1

2ρ3 [(−ρτ + 3σ)R + (−2ρστ + 3σ2 − 1)V ]t0 +
t

ρ2 (1 + σV (0)),

Xη = ρ−2[−R + (ρτ − σ)V ]t0 −
t

ρ
V (0),

R(t) = (ρ2t2 − 2σρt+ 1)1/2, V (t) = Arshκ,

Arshκ = ln(κ+ (1 + κ2)1/2), κ = (ρt− σ)(1− σ2)−1/2.

Çàïèøåì ñèñòåìó (2) ñ ó÷åòîì ôèíàëüíûõ óñëîâèé x(tf) = 0, v(tf) = vf .

Èìååì ñèñòåìó 2n ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 2n íå-

èçâåñòíûõ: 2n − 1 êîìïîíåíò âåêòîðîâ ξ, η è íåèçâåñòíîãî âðåìåíè äâèæåíèÿ

tf .

−x0 − v0tf = Xξ(tf)ξ +Xη(tf)η, (3)

vf − v0 = Vξ(tf)ξ + Vη(tf)η.

Óòâåðæäåíèå 1. Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ (ρ > 0, |σ| < 1) ñèñòåìà

(3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x0, v0, vf .

Èç Óòâ. 1 ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî âåêòîðà n ≥ 3 äâèæå-

íèå îáúåêòà îñóùåñòâëÿåòñÿ â òðåõìåðíîì ãåîìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, îáðà-

çîâàííîì âåêòîðàìè x0, v0, vf . Çàäà÷à ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ

ôèíàëüíîé ñêîðîñòè. Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëå-

íèÿ äâèæåíèå ñâîäèòñÿ ê ïëîñêîìó èëè ëèíåéíîìó. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïëîñêîãî äâèæåíèÿ (n = 2).

Ââåäåì âåêòîð ζ = ξtf âìåñòî ξ, ÷òî ïîçâîëèò îòäåëèòü tf , ïðè÷åì |ζ| = tfρ = µ.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü vf = (−1, 0). Òàêèì îáðàçîì,

ñîîòíîøåíèÿ (3) ýòî ñèñòåìà ÷åòûðåõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè.
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Ïðèâåäåì èõ ê ñêàëÿðíîìó âèäó, ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ tf , µ, σ :

(v0 − vf)2 = t2ff
2
v (µ, σ), (4)

x2
0 = t4ff

2
x(µ, σ)− 2|x0|ctf − t2f ,

|x0||v0 − vf |d1 = −tf |v0 − vf |d2 + t3ffxv(µ, σ) (v2
f = 1).

Çäåñü ââåäåíû åñòåñòâåííûå îáîçíà÷åíèÿ

f 2
x(µ, σ) = a2

ζµ
2 + 2aζaηµσ + a2

η,

f 2
v (µ, σ) = b2ζµ

2 + 2bζbηµσ + b2η,

fxv(µ, σ) = aζbζµ
2 + (bζaη + bηaζ)µσ + aηbη,

c = (x0, vf)|x0|−1, d1 =
(x0, v0 − vf)
|x0||v0 − vf |

, d2 =
(vf , v0 − vf)
|v0 − vf |

.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíûõ tf ≥ 0, µ ≥ 0, σ ∈ [−1, 1]. Ýòà ñèñòåìà çàâèñèò îò ïÿòè ïàðàìåòðîâ,

õàðàêòåðèçóþùèõ íà÷àëüíûå è ôèíàëüíûå óñëîâèÿ çàäà÷è. Âðåìÿ áûñòðîäåé-

ñòâèÿ tf âûðàæàåòñÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4).

Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðåøåíèå çàäà÷è (1) ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê

÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû äâóõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî äâóõ

íåèçâåñòíûõ, ïðè÷åì ïîðÿäîê ýòîé ñèñòåìû íå çàâèñèò îò ðàçìåðíîñòè âåêòî-

ðîâ x0, v0, vf ïðè n ≥ 2. Íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû µ, σ íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî, à

îñòàëüíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå óïðàâëåíèå íàõîäÿòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3), ïðè÷åì äëÿ èçâåñòíûõ µ è σ èñêîìîå óï-

ðàâëåíèå íàõîäèòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. ×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

îñíîâàí íà êîìáèíàöèè ìåòîäà óñêîðåííîé ñõîäèìîñòè, ïðèìåíÿåìîãî äëÿ ðåøå-

íèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, è ìåòîäà ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ äëÿ âûáîðà

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîñòîÿííîìó èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîìó óïðàâëåíèÿì, ÷èñëåííûé àëãîðèòì ñõî-

äèòñÿ î÷åíü ìåäëåííî. Ýòè ñëó÷àè èññëåäîâàíû àíàëèòè÷åñêè.

Â ðÿäå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ýòó ñèñòåìó ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, ðàçäåëèâ

ïåðåìåííûå µ è σ ïðè (x0, v0) = 0, (x0, v0 − vf) = 0, (x0, vf) = 0, èëè èñïîëüçóÿ

7



äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñâîéñòâàõ óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè. Ïðåäñòàâ-

ëÿþò èíòåðåñ ñëó÷àè ñîâïàäåíèÿ íà÷àëüíîé è ôèíàëüíîé ñêîðîñòåé v0 = vf ,

âîçâðàùåíèÿ â èñõîäíóþ òî÷êó x0 = 0, íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0 = 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàâåíñòâà íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé ñêîðîñòåé v0 = vf .

Ïåðåïèøåì (4) â âèäå

x0 + vf tf = t2f(aζζ + aηη), (5)

0 = bζζ + bηη.

Âåêòîðû ζ è η êîëëèíåàðíû. Ñèñòåìà (5) ðàçðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè, åå

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå µ = 2, σ = 1.

Çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè è êîîðäèíàòû îò âðåìåíè ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

v(τ) = v0 −
η

2
tf(|2τ − 1| − 1), (6)

x(τ) = x0 + v0tfτ +
η

8
t2f(|2τ − 1|(1− 2τ) + 4τ − 1), τ ∈ [0, 1].

Çäåñü τ = t/tf - íîðìèðîâàííîå âðåìÿ.

Òðàåêòîðèÿ îáëàäàåò öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïåðå-

êëþ÷åíèÿ. Ïåðåêëþ÷åíèå óïðàâëåíèÿ ïðîèñõîäèò ïðè τ = 0.5. Õàðàêòåðíîé

îñîáåííîñòüþ âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ êàê ôóíêöèè íà÷àëüíûõ äàííûõ ÿâëÿ-

åòñÿ íàëè÷èå ðàçðûâà, âûçâàííîãî ñóùåñòâîâàíèåì íåîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé

çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Ðàññìîòðèì ïîñòîÿííîå, êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå è íåïðåðûâíîå óïðàâëåíèÿ îò-

äåëüíî êàê ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Çíàÿ ôèíàëüíóþ ñêîðîñòü vf

è çàäàâàÿ íàïðàâëåíèå óïðàâëåíèÿ η è âðåìåíè äâèæåíèÿ tf , íàéäåì íà÷àëüíûå

óñëîâèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿííîìó îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ

v0 = vf − ηtf , (7)

x0 =
ηt2f
2
− vf tf .

Äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óðà-

âíåíèÿ èìåþò âèä

v0 = vf − ηtf(2τ ∗ − 1), (8)

x0 = −vf tf −
ηt2f
2

(−1 + 4τ ∗ − 2τ ∗2).
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Èñêîìîå ìíîæåñòâî ñòðîèòñÿ íà îñíîâå âàðèàöèè òðåõ ïàðàìåòðîâ: âðåìåíè

äâèæåíèÿ tf , íàïðàâëåíèÿ óïðàâëåíèÿ η è ìîìåíòà ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ

τ ∗.

Èñïîëüçóÿ (7) è (8), ìîæíî èññëåäîâàòü àíàëèòè÷åñêè ñëó÷àè ïîñòîÿííîãî

è êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèé. Ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ ïîäðîáíî

ðàññìîòðåí â ëèòåðàòóðå êàê ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñ íåôèêñèðîâàííîé ôèíàëüíîé

ñêîðîñòüþ.

Ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ. Óïðàâëÿþùàÿ

ôóíêöèÿ èìååò âèä

u(τ) = η sign(−λτ + 1), τ ∈ [0, 1], λ =
tf
t
> 1.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1) è ïðîèíòåãðè-

ðóåì. Çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè è ðàäèóñ-âåêòîðà îò âðåìåíè è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

ñîîòâåòñòâåííî

v = v0 + η
tf
λ

(1− |λτ − 1|), (9)

vf = v0 + η
tf
λ

(2− λ), vf = (−1, 0),

x = x0 + v0τtf + η
t2f
2λ2 (|λτ − 1|(1− λτ) + 2λτ − 1),

0 = x0 + v0tf + η
t2f
2λ2 (−λ

2 + 4λ− 2).

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè ñèñòåìû (9) íàéäåì âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ

tf =
λ(1 + |v0|2 + 2|v0| cosα)0.5

|2− λ|
.

Çäåñü α - óãîë, õàðàêòåðèçóþùèé íàïðàâëåíèå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Âåêòîð óï-

ðàâëåíèÿ ðàâåí

η =
vf − v0

|vf − v0|
sign(2− λ).

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè v0 6= vf âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå òîëüêî îäíîãî êóñî÷íî-

ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ ñðåäè ðåøåíèé çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Åãî îïòè-

ìàëüíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñâåäåíèåì äàííîãî ñëó÷àÿ ê ñëó÷àþ ðàâåíñòâà íà÷àëü-

íîé è ôèíàëüíîé ñêîðîñòåé ïóòåì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ äî ñêîðîñòè v′0 = vf .
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Ðàññìîòðåâ îòäåëüíî ïîñòîÿííîå, êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå è íåïðåðûâíîå óïðàâ-

ëåíèÿ, ìîæíî îïðåäåëèòü ÿâëÿþòñÿ ëè îíè ðåøåíèÿìè çàäà÷è ïðèíöèïà ìàê-

ñèìóìà è îïðåäåëèòü èõ îïòèìàëüíîñòü.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñðåäè ðåøåíèé çàäà÷è (1) íå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî

ïîñòîÿííîãî è êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèé ïðè n > 1.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ñðåäè ðåøåíèé çàäà÷è (1) åñòü îïòèìàëüíîå êóñî÷íî-

ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå u1(t), òî îíî áóäåò åäèíñòâåííûì îïòèìàëüíûì ðå-

øåíèåì çàäà÷è (1) ïðè n ≥ 1.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè ñðåäè ðåøåíèé (1) åñòü ïîñòîÿííîå óïðàâëåíèå,

òî îíî áóäåò åäèíñòâåííûì îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) ïðè n ≥ 1.

Òåîðåìà Çàäà÷à (1) èìååò åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðè n ≥ 1.

Â ñëó÷àå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ v0 = vf âîçìîæíû äî òðåõ

ðåøåíèé çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ïîñòîÿííîå è êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå óï-

ðàâëåíèÿ âìåñòå ìîãóò áûòü ðåøåíèÿìè çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà òîëüêî

â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Îáíàðóæåíî ñî÷åòàíèå ïîñòîÿííîãî è íåïðåðûâíîãî ðå-

øåíèé çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà. Ñðåäè ïîñòîÿííîãî, êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî

è íåïðåðûâíîãî óïðàâëåíèé, íàèìåíüøèì âðåìÿ äâèæåíèÿ áóäåò ó ïîñòîÿííî-

ãî, à íàèáîëüøèì ó íåïðåðûâíîãî èëè êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèé. Ýòî

ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíóþ ïðîöåäóðó îòáîðà êîðíåé äëÿ ÷èñëåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Ñíà÷àëà ïðîâåðÿåì ñïðàâåäëèâîñòü (7); åñëè îíà âåðíà, òî åäèíñòâåííîå

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íàéäåíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîâåðèì ñïðàâåäëèâîñòü

ñèñòåìû (8); åñëè îíà âåðíà, òî ïðîâåðÿåòñÿ åå îïòèìàëüíîñòü ñâåäåíèåì äàííîãî

ñëó÷àÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî óïðàâëåíèÿ ê ñëó÷àþ ðàâåíñòâà íà÷àëüíîé è ôè-

íàëüíîé ñêîðîñòåé. Åñëè (7) è (8) íå âûïîëíåíû, òî çàäà÷à (1) ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ çàäà÷è (1) â ñëó÷àå ïëîñêîãî äâèæåíèÿ.

Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ñëó÷àè íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà, íóëåâîé

íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, à òàêæå âûáîðêè ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ íà÷àëüíîé

ñêîðîñòè è íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà.

Ïðè ñîâïàäåíèè íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî ïîëîæåíèé äèíàìè÷åñêîãî îáú-

åêòà, òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ êðèâóþ. Â çàäà÷å ñóùåñòâó-
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åò ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî âåëè÷èíû íà÷àëüíîé è ôèíàëüíîé ñêîðîñòåé: ïðè

çàìåíå v′0 = v0|v0|−2 âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ t′f = tf |v0|−1. Ïðè ýòîì µ′ = µ,

σ′ = σ, ξ′ = ξ|v0|, η′ = η. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (1) ïðè |v0| > 1,

ìîæíî ñâåñòè ê ñëó÷àþ 0 < |v′0| ≤ 1, ïðè÷åì åñëè |v′0| < |v0|, òî óïðàâëåíèå u′(t)
â íà÷àëüíîé òî÷êå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óïðàâëåíèþ u(t) â ôèíàëüíîé òî÷êå.

Óòâåðæäåíèå 5. Ïðè x(0) = x(tf) îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ëåæàò

â óãëå, îáðàçîâàííîì íàïðàâëåíèÿìè âåêòîðà íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è âåêòî-

ðà, íàïðàâëåííîãî ïðîòèâîïîëîæíî ôèíàëüíîé ñêîðîñòè. Íàïðàâëåíèå ðàäèóñ-

âåêòîðà x0 - ôóíêöèÿ β(t) ìîíîòîííà ïðè t ∈ (0, tf).

Óñòàíîâëåíî, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ïðîèñõîäèò òîðìîæåíèå êîì-

ïîíåíòû ñêîðîñòè âäîëü îñè îðäèíàò (ïåðïåíäèêóëÿðíî ôèíàëüíîé ñêîðîñòè).

Íå ñóùåñòâóåò ðåæèìîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ â íà÷àëå äâè-

æåíèÿ áûë áû ðàçãîí, à â îêðåñòíîñòè ôèíàëüíîé òî÷êè - òîðìîæåíèå ñêîðîñòè.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (1), â êîòîðîé íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü

v0 = 0. Ê ýòîìó ñëó÷àþ çàäà÷à (1) ñâîäèòñÿ åñëè íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ëèáî

ìíîãî áîëüøå, ëèáî ìíîãî ìåíüøå ôèíàëüíîé ñêîðîñòè. Ñ ó÷åòîì íîðìèðîâêè

ôèíàëüíîé ñêîðîñòè âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå çàâèñÿò

îò äâóõ ïàðàìåòðîâ: âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà |x0| è åãî íàïðàâëå-

íèÿ β.

Óòâåðæäåíèå 6. Îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïðè v0 = 0 ëåæèò â óãëå,

îáðàçîâàííîì íàïðàâëåíèåì íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà x0 è íàïðàâëåíèåì,

ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèþ ôèíàëüíîé ñêîðîñòè. Íàïðàâëåíèå ðàäèóñ-

âåêòîðà β(t) - ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå t ∈ (0, tf).

Äëÿ âûáîðêè ïî âåëè÷èíå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè

ïðèâîäÿòñÿ ê ñëó÷àÿì v0 = 0 èëè v0 ⊥ η. Äëÿ âûáîðêè ïî íàïðàâëåíèþ íà-

÷àëüíîé ñêîðîñòè óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ñâîäÿòñÿ ê v0 ↑↑ η èëè v0 ↑↓ η.
Ïåðåõîä ìåæäó ýòèìè ðåæèìàìè èìååò ìåñòî ïðè ïîñòîÿííîì óïðàâëåíèè. Ýòè

îñîáåííîñòè ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìàì è ìèíèìóìàì ôóíêöèè âðåìåíè áûñ-

òðîäåéñòâèÿ tf(|v0|, α).

Ïóòåì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò íà-

ïðàâëåíèé âåêòîðîâ η è v0, à òàêæå çíà÷åíèé u(tf) è vf èìåþò ìåñòî ÷åòûðå

11



îñíîâíûõ òèïà òðàåêòîðèé. Òèï 1: äâèæåíèå âïðàâî âíà÷àëå, ò.å. óãîë φ < α,

çàòåì ïîâîðîò âïðàâî â êîíöå, ò.å. óãîë ψ > π; òèï 2: äâèæåíèå âëåâî âíà÷àëå,

óãîë φ > α, çàòåì äâèæåíèå âïðàâî â êîíöå, óãîë ψ > π; òèï 3: äâèæåíèå âëåâî

âíà÷àëå, óãîë φ > α, çàòåì äâèæåíèå âëåâî â êîíöå, óãîë ψ < π; òèï 4: äâè-

æåíèå âïðàâî âíà÷àëå, óãîë φ < α, çàòåì äâèæåíèå âëåâî â êîíöå, óãîë ψ < π.

Çäåñü φ è ψ - óãëû, õàðàêòåðèçóþùèå íàïðàâëåíèå óïðàâëåíèÿ u(t) â íà÷àëüíîé

è êîíå÷íîé òî÷êàõ ñîîòâåòñòâåííî. Ïåðåõîäîì ìåæäó ýòèìè òèïàìè òðàåêòî-

ðèé ñëóæàò òî÷êè, â êîòîðûõ âåêòîð íà÷àëüíîé ñêîðîñòè v0 êîëëèíåàðåí èëè

àíòèêîëëèíåàðåí ñîïðÿæåííîìó âåêòîðó η, à òàêæå òî÷êè, â êîòîðûõ âåêòîðû

vf è u(tf) êîëëèíåàðíû èëè àíòèêîëëèíåàðíû.

Èíòåðïðåòèðóÿ íàéäåííûå îñîáåííîñòè âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ tf(α) êàê

ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé, çàêëþ÷àåì, ÷òî ïåðåõîä ìåæäó òèïàìè òðà-

åêòîðèé ïðè |v0| > 0 ñîîòâåòñòâóåò êîëëèíåàðíîñòè èëè àíòèêîëëèíåàðíîñòè

âåêòîðîâ v0 è η, ò.å. ìàêñèìàëüíîìó èëè ìèíèìàëüíîìó âðåìåíè áûñòðîäåé-

ñòâèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè |v0| < |v∗| â òî÷êå ìèíèìóìà âðåìåíè ïðîèñõîäèò ðàçãîí,
ïðè |v0| > |v∗| - òîðìîæåíèå, ãäå v∗ - ñêîðîñòü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñòîÿííîìó

óïðàâëåíèþ. Â òî÷êå ìàêñèìóìà èìååò ìåñòî òîðìîæåíèå ïðè |v0| > 0.

Çàôèêñèðóåì ôèíàëüíûå óñëîâèÿ, âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå íà÷àëüíîé ñêî-

ðîñòè è èññëåäóåì îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå è âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè ðàç-

ëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ è âåëè÷èíàõ íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà x0 ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíû âûáîðêè ïî íàïðàâëåíèþ β ïðè ôèê-

ñèðîâàííîì |x0| äëÿ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé v0.

Äëÿ âûáîðêè ïî âåëè÷èíå íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà óñëîâèÿ òðàíñâåð-

ñàëüíîñòè ïðèâîäÿòñÿ ê ñëó÷àÿì x0 = 0 èëè x0 ⊥ ξ. Äëÿ âûáîðêè ïî íàïðàâëå-

íèþ íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ñâîäÿòñÿ ê x0 ↑↑ ξ
èëè x0 ↑↓ ξ. Ïåðåõîä ìåæäó ýòèìè ðåæèìàìè èìååò ìåñòî ïðè ïîñòîÿííîì

óïðàâëåíèè. Ýòè îñîáåííîñòè ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìàì è ìèíèìóìàì ôóíê-

öèè âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ tf(|x0|, β).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ÷àñòè÷íûé ñèíòåç îïòèìàëü-

íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé v0 è ïîëîæåíèé x0 ìàòåðèàëüíîé
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òî÷êè. Â âû÷èñëèòåëüíîì àñïåêòå èçëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü è

àíàëèçèðîâàòü ïðîãðàììíûå äâèæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x0, v0.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ.

1◦. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì íà÷àëüíîé ñêîðîñòè

α è ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì ìîäóëÿ |v0|. Íàõîæäåíèå âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ
tf è íà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ óïðàâëåíèÿ φ ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñåìåéñòâ

êðèâûõ tf(α), φ(α) äëÿ ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíû íà÷àëüíîé ñêîðîñòè |v0|.
2◦. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ ôèêñèðîâàííûì ìîäóëåì íà÷àëüíîé ñêî-

ðîñòè |v0| è ïðîèçâîëüíûì íàïðàâëåíèåì α. Òîãäà òî÷êà ìèíèìóìà âðåìåíè

íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñåìåéñòâà êðèâûõ tf(α) äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ |v0|. Ïî
ãðàôèêó φ(α) íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

3◦. Èññëåäóåì áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè íà÷àëà (îêîí÷à-

íèÿ) ïðîöåññà â ôîðìå íåðàâåíñòâ äëÿ âåëè÷èí |v0| è α. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0

íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñåìåéñòâà êðèâûõ tf(α) èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà âðåìåíè

äëÿ âåëè÷èí |v0| è α, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì íåðàâåíñòâàì. Âðåìÿ áûñ-

òðîäåéñòâèÿ è íàïðàâëåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî ãðàôèêàì

tf(|v0|, α), φ(|v0|, α).

4◦. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ ôèêñèðîâàííûì íàïðàâëåíèåì íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-

âåêòîðà β è ïðîèçâîëüíûì çíà÷åíèåì ìîäóëÿ |x0|. Íàõîæäåíèå âðåìåíè áûñòðî-
äåéñòâèÿ tf è íà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ óïðàâëåíèÿ φ ïðîâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè

ñåìåéñòâ êðèâûõ tf(β), φ(β) äëÿ ôèêñèðîâàííîé âåëè÷èíû íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-

âåêòîðà |x0|.
5◦. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ ôèêñèðîâàííûì ìîäóëåì íà÷àëüíîãî

ðàäèóñ-âåêòîðà |x0| è ïðîèçâîëüíûì íàïðàâëåíèåì β. Òîãäà òî÷êà ìèíèìóìà

âðåìåíè íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñåìåéñòâà êðèâûõ tf(β) äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ

|x0|. Ïî ãðàôèêó φ(β) íàõîäèòñÿ îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

6◦. Èññëåäóåì áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè íà÷àëà (îêîí÷à-

íèÿ) ïðîöåññà â ôîðìå íåðàâåíñòâ äëÿ âåëè÷èí |x0| è β. Íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå
x0 íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ñåìåéñòâà êðèâûõ tf(β) èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà âðåìåíè

äëÿ âåëè÷èí |x0| è β, óäîâëåòâîðÿþùèõ óêàçàííûì íåðàâåíñòâàì. Âðåìÿ áûñ-

òðîäåéñòâèÿ è íàïðàâëåíèå îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî ãðàôèêàì
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tf(|x0|, β), φ(|x0|, β).

7◦. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ñ ôèêñèðîâàííûì

âðåìåíåì T è óñëîâèÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ñëó÷àÿì 1◦− 6◦. Òîãäà, èñïîëüçóÿ

ãðàôèê âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ çàäà÷è (1), ìîæíî îïðåäåëèòü óñëîâèå

ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé tf ≤ T . Åñëè îïòèìàëüíîå âðåìÿ tf îêàçûâàåòñÿ ìåíü-

øèì T, òî ìîæíî îïòèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó óïðàâëÿþùåãî óñêîðåíèÿ â çàäà÷å

ñ ôèêñèðîâàííûì âðåìåíåì äâèæåíèÿ, ò.å. ââåñòè ôóíêöèþ ũ(t) = (tf/T )u(t)

äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ tf = T .

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à íàèñêîðåéøåãî ïðèâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî îáúåêòà â

òðåáóåìîå ôàçîâîå ñîñòîÿíèå ïîñðåäñòâîì îãðàíè÷åííîãî ïî âåëè÷èíå óïðàâ-

ëÿþùåãî óñêîðåíèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è ñâåëîñü ê èññëåäîâàíèþ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ:

íóëåâîãî íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà, íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, à òàêæå âû-

áîðêè ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-

âåêòîðà.

Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå íàõîäèòñÿ â äâà ýòàïà: ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû

íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöè-

åíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ôóíêöèÿìè íàéäåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïîñòðîåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, ïîçâîëÿþùèé íàõîäèòü îï-

òèìàëüíîå óïðàâëåíèå è âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ó÷èòûâàåò êàê íåïîñðåäñòâåííî

÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, òàê è âûáîð íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ââåäåíà êëàññèôèêàöèÿ óïðàâëåíèé, ïîçâî-

ëÿþùàÿ âûäåëèòü è àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàòü çàäà÷ó äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé,

ïðè êîòîðûõ àëãîðèòì ñõîäèòñÿ î÷åíü ìåäëåííî. Íà îñíîâå ýòîé êëàññèôèêàöèè

ïîñòðîåíà ýôôåêòèâíàÿ ïðîöåäóðà îòáîðà êîðíåé. Íàéäåíû íà÷àëüíûå óñëî-

âèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì òèïàì óïðàâëåíèé.

Â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îáíàðóæåíû ñëó÷àè íååäèíñòâåííî-

ñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà: äî òðåõ ðåøåíèé ïðè ðàâåíñòâå íà-

÷àëüíîé è ôèíàëüíîé ñêîðîñòåé, ñóùåñòâîâàíèå ïîñòîÿííîãî è íåïðåðûâíîãî
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óïðàâëåíèé; êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî è íåïðåðûâíîãî óïðàâëåíèé. Íàëè÷èå äâóõ

è áîëüøå íåïðåðûâíûõ óïðàâëåíèé íå îáíàðóæåíî. Äîêàçàíà åäèíñòâåííîñòü

îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Äëÿ ñëó÷àÿ ðàâåíñòâà íà÷àëüíîé è ôèíàëüíîé ñêîðîñòåé èññëåäîâàíû îïòè-

ìàëüíûå òðàåêòîðèè, âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. Íàé-

äåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàçðûâ ôóíêöèè Áåëëìàíà,

ñîîòâåòñòâóþùèå íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèíöèïà ìàêñèìóìà.

Äëÿ ñëó÷àÿ ñîâïàäåíèÿ íà÷àëüíîãî è ôèíàëüíîãî ïîëîæåíèé áûëè èññëåäî-

âàíû óïðàâëåíèå è âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòÿõ.

Äîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé çàìêíóòóþ êðè-

âóþ, íàõîäèòñÿ â óãëå, îáðàçîâàííîì íàïðàâëåíèåì íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è íà-

ïðàâëåíèåì ïðîòèâîïîëîæíîì ôèíàëüíîé ñêîðîñòè, ïðè÷åì íàïðàâëåíèå ðàäèóñ-

âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé âðåìåíè äâèæåíèÿ. Ïðè èññëåäîâàíèè

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåæèìû, â êîòîðûõ â íà÷àëüíûé

ìîìåíò ïðîèñõîäèò òîðìîæåíèå, à â ôèíàëüíîé òî÷êå ðàçãîí ñêîðîñòè - íå ÿâ-

ëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè.

Äëÿ íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ïîëó÷åíû íîâûå ðåçóëüòàòû, îïèñûâàþùèå

êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè âðåìåíè áûñòðîäåéñòâèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ. Äîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé çàìêíó-

òóþ êðèâóþ, íàõîäèòñÿ â óãëå, îáðàçîâàííîì íàïðàâëåíèåì íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-

âåêòîðà è íàïðàâëåíèåì ïðîòèâîïîëîæíîì ôèíàëüíîé ñêîðîñòè, ïðè÷åì íà-

ïðàâëåíèå ðàäèóñ-âåêòîðà ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèåé âðåìåíè äâèæåíèÿ.

Â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, êîãäà íà÷àëüíûå è êîíå÷íûå óñëîâèÿ ïðîèç-

âîëüíû, îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü â çàâèñèìîñòè îò

íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè è óïðàâëåíèÿ â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìå-

íè. Âñåãî ðåàëèçóþòñÿ ÷åòûðå òèïà òðàåêòîðèé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò âñåì

âîçìîæíûì ñëó÷àÿì âçàèìíîãî íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè è óïðàâëåíèÿ (ðàçãîíà

èëè òîðìîæåíèÿ) â íà÷àëüíîé è ôèíàëüíîé òî÷êàõ.

Èññëåäîâàíû âûáîðêè ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíèþ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è

íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü îñîáåííîñòåé âðåìåíè áûñòðî-

äåéñòâèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íàéäåíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòî-
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ðûõ âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ áóäåò ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå íóëåâîé

íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Â ýòîé îáëàñòè îäíî è òî æå âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ äîñòè-

ãàåòñÿ ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èíàõ íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.

Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè âðåìåíè è íàïðàâëåíèÿ óïðàâëåíèÿ îò íà÷àëü-

íûõ äàííûõ ïîçâîëÿþò ðåøàòü äàííóþ çàäà÷ó ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà âåëè÷èíó

è íàïðàâëåíèå íà÷àëüíîé ñêîðîñòè è íà÷àëüíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà â ôîðìå íå-

ðàâåíñòâ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûì

âðåìåíåì äâèæåíèÿ äëÿ îïòèìèçàöèè âåëè÷èíû óïðàâëÿþùåãî óñêîðåíèÿ.

Íà ÿçûêå Visual C++ íàïèñàíà ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ ñòðîèòü îïòèìàëü-

íûå òðàåêòîðèè, íàõîäèòü âðåìÿ áûñòðîäåéñòâèÿ è óïðàâëåíèå ïî îáðàòíîé

ñâÿçè âî âñåì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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